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阅读说明

本书是原讲义的独立中文版本，不与法文逐段对照。正文保留原讲义的章节结构、定理编号、
证明顺序和主要记号；对原稿中可以严格确认的排印错误，已在正文中改正，并以“校订注”说明。

适合的读者与预备知识。本书面向已经学过一元与多元微积分、线性代数，并接触过度量空间
基本概念的本科生。第一次学习时，建议按“定义—例子—命题—证明”的顺序阅读；带星号或
明显偏深入的证明，可以在掌握主线后再读。

记号与阅读约定

• N 含 0；B(E) 表示拓扑空间 E 的 Borel σ-代数。
• “几乎处处”总是相对于当前测度而言；“几乎必然”专用于概率测度。
• 原稿中的区间记号 ]a, b[、]a, b] 在公式中予以保留，分别等同于 (a, b)、(a, b]。这样既忠于原

稿，也便于核对端点。
• 1A 表示集合 A 的示性函数；δx 表示点 x 处的 Dirac 测度。
• 测度论中，只取有限多个值的可测函数称为“简单函数”；黎曼积分语境中的分段常值函数称为

“阶梯函数”。

建议的学习主线。第一遍可重点掌握：σ-代数与测度、Lebesgue 积分及收敛定理、乘积测度、
随机变量与独立性、条件期望、鞅、马尔可夫链和布朗运动。每读完一个定理，先确认假设中
哪些条件用于“存在”、哪些用于“有限性”或“极限交换”，再进入证明细节。
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积分
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第一章 测度空间

测度论的出发点，是给定一个集合，并试图为它的每个子集赋予一个非负实数（称为该子集的
测度），同时满足若干自然的可加性要求；例如，两两不交的子集之并的测度应等于各子集测度之
和。由于深刻的原因，一般不可能为所有子集同时定义这样的测度，因此必须只考虑某一类子集
——可测子集；这类子集构成一个 σ-代数。配备了 σ-代数的集合称为可测空间。本章介绍 σ-代数

（即可测集合族）、可测空间上的测度以及可测函数等基本概念；稍后将对可测函数定义积分。最后
一节给出单调类引理的一种形式，它在测度论和概率论中都十分重要。

1.1 可测集合

定义 1.1.1 　设 E 为任意集合。E 上的一个 σ-代数，是指 E 的一个子集族 A，满足：

(i) E ∈ A ;

(ii) A ∈ A ⇒ Ac ∈ A ;

（iii）若 An ∈ A 对每个 n ∈ N 都成立，则
⋃
n∈N

An ∈ A。

A 的元素称为可测集；需要强调所用 σ-代数时，也称为 A-可测集。二元组 (E,A) 称为可测
空间。

由定义立即得到：

∅ ∈ A.

（2）若 An ∈ A（n ∈ N），则
⋂
n∈N

An ∈ A。

（3）在可数并中令充分大的 n 所对应的 An = ∅，便知 A 对有限并封闭；由 De Morgan 公式，
它也对有限交封闭。

例。

• A = P(E) ;

• A = {∅, E} 是平凡 σ-代数；

• E 的所有至多可数子集，以及补集至多可数的子集，共同组成 E 上的一个 σ-代数。

任意一族 σ-代数的交仍是 σ-代数。由此得到下一个定义。

定义 1.1.2 　设 C ⊂ P(E)。存在唯一的、包含 C 的最小 σ-代数，记为 σ(C)，并可写成

σ(C) =
⋂

A 为σ-代数
C⊂A

A.

σ(C) 称为由 C 生成的 σ-代数。

2
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Borel σ-代数。设 E 是拓扑空间，这是生成 σ-代数的第一个重要例子。

定义 1.1.3 　设 O 为拓扑空间 E 的全体开集。由 O 生成的 σ-代数 σ(O) 称为 E 的 Borel
σ-代数，记为 B(E)。

所以，B(E) 是包含 E 的所有开集的最小 σ-代数；其中的元素称为 E 的 Borel 集。以后考察
R、Rd 等拓扑空间时，除非另有说明，都默认配备其 Borel σ-代数。

练习。证明 B(R) 可由下列任一集合族生成：

{(a, b) : a, b ∈ R, a < b}, {(−∞, a) : a ∈ R}, {(−∞, a) : a ∈ Q}.

也可把这些开区间换成相应的闭区间。

积 σ-代数。这是生成 σ-代数的第二个重要例子。

定义 1.1.4 　设 (E1,A1)、(E2,A2) 是两个可测空间。定义 E1 × E2 上的积 σ-代数为

A1 ⊗A2 = σ
(
{A1 ×A2 : A1 ∈ A1, A2 ∈ A2}

)
.

练习。证明

B(R2) = B(R)⊗ B(R).

1.2 正测度

本节固定一个可测空间 (E,A)。

定义 1.2.1 　 (E,A) 上的正测度，是满足下列条件的映射 µ : A → [0,∞]：

(i) µ(∅) = 0 ;

（ii）对任意两两不交的可测集列 (An)n∈N，

µ
( ⋃

n∈N
An

)
=
∑
n∈N

µ(An).

允许测度取 +∞ 十分重要。条件（ii）称为可列可加性或 σ-可加性。若从某一项起 An = ∅，
它就退化为有限可加性。

基本性质。（1）若 A ⊂ B，则 µ(A) ≤ µ(B)；若还满足 µ(A) <∞，则

µ(B\A) = µ(B)− µ(A) ;

（2）若 A,B ∈ A，则

µ(A) + µ(B) = µ(A ∪B) + µ(A ∩B) ;

（3）若 An ∈ A 且 An ⊂ An+1，则

3
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µ(
⋃
n∈N

An) = lim
n→∞

↑ µ(An) ;

（4）若 Bn ∈ A、Bn+1 ⊂ Bn，且 µ(B0) <∞，则

µ(
⋂
n∈N

Bn) = lim
n→∞

↓ µ(Bn) ;

（5）若 An ∈ A，则

µ(
⋃
n∈N

An) ≤
∑
n∈N

µ(An).

只证明（3）—（5）。证明（3）时，令 C0 = A0，且对 n ≥ 1 令

Cn = An\An−1

于是
⋃

nAn =
⋃

nCn，而各 Cn 两两不交，故

µ(
⋃
n∈N

An) = µ(
⋃
n∈N

Cn) =
∑
n∈N

µ(Cn) = lim
N→∞

↑
N∑

n=0

µ(Cn) = lim
N→∞

↑ µ(AN ).

证明（4）时，对每个 n 令 An = B0 \Bn，则 (An) 递增。因此

µ(B0)−µ

(⋂
n∈N

Bn

)
= µ

(
B0 \

⋂
n∈N

Bn

)
= µ

(⋃
n∈N

An

)
= lim

n→∞
↑ µ(An) = lim

n→∞
↑
(
µ(B0)−µ(Bn)

)
.

这里 µ(B0) < ∞ 正是为了合法地写出 µ(An) = µ(B0)− µ(Bn)。最后证明（5）：令 C0 = A0，并
对 n ≥ 1 令

Cn = An\
n−1⋃
k=0

Ak.

各 Cn 两两不交，而且 Cn ⊂ An，所以

µ(
⋃
n∈N

An) = µ(
⋃
n∈N

Cn) =
∑
n∈N

µ(Cn) ≤
∑
n∈N

µ(An).

例。（1）若 E = N、A = P(N)，则计数测度定义为

µ(A) = Card(A).

对任意集合 E，也可在 (E,P(E)) 上定义计数测度。这个例子还说明性质（4）中的条件 µ(B0) <∞
不能删去：取

Bn = {n, n+ 1, n+ 2, . . .}

则每个 µ(Bn) = ∞，但
⋂

nBn = ∅，所以 µ(
⋂

nBn) = 0。（2）设 (E,A) 是任意可测空间，x ∈ E。
定义 x 处的 Dirac 测度为

更一般地，若 xn ∈ E、αn ∈ [0,∞]（n ∈ N），则可定义正测度
∑

n αnδxn：

4
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(
∑

αnδxn)(A) =
∑

αnδxn(A) =
∑

αn1A(xn).

（3）Lebesgue测度。在 (R,B(R)) 上存在唯一正测度 λ，使每个开区间 (a, b) 都满足 λ((a, b)) = b−a。
它的存在性和唯一性将在后文证明。

若干术语。µ(E) <∞ 时称 µ 为有限测度，µ(E) 称为总质量；µ(E) = 1 时称 µ 为概率测度。
若存在递增可测集列 (En)，使 E =

⋃
nEn 且 µ(En) <∞，则称 µ 为 σ-有限测度。

若 {x} ∈ A 且 µ({x}) > 0，则称 x 是 µ 的原子。没有原子的测度称为无原子测度（或弥散测
度）。

1.3 可测函数

定义 1.3.1 　设 (E,A)、(F,B) 是可测空间。映射 f : E → F 称为可测映射，如果

∀B ∈ B, f−1(B) ∈ A.

若 E,F 是配备 Borel σ-代数的拓扑空间，也称 f 为 Borel 可测映射。

命题 1.3.1 　两个可测映射的复合仍可测。

证明。若 f : E → F、g : F → G 可测，则对每个可测集 C ⊂ G，

(g ◦ f)−1(C) = f−1
(
g−1(C)

)
是 E 中的可测集。

命题 1.3.2 　要证明 f : E → F 可测，只需找到 C ⊂ B，使 σ(C) = B，并验证对每个 B ∈ C
都有 f−1(B) ∈ A。

证明。令

G = {B ∈ B : f−1(B) ∈ A}.

容易验证 G 是 σ-代数。假设给出 C ⊂ G，故 B = σ(C) ⊂ G，结论成立。

例。（1）当 (F,B) = (R,B(R)) 时，要证明 f 可测，只需验证 f−1((a, b)) 对所有 a < b 可测；
甚至只验证 f−1((−∞, a)) 对所有 a ∈ R 可测即可。（2）若 E,F 都配备 Borel σ-代数，则连续映
射 f : E → F 一定可测，因为开集的原像仍是开集。

可测函数的运算。

引理 1.3.3 　设 f1 : (E,A) → (F1,B1)、f2 : (E,A) → (F2,B2) 可测。则乘积映射

f : (E,A) −→ (F1 × F2,B1 ⊗ B2), f(x) = (f1(x), f2(x))

也可测。

证明。应用命题 1.3.2，并取生成族

C = {B1 ×B2 ; B1 ∈ B1, B2 ∈ B2}.

5
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因为
f−1(B1 ×B2) = f−1

1 (B1) ∩ f−1
2 (B2) ∈ A,

所以 f 可测。反过来，若乘积映射 f = (f1, f2) 可测，则坐标投影连续，从而 f1, f2 也可测。

推论 1.3.4 　若 f, g : (E,A) → (R,B(R)) 可测，则 f + g、fg、inf(f, g)、f+ = sup(f, 0) 以
及 f− = sup(−f, 0) 都可测。

例如，f + g 是可测映射 x 7→ (f(x), g(x)) 与连续映射 (a, b) 7→ a + b 的复合。再回忆：若
(an) ⊂ R = R ∪ {−∞,+∞}，则定义

lim sup
n→∞

an = lim
n→∞

(
sup
k≥n

ak

)
, lim inf

n→∞
an = lim

n→∞

(
inf
k≥n

ak

)
.

其中的单调极限都在 R 中理解。lim sup an 与 lim inf an 分别是数列 (an) 的最大聚点与最小聚点。

命题 1.3.5 　若 (fn) 是从 E 到 R 的可测函数列，则

sup
n
fn, inf

n
fn, lim sup

n→∞
fn, lim inf

n→∞
fn

也都可测。特别地，若 fn 逐点收敛，则其极限可测；一般地，集合 {x ∈ E : limn fn(x) 存在}
也是可测集。

证明。令 f(x) = infn fn(x)。对任意 a ∈ R，

f−1([−∞, a)) = {x : inf
n
fn(x) < a} =

⋃
n

{x : fn(x) < a}.

右端可测，故 f 可测；supn fn 同理。因此

lim inf
n→∞

fn = sup
n≥0

(
inf
k≥n

fk

)
.

也可测。最后令 G(x) = (lim infn fn(x), lim supn fn(x))。则

像测度。

定义 1.3.2 　设 f : (E,A) → (F,B) 可测，µ 是 (E,A) 上的正测度。称 µ 在 f 下的像测度为
f(µ)，它是 (F,B) 上由下式定义的正测度：

f(µ)(B) = µ(f−1(B)).

容易验证上式确实定义了测度。并且 f(µ)(F ) = µ(E)，所以像测度与原测度总质量相同。但
µ 为 σ-有限测度时，f(µ) 未必 σ-有限。

1.4 单调类

定义 1.4.1 　集合族 M ⊂ P(E) 称为单调类，如果

(i) E ∈ M ;

6
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（ii）若 A,B ∈ M 且 A ⊂ B，则 B \A ∈ M；
（iii）若 An ∈ M 且 An ⊂ An+1，则

⋃
nAn ∈ M。

每个 σ-代数都是单调类；任意一族单调类的交仍是单调类。因此，对 C ⊂ P(E)，可定义由 C
生成的最小单调类

M(C) =
⋂

M 为单调类
C⊂M

M.

定理 1.4.1（单调类引理）　若 C ⊂ P(E) 对有限交封闭，则 M(C) = σ(C)。

证明。每个 σ-代数都是单调类，所以 M(C) ⊂ σ(C)。反过来，只需证明 M(C) 是 σ-代数。一个
单调类若对有限交封闭，就对补集、有限并以及可数并封闭，因而是 σ-代数。因此只需证明 M(C)
对有限交封闭。先固定 A ∈ C，并令

M1 = {B ∈ M(C) : A ∩B ∈ M(C)}.

由于 C 对有限交封闭，C ⊂ M1。下面验证 M1 是单调类：

• E ∈ M1；

• 若 B,B′ ∈ M1 且 B ⊂ B′，则

A ∩ (B′ \B) = (A ∩B′) \ (A ∩B) ∈ M(C),

从而

B′ \B ∈ M1.

• 若 Bn ∈ M1 且 Bn ↑，则

A ∩
⋃
n

Bn =
⋃
n

(A ∩Bn) ∈ M(C),

故
⋃

nBn ∈ M1。

因此 M1 是包含 C 的单调类，故 M(C) ⊂ M1。也就是说，

∀A ∈ C, ∀B ∈ M(C), A ∩B ∈ M(C).

还需把两个变量的角色交换。固定 B ∈ M(C)，并令

M2 = {A ∈ M(C) : A ∩B ∈ M(C)}.

第一步说明 C ⊂ M2。用完全相同的论证可知 M2 是单调类，因此 M(C) ⊂ M2。这说明任意
A,B ∈ M(C) 都满足 A ∩B ∈ M(C)，定理得证。

推论 1.4.2 　设 µ, ν 是 (E,A) 上的两个测度。假设 C ⊂ A 对有限交封闭，σ(C) = A，且
µ(A) = ν(A) 对每个 A ∈ C 成立。

（1）若 µ(E) = ν(E) <∞，则 µ = ν。
（2）若存在递增集合列 En ∈ C，使 E =

⋃
nEn 且 µ(En) = ν(En) <∞，则 µ = ν。
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证明。（1）令 G = {A ∈ A : µ(A) = ν(A)}。由假设 C ⊂ G。容易验证 G 是单调类。例如，若
A,B ∈ G 且 A ⊂ B，则

µ(B \A) = µ(B)− µ(A) = ν(B)− ν(A) = ν(B \A),

从而 B \A ∈ G。1这里用到了 µ 与 ν 都是有限测度。因此 G 包含 M(C) = σ(C) = A，故 G = A，
即 µ = ν。（2）对每个 n，记 µn、νn 分别为 µ、ν 在 En 上的限制：

∀A ∈ A , µn(A) = µ(A ∩ En), νn(A) = ν(A ∩ En).

由（1）得 µn = νn。于是对任意 A ∈ A，

µ(A) = lim
n→∞

µ(A ∩ En) = lim
n→∞

ν(A ∩ En) = ν(A).

推论：Lebesgue 测度的唯一性。至多存在一个 (R,B(R)) 上的测度 λ，使每个非空开区间 (a, b)

都满足 λ((a, b)) = b− a。事实上，若 λ′ 也有此性质，在推论（2）中取

C = {∅} ∪ {(a, b) : a, b ∈ R, a < b}, En = (−n, n),

即可得到 λ = λ′。同理，R 上的有限测度 µ 由分布函数值 µ((−∞, a])（a ∈ R）唯一确定。

1校订注：原文此处把结论误排为 B \A ∈ E；按本段所定义的集合族，应为 B \A ∈ G。
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第二章 关于测度的积分

本章首先构造可测函数的积分。对只取有限多个值的简单函数，积分可以直接定义；再把非负
可测函数的积分定义为所有不超过它的非负简单函数积分的上确界。对可取正负值的函数，则先
要求其绝对值积分有限，再利用正部与负部定义积分。随后将证明三个基本收敛结果：单调收敛定
理、Fatou 引理和支配收敛定理。它们给出把极限与积分交换的常用充分条件。本章最后讨论含参
数积分的连续性与可微性。

2.1 非负函数的积分

固定测度空间 (E,A, µ)，即 (E,A) 是可测空间，µ 是其上的正测度。

简单函数。若可测函数 f : E → R 只取有限多个值，则称 f 为简单函数。设它的不同取值为
α1 < α2 < · · · < αn，则

f(x) =

n∑
i=1

αi 1Ai(x)

其中 Ai = f−1({αi}) ∈ A（1 ≤ i ≤ n）。这称为 f 的规范表示。

定义 2.1.1 　设简单函数 f : E → R+ 的规范表示如上。定义 f 关于 µ 的积分为∫
f dµ =

n∑
i=1

αi µ(Ai)

若 αi = 0、µ(Ai) = ∞，采用约定 0 · ∞ = 0。

由定义，
∫
f dµ ∈ [0,∞]。若 f 还有另一种表示

f =
m∑
j=1

βj 1Bj

其中 B1, . . . , Bm 仍构成 E 的可测分割，但 βj 不要求彼此不同，则仍有

∫
f dµ =

m∑
j=1

βj µ(Bj).

事实上，对每个 i，集合 Ai 是所有满足 βj = αi 的 Bj 的不交并。因此由测度的可加性，

µ(Ai) =
∑

{j:βj=αi}

µ(Bj)

代回求和式即可得到结论。

性质。设 f, g 是非负简单函数。（1）对任意 a, b ≥ 0，∫
(af + bg)dµ = a

∫
fdµ+ b

∫
gdµ.
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（2）若 f ≤ g，则 ∫
fdµ ≤

∫
gdµ.

证明。（1）写出 f, g 的规范表示

f =

n∑
i=1

αi 1Ai , g =

m∑
k=1

α′
k 1A′

k

把每个 Ai 与每个 A′
k 再按交集细分，可找到同一组两两不交可测集 B1, . . . , Bp，使得

f =

p∑
j=1

βj 1Bj , g =

p∑
j=1

γj 1Bj

其中 βj , γj 不要求互异。根据定义后的说明，

∫
f dµ =

p∑
j=1

βj µ(Bj) ,

∫
g dµ =

p∑
j=1

γj µ(Bj).

并且 ∫
(af + bg) dµ =

p∑
j=1

(aβj + bγj)µ(Bj),

线性性随即成立。

（2）由（1）和 g = f + (g − f) 得∫
gdµ =

∫
fdµ+

∫
(g − f)dµ ≥

∫
f dµ.

记 E+ 为所有非负简单函数组成的集合。

定义 2.1.2 　设 f : E → [0,∞] 可测。定义∫
f dµ = sup

h∈E+,h≤f

∫
h dµ .

上面的单调性说明，当 f 本身是简单函数时，这一定义与定义 2.1.1 一致。以下记号等价：∫
fdµ =

∫
f(x)dµ(x) =

∫
f(x)µ(dx)

有时也写成 〈µ, f〉 或 µ(f)。

性质。（1）若 0 ≤ f ≤ g，则
∫
f dµ ≤

∫
g dµ。（2）若 µ({f > 0}) = 0，则

∫
f dµ = 0。这两

点都可直接由定义得到。

定理 2.1.1（单调收敛定理）　设 (fn) 是非负可测函数列，fn ↑ f，即对每个 x，fn(x) 单调
递增并收敛于 f(x)。则 ∫

f dµ = lim
n→∞

↑
∫
fn dµ.
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证明。由单调性立即有

∫
f dµ ≥ lim

n→∞
↑
∫
fn dµ.

只需证明反向不等式。任取满足 0 ≤ h ≤ f 的非负简单函数

h =
m∑
i=1

αi 1Ai

再固定 a ∈ [0, 1)，并令

En = {x ∈ E : ah(x) ≤ fn(x)}.

集合 En 可测，而且 En ↑ E。确实，若 h(x) = 0 则 x ∈ En 对所有 n 成立；若 h(x) > 0，由
ah(x) < h(x) ≤ f(x) 与 fn(x) ↑ f(x)，可知 x 最终属于 En。

又有 fn ≥ a1Enh，所以

∫
fndµ ≥

∫
a1Enh dµ = a

m∑
i=1

αi µ(Ai ∩ En).

因为 En ↑ E，所以对每个 i，Ai ∩ En ↑ Ai，从而 µ(Ai ∩ En) ↑ µ(Ai)。令 n→ ∞ 得

lim
n→∞

↑
∫
fndµ ≥ a

m∑
i=1

αi µ(Ai) = a

∫
hdµ.

再令 a ↑ 1，得到

lim
n→∞

↑
∫
fn dµ ≥

∫
h dµ.

最后对所有满足 0 ≤ h ≤ f 的非负简单函数取上确界，即得所需反向不等式。以后“非负可测函数”
均指取值于 [0,∞] 的可测函数。

命题 2.1.2 　（1）每个非负可测函数 f 都存在非负简单函数列 (fn)，使 fn ↑ f。（2）若 f, g

非负可测，且 a, b ∈ R+，则∫
(af + bg)dµ = a

∫
fdµ+ b

∫
gdµ.

（3）若 (fn) 是任意非负可测函数列，则∫ ∑
n

fn dµ =
∑
n

∫
fn dµ.

证明。（1）对每个 n ≥ 1 以及 i ∈ {0, 1, . . . , n2n − 1}，令

An = {x ∈ E : f(x) ≥ n}
Bn,i = {x ∈ E : i2−n ≤ f(x) < (i+ 1)2−n}.

定义简单函数
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fn =

n2n−1∑
i=0

i

2n
1Bn,i + n 1An .

直接验证可得 fn(x) ↑ f(x) 对每个 x ∈ E 成立。

（2）由（1），可取非负简单函数列 (fn)、(gn)，使 fn ↑ f、gn ↑ g。于是 afn + bgn ↑ af + bg。
分别使用单调收敛定理和非负简单函数积分的线性性，

∫
(af+bg) dµ = lim

n→∞
↑
∫
(afn+bgn) dµ = lim

n→∞
↑
(
a

∫
fn dµ+ b

∫
gn dµ

)
= a

∫
f dµ+b

∫
g dµ.

(3) 该命题由 (2)（有限和的情况）以及单调收敛定理推得。

注。考虑特殊情形 E = N，并设 µ 为计数测度。此时容易看出∫
f dµ =

∑
k∈N

f(k)

而性质（3）正好给出下列熟知结论：对任意非负实数二重数列 (an,k)n,k∈N，

∑
k∈N

(∑
n∈N

an,k

)
=
∑
n∈N

(∑
k∈N

an,k

)
.

推论 2.1.3 　设 f 为非负可测函数。对每个 A ∈ A，定义

ν(A) =

∫
1Af dµ :=

∫
A
f dµ.

则 ν 是 (E,A) 上的正测度，称为以 f 为关于 µ 的密度所定义的测度，记为 ν = f · µ。

证明。显然 ν(∅) = 0。此外，若 (An)n∈N 是一列两两不交的可测集，则

ν
( ⋃

n∈N
An

)
=

∫ ∑
n∈N

1Anf dµ =
∑
n∈N

∫
1Anfdµ =

∑
n∈N

ν(An)

这里使用了上面的性质（3）。

注。若 µ(A) = 0，则

ν(A) =

∫
1Af dµ = 0.

若一个性质在某个 µ-零测集之外成立，就称该性质 µ-几乎处处成立，简记为 µ-a.e.；在不会
混淆时也简称“几乎处处”。例如，对两个可测函数 f, g，f = g µ-几乎处处的含义是

µ({x ∈ E : f(x) 6= g(x)}) = 0.

命题 2.1.4 　设 f 为非负可测函数。（1）对任意 a > 0，

µ({x ∈ E : f(x) ≥ a}) ≤ 1

a

∫
fdµ.

(2) 我们有
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∫
f dµ <∞ =⇒ f <∞ µ-几乎处处.

(3) 我们有 ∫
f dµ = 0 ⇐⇒ f = 0 µ-几乎处处.

(4) 如果 g 是另一个非负可测函数，

f = g µ-几乎处处 =⇒
∫
f dµ =

∫
g dµ.

证明。（1）令 Aa = {x ∈ E : f(x) ≥ a}。于是 f ≥ a1Aa，故∫
fdµ ≥

∫
a1Aa dµ = aµ(Aa).

（2）对每个 n ≥ 1，令 An = {x ∈ E : f(x) ≥ n}，并令 A∞ = {x ∈ E : f(x) = ∞}。由（1），

µ(A∞) = µ
( ⋂

n≥1

An

)
= lim

n→∞
↓ µ(An) ≤ lim

n→∞

1

n

∫
fdµ = 0.

（3）“⇐”已经在前面证明。为证明“⇒”，对每个 n ≥ 1 令 Bn = {x ∈ E : f(x) ≥ n−1}。由（1），

µ(Bn) ≤ n

∫
fdµ = 0

于是 µ(Bn) = 0，从而 µ({x : f(x) > 0}) = µ
(⋃

n≥1Bn

)
= 0。

（4）记 f ∨ g = sup(f, g)，f ∧ g = inf(f, g)。若 f = g 几乎处处，则 f ∨ g = f ∧ g 几乎处处，
因而 ∫

(f ∨ g)dµ =

∫
(f ∧ g)dµ+

∫
(f ∨ g − f ∧ g)dµ =

∫
(f ∧ g)dµ,

因为 f ∨ g − f ∧ g = 0 几乎处处，且 f ∧ g ≤ f ≤ f ∨ g，对 g 亦然，故∫
fdµ =

∫
(f ∨ g)dµ =

∫
gdµ.

定理 2.1.5（Fatou 引理）　设 (fn)n≥1 是非负可测函数列。则∫
(lim inf fn)dµ ≤ lim inf

∫
fndµ.

证明。逐点有

lim inf
n→∞

fn = lim
k→∞

↑
(

inf
n≥k

fn

)
.

由单调收敛定理， ∫
lim inf
n→∞

fn dµ = lim
k→∞

↑
∫ (

inf
n≥k

fn

)
dµ.

另一方面，对每个 p ≥ k，infn≥k fn ≤ fp，故∫ (
inf
n≥k

fn

)
dµ ≤ inf

p≥k

∫
fp dµ.

令 k → ∞，即得 Fatou 不等式。
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积分、概率与随机过程｜中文讲义 第二章 关于测度的积分

2.2 可积函数

定义 2.2.1 　设 f : E → R 可测。若 ∫
|f | dµ <∞,

则称 f 关于 µ 可积，或称 f 为 µ-可积。此时定义∫
f dµ =

∫
f+ dµ−

∫
f− dµ,

其中 f+ = f ∨ 0、f− = (−f) ∨ 0 分别是 f 的正部与负部。它们可测，并满足

f = f+ − f−, |f | = f+ + f−.

注。由
∫
f± dµ ≤

∫
|f | dµ <∞，上述差有定义。当 f ≥ 0 时，这一定义与前一节的定义一致。

记 L1(E,A, µ) 为全体 µ-可积函数；其非负部分有时记为 L1
+(E,A, µ)。

基本性质。

（a）若 f ∈ L1，则 ∣∣∣∣∫ f dµ

∣∣∣∣ ≤ ∫ |f | dµ.

（b）L1(E,A, µ) 是向量空间，f 7→
∫
f dµ 是其上的线性泛函。

（c）若 f, g ∈ L1 且 f ≤ g，则 ∫
f dµ ≤

∫
g dµ.

（d）若 f, g ∈ L1 且 f = g，µ-几乎处处，则∫
f dµ =

∫
g dµ.

证明。（a）由三角不等式，∣∣∣∣∫ f dµ

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ f+ dµ−
∫
f− dµ

∣∣∣∣ ≤ ∫ f+ dµ+

∫
f− dµ =

∫
|f | dµ.

（b）若 a ∈ R，则
∫
|af | dµ = |a|

∫
|f | dµ <∞，而直接区分 a ≥ 0 与 a < 0 可得

∫
af dµ = a

∫
f dµ。

若 f, g ∈ L1，则 |f + g| ≤ |f |+ |g|，故 f + g ∈ L1。又由

(f + g)+ − (f + g)− = f+ − f− + g+ − g−

以及非负函数积分的可加性，得到∫
(f + g) dµ =

∫
f dµ+

∫
g dµ.

（c）因为 g − f ≥ 0， ∫
g dµ =

∫
f dµ+

∫
(g − f) dµ ≥

∫
f dµ.

（d）由 f = g 几乎处处可知 f+ = g+、f− = g− 几乎处处，再使用非负函数情形即可。

结合（c）、（d）还可知：若 f ≤ g 几乎处处，则
∫
f dµ ≤

∫
g dµ。
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积分、概率与随机过程｜中文讲义 第二章 关于测度的积分

复值函数。若可测函数 f : E → C 满足∫
|f | dµ <∞,

则称 f 可积，并记为 f ∈ L1
C(E,A, µ)。

此时定义 ∫
f dµ =

∫
Re(f) dµ+ i

∫
Im(f) dµ.

上述性质（a）、（b）和（d）在把 L1 替换为 L1
C 后仍成立。为证明（a），注意∣∣∣∣∫ f dµ

∣∣∣∣ = sup
a∈C
|a|=1

a ·
∫
f dµ = sup

a∈C
|a|=1

∫
(a · f) dµ ≤

∫
|f | dµ,

其中 a · z 表示把 C 识别为 R2 后的实内积。

定理 2.2.1（支配收敛定理）　设 (fn) 是 L1(E,A, µ)（或 L1
C(E,A, µ)）中的函数列。假设：

（1）存在取值于 R（或 C）的可测函数 f，使

fn(x) −→ f(x) µ-几乎处处;

（2）存在可测函数 g : E → R+，使
∫
g dµ <∞，且对所有 n，

|fn| ≤ g µ-几乎处处.

则 f ∈ L1（或 f ∈ L1
C），并且

lim
n→∞

∫
fn dµ =

∫
f dµ, lim

n→∞

∫
|fn − f | dµ = 0.

证明。先假设下列更强的条件成立：对每个 x ∈ E，fn(x) → f(x)；并且存在可测函数 g : E →
R+，满足

∫
g dµ <∞，使对所有 n 及 x ∈ E 都有 |fn(x)| ≤ g(x)。因为 |f | ≤ g，所以 f ∈ L1。又

因为 |f − fn| ≤ 2g 且 |f − fn| → 0，对非负函数 2g − |f − fn| 应用 Fatou 引理，得

lim inf
n→∞

∫
(2g − |f − fn|) dµ ≥

∫
lim inf
n→∞

(2g − |f − fn|) dµ = 2

∫
g dµ.

由积分的线性性，

2

∫
g dµ− lim sup

n→∞

∫
|f − fn| dµ ≥ 2

∫
g dµ.

因此

lim sup
n→∞

∫
|f − fn| dµ = 0,

也就是
∫
|f − fn| dµ→ 0。最后，由∣∣∣∣∫ f dµ−

∫
fn dµ

∣∣∣∣ ≤ ∫ |f − fn| dµ,

得到积分的收敛。

现在只假设定理中的（1）和（2）。令

A = {x ∈ E : fn(x) → f(x) 且对所有n, |fn(x)| ≤ g(x)}.
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积分、概率与随机过程｜中文讲义 第二章 关于测度的积分

则 µ(Ac) = 0。定义
f̃n(x) = 1A(x)fn(x), f̃(x) = 1A(x)f(x).

对这些函数可应用证明的第一部分。又因为 f = f̃ 几乎处处，且对每个 n，fn = f̃n 几乎处处，所
以 ∫

fn dµ =

∫
f̃n dµ,

∫
f dµ =

∫
f̃ dµ,

∫
|fn − f | dµ =

∫
|f̃n − f̃ | dµ.

所求结论便由已经证明的情形推出。

2.3 含参数的积分

给定一个度量空间 (U, d)，把它视为参数空间。再给定映射 f : U × E → R（或 C）。

定理 2.3.1 　设 u0 ∈ U。a假设：
（i）对每个 u ∈ U，函数 x 7→ f(u, x) 可测；
（ii）对 µ-几乎所有的 x，函数 u 7→ f(u, x) 在 u0 处连续；
（iii）存在 g ∈ L1

+(E,A, µ)，使对所有 u ∈ U，

|f(u, x)| ≤ g(x) µ-几乎处处.

则

F (u) =

∫
f(u, x)µ(dx)

对每个 u ∈ U 都有定义，并且在 u0 处连续。

a校订注：原讲义此处把 u0 误写为属于 E；但 u0 是参数点，正确条件应为 u0 ∈ U。

证明。条件（iii）表明，对每个 u ∈ U，函数 x 7→ f(u, x) 可积，因而 F (u) 有定义。设 un → u0。
由（ii），

f(un, x) −→ f(u0, x) µ-几乎处处.

由支配条件（iii）及支配收敛定理，

lim
n→∞

∫
f(un, x)µ(dx) =

∫
f(u0, x)µ(dx).

因此 F 在 u0 处连续。

例。（a）设 µ 是 (R,B(R)) 上的无原子测度，且 φ ∈ L1(R,B(R), µ)。则函数

F (u) =

∫
(−∞,u]

φ(x)µ(dx) =

∫
1(−∞,u](x)φ(x)µ(dx)

连续。事实上，在定理 2.3.1 中取 f(u, x) = 1(−∞,u](x)φ(x) 与 g = |φ|。对固定的 u0 ∈ R，当 x 6= u0
时，u 7→ f(u, x) 在 u0 处连续；而 µ({u0}) = 0。

（b）傅里叶变换。若 φ ∈ L1(R,B(R), λ)，则

φ̂(u) =

∫
eiuxφ(x)λ(dx)

在 R 上连续。

（c）卷积。设 φ ∈ L1(R,B(R), λ)，且 h : R → R 有界连续。定义

(h ∗ φ)(u) =
∫
h(u− x)φ(x)λ(dx).
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则 h ∗ φ 连续且有界。

下面讨论积分号下求导。设 U = I 是 R 中的开区间，并给定映射 f : I × E → R（或 C）。

定理 2.3.2（积分号下求导）　设 u0 ∈ I。假设：
（i）对每个 u ∈ I，x 7→ f(u, x) 属于 L1(E,A, µ)；
（ii）对 µ-几乎所有的 x，函数 u 7→ f(u, x) 在 u0 处可导，导数记为 ∂f

∂u(u0, x)；
（iii）存在 g ∈ L1

+(E,A, µ)，使对每个 u ∈ I，

|f(u, x)− f(u0, x)| ≤ g(x)|u− u0| µ-几乎处处.

则函数 F (u) =
∫
f(u, x)µ(dx) 在 u0 处可导，且

F ′(u0) =

∫
∂f

∂u
(u0, x)µ(dx).

注。根据（ii），∂f
∂u(u0, x) 起初只在某个零测集的补集上定义。可将它在该零测集上任意延拓

（例如取值 0），从而使给出 F ′(u0) 的积分有定义。

证明。取 I \ {u0} 中任意收敛到 u0 的序列 (un)n≥1，并令

φn(x) =
f(un, x)− f(u0, x)

un − u0
.

由（ii），φn(x) → ∂f
∂u(u0, x) 对 µ-几乎所有的 x 成立。条件（iii）给出 |φn(x)| ≤ g(x) 几乎处处，

故支配收敛定理表明

lim
n→∞

F (un)− F (u0)

un − u0
= lim

n→∞

∫
φn(x)µ(dx) =

∫
∂f

∂u
(u0, x)µ(dx).

因为序列 (un) 任意，结论成立。

注。在许多应用中，条件（ii）和（iii）由下列更强条件代替：
（ii）′ 对 µ-几乎所有的 x，函数 u 7→ f(u, x) 在 I 上可导；
（iii）′ 存在 g ∈ L1

+(E,A, µ)，使对 µ-几乎所有的 x，

∀u ∈ I,

∣∣∣∣∂f∂u (u, x)
∣∣∣∣ ≤ g(x).

由中值定理，（iii）′ 蕴含（iii）。在这些条件下，F 在整个 I 上可导。不过，下面的练习说明，
定理 2.3.2 所给出的较精细形式有时确实必要。

例。（a）设 φ ∈ L1(R,B(R), λ)，且∫
|xφ(x)|λ(dx) <∞.

则傅里叶变换 φ̂ 在 R 上可导，并且

φ̂′(u) = i

∫
xeiuxφ(x)λ(dx).

（b）设 φ ∈ L1(R,B(R), λ)，并设 h : R → R 属于 C1，且 h, h′ 都有界。则卷积 h ∗ φ 在 R 上
可导，并满足

(h ∗ φ)′ = h′ ∗ φ.
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这个结论可以迭代使用。例如，若 h ∈ C∞
c (R)，则 h ∗ φ ∈ C∞(R)。

练习。设 µ 是 (R,B(R)) 上的无原子测度，并设 φ ∈ L1(R,B(R), µ) 满足∫
|xφ(x)|µ(dx) <∞.

对每个 u ∈ R，定义

F (u) =

∫
R
(u− x)+φ(x)µ(dx).

证明 F 在 R 上可导，且

F ′(u) =

∫
(−∞,u]

φ(x)µ(dx).
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第三章 测度的构造

上一章假定测度已经给定。本章讨论如何真正构造测度，重点是 Lebesgue 测度。先引入外测
度：它满足的条件比测度弱，却定义在所有子集上。Carathéodory 方法将从外测度中选出适当的
σ-代数，使外测度在其上成为真正的测度。随后讨论 Lebesgue 测度的性质、它与黎曼积分的关系，
以及实轴上有限测度所对应的 Stieltjes 积分。

3.1 外测度

定义 3.1.1 　设 E 为任意集合。映射 µ∗ : P(E) → [0,∞] 称为外测度，如果：

(i) µ∗(∅) = 0;

（ii）µ∗ 单调：若 A ⊂ B，则 µ∗(A) ≤ µ∗(B)；
（iii）µ∗ 可列次可加：对任意子集列 (Ak)k∈N ⊂ P(E)，

µ∗(
⋃
k∈N

Ak) ≤
∑
k∈N

µ∗(Ak).

外测度的条件比测度更弱，但外测度定义在 E 的所有子集上，而非只定义在某个 σ-代数上。
本节固定一个外测度 µ∗，并构造依赖于它的 σ-代数 M(µ∗)，使 µ∗ 限制在该集合族上成为测度。

定义 3.1.2 　若 B ⊂ E 满足：对每个 A ⊂ E，

µ∗(A) = µ∗(A ∩B) + µ∗(A ∩Bc).

则称 B 为 µ∗-可测集。所有 µ∗-可测集组成的集合族记为 M(µ∗)。

注。由可列次可加性，总有

µ∗(A) ≤ µ∗(A ∩B) + µ∗(A ∩Bc).

因此，要验证 B 的 µ∗-可测性，只需证明反向不等式。

定理 3.1.1 　（1）M(µ∗) 是 σ-代数，并且包含每个满足下式的集合 B ⊂ E：

µ∗(B) = 0.

（2）µ∗ 在 M(µ∗) 上的限制是测度。

证明。（1）简记 M = M(µ∗)。若 µ∗(B) = 0，则由单调性，

µ∗(A) ≥ µ∗(A ∩Bc) = µ∗(A ∩B) + µ∗(A ∩Bc)
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故 B ∈ M。特别地，∅ ∈ M。由定义的对称性，M 对取补封闭。下面先证明它对有限并封闭。取
B1, B2 ∈ M 和任意 A ⊂ E。把 B1 的可测性应用于 A ∩ (B1 ∪B2)，得到

µ∗(A∩(B1∪B2)) = µ∗(A∩(B1∪B2)∩B1)+µ
∗(A∩(B1∪B2)∩Bc

1) = µ∗(A∩B1)+µ
∗(A∩B2∩Bc

1).

再依次使用 B2 与 B1 的可测性，

µ∗(A ∩ (B1 ∪B2)) + µ∗(A ∩ (B1 ∪B2)
c)

= µ∗(A ∩B1) + µ∗(A ∩Bc
1 ∩B2) + µ∗(A ∩Bc

1 ∩Bc
2)

= µ∗(A ∩B1) + µ∗(A ∩Bc
1) = µ∗(A).

因此 B1 ∪B2 ∈ M。结合取补封闭性，M 也对有限交封闭；特别地，若 B,B′ ∈ M，则

B′ \B = B′ ∩Bc ∈ M.

于是只需证明：若 Bk ∈ M 两两不交，则
⋃

k Bk ∈ M。为此，对 m 归纳证明：对任意 A ⊂ E，

µ∗(A) =

m∑
k=0

µ∗(A ∩Bk) + µ∗(A ∩
( m⋂

k=0

Bc
k

)
).

m = 0 时这就是 B0 的可测性。若结论对 m 成立，则利用 Bm+1 的可测性写成

µ∗(A ∩
(⋂m

k=0B
c
k

)
) = µ∗(A ∩

(⋂m
k=0B

c
k

)
∩Bm+1) + µ∗(A ∩

(⋂m+1
k=0 B

c
k

)
)

= µ∗(A ∩Bm+1) + µ∗(A ∩
(⋂m+1

k=0 B
c
k

)
)

这里使用了 B0, B1, . . . 两两不交。由上面的归纳式可得

µ∗(A) ≥
m∑
k=0

µ∗(A ∩Bk) + µ∗(A ∩
( ∞⋂

k=0

Bc
k

)
)

再令 m→ ∞，得到

µ∗(A) ≥
∞∑
k=0

µ∗(A ∩Bk) + µ∗(A ∩
( ∞⋂

k=0

Bc
k

)
)

≥ µ∗(A ∩
( ∞⋃

k=0

Bk

)
) + µ∗(A ∩

( ∞⋂
k=0

Bc
k

)
),

第二个不等式来自外测度的可列次可加性。这正是
⋃∞

k=0Bk 的 µ∗-可测性。

（2）记 µ = µ∗|M。已有 µ(∅) = 0。设 Bk ∈ M 两两不交。（1）的证明说明，对任意 A ⊂ E，

µ∗(A) ≥
∞∑
k=0

µ∗(A ∩Bk) + µ∗(A ∩
( ∞⋂

k=0

Bc
k

)
)

取 A =
⋃∞

k=0Bk，得到

µ∗(

∞⋃
k=0

Bk) ≥
∞∑
k=0

µ∗(Bk).

反向不等式由 µ∗ 的可列次可加性给出。因此 µ 可列可加，确为测度。
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3.2 Lebesgue 测度

对任意 A ⊂ R，定义

下确界取遍 A 的所有可数开区间覆盖 ((ai, bi))i∈N。这样的覆盖总是存在。

定理 3.2.1 　（i）λ∗ 是 R 上的外测度；（ii）M(λ∗) ⊃ B(R)；（iii）对任意 a ≤ b，

λ∗([a, b]) = λ∗((a, b)) = b− a.

λ∗ 在 B(R)（或在 M(λ∗)）上的限制称为 R 上的 Lebesgue 测度，以后简记为 λ。由第 1 章
末的唯一性结果，λ 是 B(R) 上唯一满足 λ((a, b)) = b− a（a < b）的测度。

证明。（i）显然 λ∗(∅) = 0，且 λ∗ 具有单调性。只需再证可列次可加性。为此，任取 R 的子
集列 (An)n∈N

1。可设对每个 n 都有 λ∗(An) <∞，否则无须证明。给定 ε > 0。对每个 n ∈ N，可
取一列开区间 ]a

(n)
i , b

(n)
i [（i ∈ N），使得2

An ⊂
⋃
i∈N

]a
(n)
i , b

(n)
i [.

以及

∑
i∈N

(
b
(n)
i − a

(n)
i

)
≤ λ∗(An) +

ε

2n
.

这些区间 (a
(n)
i , b

(n)
i )（n, i ∈ N）构成

⋃
n∈NAn 的可数开覆盖，因此

λ∗

(⋃
n∈N

An

)
≤
∑
n∈N

∑
i∈N

(
b
(n)
i − a

(n)
i

)
≤
∑
n∈N

λ∗(An) + 2ε.

由于 ε > 0 任意，便得到可列次可加性。

（ii）因为 M(λ∗) 是 σ-代数，只需证明它包含一个生成 B(R) 的集合族。取 {(−∞, α] : α ∈ R}。
固定 α ∈ R，令 B = (−∞, α]。需要验证：对 R 的任意子集 A，

λ∗(A) ≥ λ∗(A ∩B) + λ∗(A ∩Bc).

设
(
(ai, bi)

)
i∈N 是 A 的一个开覆盖，并取 ε > 0。区间(

ai ∧ α, (bi ∧ α) + ε2−i
)

覆盖 A ∩B，而区间 (
ai ∨ α, bi ∨ α

)
覆盖 A ∩Bc。因此

λ∗(A ∩B) ≤
∑
i∈N

(
(bi ∧ α)− (ai ∧ α)

)
+ 2ε,

λ∗(A ∩Bc) ≤
∑
i∈N

(
(bi ∨ α)− (ai ∨ α)

)
.

1校订注：原文此处误作“N 的子集列”；按定理所在空间及后续论证改为“R 的子集列”。
2校订注：原文随后一个估计式把误差写为 ε/2i，其中 i 已是区间的求和指标，因而留下自由指标。为了在随后对 n

求和，正确写法应为 ε/2n，此处已改正。
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对各项求和可得

λ∗(A ∩B) + λ∗(A ∩Bc) ≤
∑
i∈N

(bi − ai) + 2ε.

由于ε是任意的，我们有

λ∗(A ∩B) + λ∗(A ∩Bc) ≤
∑
i∈N

(bi − ai).

而 λ∗(A) 按定义是对 A 的所有可数开区间覆盖所得右端和式的下确界，故所需不等式成立。

（iii）由定义立即有
λ∗([a, b]) ≤ b− a.

反过来，设
[a, b] ⊂

⋃
i∈N

(ai, bi).

由紧性，可从中选出有限子覆盖；重新编号后，存在 N，使

[a, b] ⊂
N⋃
i=0

(ai, bi).

初等的区间长度估计给出

b− a ≤
N∑
i=0

(bi − ai) ≤
∞∑
i=0

(bi − ai).

对所有可数开覆盖取下确界，得到 b − a ≤ λ∗([a, b])。最后，因为 λ∗({a}) = λ∗({b}) = 0，所以
λ∗((a, b)) = λ∗([a, b])。

d 维推广。称形如

P =
d∏

j=1

(aj , bj)

相应地，P =
d∏

j=1

[aj , bj ]


的 Rd 子集为开长方体（相应地，闭长方体）。定义其体积为

vol(P ) =
d∏

j=1

(bj − aj).

对 Rd 的任意子集 A，再定义

λ∗(A) = inf
{∑

i∈N
vol(Pi) : A ⊂

⋃
i∈N

Pi

}
,

其中下确界取遍 A 的所有可数开长方体覆盖。于是有前一定理的 d 维版本。

定理 3.2.2 　（i）λ∗ 是 Rd 上的外测度；（ii）M(λ∗) 包含 B(Rd)；（iii）对任意开长方体或闭
长方体 P，λ∗(P ) = vol(P )。

λ∗ 在 B(Rd)（或在 M(λ∗)）上的限制称为 Rd 上的 Lebesgue 测度，仍简记为 λ。

证明。（i）的证明与 d = 1 时完全相同。为证（ii），只需证明形如

A = R× · · · × R× (−∞, a]× R× · · · × R
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的集合属于 M(λ∗)，因为这些集合生成 B(Rd)。证明与一维情形完全类似。为证（iii），可归结为
如下事实：若闭长方体 P 被有限个开长方体覆盖，

P ⊂
n⋃

i=1

Pi,

则

vol(P ) ≤
n∑

i=1

vol(Pi).

这个事实留作练习。

注。第 5 章还会给出另一种从一维情形构造 d 维 Lebesgue 测度的方法。

自然要问，M(λ∗) 是否比 B(Rd) 大得多。下面会看到，从完备化的意义说，二者相差并不大。
先给出一个一般性的预备命题。

命题 3.2.3 　设 (E,A, µ) 为测度空间。定义可忽略集族

N = {A ⊂ E : ∃B ∈ A, A ⊂ B, µ(B) = 0}.

称 A = σ(A∪N ) 为 A 关于 µ 的完备化。存在唯一的测度 µ 定义在 (E,A) 上，并且延拓 µ。

证明。先给出 A 的具体描述。令

D = {A ⊂ E : ∃B,B′ ∈ A, B ⊂ A ⊂ B′, µ(B′ \B) = 0}.

容易验证 D 是一个 σ-代数。显然 A ⊂ D 且 N ⊂ D，所以 A ⊂ D。反过来，若 A ∈ D，取上式
中的 B,B′，则 A = B ∪ (A \ B)，其中 B ∈ A、A \ B ∈ N，故 A ∈ A。因此 A = D。现在对
A ∈ A = D，选取满足上述条件的 B,B′，定义 µ(A) = µ(B) = µ(B′)。该定义与 B,B′ 的选择无
关：若 B̃, B̃′ 是另一组选择，则由夹逼关系可得 µ(B̃) ≤ µ(B′) = µ(B) 以及 µ(B) ≤ µ(B̃′) = µ(B̃)，
故两者相等。最后验证可列可加性。若 (An) 是 A 中两两不交的集合，选取 Bn ∈ A、Bn ⊂ An，
使 An \Bn 可忽略，则∑

n

µ(An) =
∑
n

µ(Bn) = µ

(⋃
n

Bn

)
= µ

(⋃
n

An

)
,

其中最后一个等号来自
⋃

n(An \Bn) 可忽略。故 µ 是测度。唯一性由同一夹逼表示立即得到。

命题 3.2.4 　 Carathéodory 可测集的 σ-代数 M(λ∗) 等于 Borel σ-代数 B(Rd) 关于 Lebesgue
测度 λ 的完备化 B(Rd)。

证明。包含关系 B(Rd) ⊂ M(λ∗) 是直接的。事实上，若 A ⊂ B，其中 B ∈ B(Rd) 且 λ(B) = 0，则
λ∗(A) ≤ λ∗(B) = 0；由本节开头的定理，A ∈ M(λ∗)。反过来，设 A ∈ M(λ∗)。先设 A ⊂ (−K,K)d；
一般情形可把 A 写成 A ∩ (−n, n)d 的递增并。此时 λ∗(A) <∞。对每个 n ≥ 1，可取一列包含于
(−K,K)d 的开长方体 (Pn

i )i∈N，使

A ⊂
⋃
i

Pn
i ,

∑
i

vol(Pn
i ) ≤ λ∗(A) +

1

n
.

令 Bn =
⋃

i P
n
i 、B =

⋂
nBn。则 B ∈ B(Rd)、A ⊂ B，并且对每个 n，

λ∗(B) ≤
∑
i

vol(Pn
i ) ≤ λ∗(A) +

1

n
,
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从而 λ∗(B) = λ∗(A)。对 (−K,K)d\A 作同样构造，得到 Borel 集 B̃ ⊂ (−K,K)d，满足 (−K,K)d\
A ⊂ B̃ 且两者外测度相等。令 B′ = (−K,K)d \ B̃，则 B′ ⊂ A 且 λ∗(B′) = λ∗(A)。故存在 Borel
集 B′, B 使 B′ ⊂ A ⊂ B 且 λ(B \B′) = 0，即 A ∈ B(Rd)。

定理 3.2.5 　 Rd 上的 Lebesgue 测度具有平移不变性：对任意 A ∈ B(Rd) 和 x ∈ Rd，

λ(x+A) = λ(A).

反过来，若 µ 是 (Rd,B(Rd)) 上在有界集上有限且具有平移不变性的测度，则存在常数 c ≥ 0，
使 µ = cλ。

证明。记 σx(y) = y − x。像测度 σx(λ) 定义为

∀A ∈ B(Rd), σx(λ)(A) = λ(σ−1
x (A)) = λ(x+A).

对任意长方体 A，都有 σx(λ)(A) = λ(A)，因为 A 与 x + A 体积相同。由第 1 章的单调类引理，
σx(λ) = λ，这就证明了第一部分。

反过来，设 µ 是 B(Rd) 上的平移不变测度，并令

c = µ([0, 1)d).

集合 [0, 1)d 是 nd 个彼此不交、且均为 [0, 1/n)d 的平移的长方体之并，故对每个整数 n ≥ 1，

µ([0, 1/n)d) =
c

nd
.

再取 a1, . . . , ad ≥ 0。记 bxc 为 x 的整数部分。由

d∏
j=1

[
0,

bnajc
n

)
⊂

d∏
j=1

[0, aj) ⊂
d∏

j=1

[
0,

bnajc+ 1

n

)
,

得到  d∏
j=1

bnajc

 c

nd
≤ µ

 d∏
j=1

[0, aj)

 ≤

 d∏
j=1

(bnajc+ 1)

 c

nd
.

令 n→ ∞，便有

µ

 d∏
j=1

[0, aj)

 = c

d∏
j=1

aj = cλ

 d∏
j=1

[0, aj)

 .

3利用平移不变性，µ 与 cλ 在所有半开长方体
∏d

j=1[aj , bj) 上相等。再用单调类引理，得到 µ = cλ。

命题 3.2.6 　 Lebesgue 测度在 Rd 上是正则的。更准确地，对任意 A ∈ B(Rd)，

λ(A) = inf{λ(U) : U 为开集, A ⊂ U} = sup{λ(F ) : F 为紧集, F ⊂ A}.

证明。显然，inf{λ(U) : U 为开集且A ⊂ U} ≥ λ(A)。为证反向不等式，可设 λ(A) < ∞。由
λ(A) = λ∗(A) 的定义，对每个 ε > 0，可用开方体 (Pi)i 覆盖 A，使

∑
i λ(Pi) ≤ λ(A) + ε。令

U =
⋃

i Pi，则 U 是包含 A 的开集，并且 λ(U) ≤
∑

i λ(Pi) ≤ λ(A) + ε。令 ε ↓ 0 即得所需不等式。

3校订注：原讲义这一等式中间的乘积上限误排为 n；乘积遍历的是 d 个坐标，故应为 d。
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为证明命题中的第二个等式，可先假设 A 包含在某个紧集 C 中；否则使用 λ(A) = limn→∞ ↑
λ(A ∩ [−n, n]d)。给定 ε > 0，由第一部分可取包含 C \A 的开集 U，使 λ(U) < λ(C \A) + ε。于
是 F = C \ U 是包含在 A 中的紧集，并且

λ(F ) ≥ λ(C)− λ(U) ≥ λ(C)− (λ(C\A) + ε) = λ(A)− ε,

这就得到了第二个等式。前一个命题可以推广到一个更加一般的框架。我们仅限于有限测度的情
况。

命题 3.2.7 　设 (E, d) 为度量空间，µ 为 (E,B(E)) 上的有限测度。则对任意 A ∈ B(E)，

µ(A) = inf{µ(U) : U 为开集, A ⊂ U} = sup{µ(F ) : F 为闭集, F ⊂ A}.

证明。记 O 为 E 中所有开集构成的类，记 C 为满足命题中两个等式的 Borel 集构成的类。因
为 B(E) = σ(O)，只需证明 O ⊂ C 且 C 是 σ-代数。

若 A ∈ O，外逼近等式显然。对每个 n ≥ 1，令

Fn = {x ∈ E : d(x,Ac) ≥ 1/n}.

则 Fn 闭，且 Fn ↑ A，所以
µ(A) = lim

n→∞
↑ µ(Fn).

这证明了内逼近等式，故 O ⊂ C。

还需证明 C 是 σ-代数。显然 ∅ ∈ C；利用开集与闭集在取补下的对称性，C 对取补封闭。设
(An)n∈N ⊂ C，并取 ε > 0。对每个 n，可取开集 Un ⊃ An，使 µ(Un) ≤ µ(An) + ε2−n。于是

µ

(⋃
n∈N

Un \
⋃
n∈N

An

)
≤
∑
n∈N

µ(Un \An) ≤ 2ε.

因为
⋃

n Un 是开集，这证明了
⋃

nAn 的外逼近等式。再取充分大的 N，使

µ

(
N⋃

n=0

An

)
≥ µ

(⋃
n∈N

An

)
− ε.

对每个 n ≤ N，可取闭集 Fn ⊂ An，使 µ(An \ Fn) ≤ ε2−n。令 F =
⋃N

n=0 Fn，则 F 闭且

µ

(
N⋃

n=0

An \ F

)
< 2ε,

从而

µ

( ∞⋃
n=0

An \ F

)
< 3ε.

这证明了内逼近等式，故
⋃

nAn ∈ C。

3.3 与黎曼积分的联系

固定实数轴上的非退化闭区间 [a, b]。若函数 h : [a, b] → R 满足：存在分点 a = x0 < x1 <

· · · < xN = b 以及实数 y1, . . . , yN，使

∀i ∈ {1, . . . , N}, ∀x ∈ (xi−1, xi), h(x) = yi,
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则称 h 为阶梯函数，记作 h ∈ Esc。4定义

I(h) =

N∑
i=1

yi(xi − xi−1).

显然 I(h) =
∫
[a,b] h dλ。称有界函数 f : [a, b] → R 为黎曼可积，如果

sup
h∈Esc
h≤f

I(h) = inf
h∈Esc
h≥f

I(h).

这个公共值记为 I(f)。

命题 3.3.1 　设 f 在 [a, b] 上黎曼可积。则 f 对完备化 B([a, b]) 可测，并且

I(f) =

∫
[a,b]

f dλ.

证明。可取定义在 [a, b] 上的阶梯函数列 (hn)，使得 hn ≥ f 且 I(hn) ↓ I(f)。把 hn 替换为
h1 ∧ · · · ∧ hn 后，不妨设 (hn) 单调递减，因而可以定义

h∞ = lim ↓ hn ≥ f.

同样，可取递增的阶梯函数列 (h̃n)，使 h̃n ≤ f 且 I(h̃n) ↑ I(f)，并令

h̃∞ = lim ↑ h̃n ≤ f.

函数 h∞ 与 h̃∞ 都是有界 Borel 函数。由支配收敛定理，∫
[a,b]

h∞ dλ = lim
n→∞

↓
∫
[a,b]

hn dλ = I(f),

∫
[a,b]

h̃∞ dλ = lim
n→∞

↑
∫
[a,b]

h̃n dλ = I(f).

所以 ∫
[a,b]

(h∞ − h̃∞) dλ = 0.

由于 h∞ ≥ h̃∞，可知二者几乎处处相等。又因 h∞ ≥ f ≥ h̃∞，所以 f 几乎处处等于一个 Borel 函
数，进而对完备化 B([a, b]) 可测。最后，∫

[a,b]
f dλ =

∫
[a,b]

h∞ dλ = I(f).

3.4 不可测集合的一个例子

考虑商空间 R/Q，即实数模有理数的等价类。对每个 a ∈ R/Q，从该等价类中选取一个位于
[0, 1] 的代表元 xa，并令

F = {xa : a ∈ R/Q} ⊂ [0, 1].

4校订注：原讲义在这个定义的公式中误写为 f(x) = yi；本段正在定义的是 h，故改为 h(x) = yi。
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则 F 不是 Borel 集，甚至不属于 Lebesgue σ-代数 B(R)。反设 F 可测。由构造，

R ⊂
⋃
q∈Q

(q + F ),

故 λ(F ) > 0；否则右端是可数个零测集之并。另一方面，集合 q + F（q ∈ Q）两两不交：若
q + xa = q′ + xa′，则 xa − xa′ = q′ − q ∈ Q，因而 a = a′，继而 q = q′。又有⋃

q∈Q∩[0,1]

(q + F ) ⊂ [0, 2],

所以 ∑
q∈Q∩[0,1]

λ(q + F ) ≤ 2.

由平移不变性，和式中的每一项都等于 λ(F )；指标集无限，故只能有 λ(F ) = 0，矛盾。

3.5 斯蒂尔切斯积分

下面的定理刻画 (R,B(R)) 上的所有有限测度。这一结果也容易推广到 Radon 测度。

定理 3.5.1 　
（i）设 µ 是 (R,B(R)) 上的有限测度。对每个 x ∈ R，令

Fµ(x) = µ((−∞, x]).

则 Fµ 单调递增、有界、右连续，并满足 Fµ(−∞) := limx→−∞ Fµ(x) = 0。
（ii）反过来，若 F : R → R+ 单调递增、有界、右连续，且 F (−∞) = 0，则存在唯一的 (R,B(R))
上的有限测度 µ，使 F = Fµ。

注。当 F = Fµ 时，通常记 ∫
f(x)µ(dx) =

∫
f(x) dF (x).

右端称为 f 关于 F 的 Stieltjes 积分。特别地，∫
(a,b]

dF (x) = F (b)− F (a),

以及 ∫
[a,b]

dF (x) = lim
n→∞

∫
(a−n−1,b]

dF (x) = F (b)− F (a−),

其中 F (a−) 表示 F 在 a 处的左极限。

证明。（i）这些性质都很容易验证。例如，若 xn ↓ x，则 (−∞, xn] ↓ (−∞, x]，因而

Fµ(xn) = µ((−∞, xn]) ↓ µ((−∞, x]) = Fµ(x).

同理，若 xn ↓ −∞，则 (−∞, xn] ↓ ∅，所以 Fµ(xn) ↓ 0。
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（ii）唯一性由第 1 章的单调类引理推出，因为集合族 C = {(−∞, x] : x ∈ R} 对有限交封闭并
生成 B(R)。为证明存在性，对每个 A ⊂ R 定义

µ∗(A) = inf
{∑

i∈N
(F (bi)− F (ai)) : A ⊂

⋃
i∈N

(ai, bi]

}
.

这里用左开右闭区间覆盖 A。与构造 Lebesgue 测度时相同的论证表明 µ∗ 是外测度，并且每个
(−∞, α] 都属于 M(µ∗)。5因此 M(µ∗) 包含 B(R)，而 µ∗ 在 Borel σ-代数上的限制给出一个测度
µ。最后只需证明：对任意 a < b，

µ((a, b]) = F (b)− F (a).

上界由 µ∗ 的定义立即得到。

为证下界，设
(
(xi, yi]

)
i∈N 是 (a, b] 的可数覆盖，并取 ε ∈ (0, b− a)。对每个 i，由 F 的右连

续性可取 y′i > yi，使 F (y′i) ≤ F (yi) + ε2−i。开区间族
(
(xi, y

′
i)
)
i∈N 覆盖紧区间 [a+ ε, b]，故存在

有限子覆盖。重新编号后，

F (b)− F (a+ ε) ≤
Nε∑
i=0

(F (y′i)− F (xi))

≤
∞∑
i=0

(F (y′i)− F (xi))

≤
∞∑
i=0

(F (yi)− F (xi)) + 2ε.

令 ε ↓ 0，并利用 F 的右连续性，得到

F (b)− F (a) ≤
∞∑
i=0

(F (yi)− F (xi)).

对所有覆盖取下确界，便有 µ((a, b]) ≥ F (b)− F (a)。

Radon 测度的情形。公式

F (x) =

µ((0, x]), x ≥ 0,

−µ((x, 0]), x < 0

给出如下双射：R 上的 Radon 测度 µ，对应于满足 F (0) = 0 的右连续单调递增函数 F : R → R。
这可由有限测度情形推出，且仍有 µ((a, b]) = F (b)−F (a)。特别地，当 F (x) = x 时，对应测度就
是 Lebesgue 测度。

3.6 里斯表示定理

设 X 为度量空间，Cc(X) 表示 X 上具有紧支集的连续函数空间。定义在 Cc(X) 上的线性泛
函 J 称为正线性泛函，如果 f ≥ 0 时总有 J(f) ≥ 0。若 µ 是 X 上的 Radon 测度，则可在 Cc(X)

上定义线性泛函

J(f) =

∫
f dµ.

这个积分有定义，因为存在紧集 K ⊂ X 与常数 C，使 |f | ≤ C1K，而 Radon 测度在紧集上有限。
此外，J 是正的。Riesz 表示定理说明，在适当条件下，Cc(X) 上每个正线性泛函都来自这种积分。

5校订注：原讲义此处误写成 M(λ∗)；本段构造的外测度是 µ∗，故应为 M(µ∗)。
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定理 3.6.1（Riesz 表示定理）　设 X 是局部紧致可分度量空间，J 是 Cc(X) 上的正线性泛
函。则存在唯一的 (X,B(X)) 上的 Radon 测度 µ，使

∀f ∈ Cc(X), J(f) =

∫
f dµ.

测度 µ 是正则的，即对任意 A ∈ B(X)，

µ(A) = inf{µ(U) : U 为开集且A ⊂ U} = sup{µ(K) : K 为紧集且K ⊂ A}.

a

此外，对任意开集 U ⊂ X，

µ(U) = sup{J(f) : f ∈ Cc(X), 0 ≤ f ≤ 1U}.

a校订注：原讲义此处三次把测度符号误排为 λ；本定理所构造的是一般 Radon 测度 µ，故统一改为 µ。

例。若 X = R，可取 J(f) = I(f)，其中 I(f) 是前面定义的黎曼积分。容易验证 J 是 Cc(R)
上的正线性泛函，对应测度正是 Lebesgue 测度。因此，在已经构造连续函数黎曼积分的前提下，
这又给出 Lebesgue 测度的一种构造。

本讲义不证明定理 3.6.1；可参见 Briane 与 Pagès [2] 的定理 10.1，或 Rudin [7] 第 2 章中更
精确的表述。
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第四章 Lp 空间

本章主要研究 Lp 空间，即绝对值的 p 次方可积的函数所成的空间。Hölder、Minkowski 与
Jensen 不等式是基本工具。我们将研究 Lp 的 Banach 空间结构，以及 p = 2 时 L2 的 Hilbert 空
间结构。稠密性定理说明，Lp 中任意函数都可由更光滑的函数逼近，这在分析中有许多应用。最
后利用 L2 的 Hilbert 空间结构证明 Radon–Nikodym 定理：给定参考测度，可把另一测度分解为
关于参考测度有密度的部分与奇异部分之和。

4.1 定义与 Hölder 不等式

本章始终固定一个测度空间 (E,A, µ)。对每个实数 p ≥ 1，定义

Lp(E,A, µ) =
{
f : E → R : f 可测且

∫
|f |p dµ <∞

}
.

并且我们还定义

L∞(E,A, µ) = {f : E → R : f 可测，且存在C <∞ 使|f | ≤ C 几乎处处} .

也可以类似定义复值函数空间 Lp
C 与 L∞

C ，但本章主要讨论实值情形。对每个 p ∈ [1,∞]，在
Lp 上定义等价关系

f ∼ g ⇐⇒ f = g µ-几乎处处.

由此定义商空间

Lp(E,A, µ) = Lp(E,A, µ)/ ∼ .

因此，Lp(E,A, µ) 的元素是由几乎处处相等的函数组成的等价类。以后通常把 Lp 的元素与其某
个代表元视为同一对象；凡涉及点值的陈述，都应理解为选取代表元后、在几乎处处意义下成立。

对任意可测函数 f : E → R，当 p ∈ [1,∞) 时记

‖f‖p =
(∫

|f |p dµ
)1/p

,

其中约定 ∞1/p = ∞；并定义本性上确界范数

‖f‖∞ = inf{C ∈ [0,∞] : |f | ≤ C µ-几乎处处}.

于是 |f | ≤ ‖f‖∞ 几乎处处，且 ‖f‖∞ 是具有这一性质的最小扩充实数。若 p, q ∈ [1,∞] 满足

1

p
+

1

q
= 1,

则称 p, q 为共轭指数。特别地，1 与 ∞ 共轭。
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定理 4.1.1（Hölder 不等式）　设 p, q 为共轭指数。对任意可测函数 f, g : E → R，∫
|fg| dµ ≤ ‖f‖p‖g‖q .

特别地，若 f ∈ Lp(E,A, µ)、g ∈ Lq(E,A, µ)，则 fg ∈ L1(E,A, µ)。

证明。若 ‖f‖p = 0，则 f = 0 几乎处处，从而
∫
|fg| dµ = 0，不等式显然成立。因此可设

‖f‖p > 0、‖g‖q > 0。不妨还设 f ∈ Lp(E,A, µ)、g ∈ Lq(E,A, µ)。当 p = 1, q = ∞ 时，|fg| ≤ ‖g‖∞|f |
几乎处处，故 ∫

|fg| dµ ≤ ‖g‖∞
∫

|f |dµ = ‖g‖∞‖f‖1.

现设 1 < p <∞（因而 1 < q <∞）。任取 α ∈ (0, 1)。对每个 x ∈ R+，有

xα − αx ≤ 1− α.

事实上，函数 φα(x) = xα − αx 在 (0,∞) 上的导数为 φ′
α(x) = α(xα−1 − 1)。该导数在 (0, 1) 上

为正，在 (1,∞) 上为负，因此 φα 在 x = 1 处取得最大值。把这一不等式应用于 x = u/v，其中
u ≥ 0、v > 0，得到

uαv1−α ≤ αu+ (1− α)v,

这个不等式在 v = 0 时仍成立。现在取 α = 1/p（于是 1− α = 1/q），再令

u =
|f(x)|p

‖f‖pp
, v =

|g(x)|q

‖g‖qq
由此得到

|f(x)g(x)|
‖f‖p‖g‖q

≤
1

p

|f(x)|p

‖f‖pp
+

1

q

|g(x)|q

‖g‖qq
.

对上述不等式关于 µ 积分，得到

1

‖f‖p‖g‖q

∫
|fg|dµ ≤ 1

p
+

1

q
= 1.

练习。设 1 < p < ∞。证明 Hölder 不等式取等号，当且仅当存在不全为零的非负实数 α, β，
使 α|f |p = β|g|q 几乎处处成立。

Hölder 不等式在 p = q = 2 时就是 Cauchy–Schwarz 不等式：

∫
|fg| dµ ≤

(∫
|f |2dµ

)1/2(∫
|g|2dµ

)1/2
.

再考虑 µ(E) <∞ 的情形。在 Hölder 不等式中取 g = 1，得到∫
|f | dµ ≤ µ(E)1/q ‖f‖p

这表明，对每个 p ∈ (1,∞]，都有 Lp ⊂ L1。将 |f | 替换为 |f |r（r ≥ 1），并令 r′ = pr，便得到：对
任意 1 ≤ r ≤ r′ ≤ ∞，
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‖f‖r ≤ µ(E)
1
r
− 1

r′ ‖f‖r′ ,

所以 Lr′ ⊂ Lr（这里仍假设 µ 有限）。特别地，当 µ 是概率测度时，对所有 1 ≤ r ≤ r′ ≤ ∞，都
有 ‖f‖r ≤ ‖f‖r′。最后这个不等式也可视为 Jensen 不等式的一个特例。

定理 4.1.2（Jensen 不等式）设 µ 是概率测度，且 φ : R → R+ 为凸函数。则对任意 f ∈
L1(E,A, µ)， ∫

φ ◦ f dµ ≥ φ
(∫

f dµ
)
.

注。因为 φ ◦ f 是非负可测函数，所以左端积分总有定义，允许取值 +∞。

证明。令

Eφ = {(a, b) ∈ R2 : ∀x ∈ R, φ(x) ≥ ax+ b}.

凸函数的众所周知的性质保证了

∀x ∈ R, φ(x) = sup
(a,b)∈Eφ

(ax+ b).

因此，

∫
φ ◦ f dµ ≥ sup

(a,b)∈Eφ

∫
(af + b)dµ

= sup
(a,b)∈Eφ

(
a

∫
fdµ+ b

)
=φ
(∫

f dµ
)

练习。证明：若 µ(E) <∞，则

‖f‖∞ = lim
p→∞

‖f‖p.

4.2 Banach 空间 Lp

定理 4.2.1（Minkowski 不等式）　设 p ∈ [1,∞]，f, g ∈ Lp(E,A, µ)。则 f +g ∈ Lp(E,A, µ)，
并且

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p .

证明。p = 1 与 p = ∞ 的情形只需使用 |f + g| ≤ |f |+ |g|，结论很容易。以下设 1 < p <∞。
由

|f + g|p ≤ 2p(|f |p + |g|p)
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可知
∫
|f + g|p dµ <∞，故 f + g ∈ Lp。再把下列不等式关于 µ 积分：

|f + g|p ≤ |f | |f + g|p−1 + |g| |f + g|p−1

我们得到 ∫
|f + g|pdµ ≤

∫
|f | |f + g|p−1dµ+

∫
|g| |f + g|p−1dµ.

将 Hölder 不等式应用于共轭指数 p 与 q = p/(p− 1)，得到

∫
|f + g|pdµ ≤ ‖f‖p

(∫
|f + g|pdµ

) p−1
p

+ ‖g‖p
(∫

|f + g|pdµ
) p−1

p
.

若
∫
|f + g|p dµ = 0，则定理中的不等式显然成立。否则，将前式两边同除以(∫

|f + g|p dµ
)(p−1)/p

,

即得所需结论。

定理 4.2.2（Riesz）　对每个 p ∈ [1,∞]，赋予范数 f 7→ ‖f‖p 的空间 Lp(E,A, µ) 是 Banach
空间，即完备赋范向量空间。

证明。只证 1 ≤ p <∞；p = ∞ 的情形更容易。先验证 ‖ · ‖p 是 Lp 上的范数。由

‖f‖p = 0 =⇒
∫

|f |p dµ = 0 =⇒ f = 0 µ-几乎处处,

可知正定性成立。齐次性显然，三角不等式就是 Minkowski 不等式。

下面证明完备性。设 (fn) 是 Lp 中的 Cauchy 列。可选取严格递增整数列 (kn)，使

‖fkn+1 − fkn‖p ≤ 2−n (n ≥ 1).

令 gn = fkn。由单调收敛定理与 Minkowski 不等式，

∫ ( ∞∑
n=1

|gn+1 − gn|

)p

dµ = lim
N→∞

↑
∫ ( N∑

n=1

|gn+1 − gn|

)p

dµ

≤ lim
N→∞

(
N∑

n=1

‖gn+1 − gn‖p

)p

<∞.

因此
∞∑
n=1

|gn+1 − gn| <∞ µ-几乎处处.

在这个满测集上定义

h = g1 +
∞∑
n=1

(gn+1 − gn),

并在余下零测集上令 h = 0。于是 h 可测且 gN → h 几乎处处。Fatou 引理给出∫
|h|p dµ ≤ lim inf

N→∞

∫
|gN |p dµ ≤ sup

N
‖gN‖pp <∞,
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故 h ∈ Lp。再次用 Fatou 引理，并注意对 N > n，

‖gN − gn‖p ≤
N−1∑
j=n

‖gj+1 − gj‖p ≤ 2−n+1,

得到

‖h− gn‖pp ≤ lim inf
N→∞

‖gN − gn‖pp ≤ (2−n+1)p.

所以子列 gn → h 于 Lp。原列 (fn) 是 Cauchy 列，且有一个子列收敛到 h，故整个序列也在 Lp

中收敛到 h。

例。若 E = N，µ 为计数测度，则对每个 p ∈ [1,∞)，空间 Lp 就是满足

∞∑
n=0

|an|p <∞

的实数序列 a = (an)n∈N 所成的空间，其范数为

‖a‖p =

( ∞∑
n=0

|an|p
)1/p

.

而 L∞ 是全体有界序列所成的空间，范数为 ‖a‖∞ = supn |an|。在这个例子中，除空集外没有零测
集，所以函数等价类可直接视为序列本身。该空间通常记为 ℓp = ℓp(N)，在 Banach 空间理论中十
分重要。上一证明还给出一个值得单独陈述的中间结论。

命题 4.2.3 　设 p ∈ [1,∞)，并设函数列 (fn) 在 Lp(E,A, µ) 中收敛于 f。则存在子列 (fkn)，
使 fkn → f 在 µ-几乎处处意义下成立。

注。该结论对 p = ∞ 也成立；此时甚至无须抽取子列，因为 L∞ 收敛等价于在去掉一个零测
集后的一致收敛。反过来，几乎处处收敛一般不能推出 Lp 收敛。不过，支配收敛定理说明：若

(i) fn → f，µ-几乎处处；
(ii) 存在可测函数 g ≥ 0，使

∫
gp dµ <∞，且对每个 n，都有 |fn| ≤ g，µ-几乎处处，

则 fn → f 在 Lp 中成立。

练习。设 µ(E) <∞、p ∈ [1,∞)。证明：若
(i) fn → f，µ-几乎处处；
(ii) 存在 r > p，使 supn

∫
|fn|r dµ <∞，

则 fn → f 在 Lp 中成立。

Riesz 定理中 p = 2 的情形尤其重要，因为 L2 具有 Hilbert 空间结构。

定理 4.2.4 　空间 L2(E,A, µ) 配备内积

〈f, g〉 =
∫
fg dµ

后，是一个实 Hilbert 空间。

证明。由 Cauchy–Schwarz 不等式，若 f, g ∈ L2，则 fg 可积，所以 〈f, g〉 良定义。显然，映
射 (f, g) 7→ 〈f, g〉 是正定对称双线性型，其诱导范数正是 ‖f‖2。完备性由 Riesz 定理得到。因此，
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Hilbert 空间的经典结论都可用于 L2(E,A, µ)。特别地，若

Φ : L2(E,A, µ) → R

是连续线性泛函，则存在唯一的 g ∈ L2(E,A, µ)，使得

∀f ∈ L2(E,A, µ), Φ(f) = 〈f, g〉.

这一结果将在本章后面用到。注：与前述结果一样，上述定理也可推广到复数情形。复空间
L2
C(E,A, µ) 在内积

〈f, g〉 =
∫
fg dµ

下是复 Hilbert 空间。

4.3 Lp 空间中的稠密性定理

若 (E, d) 是度量空间，则称 (E,B(E)) 上的测度 µ 是外正则的，如果

∀A ∈ B(E), µ(A) = inf{µ(U) : U 为开集且A ⊂ U}.

称函数 f : E → R 为 Lipschitz 函数，如果存在常数 K，使得

∀x, y ∈ E, |f(x)− f(y)| ≤ Kd(x, y).

定理 4.3.1 　设 p ∈ [1,∞)。(1) 可积简单函数在 Lp(E,A, µ) 中稠密。(2) 若 (E, d) 是度量空
间，且 µ 是 (E,B(E)) 上的外正则测度，则属于 Lp 的有界 Lipschitz 函数在 Lp(E,B(E), µ) 中
稠密。(3) 若 (E, d) 是局部紧致可分度量空间，且 µ 是 E 上的 Radon 测度，则紧支集 Lipschitz
函数在 Lp(E,B(E), µ) 中稠密。

证明。(1) 写成 f = f+ − f− 后，只需考虑 f ≥ 0。由简单函数逼近定理，存在非负简单函数
列 (φn)，使得

f = lim
n→∞

↑ φn.

这里对每个 n，都有 0 ≤ φn ≤ f，且 φn 是简单函数。于是∫
|φn|p dµ ≤

∫
|f |p dµ <∞,

所以 φn ∈ Lp（对简单函数而言，这等价于 φn ∈ L1）。又因 |f − φn|p ≤ fp，支配收敛定理给出

lim
n→∞

∫
|f − φn|p dµ = 0.

(2) 只需证明每个可积简单函数都能在 Lp 中由有界 Lipschitz 函数逼近。容易归结到 f = 1A、
A ∈ B(E)、µ(A) <∞ 的情形。给定 ε > 0，由外正则性可取包含 A 的开集 O，使

µ(O \A) < (ε/2)p, ‖1O − 1A‖p < ε/2.

对每个 k ≥ 1，令

φk(x) =
(
kd(x,Oc)

)
∧ 1.
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则 φk 是 Lipschitz 函数，并且当 k → ∞ 时，φk ↑ 1O。由支配收敛定理，∫
|1O − φk|p dµ −→ 0.

故可取充分大的 k，使 ‖1O − φk‖p < ε/2。最后，

‖1A − φk‖p ≤ ‖1A − 1O‖p + ‖1O − φk‖p < ε.

(3) 使用下面的引理，其证明留到本证明的最后。回忆：若 A ⊂ E，则 A◦ 表示 A 的内部。

引理 4.3.2 　设 E 是局部紧致可分度量空间。则存在递增的紧集列 (Ln)n≥1，使对每个 n，

Ln ⊂ L◦
n+1, E =

⋃
n≥1

Ln =
⋃
n≥1

L◦
n.

由该引理容易推出：E 上的每个 Radon 测度 µ 都是外正则的（Riesz 表示定理的陈述中已经
使用过这一事实，但当时未给出证明）。事实上，若 A 是 E 的 Borel 集，则把 µ 限制在 L◦

n 上可
得有限测度。由前章的外正则性结论，对每个 n 可取开集 On ⊂ L◦

n，使 A ∩ L◦
n ⊂ On，并且

µ
(
On \ (A ∩ L◦

n)
)
≤ ε2−n.

令 O =
⋃

nOn。则 O 是 E 的开集，并且

µ(O \A) ≤
∑
n≥1

µ
(
On \ (A ∩ L◦

n)
)
≤ ε.

现在，由于 µ 外正则，可以应用定理的第（2）部分。因此只需证明：任意有界 Lipschitz 函
数 f，若

∫
|f |p dµ <∞，都能在 Lp 中由紧支集 Lipschitz 函数逼近。

由支配收敛定理，

lim
n→∞

∫
(L◦

n)
c

|f |p dµ = 0,

故 ‖f − f1L◦
n
‖p → 0。另一方面，固定 n，对每个 k ≥ 1 定义

φn,k(x) =
(
kd(x, (L◦

n)
c)
)
∧ 1.

由于 φn,k ≤ 1L◦
n
，故 φn,k ∈ Lp。再次使用支配收敛定理可知：对每个固定的 n，当 k → ∞

时，φn,k → 1L◦
n

在 Lp 中成立。最后，

‖f − fφn,k‖p ≤ ‖f − f1L◦
n
‖p + ‖f1L◦

n
− fφn,k‖p

≤ ‖f − f1L◦
n
‖p + ‖f‖∞‖1L◦

n
− φn,k‖p.

依次取充分大的 n 与 k，便可用紧支集 Lipschitz 函数 fφn,k 在 Lp 中逼近 f。引理的证明。
先证明 E 是一列递增紧集 (Kn)n≥1 的并。取 E 中稠密序列 (xp)p≥0，并定义整数对集合

I = {(p, k) ∈ N2 : B(xp, 2
−k) 是紧集}.

这里 B(x, r) 表示以 x 为中心、半径为 r 的闭球。由 E 的局部紧致性以及序列 (xp) 的稠密
性，容易看出

E =
⋃

(p,k)∈I

B(xp, 2
−k).
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集合 I 可数，故存在 I 的递增有限子集列 (In)n≥1，其并为 I。令

Kn =
⋃

(p,k)∈In

B(xp, 2
−k),

便得到所需的递增紧集列。

然后递归构造 (Ln)。先取 L1 = K1。若已构造 Ln，则用有限多个具有紧闭包的开邻域 V1, . . . , Vq
覆盖紧集 Kn+1 ∪ Ln，并令

Ln+1 = V 1 ∪ · · · ∪ V q.

这就得到引理要求的紧集列。

推论。对 p ∈ [1,∞)，有：（i）Rd 上的紧支集连续函数空间 Cc(Rd) 在 Lp(Rd,B(Rd), λ) 中稠
密。这里的 Lebesgue 测度 λ 也可替换为 (Rd,B(Rd)) 上的任意 Radon 测度。

（ii）紧支集阶梯函数在 Lp(R,B(R), λ) 中稠密。事实上，只需证明每个 f ∈ Cc(R) 都可由阶梯
函数在 Lp 中逼近；一致连续性给出

f = lim
n→∞

∑
k∈Z

f

(
k

n

)
1[k/n,(k+1)/n) 于Lp.

应用（Riemann–Lebesgue 引理）。若 f ∈ L1(R,B(R), λ)，并定义

f̂(ξ) =

∫
R
f(x)eixξ dx,

则
f̂(ξ) −→ 0 (|ξ| → ∞).

证明。由稠密性，可取紧支集阶梯函数 φn，使 ‖f − φn‖1 → 0。于是

sup
ξ∈R

|f̂(ξ)− φ̂n(ξ)| ≤ ‖f − φn‖1 −→ 0.

因此只需处理阶梯函数。若

f =

m∑
j=1

λj1(xj ,xj+1),

则

f̂(ξ) =

m∑
j=1

λj
eiξxj+1 − eiξxj

iξ
−→ 0 (|ξ| → ∞),

结论得证。

4.4 Radon–Nikodym 定理

定义 4.4.1 　设 µ, ν 是可测空间 (E,A) 上的测度。
1. 若对每个 A ∈ A，

µ(A) = 0 =⇒ ν(A) = 0,

则称 ν 关于 µ 绝对连续，记作 ν � µ。
2. 若存在 N ∈ A，使

µ(N) = 0, ν(N c) = 0,
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则称 ν 与 µ 互相奇异，记作 ν ⊥ µ。

例。若 f : E → [0,∞] 可测，并定义

ν(A) =

∫
A
f dµ, A ∈ A,

则 ν = f · µ� µ。

定理 4.4.1（Radon–Nikodym 定理与 Lebesgue 分解）　设 µ, ν 是 (E,A) 上的 σ-有限测
度。则存在唯一的一对 σ-有限测度 (νa, νs)，使

ν = νa + νs, νa � µ, νs ⊥ µ.

此外，存在可测函数 g : E → [0,∞]，使

νa(A) =

∫
A
g dµ, A ∈ A.

函数 g 在 µ-几乎处处意义下唯一，记作 g = dνa/dµ。

证明。先设 µ, ν 都是有限测度；σ-有限情形将在最后处理。先考虑 ν ≤ µ。定义 L2(E,A, µ)
上的线性泛函

Φ(f) =

∫
f dν.

这个积分是良定义的：有限测度情形下 L2(µ) ⊂ L1(µ)，且
∫
|f | dν ≤

∫
|f | dµ。若 f = f̃ 在 µ 意

义下几乎处处成立，则因 ν ≤ µ，该等式也在 ν 意义下几乎处处成立，所以 Φ 与代表元的选择无
关。由 Cauchy–Schwarz 不等式，

|Φ(f)| ≤
(∫

f2 dν

)1/2

ν(E)1/2 ≤ ν(E)1/2‖f‖L2(µ).

故 Φ 连续。由 Hilbert 空间的 Riesz 表示定理，存在 h ∈ L2(µ)，使对每个 f ∈ L2(µ)，

Φ(f) = 〈f, h〉 =
∫
fh dµ.

特别地，取 f = 1A 得

ν(A) =

∫
A
h dµ, A ∈ A.

还可取一个代表使 0 ≤ h ≤ 1 处处成立。事实上，对每个 ε > 0，

µ{h ≥ 1 + ε} ≥ ν{h ≥ 1 + ε} =

∫
{h≥1+ε}

h dµ ≥ (1 + ε)µ{h ≥ 1 + ε},

故该集合为零测集；同理 h ≥ 0 几乎处处。现在处理一般的有限测度情形。把上述结论应用于
ν ≤ µ+ ν，得到可测函数 h，0 ≤ h ≤ 1，使对任意 f ∈ L2(µ+ ν)，∫

f dν =

∫
fh d(µ+ ν).

因而对任意有界可测函数 f， ∫
f(1− h) dν =

∫
fh dµ.
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由单调收敛定理，该等式对所有非负可测函数仍成立。令 N = {h = 1}。取 f = 1N 可得 µ(N) = 0。
定义

νs = 1Nν, g = 1Nc
h

1− h
, νa = 1Ncν = gµ.

于是 ν = νa + νs、νa � µ，且 νs ⊥ µ。再证唯一性。若 (ν̃a, ν̃s) 是另一组分解，则

νa(A)− ν̃a(A) = νs(A)− ν̃s(A), A ∈ A.

取 µ-零测集 N, Ñ，分别支撑 νs, ν̃s。右端只依赖于 A ∩ (N ∪ Ñ)，而 νa 与 ν̃a 都对 µ 绝对连续，
故右端为零。因此两部分各自唯一。若 g, g̃ 都是 νa 关于 µ 的密度，则∫

{g̃>g}
g̃ dµ = νa{g̃ > g} =

∫
{g̃>g}

g dµ,

所以 g̃ ≤ g 几乎处处；交换二者即得 g = g̃ 几乎处处。最后设 µ, ν 仅为 σ-有限。可取 E 的可数
可测分割 (En)，使 µ(En), ν(En) <∞。将有限测度情形用于限制测度 µn = µ|En、νn = ν|En，写
成 νn = νa,n + νs,n，其中 νa,n = gnµn、νs,n ⊥ µn，并令 gn 在 Ec

n 上为零。于是

νa =
∑
n

νa,n, νs =
∑
n

νs,n, g =
∑
n

gn

给出所需分解；由于 (En) 是分割，每一点至多有一个 gn 非零。唯一性仍由上面的论证得到。
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第五章 乘积测度

给定两个各自带测度的可测空间，我们可以在它们的笛卡尔积上构造一个称为乘积测度的测
度。此外，定义在乘积空间上的函数的积分可以通过先对第一个空间的测度积分，然后对第二个空
间的测度积分来计算，或者按相反的顺序进行：这就是著名的 Fubini 定理。除了在分析（分部积
分、卷积等）或概率论中的重要应用外，Fubini 定理还是计算积分的一个基本工具。

5.1 乘积空间概述

设 (E,A) 与 (F,B) 为两个可测空间。在 E × F 上定义乘积 σ-代数

A⊗ B = σ(A×B ; A ∈ A, B ∈ B).

形如 A × B 的集合称为可测矩形。容易验证，A ⊗ B 是使两个典范投影 π1 : E × F → E、π2 :

E × F → F 都可测的最小 σ-代数。若 (G, C) 是第三个可测空间，f : G → E × F，并写成
f(x) = (f1(x), f2(x))，则 f 可测当且仅当 f1, f2 都可测。乘积 σ-代数可直接推广到有限多个可测
空间 (Ei,Ai)：

A1 ⊗A2 ⊗ · · · ⊗ An = σ(A1 × · · · × An ; Ai ∈ Ai)

并具有预期的结合律。例如当 n = 3 时，

(A1 ⊗A2)⊗A3 = A1 ⊗ (A2 ⊗A3) = A1 ⊗A2 ⊗A3 .

命题 5.1.1 　若 E,F 是可分度量空间，则

B(E × F ) = B(E)⊗ B(F ).

证明。包含关系 B(E × F ) ⊃ B(E) ⊗ B(F ) 不需要可分性：坐标投影 π1, π2 连续，因而关
于 B(E × F ) 可测。反过来，由可分性，E 有可数拓扑基 U = {Un : n ≥ 1}，F 也有可数拓扑
基 V = {Vm : m ≥ 1}。例如，可取以稠密可数集中的点为中心、以正有理数为半径的开球。若
O ⊂ E × F 为开集，则 O 是所有满足 Un × Vm ⊂ O 的基元素 Un × Vm 的并；这是可数并。因此
O ∈ B(E)⊗ B(F )，从而得到反向包含关系。

下面回到任意可测空间 (E,A)、(F,B)。对 C ⊂ E × F，定义竖直截面与水平截面

Cx = {y ∈ F : (x, y) ∈ C}, Cy = {x ∈ E : (x, y) ∈ C}.

若 f 定义在 E × F 上，则记 fx(y) = f(x, y)、fy(x) = f(x, y)。

定理 5.1.2 　（i）若 C ∈ A⊗ B，则对每个 x ∈ E，Cx ∈ B；对每个 y ∈ F，Cy ∈ A。
（ii）若 f : E × F → G 关于积 σ-代数 A⊗ B 可测，则对每个 x ∈ E，fx 为 B-可测；对每个
y ∈ F，fy 为 A-可测。
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证明。（i）固定 x ∈ E，令

Cx = {C ∈ A⊗ B : Cx ∈ B}.

Cx 是 σ-代数，并包含所有可测矩形，因为

(A×B)x =

B, x ∈ A,

∅, x /∈ A.

故 Cx = A⊗ B。水平截面同理。（ii）若 D ⊂ G 可测，则

f−1
x (D) = {y ∈ F : (x, y) ∈ f−1(D)} = (f−1(D))x ∈ B,

其中最后一步使用（i）；fy 的证明相同。

5.2 乘积测度的构造

定理 5.2.1 　设 µ, ν 分别是 (E,A)、(F,B) 上的 σ-有限测度。
（i）存在唯一的 (E × F,A⊗ B) 上的测度 m，使

m(A×B) = µ(A)ν(B) (A ∈ A, B ∈ B),

其中约定 0 · ∞ = 0。测度 m 也是 σ-有限的，记为 µ⊗ ν。
（ii）对每个 C ∈ A⊗ B，

(µ⊗ ν)(C) =

∫
E
ν(Cx)µ(dx) =

∫
F
µ(Cy) ν(dy).

证明。唯一性。由 σ-有限性，可取递增可测集列 An ↑ E、Bn ↑ F，使 µ(An) <∞、ν(Bn) <∞。
令 Cn = An ×Bn，则 Cn ↑ E × F。若 m,m′ 都满足（i），则二者在所有可测矩形上相等，而且

m(Cn) = µ(An)ν(Bn) = m′(Cn) <∞.

可测矩形族对有限交封闭，并生成 A⊗ B。由推论 1.4.2，m = m′。1

存在性。对 C ∈ A⊗ B，拟定义

m(C) =

∫
E
ν(Cx)µ(dx). (5.1)

定理 5.1.2 保证 Cx ∈ B。还需证明 x 7→ ν(Cx) 是 A-可测的。先设 ν 有限，并令

G = {C ∈ A⊗ B : x 7→ ν(Cx) 是 A-可测的}.

若 C = A×B，则 ν(Cx) = 1A(x)ν(B)，所以 G 包含所有可测矩形。它还是单调类：若 C ⊂ C ′ 且
C,C ′ ∈ G，则

ν((C ′ \ C)x) = ν(C ′
x)− ν(Cx),

这里使用了 ν 的有限性；若 Cn ↑ C，则

ν(Cx) = lim
n→∞

↑ ν((Cn)x).

1校订注：原讲义在选择 Bn 时把有限性条件误写为 µ(Bn) < ∞；Bn ⊂ F，正确条件是 ν(Bn) < ∞。
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由单调类定理，G = A⊗ B。2一般地，若 ν 仅为 σ-有限，令 νn(D) = ν(D ∩Bn)。有限测度情形
说明 x 7→ νn(Cx) 可测，而

ν(Cx) = lim
n→∞

↑ νn(Cx),

所以所需可测性仍成立。

下面验证（5.1）定义了测度。若 (Cn) 两两不交，则对每个 x，((Cn)x) 也两两不交。因此由
非负函数积分的可列可加性，

m

(⋃
n

Cn

)
=

∫
E
ν

(⋃
n

(Cn)x

)
µ(dx)

=

∫
E

∑
n

ν((Cn)x)µ(dx)

=
∑
n

∫
E
ν((Cn)x)µ(dx) =

∑
n

m(Cn).

并且

m(A×B) =

∫
E
1A(x)ν(B)µ(dx) = µ(A)ν(B).

集合 Cn = An × Bn 以有限 m-测度递增覆盖 E × F，所以 m 为 σ-有限测度。交换两个空间的角
色，同样得到测度

m′(C) =

∫
F
µ(Cy) ν(dy).

m′ 在可测矩形上的取值与 m 相同，故由唯一性 m = m′，这也证明了（ii）。

注。（i）至少对结论（ii）而言，σ-有限性不可缺少。取 (E,A) = (F,B) = (R,B(R))，令 µ = λ，
ν 为计数测度，并取对角线 C = {(x, x) : x ∈ R}。则∫

R
ν(Cx)λ(dx) = ∞,

∫
R
λ(Cy) ν(dy) = 0.

（ii）对 σ-有限测度 µ1, . . . , µn，可递归定义

µ1 ⊗ · · · ⊗ µn = µ1 ⊗ (µ2 ⊗ · · · ⊗ µn).

括号的放置不影响结果，因为该测度由矩形上的取值唯一确定：

(µ1 ⊗ · · · ⊗ µn)(A1 × · · · × An) =

n∏
j=1

µj(Aj).

例。若两个因子都是 (R,B(R), λ)，则 λ⊗ λ 正是 R2 上的 Lebesgue 测度，因为二者在每个矩
形 [a, b]× [c, d] 上取值相同。同理，一维 Lebesgue 测度的乘积给出各维 Lebesgue 测度。

5.3 Fubini 定理

先给出非负函数版本。沿用上一节的记号：(E,A) 与 (F,B) 是可测空间，E × F 配备 A⊗B。

2校订注：原讲义在集合差公式中把 C′ \ C 误排为 C \ C′，并相应打乱了等式右端；此处已改正。
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定理 5.3.1（Fubini–Tonelli）　设 µ, ν 分别是 (E,A)、(F,B) 上的 σ-有限测度，f : E×F →
[0,∞] 可测。

（i）函数

x 7−→
∫
F
f(x, y) ν(dy), y 7−→

∫
E
f(x, y)µ(dx)

分别为 A-可测与 B-可测。
（ii）有∫

E×F
f d(µ⊗ ν) =

∫
E

(∫
F
f(x, y) ν(dy)

)
µ(dx) =

∫
F

(∫
E
f(x, y)µ(dx)

)
ν(dy).

证明。（i）先设 f = 1C，其中 C ∈ A⊗ B。上一节已经证明

x 7→
∫
F
f(x, y) ν(dy) = ν(Cx)

是 A-可测的；另一个函数同理。由线性性，结论对非负简单函数成立。一般地，取非负简单函数
fn ↑ f，并使用 ∫

F
f(x, y) ν(dy) = lim

n→∞
↑
∫
F
fn(x, y) ν(dy).

（ii）当 f = 1C 时，所需等式就是

(µ⊗ ν)(C) =

∫
E
ν(Cx)µ(dx) =

∫
F
µ(Cy) ν(dy),

已由上一节证明。3由线性性，等式对非负简单函数成立；再取 fn ↑ f，两次应用单调收敛定理，即
得一般情形。

下面转向可取任意符号的函数，仍保留上一条定理的假设。

定理 5.3.2（Fubini–Lebesgue）　设 f ∈ L1(E × F,A⊗ B, µ⊗ ν)（复值情形同理）。则：
（a）对 µ-几乎所有的 x，函数 y 7→ f(x, y) 属于 L1(F,B, ν)；对 ν-几乎所有的 y，函数 x 7→ f(x, y)

属于 L1(E,A, µ)。
（b）在零测集上任意补定义后，函数

x 7→
∫
F
f(x, y) ν(dy), y 7→

∫
E
f(x, y)µ(dx)

分别属于 L1(E,A, µ) 与 L1(F,B, ν)。
（c）有 ∫

E×F
f d(µ⊗ ν) =

∫
E

(∫
F
f(x, y) ν(dy)

)
µ(dx) =

∫
F

(∫
E
f(x, y)µ(dx)

)
ν(dy).

证明。（a）把 Fubini–Tonelli 定理应用于 |f |，得到∫
E

(∫
F
|f(x, y)| ν(dy)

)
µ(dx) =

∫
|f | dµ⊗ ν <∞.

因为右端有限，所以对 µ-几乎所有 x，∫
F
|f(x, y)| ν(dy) <∞

3校订注：原讲义该式最后一个截面误排为 Cx；积分变量是 y，且按定义应为水平截面 Cy。
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因此，对 µ-几乎所有 x，可测函数 y 7→ f(x, y) 属于 L1(F,B, ν)。交换 x, y 的角色可得另一半结
论。（b）写成 f = f+ − f−，并分别使用 Fubini–Tonelli 定理，可知

x −→
∫
f(x, y) ν(dy) =

∫
f+(x, y) ν(dy)−

∫
f−(x, y) ν(dy)

是可测的。严格地说，对满足
∫
F |f(x, y)| ν(dy) = ∞ 的 x，应给

∫
F f(x, y) ν(dy) 任取一个值（例

如 0）；这些 x 构成一个零测集。此外，

∫
E

∣∣∣∣∫
F
f(x, y) ν(dy)

∣∣∣∣µ(dx) ≤ ∫
E

(∫
F
|f(x, y)| ν(dy)

)
µ(dx) =

∫
|f | d(µ⊗ ν) <∞.

(c) 只需在等式中逐项相减即可∫
E

(∫
F
f+(x, y) ν(dy)

)
µ(dx) =

∫
E×F

f+ dµ⊗ ν∫
E

(∫
F
f−(x, y) ν(dy)

)
µ(dx) =

∫
E×F

f− dµ⊗ ν.

注。假设 f ∈ L1(µ⊗ ν) 至关重要。即使（a）、（b）中的两个累次积分各自都有意义，它们也
可能不相等： ∫

E

(∫
F
f(x, y) ν(dy)

)
µ(dx) 与

∫
F

(∫
E
f(x, y)µ(dx)

)
ν(dy).

这两个累次积分都可能有意义，却不一定相等。下面给出一个典型反例。在 (0,∞)× (0, 1] 上
定义

f(x, y) = 2e−2xy − e−xy.

对每个 y ∈ (0, 1]，有 ∫ ∞

0
f(x, y) dx = 2

∫ ∞

0
e−2xy dx−

∫ ∞

0
e−xy dx = 0.

而对每个 x > 0，有∫ 1

0
f(x, y) dy = 2

∫ 1

0
e−2xy dy −

∫ 1

0
e−xy dy =

e−x − e−2x

x
.

因此 ∫ 1

0

(∫ ∞

0
f(x, y) dx

)
dy = 0,

但 ∫ ∞

0

(∫ 1

0
f(x, y) dy

)
dx =

∫ ∞

0

e−x − e−2x

x
dx = log 2 > 0.

这里确有 ∫
(0,∞)×(0,1]

|f(x, y)| dx dy = ∞,

所以 f 不满足 Fubini–Lebesgue 定理的绝对可积条件。实际使用时应记住：Fubini–Tonelli 定理可
直接用于非负可测函数；对可取正负值的函数，通常要先验证∫

|f | d(µ⊗ ν) <∞.

只有在相应换序确有依据时，才省略括号写成∫
f d(µ⊗ ν) =

∫
E

∫
F
f(x, y) ν(dy)µ(dx).
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5.4 应用

5.4.1 分部积分

设 f, g : R → R 是局部可积函数。对 x ∈ R，定义

F (x) =

∫ x

0
f(t) dt =


∫
[0,x] f(t) dt, x ≥ 0,

−
∫
[x,0] f(t) dt, x < 0,

G(x) =

∫ x

0
g(t) dt.

于是，对任意 a < b，分部积分公式为

F (b)G(b) = F (a)G(a) +

∫ b

a
f(t)G(t)dt+

∫ b

a
F (t)g(t)dt.

我们可以很容易地看到这个等式等价于

∫ b

a
f(t)(G(t)−G(a)) dt =

∫ b

a
(F (b)− F (t))g(t) dt.

为了证明最后这个等式，我们写成

∫ b
a f(t)(G(t)−G(a)) dt =

∫ b
a f(t)

( ∫ t
a g(s)ds

)
dt

=
∫ b
a

( ∫ b
a 1{s≤t}f(t)g(s)ds

)
dt

=
∫ b
a

( ∫ b
a 1{s≤t}f(t)g(s)dt

)
ds

=
∫ b
a g(s)

( ∫ b
s f(t)dt

)
ds

=
∫ b
a g(s)(F (b)− F (s))ds.

在第三个等式中，我们将 Fubini–Lebesgue 定理应用于函数

φ(s, t) = 1{s≤t}f(t)g(s)

注意到，由于 Fubini–Tonelli 定理，

∫
[a,b]2

|φ(s, t)|dsdt ≤
∫
[a,b]2

|f(t)||g(s)|dsdt =
(∫

[a,b]
|f(t)|dt

)(∫
[a,b]

|g(s)|ds
)

5.4.2 卷积

若 f, g : Rd → R 可测，则在下列绝对收敛条件成立时定义卷积

f ∗ g(x) =
∫
Rd

f(x− y)g(y) dy

在满足以下条件下是良确定的

∫
Rd

|f(x− y)g(y)| dy <∞.
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在这种情形下，利用 Lebesgue 测度在平移及反射 y 7→ −y 下的不变性作变量替换，可知 (g ∗ f)(x)
也有定义，且 (g ∗ f)(x) = (f ∗ g)(x)。

命题 5.4.1 　若 f, g ∈ L1(Rd,B(Rd), λ)，则对 λ-几乎所有 x ∈ Rd，卷积 (f ∗ g)(x) 有定义。
此外，f ∗ g ∈ L1(λ)，且

‖f ∗ g‖1 ≤ ‖f‖1‖g‖1.

注。这里把只在几乎处处有定义的函数视为 L1 元素是没有问题的：只需在未定义的零测集上
任意补定义，例如令其为 0。

证明。由 Fubini–Tonelli 定理，

∫
Rd

( ∫
Rd |f(x− t)||g(t)|dt

)
dx =

∫
Rd

( ∫
Rd |f(x− t)||g(t)|dx

)
dt

=
∫
Rd |g(t)|

( ∫
Rd |f(x− t)|dx

)
dt

=
( ∫

Rd |g(t)|dt
)( ∫

Rd |f(x)|dx
)

< ∞

所以 ∫
Rd

|f(x− t)| |g(t)| dt <∞ 对 dx-几乎所有 x 成立。

这证明了第一条断言。对第二条，继续使用同一计算可得∫
Rd

|f ∗ g(x)|dx ≤
∫
Rd

(∫
Rd

|f(x− t)||g(t)|dt
)
dx = ‖f‖1‖g‖1 <∞.

下一命题给出卷积处处有定义的另一组充分条件。

命题 5.4.2 　设 p ∈ [1,∞)、q ∈ (1,∞]，且 p−1 + q−1 = 1。若 f ∈ Lp(Rd)、g ∈ Lq(Rd)，则
对每个 x ∈ Rd，卷积 (f ∗ g)(x) 都有定义；并且 f ∗ g 在 Rd 上有界且一致连续。

证明。Hölder 不等式给出

∫
Rd

|f(x− y)g(y)| dy ≤
(∫

|f(x− y)|pdy
)1/p

‖g‖q = ‖f‖p‖g‖q.

这既证明了卷积处处有定义，也给出 ‖f ∗ g‖∞ ≤ ‖f‖p‖g‖q。为证明一致连续性，使用下列引理。

引理 5.4.3 　记 σx(y) = y − x。若 p ∈ [1,∞) 且 f ∈ Lp(Rd)，则映射

x 7−→ f ◦ σx

从 Rd 到 Lp(Rd) 一致连续。

由该引理，对任意 x, x′ ∈ Rd，

|f ∗ g(x)− f ∗ g(x′)| ≤
∫
|f(x− y)− f(x′ − y)||g(y)| dy

≤ ‖g‖q
( ∫

|f(x− y)− f(x′ − y)|pdy
)1/p

= ‖g‖q ‖f ◦ σ−x − f ◦ σ−x′‖p
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当 x− x′ → 0 时，最后一项趋于 0，故 f ∗ g 一致连续。下面证明引理。先设 f ∈ Cc(Rd)，则

∫
|f ◦ σx − f ◦ σy|p dλ =

∫
|f(z − x)− f(z − y)|p dz =

∫
|f(z)− f(z − (y − x))|p dz.

当 y− x→ 0 时，上式由支配收敛定理趋于 0。一般情形下，可取 fn ∈ Cc(Rd)，使 fn 在 Lp(λ) 中
收敛到 f（见第 4 章）。于是

‖f ◦ σx − f ◦ σy‖p ≤ ‖f ◦ σx − fn ◦ σx‖p + ‖fn ◦ σx − fn ◦ σy‖p + ‖fn ◦ σy − f ◦ σy‖p
= 2‖f − fn‖p + ‖fn ◦ σx − fn ◦ σy‖p.

给定 ε > 0，先取 n 使 ‖f − fn‖p < ε/4，再取 δ > 0，使得当 |x− y| < δ 时，

‖fn ◦ σx − fn ◦ σy‖p ≤ ε/2.

由前面的估计可知，只要 |x− y| < δ，就有 ‖f ◦ σx − f ◦ σy‖p ≤ ε。

Dirac 测度的逼近。若函数列 (φn) ⊂ Cc(Rd) 满足：

1. 存在紧集 K ⊂ Rd，使 supp(φn) ⊂ K 对所有 n 成立；
2. φn ≥ 0，且

∫
Rd φn(x) dx = 1；

3. 对每个 δ > 0，

lim
n→∞

∫
{|x|>δ}

φn(x) dx = 0.

就称 (φn) 为 δ0 的一个逼近恒等族。这种函数列容易构造：取非负函数 φ ∈ Cc(Rd)，使
∫
Rd φ(x) dx =

1，并令
φn(x) = ndφ(nx).

还可令每个 φn ∈ C∞
c (Rd)。例如取

φ(x) = c exp
(
− 1

1− |x|2

)
1{|x|<1},

其中 c > 0 由归一化条件
∫
φ(x) dx = 1 确定。

命题 5.4.4 　设 (φn) 是 δ0 的一个近似。（i）若 f : Rd → R 连续，则 φn ∗ f → f 在每个紧集
上一致收敛。（ii）若 f ∈ Lp(Rd,B(Rd), λ)，其中 p ∈ [1,∞)，则 φn ∗ f → f 于 Lp。

证明。第 (i) 部分很容易，通过写出

φn ∗ f(x) =
∫
|y|≤δ

f(x− y)φn(y)dy +

∫
|y|>δ

f(x− y)φn(y)dy

并使用f的连续性。对于第 (ii) 部分，我们注意到如果f, g ∈ Lp(Rd, λ),

∫
|φn ∗ f(x)− φn ∗ g(x)|p dx ≤

∫ (∫
φn(x− y)|f(y)− g(y)| dy

)p

dx

≤
∫ (∫

φn(x− y)|f(y)− g(y)|p dy
)
dx

=

∫
|f(y)− g(y)|p

(∫
φn(x− y) dx

)
dy

=

∫
|f(y)− g(y)|p dy.
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第二个不等式来自 Jensen 不等式：对固定的 x，φn(x− y) dy 是关于变量 y 的概率测度。这个估
计使问题归结为 f ∈ Cc(Rd) 的情形；此时结论由（i）与支配收敛定理得到。

应用。在维数d = 1 时，我们可以取

φn(x) = cn(1− x2)n 1{|x|≤1}

其中常数 cn 取为使
∫
φn(x) dx = 1。现取闭区间 [a, b] ⊂ (0, 1)，并设 f 在 [a, b] 上连续。可以把 f

延拓为 R 上的连续函数，使其紧支集包含在 [0, 1] 中（例如令 f 在 [0, a] 与 [b, 1] 上为仿射函数）。
于是

φn ∗ f(x) = cn

∫
(1− (x− y)2)n1{|x−y|≤1}f(y)dy −→ f(x)

该收敛在 [a, b] 上一致。对 x ∈ [a, b]，显然可以去掉指示函数 1{|x−y|≤1}。因此 f 是 [a, b] 上一列多
项式的一致极限。这就给出了 Stone–Weierstrass 定理在本情形下的结论。

5.4.3 单位球体积的计算

记 Bd 为 Rd 的闭单位球，λd 为 Rd 上的 Lebesgue 测度，并令 γd = λd(Bd)。先注意，对任
意 a > 0，映射 x 7→ ax 下 λd 的像测度为 a−dλd，即对任意 Borel 集 A，

λd(a
−1A) = a−dλd(A)

这个等式只需对长方体检验。特别地，

λd(aBd) = adλd(Bd).

当 d ≥ 2 时，由 Fubini 定理，

γd =

∫
Rd

1{x2
1+···+x2

d≤1} dx1 · · · dxd

=

∫ 1

−1
λd−1

(√
1− x2dBd−1

)
dxd

= γd−1

∫ 1

−1
(1− x2d)

(d−1)/2 dxd = γd−1Id−1,

其中对整数 n ≥ 0，定义

In =

∫ 1

−1
(1− x2)n/2 dx.

分部积分给出：对 n ≥ 2，
In =

n

n+ 1
In−2.

再由 I0 = 2、I1 = π/2，归纳可得

Id−1Id−2 =
2π

d
.

因此对 d ≥ 3，

γd = Id−1Id−2γd−2 =
2π

d
γd−2.

从 γ1 = 2、γ2 = π 出发，得到

γ2k =
πk

k!
, γ2k+1 =

πk

(k + 1
2)(k −

1
2) · · ·

3
2 · 1

2

.
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利用 Gamma 函数关系 Γ(s+ 1) = sΓ(s) 及 Γ(12) =
√
π，两式可统一写成

γd =
πd/2

Γ(d2 + 1)
.
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第六章 有符号测度

与前几章不同，本章研究可同时取正、负值的带符号测度。主要结果是 Jordan 分解：它把带
符号测度以最小方式写成两个由互不相交可测集支撑的正测度之差。作为应用，将证明如下对偶定
理：若 p, q 为共轭指数，即 1/p+ 1/q = 1，且 p <∞，则 Lp 的连续对偶可与 Lq 等距识别。

6.1 定义与全变差

定义 6.1.1 　设 (E,A) 为可测空间。映射 µ : A → R 称为带符号测度，如果 µ(∅) = 0，并且
对任意两两不交的可测集列 (An)n∈N，级数

∑
n∈N µ(An) 绝对收敛，且

µ

(⋃
n∈N

An

)
=
∑
n∈N

µ(An).

定理 6.1.1 　设 µ 是 (E,A) 上的带符号测度。对每个 A ∈ A，定义

|µ|(A) = sup
{∑

n∈N
|µ(An)| : A =

⋃
n∈N

An, (An) 两两不交且可测

}
.

则 |µ| 是 (E,A) 上的有限正测度，并且

|µ(A)| ≤ |µ|(A) (A ∈ A).

证明。先证 |µ| 是正测度。设 (Bi)i∈N 为两两不交的可测集族，并令 B =
⋃

i∈NBi。按定义，若
ti ∈ [0, |µ|(Bi)[（当 |µ|(Bi) = 0 时取 ti = 0），则可取一个可测划分

若 |µ|(Bi) = 0，取 ti = 0；否则可选 ti ∈ [0, |µ|(Bi))。由上确界的定义，可取 Bi 的可测划分
Bi =

⋃
n∈NAn,i，使

∑
n∈N

|µ(An,i)| ≥ ti.

于是（An,i)n,i∈N是B的可数分割，因此

|µ|(B) ≥
∑
i∈N

∑
n∈N

|µ(An,i)| ≥
∑
i∈N

ti.

由于ti可以任意接近|µ|(Bi)），因此得出

|µ|(B) ≥
∑
i∈N

|µ|(Bi).

为了得到相反的不等式，令（An)n∈N是B的一个分割）。那么
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∑
n∈N |µ(An)| =

∑
n∈N |

∑
i∈N µ(An ∩Bi)|

≤
∑

n∈N
∑

i∈N |µ(An ∩Bi)|
=

∑
i∈N
∑

n∈N |µ(An ∩Bi)|
≤

∑
i∈N |µ|(Bi),

最后一个不等式来自如下事实：对固定的 i，集合族 (An∩Bi)n∈N 构成 Bi 的一个划分；再用 |µ|(Bi)

的定义即可。对 B 的所有划分 (An)n∈N 取上确界，得到

|µ|(B) ≤
∑
i∈N

|µ|(Bi)

这完成了对|µ|是一个正测度的证明。由于不等式|µ(A)| ≤ |µ|(A)是显然的，剩下的就是证明|µ|是
有限测度。

引理 6.1.2 　若 A ∈ A 且 |µ|(A) = ∞，则可把 A 分成两个不交的可测集 B,C，使

A = B ∪ C, |µ(B)| > 1, |µ|(C) = ∞.

证明。由 |µ|(A) = ∞，可取 A 的可测划分 A =
⋃

n∈NAn，使

∑
n∈N

|µ(An)| > 2(1 + |µ(A)|).

正项和与负项和中至少有一个大于 1 + |µ(A)|。不妨设

∑
n∈N

µ(An)
+ > 1 + |µ(A)|

（对称情况
∑

n∈N µ(An)
− > 1 + |µ(A)|的处理方式相同）。然后设定

B =
⋃

{n:µ(An)>0}

An

以便

µ(B) =
∑
n∈N

µ(An)
+ > 1 + |µ(A)|.

此外，如果C = A\B,

|µ(C)| = |µ(A)− µ(B)| ≥ |µ(B)| − |µ(A)| > 1.

另一方面，由于 A = B ∪ C，且 |µ| 是测度，必有 |µ|(B) = ∞ 或 |µ|(C) = ∞。必要时交换 B 与
C，便得到引理的结论。现在完成定理的证明。假设 |µ|(E) = ∞。可取两两不交的可测集 B0, C0，
使 |µ(B0)| > 1 且 |µ|(C0) = ∞。再对 C0 应用引理，可取两两不交的 B1, C1，满足 C0 = B1 ∪C1、
|µ(B1)| > 1 及 |µ|(C1) = ∞。递推下去，得到两两不交的可测集列 (Bn)n∈N，且对每个 n 都有
|µ(Bn)| > 1。这与下列级数按带符号测度的定义必须绝对收敛相矛盾：

∑
n∈N

µ(Bn)

我们得出结论
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|µ|(E) <∞.

例。设 ν 是 (E,A) 上的正测度，且 g ∈ L1(E,A, ν)。定义

µ(A) =

∫
A
g dν, A ∈ A.

1则 µ 是带符号测度。事实上，若 A =
⋃

n∈NAn 是不交并，则 g1A 是 g1∪n≤kAn 在 L1(ν) 中的极
限，故支配收敛定理给出

µ(A) =
∑
n∈N

µ(An).

稍后将证明，在此情形

|µ| = |g| · ν.

6.2 Jordan 分解

设 µ 是 (E,A) 上的有限符号测度。容易验证

µ+ =
1

2
(µ+ |µ|), µ− =

1

2
(|µ| − µ)

定义了 (E,A) 上的两个有限正测度，并且

µ = µ+ − µ−, |µ| = µ+ + µ−.

定理 6.2.1（Jordan 分解）　存在可测集 B ⊂ E，它在相差一个 |µ|-零测集的意义下唯一，
并满足

µ+ = 1B · |µ|, µ− = 1Bc · |µ|.

等价地，µ+ 是 |µ| 在 B 上的限制，µ− 是 |µ| 在 Bc 上的限制。并且对每个 A ∈ A，

µ+(A) = µ+(A ∩B) = µ(A ∩B), µ−(A) = µ−(A ∩Bc) = −µ(A ∩Bc),

从而
µ(A) = µ+(A ∩B)− µ−(A ∩Bc), |µ|(A) = µ+(A ∩B) + µ−(A ∩Bc).

证明。显然 µ+ ≤ |µ|、µ− ≤ |µ|，故 µ+, µ− � |µ|。由 Radon–Nikodym 定理，存在有限值非
负可测函数 h1, h2，使

µ+ = h1 · |µ|, µ− = h2 · |µ|.

上述测度不等式还给出 0 ≤ h1, h2 ≤ 1，|µ|-几乎处处成立。令 h = h1 − h2，则对每个 A ∈ A，

µ(A) =

∫
A
(h1 − h2) d|µ|.

下面证明 |h1 − h2| = 1，|µ|-几乎处处。固定 r < 1，令

Er = {x ∈ E : |h1(x)− h2(x)| ≤ r}.

1校订注：原讲义该公式左端误排为 ν(A)；这无法定义新的带符号测度，依上下文应为 µ(A)。
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若 (An)n∈N 是 Er 的任意可测分割，则∑
n

|µ(An)| =
∑
n

∣∣∣∣∫
An

(h1 − h2) d|µ|
∣∣∣∣ ≤∑

n

∫
An

|h1 − h2| d|µ| ≤ r|µ|(Er).

对所有这样的分割取上确界，由全变差的定义得到 |µ|(Er) ≤ r|µ|(Er)，故 |µ|(Er) = 0。令 r ↑ 1

可知 |h1 − h2| ≥ 1，而反向不等式由 0 ≤ h1, h2 ≤ 1 立即得到。

因此，|µ|-几乎处处，(h1, h2) 只能等于 (1, 0) 或 (0, 1)。2令 B = {x ∈ E : h1(x) = 1}。则
h1 = 1B、h2 = 1Bc，|µ|-几乎处处，因而

µ+ = 1B · |µ|, µ− = 1Bc · |µ|.

B 的唯一性来自 Radon–Nikodym 密度的几乎处处唯一性；定理中的其余等式随即得到。

注。若 µ = µ1 − µ2 还是两个有限正测度之差，则必有 µ1 ≥ µ+、µ2 ≥ µ−。例如

µ1(A) ≥ µ1(A ∩B) ≥ µ(A ∩B) = µ+(A ∩B) = µ+(A).

关于符号测度的积分。若 f ∈ L1(E,A, |µ|)，定义∫
f dµ :=

∫
f dµ+ −

∫
f dµ− =

∫
f(1B − 1Bc) d|µ|.

于是 ∣∣∣∣∫ f dµ

∣∣∣∣ ≤ ∫ |f | d|µ|.

3

命题 6.2.2 　设 ν 是 (E,A) 上的正测度，g ∈ L1(E,A, ν)，并定义符号测度

µ(A) =

∫
A
g dν.

则 |µ| = |g| · ν。此外，对每个 f ∈ L1(E,A, |µ|)，都有 fg ∈ L1(E,A, ν)，且∫
f dµ =

∫
fg dν.

证明。沿用定理 6.2.1 的记号，令 h = 1B − 1Bc。对每个 A ∈ A，

|µ|(A) = µ(A ∩B)− µ(A ∩Bc) =

∫
A
gh dν.

在这个等式中取 A = {gh < 0}，可知 gh ≥ 0，ν-几乎处处。由于 |h| = 1，故 gh = |gh| = |g|，ν-几
乎处处，从而

|µ|(A) =
∫
A
|g| dν.

特别地， ∫
|f | d|µ| =

∫
|f | |g| dν,

所以 f ∈ L1(|µ|) 蕴含 fg ∈ L1(ν)。

2校订注：原讲义这里第二种情形误印为 h1(x) = 0, h1(x) = 0；应为 h1(x) = 0, h2(x) = 1。
3校订注：原讲义这条估计的右端排成了

∫
|f | dµ；对符号测度而言正确写法是

∫
|f | d|µ|。
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若 f 是简单函数，则由定义直接有∫
f dµ =

∫
fg dν.

一般地，可取简单函数列 (fn)，使 fn → f 且 |fn| ≤ |f |。分别对 µ+, µ− 和 ν 使用支配收敛定理，
便得到同一等式。

符号测度的 Radon–Nikodym 定理。设 ν 是正测度，µ 是符号测度。若

∀A ∈ A, ν(A) = 0 =⇒ µ(A) = 0,

则称 µ 关于 ν 绝对连续，记为 µ� ν。

定理 6.2.3 　设 µ 是符号测度，ν 是 σ-有限正测度。下列三条等价：
（i）µ� ν；
（ii）对每个 ε > 0，存在 δ > 0，使

∀A ∈ A, ν(A) ≤ δ =⇒ |µ|(A) ≤ ε;

（iii）存在 g ∈ L1(E,A, ν)，使

∀A ∈ A, µ(A) =

∫
A
g dν.

证明。（ii）⇒（i）显然。若（i）成立，则 µ+, µ− � ν。对两个正测度使用 Radon–Nikodym
定理，可写成 µ+ = g1 · ν、µ− = g2 · ν，其中 g1, g2 ≥ 0，并且∫

g1 dν = µ+(E) <∞,

∫
g2 dν = µ−(E) <∞.

取 g = g1 − g2 即得（iii）。最后设（iii）成立。由命题 6.2.2，|µ| = |g| · ν。支配收敛定理给出

lim
N→∞

∫
{|g|≥N}

|g| dν = 0.

给定 ε > 0，取充分大的 N，使上式中的积分小于 ε/2，再令 δ = ε/(2N)。若 ν(A) ≤ δ，则

|µ|(A) =
∫
A
|g| dν ≤

∫
{|g|≥N}

|g| dν +
∫
A∩{|g|<N}

|g| dν ≤ ε

2
+Nδ = ε.

所以（ii）成立。

6.3 Lp–Lq 对偶

设 ν 是 (E,A) 上的正测度，p ∈ [1,∞]，q 是 p 的共轭指数。固定 g ∈ Lq(E,A, ν) 后，

Φg(f) =

∫
fg dν

定义了 Lp(E,A, ν) 上的连续线性泛函。Hölder 不等式给出

|Φg(f)| ≤ ‖g‖q‖f‖p, ‖Φg‖ := sup
∥f∥p≤1

|Φg(f)| ≤ ‖g‖q.

自然的问题是：Lp 上的每个连续线性泛函是否都这样得到？当 p = q = 2 时，Hilbert 空间理论已
经给出肯定答案；下述定理处理 p <∞ 的情形。
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定理 6.3.1（Lp–Lq 对偶）　设 ν 是 σ-有限测度，p ∈ [1,∞)，q 是其共轭指数。若 Φ 是
Lp(E,A, ν) 上的连续线性泛函，则存在唯一的 g ∈ Lq(E,A, ν)，使

Φ(f) =

∫
fg dν (f ∈ Lp).

而且 ‖Φ‖ = ‖g‖q。因此映射 g 7→ Φg 把 Lq(ν) 等距同构到 Lp(ν) 的连续对偶空间。p = ∞ 时
这一结论一般不成立。

证明。先设 ν(E) <∞。对 A ∈ A，令

µ(A) = Φ(1A).

因为 1A ∈ Lp(ν)，定义有意义。下面验证 µ 是符号测度。若 (An) 两两不交，A =
⋃

nAn，则

1A = lim
k→∞

∑
n≤k

1An 于Lp(ν).

这里可使用支配收敛定理，因为 ν(E) <∞，故 1 ∈ Lp(ν)。由 Φ 的连续性，

µ(A) = lim
k→∞

∑
n≤k

µ(An).

还需说明级数
∑

n µ(An) 绝对收敛。令 A′
n = An（若 µ(An) > 0），否则令 A′

n = ∅，并设
A′ =

⋃
nA

′
n。则 ∑

n

µ(An)
+ =

∑
n

µ(A′
n) = lim

k→∞

∑
n≤k

µ(A′
n) = µ(A′) <∞.

对负项同理。因此 µ 是有限符号测度。若 ν(A) = 0，则 1A = 0 于 Lp(ν)，从而 µ(A) = 0。所以
µ� ν。由定理 6.2.3，存在 g ∈ L1(ν)，使

Φ(1A) = µ(A) =

∫
A
g dν (A ∈ A).

利用线性性，这一等式先对简单函数 f 成立；又因有限测度空间上的有界可测函数可由简单函数
一致逼近，所以它对所有有界可测函数也成立。

下面证明 g ∈ Lq(ν)。若 p = 1，对任意 A ∈ A，∣∣∣∣∫
A
g dν

∣∣∣∣ = |Φ(1A)| ≤ ‖Φ‖ ‖1A‖1 = ‖Φ‖ν(A).

分别取 A = {g > ‖Φ‖+ε} 与 A = {g < −‖Φ‖−ε}，可知 |g| ≤ ‖Φ‖，ν-几乎处处。因此 ‖g‖∞ ≤ ‖Φ‖。

若 1 < p <∞，令

En = {x : |g(x)| ≤ n}, fn = 1En |g|q−1 sgn(g).

fn 有界，所以∫
En

|g|q dν =

∫
fng dν = Φ(fn) ≤ ‖Φ‖ ‖fn‖p = ‖Φ‖

(∫
En

|g|q dν
)1/p

.

因此 ∫
En

|g|q dν ≤ ‖Φ‖q.
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令 n→ ∞，由单调收敛定理得到 g ∈ Lq(ν) 且 ‖g‖q ≤ ‖Φ‖。

在两种情形下都已得到 g ∈ Lq(ν)。映射 f 7→ Φ(f) 与 f 7→
∫
fg dν 都是 Lp(ν) 上的连续线性

泛函，并且在有界可测函数这个稠密子集上一致，故在整个 Lp(ν) 上一致。另一方面，Hölder 不
等式给出 ‖Φ‖ ≤ ‖g‖q，结合前述反向不等式可得 ‖Φ‖ = ‖g‖q。表示函数 g 的唯一性也随之成立。

现在只假设 ν 为 σ-有限。把 E 写成两两不交可测集的并

E =
⋃
n∈N

En, ν(En) <∞.

记 νn = ν|En。映射 f 7→ f1En 把 Lp(νn) 等距嵌入 Lp(ν)。对

Φn(f) = Φ(f1En)

应用有限测度情形，得到 gn ∈ Lq(νn)，使

Φ(f1En) =

∫
fgn dν.

把 gn 在 Ec
n 上延拓为 0。若 f ∈ Lp(ν)，则

f = lim
k→∞

∑
n≤k

f1En 于Lp(ν),

所以

Φ(f) = lim
k→∞

∫
f

∑
n≤k

gn

 dν.

又由 ∣∣∣∣∣∣
∫
f

∑
n≤k

gn

 dν

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣Φ
f∑

n≤k

1En

∣∣∣∣∣∣ ≤ ‖Φ‖ ‖f‖p,

使用有限测度情形中相同的检验函数，可得∥∥∥∥∥∥
∑
n≤k

gn

∥∥∥∥∥∥
q

≤ ‖Φ‖ (k ≥ 0).

令
g(x) =

∑
n∈N

gn(x).

由于 En 两两不交，每个 x 至多对应一个非零项。若 q = ∞，前一估计直接给出 ‖g‖∞ ≤ ‖Φ‖；若
q <∞，则 ∫

|g|q dν =
∑
n

∫
|gn|q dν = lim

k→∞

∫ ∣∣∣∣∣∣
∑
n≤k

gn

∣∣∣∣∣∣
q

dν ≤ ‖Φ‖q.

所以总有 g ∈ Lq(ν)。而
∑

n≤k gn → g 逐点，且
∣∣∣∑n≤k gn

∣∣∣ ≤ |g|。Hölder 不等式说明 |fg| ∈ L1，

故支配收敛定理给出

Φ(f) = lim
k→∞

∫
f

∑
n≤k

gn

 dν =

∫
fg dν.

范数等式与唯一性同有限测度情形，定理得证。
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注。p = ∞ 时，定理一般不成立。以 ℓ∞ 为例，它是所有有界实数列 a = (ak)k∈N 组成的 Banach
空间，范数为 ‖a‖∞ = supk |ak|。令

H = {a ∈ ℓ∞ : lim
k→∞

ak 存在}, Φ(a) = lim
k→∞

ak (a ∈ H).

显然 |Φ(a)| ≤ ‖a‖∞。Hahn–Banach 定理把 Φ 延拓为 ℓ∞ 上的连续线性泛函，并保持该估计。
它不可能写成

Φ(a) =
∑
k∈N

akbk (b ∈ ℓ1).

否则，对第 n 个单位向量 e(n)，有 bn = Φ(e(n)) = 0 对所有 n 成立，于是 b = 0；但常数列 1
满足 Φ(1) = 1，矛盾。

6.4 里斯表示定理

本节始终假设 E 是局部紧致可分度量空间。记 C0(E) 为在无穷远处趋于 0 的连续函数空间：
f ∈ C0(E) 当且仅当 f 连续，并且对每个 ε > 0，存在紧集 K ⊂ E，使

|f(x)| < ε (x ∈ E \K).

配备上确界范数
‖f‖∞ = sup

x∈E
|f(x)|,

C0(E) 是 Banach 空间。若 µ 是 (E,B(E)) 上的有限符号测度，则

Φµ(f) =

∫
E
f dµ (f ∈ C0(E))

定义了连续线性泛函，而且

|Φµ(f)| ≤
∫
E
|f | d|µ| ≤ |µ|(E)‖f‖∞.

因此 ‖Φµ‖ ≤ |µ|(E)。

定理 6.4.1（Riesz 表示定理）　若 Φ 是 C0(E) 上的连续线性泛函，则存在唯一的有限符号
测度 µ 使

Φ(f) =

∫
E
f dµ (f ∈ C0(E)).

本讲义不证明这一结果；可参见 Rudin [7] 第 6 章，其中还处理了更一般的复数情形。

注。记 M(E) 为 E 上所有有限符号测度组成的向量空间。映射 µ 7→ |µ|(E) 是其上的范数，
且 M(E) 在这个范数下完备。Riesz 表示定理可以改述为：M(E) 与 C0(E) 的连续对偶空间
等距同构。若 E 紧致，则 C0(E) = Cb(E)，所以 M(E) = Cb(E)∗。当 E 非紧时，这个结论
对 Cb(E) 一般不成立；例如 E = R 时，存在不能由有限符号测度表示的 Cb(E) 上连续线性
泛函。可把上一节末的 ℓ∞ 例子作适当修改来构造。
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变量替换公式描述 Lebesgue 测度在 Rd 的开集之间经微分同胚变换后的像测度。继 Fubini 定
理之后，它是计算多重积分的第二个基本工具。本章还将推出 Rd 中的极坐标积分公式，并由此引
入单位球面上的自然表面测度。

7.1 变量替换公式

我们首先处理一个重要的特殊情形——仿射映射。

命题 7.1.1 　设 b ∈ Rd，M 为可逆的 d× d 实矩阵，并令 f : Rd → Rd 为 f(x) =Mx+ b。则
对任意 Borel 集 A ⊂ Rd，

λ(f(A)) = | detM |λ(A).

注意。若M 不可逆，则 f(A) ⊂ f(Rd)，而后者包含在某个低维仿射子空间中，其 d维 Lebesgue
测度为零（练习）。

证明。若 A 为 Borel 集，则 f(A) = (f−1)−1(A) 仍为 Borel 集。由 Lebesgue 测度的平移不变
性，只需考虑 b = 0。此时，对任意 a ∈ Rd 与 Borel 集 A，

λ(f(a+A)) = λ(f(a) + f(A)) = λ(f(A)).

因此，A 7→ λ(f(A)) 是平移不变测度；由 Lebesgue 测度的唯一性，存在常数 c ≥ 0，使

λ(f(A)) = cλ(A).

下面证明 c = | detM |。若 M 正交，设 Bd 为闭单位球，则 f(Bd) = Bd，故 c = 1 = | detM |。若
M 为正定对称矩阵，则存在正交矩阵 P，使

PTMP = diag(α1, . . . , αd), αi > 0.

于是

f(P ([0, 1]d)) =

{
Py : y ∈

d∏
i=1

[0, αi]

}
.

利用正交情形和 λ(P ([0, 1]d)) = 1，得到

c = λ(f(P ([0, 1]d))) = λ

(
d∏

i=1

[0, αi]

)
=

d∏
i=1

αi = detM.

最后，对一般可逆矩阵使用极分解

M = PS, S = (MTM)1/2, P =MS−1.

这里 P 正交、S 正定对称。两个特殊情形合并后给出 c = | detP | | detS| = | detM |。

设 U,D 是 Rd 中的开集。若映射 φ : U → D 双射，且 φ 与 φ−1 都属于 C1，则称 φ 为 C1 微
分同胚。此时对每个 u ∈ U，导数矩阵 φ′(u) 都可逆。
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定理 7.1.2（变量替换公式）　设 φ : U → D 是 C1 微分同胚。则对任意 Borel 函数 f : D → R+，∫
D
f(x) dx =

∫
U
f(φ(u))|Jφ(u)| du,

其中 Jφ(u) = det(φ′(u)) 是 φ 在 u 处的雅可比行列式。

证明。通过非负简单函数逼近和单调收敛定理，只需证明 f = 1A 的情形，其中 A ∈ B(D)。此
时所需等式为

λ(A) =

∫
φ−1(A)

|Jφ(u)| du.

把 φ−1(A) 重新记为 A，等价地只需证明：对每个 A ∈ B(U)，

λ(φ(A)) =

∫
A
|Jφ(u)| du. (7.1)

注意 φ(A) = (φ−1)−1(A) 确为 Borel 集。

引理 7.1.3 　设 K ⊂ U 为紧集，ε > 0。则可取充分小的 δ > 0，使对每个以 u0 ∈ K 为中心、
各面平行于坐标超平面且边长小于 δ 的方体 C，都有

(1− ε)|Jφ(u0)|λ(C) ≤ λ(φ(C)) ≤ (1 + ε)|Jφ(u0)|λ(C).

引理证明。由 φ′ 的连续性，可取充分小的 δ > 0，使

δ <
1

d
dist(K,U c),

并且当 u0 ∈ K、|u− u0| < dδ 时，

|φ(u)− φ(u0)− φ′(u0)(u− u0)| ≤ η|u− u0|,

其中辅助参数 η > 0 稍后按给定的 ε 选取。令

F (v) = φ(u0) + φ′(u0)v.

则

φ(u) = F (u− u0 + h(u, u0)),

其中

h(u, u0) = φ′(u0)
−1
(
φ(u)− φ(u0)− φ′(u0)(u− u0)

)
.

紧致性给出 a := supv∈K ‖φ′(v)−1‖ <∞，故 |h(u, u0)| ≤ aη|u− u0|。设 C 是以 u0 为中心、边长
r ≤ δ 的方体，C̃ = C − u0。于是

φ(C) ⊂ F ((1 + daη)C̃).

由命题 7.1.1，
λ(φ(C)) ≤ (1 + daη)d|Jφ(u0)|λ(C).

对逆映射作同样估计可得相应下界；等价地，对适当常数 c′ > 0，

F ((1− c′η)C̃) ⊂ φ(C).
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最后把 η 取得足够小，使两个体积因子分别不超过 1 + ε 且不小于 1− ε，即得引理。1

回到定理的证明。对整数 n ≥ 1，称形如

C =

d∏
j=1

(
kj2

−n, (kj + 1)2−n
]
, kj ∈ Z,

的方体为 n 阶基本方体，并以 Cn 表示其全体。固定一个 n0 阶基本方体 C0，使 C0 ⊂ U，并取
ε > 0。选充分大的 n ≥ n0，使引理对 K = C0、δ = 2−n 成立，且当 u, v ∈ K、|u− v| ≤ dδ 时，

(1− ε)|Jφ(u)| ≤ |Jφ(v)| ≤ (1 + ε)|Jφ(u)|. (7.2)

那么，记xC为立方体C,的中心

λ(φ(C0)) =
∑
C∈Cn
C⊂C0

λ(φ(C))

≤ (1 + ε)
∑
C∈Cn
C⊂C0

|Jφ(xC)|λ(C)

≤ (1 + ε)2
∑
C∈Cn
C⊂C0

∫
C
|Jφ(u)| du

= (1 + ε)2
∫
C0

|Jφ(u)| du.

在第一个不等式中我们使用了引理，在第二个不等式中使用了 (7.2)。同样可以得到下界

λ(φ(C0)) ≥ (1− ε)2
∫
C0

|Jφ(u)| du.

由于ε是任意的，我们可以得出结论

λ(φ(C0)) =

∫
C0

|Jφ(u)| du.

因此，当 A 是闭包包含在 U 中的基本方体时，式 (7.1) 已经成立。2一般情形由单调类论证得到。
记 µ 为 D 上 Lebesgue 测度在 φ−1 下的像测度：

µ(A) = λ(φ(A))

对于U中的任意 Borel 集A。也设

µ̃(A) =

∫
A
|Jφ(u)| du.

由此已经对闭包包含在 U 中的每个基本立方体 C 证明了 µ(C) = µ̃(C)。另一方面，令 Un 为闭包包
含在 U∩{u : |u| ≤ n} 中的 n阶基本立方体之不交并。则 Un ↑ U，且对每个 n，µ(Un) = µ̃(Un) <∞。
闭包包含在 U 中的基本立方体类对有限交封闭并生成 B(U)。应用第 1 章最后的推论，得到 µ = µ̃，
即为所需结论。

1学习提示：证明中的 η 是辅助误差，而定理给定的是 ε。原讲义沿用同一符号；这里分开记号，以明确最后需要先
缩小辅助误差。

2校订注：原讲义此处把环境开集 U 误排成了待处理的 Borel 集 A；基本方体的闭包应包含在微分同胚的定义域 U

中。
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极坐标积分的应用。取 d = 2、U = (0,∞)× (−π, π)，以及 D = R2 \ {(x, 0) : x ≤ 0}。于是映
射

φ(r, θ) = (r cos θ, r sin θ) , (r, θ) ∈ U

它是从 U 到 D 的 C1 微分同胚，并且

φ′(r, θ) =

(
cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

)
, Jφ(r, θ) = r.

因此，对任意 Borel 函数 f : R2 → R+，变量替换公式给出∫
D
f(x, y) dx dy =

∫
U
f(r cos θ, r sin θ) r dr dθ

=

∫ ∞

0

∫ π

−π
f(r cos θ, r sin θ) r dθ dr.

负半轴在 R2 中的 Lebesgue 测度为零，故也有∫
R2

f(x, y) dx dy =

∫ ∞

0

∫ π

−π
f(r cos θ, r sin θ) r dθ dr.

例。取 f(x, y) = exp(−x2 − y2)。一方面，Fubini–Tonelli 定理给出∫
R2

e−x2−y2 dx dy =

(∫ ∞

−∞
e−x2

dx

)2

.

另一方面，极坐标公式给出∫ ∞

0

∫ π

−π
e−r2r dθ dr = 2π

∫ ∞

0
e−r2r dr = π.

由于积分为正，得到经典的 Gauss 积分∫ ∞

−∞
e−x2

dx =
√
π .

7.2 单位球面上的 Lebesgue 测度

本节记 λd 为 Rd 上的 Lebesgue 测度，并记

Sd−1 = {x ∈ Rd : |x| = 1}

为单位球面。若 A ∈ B(Sd−1)，定义其锥体

Γ(A) = {rx : r ∈ [0, 1], x ∈ A}.

定理 7.2.1 　对每个 A ∈ B(Sd−1)，令

ωd(A) = d λd(Γ(A)).
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则 ωd 是 Sd−1 上的有限正测度，并且在线性等距变换下不变。此外，对任意 Borel 函数 f :

Rd → R+， ∫
Rd

f(x) dx =

∫ ∞

0

∫
Sd−1

f(rz)rd−1 ωd(dz) dr. (7.3)

最后，ωd 的总质量（即单位球面的表面积）为

ωd(S
d−1) =

2πd/2

Γ(d/2)
.

注意。还可以证明：Sd−1 上任何在线性等距变换下不变的有限测度，都与 ωd 成比例。

证明。ωd 显然是 Sd−1 上的有限正测度；忽略零点这个 Lebesgue 零测集后，它就是测度 dλd|Bd

在映射 x 7→ x/|x| 下的像测度。由 λd 在线性等距变换下不变，可知 ωd 也具有同样的不变性。具
体地，若 φ 是线性等距变换，则

λd(Γ(φ
−1(A))) = λd(φ

−1(Γ(A))) = λd(Γ(A)).

其总质量为

ωd(S
d−1) = dλd(Bd) = d

πd/2

Γ(d/2 + 1)
=

2πd/2

Γ(d/2)
.

下面证明式 (7.3)。只需处理 f = 1B 的情形，其中 B ∈ B(Rd \ {0})。公式

µ(B) =

∫ ∞

0

∫
Sd−1

1B(rz)r
d−1 ωd(dz) dr

在 Rd \ {0} 上定义了一个测度 µ；要证 µ = λd。先考虑

B =

{
x ∈ Rd \ {0} : a < |x| ≤ b,

x

|x|
∈ A

}
,

其中 A ∈ B(Sd−1)，且 0 < a ≤ b。于是

µ(B) = ωd(A)

∫ b

a
rd−1 dr =

bd − ad

d
ωd(A).

为计算 λd(B)，令 α = a/b ∈ (0, 1)，并对 n ≥ 0 定义

Γn(A) = {y = rx : αn+1 < r ≤ αn, x ∈ A}.

则 λd(Γn(A)) = αndλd(Γ0(A))，且

λd(Γ(A)) =

∞∑
n=0

λd(Γn(A)).

因此

λd(Γ0(A)) = (1− αd)λd(Γ(A)) =
1− αd

d
ωd(A).

又因 B = bΓ0(A)，

λd(B) = bdλd(Γ0(A)) =
bd − ad

d
ωd(A) = µ(B).

最后，上述形状的集合类对有限交封闭，并生成 Rd \ {0} 上的 Borel σ-代数。由通常的单调类
论证，µ = λd，式 (7.3) 得证。
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若 f : Rd → R+ 是径向函数，即存在 f̃ : [0,∞) → R+ 使 f(x) = f̃(|x|)，则定理给出∫
Rd

f(x) dx = cd

∫ ∞

0
f̃(r)rd−1 dr, cd = ωd(S

d−1).

3

概率

3学习提示：原讲义为简洁起见把径向函数及其一维轮廓都记成 f。这里改记为 f̃，以避免定义域混淆。
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概率
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第八章 概率论基础

本章介绍概率论的基本概念：随机变量、数学期望、分布、矩和特征函数等。概率空间本质上
是总质量为 1 的测度空间，因此许多概念都可由前面的积分论直接得到：随机变量是可测函数，数
学期望是关于概率测度的积分。不过，概率论关注的是随机试验及其可观测量。分布作为像测度，
因而成为核心对象：它给出随机变量落入任一可测集合的概率。

8.1 一般定义

8.1.1 概率空间

设 (Ω,A) 为可测空间，P 为其上的概率测度。称 (Ω,A, P ) 为概率空间。概率空间是总质量为
1 的特殊测度空间；但概率论的观点不同于一般积分论：我们要用它为“随机试验”建立数学模型。

• Ω 是所有可能结果组成的集合；其中一个元素 ω ∈ Ω 表示随机试验的一种确定结果。
• A 是事件组成的 σ-代数。事件 A ∈ A 是 Ω 的一个子集，表示满足某项性质的所有试验结果。

对 A ∈ A，P (A) 表示事件 A 发生的概率。早期概率论著作在测度论建立之前，常用频率来说
明概率：设同一随机试验重复 N 次，NA 表示事件 A 出现的次数，则当 N → ∞ 时，比例 NA/N

收敛到 P (A)。后文将说明这种历史定义与现代公理化方法之间的联系。

例子。(1) 掷两次骰子：

Ω = {1, 2, . . . , 6}2, A = P(Ω), P (A) =
Card(A)

36
.

这里的概率测度体现了一个建模假设：两次掷骰的 36 种有序结果等可能。（2）不断掷一枚骰子，
直到首次出现 6。由于所需次数没有先验上界，自然的做法是把一次试验结果看成无限序列，并取

Ω = {1, 2, . . . , 6}N
∗

于是 ω = (ω1, ω2, . . .) ∈ Ω 记录各次掷骰结果。在 Ω 上取乘积 σ-代数 A，即使所有下列柱集可测
的最小 σ-代数：

{ω : ω1 = i1, ω2 = i2, . . . , ωn = in}

其中 n ≥ 1，且 i1, . . . , in ∈ {1, . . . , 6}。这个 σ-代数也等于乘积拓扑对应的 Borel σ-代数。最后，
P 是 Ω 上唯一满足下式的概率测度：

P ({ω : ω1 = i1, ω2 = i2, . . . , ωn = in}) = (
1

6
)n.

P 的唯一性是单调类引理的直接推论，存在性则是无限乘积测度构造的一个特例。也可从 [0, 1] 上
的 Lebesgue 测度直接构造 P：对几乎每个 x ∈ [0, 1]，存在唯一序列 (εk)k≥1 ∈ Ω，使

x =
∞∑
k=1

(εk − 1)6−k.

于是 P 就是 Lebesgue 测度在映射 x 7→ (εk)k≥1 下的像测度。
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（3）考虑受随机扰动的质点在空间中的运动。若时间限制在 [0, 1]，自然的样本空间是 Ω =

C([0, 1],R3)：每个 ω ∈ Ω 都是一条可能的连续轨道。取使所有坐标映射 ω 7→ ω(t)（t ∈ [0, 1]）可
测的最小 σ-代数；它恰好是由一致收敛拓扑生成的 Borel σ-代数。还需在其上选取概率测度，而
最重要的例子是

Wiener 测度；它就是布朗运动的分布。

重要提示。在接下来的内容中，我们经常不会明确指定概率空间的选择。重要的信息将是定义
在该空间上的函数的性质，即随机变量。

8.1.2 随机变量

定义 8.1.1 　设 (E, E) 为可测空间。可测映射 X : (Ω,A) → (E, E) 称为取值于 E 的随机变
量。

例。回到上面的三个例子：（1）X((i, j)) = i + j 定义了一个取值于 {1, 2, . . . , 12} 的随机变
量。（2）令 X(ω) = inf{j : ωj = 6}，约定 inf∅ = ∞。它是取值于 N = N ∪ {∞} 的随机变量。为
验证可测性，注意对每个 k ≥ 1，

X−1({k}) = {ω ∈ Ω : ω1 6= 6, ω2 6= 6, . . . , ωk−1 6= 6, ωk = 6}.

（3）对固定的 t ∈ [0, 1]，映射 X(ω) = ω(t) 是取值于 R3 的随机变量。（这里尚未构造 P，但随机
变量的可测性只依赖 (Ω,A)，与 P 无关。）

定义 8.1.2 　随机变量 X : (Ω,A, P ) → (E, E) 的分布，是 P 在 X 下的像测度，记为 PX：

PX(B) = P (X−1(B)), B ∈ E .

在实际操作中更常写作：

PX(B) = P (X ∈ B) (= P ({ω ∈ Ω : X(ω) ∈ B}) ).

分布 PX 用来计算由随机变量 X 决定的事件的概率。对每个 ω ∈ Ω，X(ω) 是 E 中的一个“随
机点”；PX(B) = P (X ∈ B) 就是该随机点落入 B 的概率。

注。给定任意可测空间 (E, E) 上的概率测度 µ，都可典范地构造一个分布为 µ 的随机变量：取
Ω = E、A = E、P = µ，并令 X(ω) = ω。显然 PX = µ。

特殊情况。

• 离散随机变量。若 E 可数且 E = P(E)，则

PX =
∑
x∈E

pxδx, px = P (X = x).

其中 px = P (X = x)，δx 表示点 x 处的 Dirac 测度。事实上，

PX(B) = P (X ∈ B) = P

(⋃
x∈B

{X = x}

)
=
∑
x∈B

P (X = x) =
∑
x∈E

px δx(B).

在实际计算中，求离散随机变量的分布，就是求出每个 x ∈ E 的概率 P (X = x)。例。回到前面的
例（2），令 X(ω) = inf{j : ωj = 6}。则对每个 k ≥ 1，
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P (X = k) = P

 ⋃
i1,...,ik−1 ̸=6

{ω1 = i1, . . . , ωk−1 = ik−1, ωk = 6}

 = 5k−1

(
1

6

)k

=
1

6

(
5

6

)k−1

.

注意，
∑∞

k=1 P (X = k) = 1，所以 P (X = ∞) = 1− P (X ∈ N) = 0。但集合 {X = ∞} 绝非空集；
例如，任何从不取值 6 的序列 (i1, i2, . . .) 都属于该集合。

有密度的随机变量。取值于 (Rd,B(Rd)) 的随机变量 X，若其分布 PX 关于 Lebesgue 测度 λ

绝对连续，就称 X 有密度。由 Radon–Nikodym 定理，存在 Borel 函数 p : Rd → R+，使

PX(B) =

∫
B
p(x) dx.

特别地，
∫
Rd p(x) dx = P (X ∈ Rd) = 1。函数 p 在相差一个 Lebesgue 零测集的意义下唯一，称为

X（或其分布）的密度。当 d = 1 时，对任意 α ≤ β，

P (α ≤ X ≤ β) =

∫ β

α
p(x) dx.

8.1.3 数学期望

定义 8.1.3 　设 X 为实随机变量，即取值于 R。定义

E[X] =

∫
Ω
X(ω)P (dω),

它在以下两种情况下有定义：
• X ≥ 0，此时 E[X] ∈ [0,∞]；
• X 可正可负，但 E[|X|] =

∫
|X| dP <∞。

若 X = (X1, . . . , Xd) 取值于 Rd，则定义 E[X] = (E[X1], . . . , E[Xd])，前提是每个分量的期望
均有定义。

注。若 X = 1B，则 E[X] = P (B)。一般地，E[X] 可理解为随机变量 X 的平均值。特别地，
当 Ω 有限且 P 对每个单点赋予相同概率时，这正是 X 所有取值的通常算术平均。

命题 8.1.1 　设 X 是取值于可测空间 (E, E) 的随机变量。对任意可测函数 f : E → [0,∞]，

E[f(X)] =

∫
E
f(x)PX(dx).

证明。对 f = 1B（B ∈ E），等式就是像测度 PX = P ◦X−1 的定义；由线性性，等式对非负
简单函数成立。再以非负简单函数单调逼近一般的非负可测函数，并使用单调收敛定理，即可得到
一般情形。若 f 可取正负值，而 E[|f(X)|] <∞，同一公式仍成立。

因而，已知 PX 就能计算 f(X) 的期望。反过来，若对足够丰富的一类检验函数 f 都有

E[f(X)] =

∫
E
f dν,

则可据此认出 ν = PX。
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命题 8.1.2 　设 X = (X1, . . . , Xd) 为 Rd-值随机变量，并设 X 的分布关于 d 维 Lebesgue 测
度具有密度 p。则对每个 j ∈ {1, . . . , d}，边缘随机变量 Xj 的密度为

pj(x) =

∫
Rd−1

p(x1, . . . , xj−1, x, xj+1, . . . , xd) dx1 · · · dxj−1dxj+1 · · · dxd.

特别地，当 d = 2 时，

p1(x) =

∫
R
p(x, y) dy, p2(y) =

∫
R
p(x, y) dx.

证明。对任意非负 Borel 函数 f : R → [0,∞]，由 Fubini–Tonelli 定理，

E[f(Xj)] =

∫
Rd

f(xj)p(x1, . . . , xd) dx1 · · · dxd

=

∫
R
f(xj)pj(xj) dxj .

由命题 8.1.1，pj 正是 Xj 的密度。

注。若 X = (X1, . . . , Xd) 取值于 Rd，则 Xj 的分布 PXj（常称为 X 的第 j 个边缘分布）由
X 的分布确定，因为 PXj = πj(PX)。但务必注意：

反之则不成立！

例如，取 R 上的概率密度 q，则 p(x1, x2) = q(x1)q(x2) 是 R2 上的概率密度。可构造 X =

(X1, X2)，使 PX 关于 Lebesgue 测度的密度为 p。随机向量 X 与 X ′ = (X1, X1) 有相同的边缘分
布，因为 PX1(dx) = PX2(dx) = q(x) dx；但 PX 与 PX′ 完全不同：PX′ 集中在 R2 的对角线上，而
该对角线的二维 Lebesgue 测度为零。

8.1.4 例：Bertrand 悖论

为了说明前面段落中引入的概念，我们考虑以下问题。我们关注的是，在一个圆上随机选择一
条弦，其长度大于内接等边三角形边长的概率。没有损失一般性，我们可以假设该圆是单位圆。贝
特朗提出了两种计算方法：

（a）在圆周上独立、均匀地选取弦的两个端点。固定第一个端点后，弦长大于内接等边三角形
边长，当且仅当第二个端点落在张角为 2π/3 的圆弧内，故概率为 (2π/3)/(2π) = 1/3。

（b）在单位圆盘内均匀选取弦的中点。所求事件等价于中点落在以原点为圆心、半径 1/2 的圆
盘内；面积比为 1/4，故概率为 1/4。

因此，在两种情况下得到的结果不同。解释在于，两种方法对应不同的随机实验，由不同的概
率空间选择表示。因此，没有理由认为所考虑的随机变量（弦长）的分布在两种情况下是相同的。
为了证明这一点，我们明确概率空间的选择。

（a）严格地说，取

Ω = [0, 2π)2, A = B([0, 2π)2), P (dθ dθ′) =
1

4π2
dθ dθ′.

若 ω = (θ, θ′)，弦长为

X(ω) = 2

∣∣∣∣sin θ − θ′

2

∣∣∣∣ .
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对任意非负 Borel 函数 f，

E[f(X)] =
1

4π2

∫ 2π

0

∫ 2π

0
f

(
2

∣∣∣∣sin θ − θ′

2

∣∣∣∣) dθ dθ′

=
1

π

∫ π

0
f
(
2 sin u

2

)
du

=
1

π

∫ 2

0
f(x)

dx√
1− x2/4

.

因此 X 的密度为

p(x) =
1

π
√
1− x2/4

1[0,2](x),

从而 P (X ≥
√
3) =

∫ 2√
3 p(x) dx = 1/3。

（b）现在取

Ω = {(y, z) ∈ R2 : y2 + z2 < 1}, A = B(Ω), P (dy dz) =
1

π
1Ω(y, z) dy dz.

弦长为 X(y, z) = 2
√
1− y2 − z2。极坐标变换给出

E[f(X)] =
1

π

∫
R2

f
(
2
√

1− y2 − z2
)
1{y2+z2<1} dy dz

= 2

∫ 1

0
f
(
2
√
1− r2

)
r dr =

1

2

∫ 2

0
f(x)x dx.

故 X 的密度为

p(x) =
x

2
1[0,2](x),

并且 P (X ≥
√
3) = 1/4。1

练习。处理 Bertrand 的第三种方法：随机选择与弦垂直的半径方向，再在该半径上均匀选取
弦的中点。

8.1.5 常见分布

本节列出若干重要分布。

离散分布。

（a）均匀分布。若有限集合 E 有 n 个元素，则 X 在 E 上均匀分布是指

P (X = x) =
1

n
, x ∈ E.

（b）Bernoulli 分布。参数 p ∈ [0, 1]，取值于 {0, 1}，并满足

P (X = 1) = p, P (X = 0) = 1− p.

可把 X 理解为一次偏硬币投掷的正面指示变量。

1校订注：原讲义在方法（b）的密度公式右端多排了一个微分 dx；密度 p(x) 是函数，dx 只应出现在积分或测度
p(x)dx 中。
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（c）二项分布 B(n, p)。其中 n ∈ N∗、p ∈ [0, 1]，且

P (X = k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k, k = 0, 1, . . . , n.

它表示独立投掷上述硬币 n 次所得的正面次数。2

（d）几何分布。按原讲义的参数约定，若 p ∈ (0, 1)，

P (X = k) = (1− p)pk, k ∈ N.

这里 X 表示连续出现正面（每次概率为 p）直到第一次反面之前的正面次数。3

（e）Poisson 分布。参数 λ > 0，

P (X = k) = e−λλ
k

k!
, k ∈ N.

容易算得 E[X] = λ。若 Xn ∼ B(n, pn) 且 npn → λ，则对每个固定的 k ∈ N，

P (Xn = k) −→ e−λλ
k

k!
.

这就是 Poisson 分布对稀有事件计数的二项近似。

连续分布。以下随机变量均取值于 R，密度记为 p(x)。

（a）区间 [a, b]（a < b）上的均匀分布：

p(x) =
1

b− a
1[a,b](x).

（b）指数分布。参数 λ > 0，密度为

p(x) = λe−λx1[0,∞)(x).

它满足无记忆性质：对 a, b > 0，

P (X > a+ b) = P (X > a)P (X > b).

等价地，P (X − a > b | X > a) = P (X > b)。

（c）高斯（正态）分布 N (m,σ2)。其中 m ∈ R、σ > 0，密度为

p(x) =
1

σ
√
2π

exp
(
−(x−m)2

2σ2

)
.

参数满足 m = E[X]、σ2 = E[(X −m)2]。并且 X −m ∼ N (0, σ2)。约定常值随机变量 m 服从
N (m, 0)。若 X ∼ N (m,σ2)，则对 a, b ∈ R，

aX + b ∼ N (am+ b, a2σ2).

实随机变量的分布函数。实随机变量 X 的分布函数定义为

FX(t) = P (X ≤ t) = PX((−∞, t]), t ∈ R.

函数 FX 单调递增、右连续，并满足 FX(t) → 0（t→ −∞）、FX(t) → 1（t→ +∞）。反之，任何满
足这些性质的函数都是某个唯一概率测度的分布函数，因此 FX 唯一确定 PX。特别地，若 a ≤ b，

P (a ≤ X ≤ b) = FX(b)− FX(a−),

P (a < X < b) = FX(b−)− FX(a).

并且 P (X = t) = FX(t)− FX(t−)，所以分布函数的跳跃恰对应于分布的原子。

2校订注：原讲义把二项分布的值域写成 {1, . . . , n}，漏掉了可能值 0；公式本身也要求 k = 0 的情形。
3学习提示：不少中国教材把几何分布写成 p(1 − p)k，此时参数 p 表示“首次成功”的概率。两种约定只交换了 p 与

1− p，使用时须先看清定义。
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8.1.6 由随机变量生成的 σ-代数

设 X 取值于可测空间 (E, E)。由 X 生成的 σ-代数是使 X 可测的最小 σ-代数：

σ(X) = {X−1(B) : B ∈ E}.

注。若 (Xi)i∈I 是一族随机变量，其中 Xi 取值于 (Ei, Ei)，则定义

σ(Xi : i ∈ I) = σ
(
X−1

i (B) : B ∈ Ei, i ∈ I
)
.

a

a校订注：原讲义在这个多变量公式左端仍写 σ(X)，但此处并没有单个随机变量 X；正确记号应明确表示整族
(Xi)i∈I。

命题 8.1.3。设 X 取值于 (E, E)，Y 为实随机变量。下列条件等价：
(i) Y 关于 σ(X) 可测；
(ii) 存在可测函数 f : (E, E) → (R,B(R))，使 Y = f(X)。

证明。（ii）⇒（i）由可测函数复合的可测性立即得到。反过来，先设 Y =
∑n

i=1 λi1Ai 是 σ(X)-可
测简单函数。对每个 i，可取 Bi ∈ E 使 Ai = X−1(Bi)。于是

Y =

n∑
i=1

λi1Bi ◦X = f ◦X, f =

n∑
i=1

λi1Bi .

一般地，取 σ(X)-可测简单函数 Yn → Y 逐点收敛，并写成 Yn = fn(X)。定义

f(x) =

limn→∞ fn(x), 若极限存在,

0, 否则。

则 f 可测；而对每个 ω，fn(X(ω)) = Yn(ω) → Y (ω)，故 f(X(ω)) = Y (ω)。

8.2 随机变量的矩

8.2.1 p 阶矩与方差

设 X 为实随机变量，p ≥ 1 为整数。X 的 p 阶矩定义为 E[Xp]；它只在 E[|X|p] < ∞ 或
X ≥ 0 时有定义。量 E[|X|p] 称为 p 阶绝对矩。特别地，一阶矩就是期望。若实随机变量 X 可积
且 E[X] = 0，则称 X 为中心化随机变量。数学期望是关于正测度的积分，因而可直接使用积分论
中的一般定理；特别是以下收敛定理经常使用。

单调收敛：Xn ≥ 0, Xn ↑ X ⇒ E[Xn] ↑ E[X].

Fatou 引理：若 Xn ≥ 0，则

E[lim inf
n→∞

Xn] ≤ lim inf
n→∞

E[Xn].

支配收敛定理：若 |Xn| ≤ Z、E[Z] <∞，且 Xn → X 几乎必然成立，则 E[Xn] → E[X]。

在概率论中，通常把测度论中的“几乎处处”称为“几乎必然”。空间 Lp(Ω,A, P )（p ∈ [1,∞]）仍
按积分论中的方式定义。Hölder 不等式写为
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E[|XY |] ≤ E[|X|p]1/pE[|Y |q]1/q,

其中 p−1 + q−1 = 1。取 Y = 1，得到 ‖X‖1 ≤ ‖X‖p；更一般地，若 r ≤ p，则 ‖X‖r ≤ ‖X‖p。特
别地，Lp(Ω,A, P ) ⊂ Lr(Ω,A, P )。Cauchy–Schwarz 不等式写为

E[|XY |] ≤ E[X2]1/2E[Y 2]1/2

以及特殊情况Y=1

E[|X|]2 ≤ E[X2]

是非常常用的。

定义 8.2.1 　设 X ∈ L2(Ω,A, P )。X 的方差定义为

Var(X) = E[(X − E[X])2]

而X的标准差为

σX =
√

Var(X).

直观地，Var(X) 衡量 X 围绕均值 E[X] 的离散程度。并且，Var(X) = 0 当且仅当 X 几乎
必然为常数。

命题 8.2.1 　还有 Var(X) = E[X2]− (E[X])2，且对任意 a ∈ R，

E[(X − a)2] = Var(X) + (E[X]− a)2.

因此，

Var(X) = inf
a∈R

E[(X − a)2].

证明。展开平方并整理，得到

E[(X − a)2] = E[X2]− 2aE[X] + a2 = E[X2]− (E[X])2 + (E[X]− a)2.

这些结论由上式立即得到；其中令 a = E[X] 即得 Var(X) = E[X2]− (E[X])2。

Markov 不等式。若 X ≥ 0、a > 0，则

P (X ≥ a) ≤ E[X]

a
.

Bienaymé–Chebyshev 不等式。若 X ∈ L2(Ω,A, P )、a > 0，则

P (|X − E[X]| ≥ a) ≤ Var(X)

a2
.

这是把 Markov 不等式应用于非负随机变量 (X − E[X])2 得到的。
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定义 8.2.2 　设 X,Y ∈ L2(Ω,A, P )。二者的协方差定义为

Cov(X,Y ) = E[(X − E[X])(Y − E[Y ])] = E[X(Y − E[Y ])] = E[XY ]− E[X]E[Y ].

若 X = (X1, . . . , Xd) 取值于 Rd，且每个分量都属于 L2(Ω,A, P )（等价于 E[|X|2] <∞），则
X 的协方差矩阵定义为

KX =
(
Cov(Xi, Xj)

)
1≤i,j≤d

.

直观地，Cov(X,Y ) 衡量 X 与 Y 之间的线性相关程度。注意 Cov(X,X) = Var(X)，且由
Cauchy–Schwarz 不等式，

|Cov(X,Y )| ≤
√

Var(X)
√

Var(Y ).

映射 (X,Y ) 7→ Cov(X,Y ) 是 L2(Ω,A, P ) 上的双线性形式。在向量情形 X = (X1, . . . , Xd) 中，矩
阵 KX 对称且半正定：对任意 λ1, . . . , λd ∈ R，

d∑
i,j=1

λiλj KX(i, j) = Var
( d∑

i=1

λiXi

)
≥ 0.

练习。设 A 是 n× d 的确定性矩阵，Y = AX。证明

KY = AKXA
T.

8.2.2 线性回归

设 X,Y1, . . . , Yn ∈ L2(Ω,A, P )。我们要用 Y1, . . . , Yn 的仿射函数来最好地逼近 X；也就是说，
要在所有实数 (β0, . . . , βn) 中最小化

E[(X − (β0 + β1Y1 + · · ·+ βnYn))
2]

其中最小值取遍所有 (β0, . . . , βn) ∈ Rn+1。

命题 8.2.2 　上述最小二乘问题的最小值由下面的随机变量 Z 取到：

inf
β0,...,βn∈R

E[(X − (β0 + β1Y1 + · · ·+ βnYn))
2] = E[(X − Z)2],

其中

Z = E[X] +
n∑

j=1

αj

(
Yj − E[Yj ]

)
. (1)

系数 α1, . . . , αn 可取为下列线性方程组的任意一组解：

n∑
j=1

αj Cov(Yj , Yk) = Cov(X,Yk) , 1 ≤ k ≤ n.

特别地，若 KY 非退化，则矩阵形式为 α = Cov(X,Y )K−1
Y 。
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证明。令 H 为 L2(Ω,A, P ) 中由 1, Y1, . . . , Yn 张成的线性子空间。使 ‖X − U‖2（U ∈ H）最
小的随机变量 Z，正是 X 在 H 上的正交投影。可把 Z 写成

Z = α0 +

n∑
j=1

αj(Yj − E[Yj ]).

由正交投影的定义，X − Z 与 H 正交。因此

E[(X − Z) · 1] = 0,

故 α0 = E[X]。同理，对每个 k ∈ {1, . . . , n}，

E[(X − Z) · (Yk − E[Yk])] = 0,

这等价于 Cov(Z, Yk) = Cov(X,Yk)，也就是

n∑
j=1

αj Cov(Yj , Yk) = Cov(X,Yk).

反过来，若 αj 满足上述方程组，则式 (1) 定义的 Z ∈ H，且 X − Z ⊥ H，故 Z 正是 X 在 H 上
的正交投影。注。若 n = 1 且 Y 不几乎必然为常数，则用 Y 的仿射函数对 X 作最佳 L2 逼近所得

Z = E[X] +
Cov(X,Y )

Var(Y )

(
Y − E[Y ]

)
.

这有时称为 X 关于 Y 的回归直线。

8.2.3 特征函数

定义 8.2.3 　设 X 为取值于 Rd 的随机变量。X 的特征函数是映射 ΦX : Rd → C，定义为

ΦX(ξ) = E[exp(iξ ·X)] , ξ ∈ Rd.

也可以写作

ΦX(ξ) =

∫
eiξ·x PX(dx)

因此，ΦX 可看作 X 的分布 PX 的傅里叶变换，有时也写成 ΦX(ξ) = P̂X(ξ)。支配收敛定理
表明 ΦX 在 Rd 上连续且有界。我们的目标是证明特征函数唯一确定分布。先计算一个重要的特殊
情形。

引理 8.2.3 　设 X ∼ N (0, σ2)。则对每个 ξ ∈ R，

ΦX(ξ) = exp(−σ
2ξ2

2
) , ξ ∈ R.

证明。按定义，

ΦX(ξ) =

∫
R

1

σ
√
2π

e−x2/(2σ2)eiξx dx.
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作变量替换 x = σy，可化归到 σ = 1。由奇偶性，ΦX(ξ) 的虚部为零，因此只需计算

f(ξ) =

∫
R

1√
2π

e−x2/2 cos(ξx) dx.

在积分号下求导，得到

f ′(ξ) = −
∫
R

1√
2π

x e−x2/2 sin(ξx) dx

这里可在积分号下求导，因为 |x sin(ξx)e−x2/2| ≤ |x|e−x2/2，而右端可积。再作分部积分，得到

f ′(ξ) = −
∫
R

1√
2π

e−x2/2 ξ cos(ξx) dx = −ξ f(ξ).

因此 f 满足微分方程 f ′(ξ) = −ξf(ξ) 及初值 f(0) = 1，所以 f(ξ) = e−ξ2/2。

定理 8.2.4（特征函数唯一性定理）　 Rd-值随机变量的特征函数唯一确定其分布。等价地，Rd

上概率测度的傅里叶变换是单射。

证明。先处理 d = 1。对 σ > 0，记 gσ 为高斯分布 N (0, σ2) 的密度：

gσ(x) =
1

σ
√
2π

exp
(
− x2

2σ2

)
, x ∈ R.

若 µ 是 R 上的概率测度，定义平滑后的密度 fσ 及概率测度 µσ：

fσ(x) =

∫
R
gσ(x− y)µ(dy) := (gσ ∗ µ)(x),

µσ(dx) = fσ(x) dx.

为证明定理，只需验证下列两点：

（1）µσ 由 µ̂ 唯一确定；

（2）对每个 φ ∈ Cb(R)，当 σ → 0 时，
∫
φdµσ →

∫
φdµ。

为证明（1），由上一引理，对每个 x ∈ R，

σ
√
2π gσ(x) = exp(− x2

2σ2
) =

∫
R
eiξx g1/σ(ξ) dξ.

于是

fσ(x) =

∫
R
gσ(x− y)µ(dy)

= (σ
√
2π)−1

∫
R

(∫
R
eiξ(x−y)g1/σ(ξ) dξ

)
µ(dy)

= (σ
√
2π)−1

∫
R
eiξxg1/σ(ξ)

(∫
R
e−iξy µ(dy)

)
dξ

= (σ
√
2π)−1

∫
R
eiξxg1/σ(ξ)µ̂(−ξ) dξ.

倒数第二个等式使用了 Fubini 定理；这是合法的，因为 µ 是概率测度，而 g1/σ 关于 Lebesgue 测
度可积。因此 fσ，从而 µσ，都由 µ̂ 唯一确定。为证明（2），对任意 φ ∈ Cb(R) 写成
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∫
R
φ(x)µσ(dx) =

∫
R
φ(x)

(∫
R
gσ(y − x)µ(dy)

)
dx

=

∫
R
(gσ ∗ φ)(y)µ(dy).

这里同样由 Fubini 定理交换积分次序。再使用高斯核的性质

∫
gσ(x) dx = 1 ,

lim
σ→0

∫
{|x|>ε}

gσ(x) dx = 0 , ∀ε > 0,

由此得到4

lim
σ→0

(gσ ∗ φ)(y) = φ(y).

这正是第 5 章中 δ0 的逼近恒等族。又有 |gσ ∗ φ| ≤ ‖φ‖∞，故对 µ 使用支配收敛定理可得

lim
σ→0

∫
φ(x)µσ(dx) =

∫
φ(x)µ(dx),

这就完成了 d = 1 的证明。一般 d 的论证完全类似，只需使用乘积高斯核

g(d)σ (x1, . . . , xd) =
d∏

j=1

gσ(xj)

并注意，对每个 ξ ∈ Rd，有5

∫
Rd

g(d)σ (x)eiξ·x dx =

d∏
j=1

∫
R
gσ(xj)e

iξjxj dxj =

(
2π

σ2

)d/2

g
(d)
1/σ(ξ).

命题 8.2.5 　设 X = (X1, . . . , Xd) 是平方可积的 Rd-值随机变量。则 ΦX ∈ C2，并且

ΦX(ξ) = 1 + i

d∑
j=1

ξjE[Xj ]−
1

2

d∑
j=1

d∑
k=1

ξjξkE[XjXk] + o(|ξ|2)

当 ξ = (ξ1, . . . , ξd) → 0 时成立。

证明。对积分符号下进行求导，我们得到

∂ΦX

∂ξj
(ξ) = i E[Xje

iξ·X ],

这是因为 |iXje
iξ·X | = |Xj |，且 Xj ∈ L2 ⊂ L1。同理，由 Cauchy–Schwarz 不等式，

E[|XjXk|] ≤ E[X2
j ]

1/2E[X2
k ]

1/2 <∞.

故可再求一次导数，得到

4校订注：原讲义这里把趋于零的参数误写成 ε；实际变化的是高斯核尺度 σ。
5校订注：原讲义此处的比例因子误排为 (2πσ)d/2。由一维恒等式逐坐标相乘，正确因子应为 (2π/σ2)d/2。
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∂2ΦX

∂ξj∂ξk
(ξ) = −E[XjXke

iξ·X ].

此外，积分号下连续性定理保证 ∂2ΦX
∂ξj∂ξk

(ξ) 是 ξ 的连续函数。最后一个断言正是 ΦX 在原点的二阶

Taylor 展开。注意：若 X 的 p 次矩可积，其中整数 p ≥ 1，同样的论证说明 ΦX ∈ Cp。后文最常
用的是 p = 2。

8.2.4 母函数

对取值于 N 的随机变量，通常使用概率母函数，它比特征函数更直接地编码各点概率。

定义 8.2.4 　设 X 是 N-值随机变量。X 的概率母函数是定义在 [0, 1] 上的函数 gX：

gX(r) = E[rX ] =

∞∑
n=0

P (X = n) rn.

由支配收敛定理，gX 在 [0, 1] 上连续，并且 gX(0) = P (X = 0)、gX(1) = 1。定义式中的幂级
数收敛半径至少为 1；其在 0 处的 Taylor 系数为 P (X = n)，所以 gX 唯一确定 X 的分布。函数
gX 在 1 处总有左导数（允许为 +∞），并且

因此，概率母函数在 1 处的各阶左导数给出 X 的各阶下降阶乘矩。
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第九章 独立性

独立性是概率论中第一个明显有别于积分论的重要概念。两个事件或两个随机变量的独立性
最容易直观理解，但更基本的对象是两个（或多个）子 σ-代数的独立性。本章的一个关键结果是：
两个随机变量独立，当且仅当它们组成的随机向量的分布等于各自分布的乘积测度。借助 Fubini
定理，这一结果常可给出独立性的有用等价表述。作为应用，本章将证明著名的 Borel–Cantelli 引
理（其中一个有趣的应用揭示随机选取的实数之二进制展开所具有的若干性质），并给出大数定律
的一个初步形式。这足以把概率论的公理化方法同概率的“历史定义”联系起来：大量重复进行同一
随机试验时，事件的概率由该事件出现的频率来刻画。

9.1 独立事件

本章始终固定概率空间 (Ω,A, P )。若 A,B ∈ A 是两个事件，则称 A 与 B 相互独立，如果

P (A ∩B) = P (A)P (B).

当 P (B) > 0 时，可用条件概率

P (A | B) :=
P (A ∩B)

P (B)
.

来解释独立性：等式 P (A | B) = P (A) 表明，已知事件 B 发生并不改变事件 A 的概率。独立性
的定义关于 A,B 对称。

例。（i）掷两枚骰子：Ω = {1, 2, . . . , 6}2，且对任意 ω ∈ Ω，P ({ω}) = 1/36。事件

A = {6} × {1, 2, . . . , 6}, B = {1, 2, . . . , 6} × {6}

相互独立。事实上，P 的构造正是为了使只涉及第一次掷骰的事件与只涉及第二次掷骰的事件相
互独立。

（ii）掷一次骰子：Ω = {1, 2, . . . , 6}，且对每个 ω ∈ Ω，P({ω}) = 1/6。事件 A = {1, 2} 与
B = {1, 3, 5} 相互独立。

定义 9.1.1 　称 n 个事件 A1, . . . , An 相互独立，如果对 {1, . . . , n} 的每个非空子集
{j1, . . . , jp}，都有

P(Aj1 ∩ · · · ∩ Ajp) = P(Aj1) · · ·P(Ajp).

注。仅有下面一个等式并不足以推出 A1, . . . , An 相互独立：

P(A1 ∩ · · · ∩ An) = P(A1) · · ·P(An).

即使每一对 {i, j} ⊂ {1, . . . , n} 中的事件 Ai 与 Aj 都独立，也仍然不够。例如，考虑连续抛掷两次
均匀硬币的样本空间，令
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A = {第一次出现正面},
B = {第二次出现正面},
C = {两次结果相同}.

事件 A,B,C 两两独立，却不是相互独立的。

命题 9.1.1 　事件 A1, . . . , An 相互独立，当且仅当

P(B1 ∩ · · · ∩Bn) = P(B1) · · ·P(Bn)

对每个 i ∈ {1, . . . , n} 以及任意 Bi ∈ σ(Ai) = {∅, Ai, A
c
i ,Ω} 都成立。

证明。上述条件显然蕴含定义中的条件：只要对 i ∈ {j1, . . . , jp} 取 Bi = Ai，其余指标取
Bi = Ω 即可。反之，设 A1, . . . , An 相互独立。验证命题中的等式时，不妨假设每个 Bi 6= ∅。令
{j1, . . . , jp} = {i : Bi 6= Ω}，问题便化为证明

P(Bj1 ∩ · · · ∩Bjp) = P(Bj1) · · ·P(Bjp),

其中每个 Bjk 等于 Ajk 或 Ac
jk
。归根结底，只需证明：若 C1, C2, . . . , Cp 相互独立，则 Cc

1, C2, . . . , Cp

也相互独立。事实上，对 {2, . . . , p} 的任意子集 {i1, . . . , iq}，

P(Cc
1 ∩ Ci1 ∩ · · · ∩ Ciq) = P(Ci1 ∩ · · · ∩ Ciq)− P(C1 ∩ Ci1 ∩ · · · ∩ Ciq)

= P(Ci1) · · ·P(Ciq)− P(C1)P(Ci1) · · ·P(Ciq)

= P(Cc
1)P(Ci1) · · ·P(Ciq).

9.2 独立随机变量与独立 σ-代数

更一般地，可以定义若干个 σ-代数的独立性。

定义 9.2.1 　设 B1, . . . ,Bn 是 A 的子 σ-代数。称它们相互独立，如果

∀A1 ∈ B1, . . . , ∀An ∈ Bn,

P(A1 ∩ · · · ∩ An) = P(A1) · · ·P(An).

设 X1, . . . , Xn 分别是取值于下列可测空间的随机变量：

(E1, E1), . . . , (En, En).

若 σ-代数 σ(X1), . . . , σ(Xn) 相互独立，就称 X1, . . . , Xn 相互独立。等价地，

∀F1 ∈ E1, . . . , ∀Fn ∈ En, P

(
n⋂

i=1

{Xi ∈ Fi}

)
=

n∏
i=1

P(Xi ∈ Fi). (9.1)

这里用到了 σ(Xi) = {X−1
i (F ) : F ∈ Ei}。

直观地说，X1, . . . , Xn 相互独立，意味着知道其中某些变量的取值不会提供关于其余变量的
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信息。注：（i）若 B1, . . . ,Bn 是相互独立的子 σ-代数，且对每个 i，随机变量 Xi 是 Bi-可测的，则
X1, . . . , Xn 相互独立。（ii）事件 A1, . . . , An 相互独立当且仅当 σ-代数 σ(A1), . . . , σ(An) 相互独立

（参见上一命题）。

若 X1, . . . , Xn 分别取值于 (E1, E1), . . . , (En, En)，则随机向量 (X1, . . . , Xn) 取值于配备乘积
σ-代数 E1 ⊗ · · · ⊗ En 的乘积空间 E1 × · · · × En。

定理 9.2.1 　随机变量 X1, . . . , Xn 相互独立，当且仅当随机向量 (X1, . . . , Xn) 的分布等于各
分量分布的乘积：

P(X1,...,Xn) = PX1 ⊗ · · · ⊗ PXn .

并且此时

E

[
n∏

i=1

fi(Xi)

]
=

n∏
i=1

E[fi(Xi)]

只要对每个 i ∈ {1, . . . , n}，函数 fi : (Ei, Ei) → [0,∞] 可测。

证明。任取 Fi ∈ Ei（1 ≤ i ≤ n）。一方面，

P(X1,...,Xn)(F1 × · · · × Fn) = P

(
n⋂

i=1

{Xi ∈ Fi}

)

另一方面，

(PX1 ⊗ · · · ⊗ PXn)(F1 × · · · × Fn) =
n∏

i=1

PXi(Fi)

=
n∏

i=1

P(Xi ∈ Fi).

与式（9.1）比较可知，X1, . . . , Xn 相互独立，当且仅当两个概率测度 P(X1,...,Xn) 与 PX1 ⊗· · ·⊗PXn

在所有矩形集 F1 × · · · × Fn 上取值相同。由单调类引理，乘积空间上的概率测度由其在这些矩
形集上的取值唯一确定，故这又等价于 P(X1,...,Xn) = PX1 ⊗ · · · ⊗ PXn。定理的第二个断言则由
Fubini–Tonelli 定理得到：

E

[
n∏

i=1

fi(Xi)

]
=

∫
E1×···×En

n∏
i=1

fi(xi)PX1(dx1) · · ·PXn(dxn)

=

n∏
i=1

∫
Ei

fi(xi)PXi(dxi)

=

n∏
i=1

E[fi(Xi)].

上述定理还给出了构造独立随机变量的方法。以实随机变量为例，设 µ1, . . . , µn 是 R 上的概率测
度。由第 8 章，可以构造一个取值于 Rn 的随机向量 Y = (Y1, . . . , Yn)，使其分布为 µ1 ⊗ · · · ⊗ µn。
根据前一定理，分量 Y1, . . . , Yn 相互独立，且各自的分布依次为 µ1, . . . , µn。注。若函数 fi 不必非
负，则等式
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E

[
n∏

i=1

fi(Xi)

]
=

n∏
i=1

E[fi(Xi)]

在每个 E[|fi(Xi)|] <∞ 时仍成立；此时还有

E

[
n∏

i=1

|fi(Xi)|

]
=

n∏
i=1

E[|fi(Xi)|] <∞

这也说明了前一公式左端确实有定义。特别地，若 X1, . . . , Xn 是相互独立且属于 L1 的实随机变
量，则 X1 · · ·Xn ∈ L1，并且

E[X1 · · ·Xn] =
n∏

i=1

E[Xi].

一般而言，若干个 L1 随机变量的乘积未必仍属于 L1；这里的结论依赖于独立性。

推论 9.2.2 　若 X1, X2 是两个相互独立且属于 L2 的实随机变量，则 Cov(X1, X2) = 0。

这是因为 Cov(X1, X2) = E[X1X2]− E[X1]E[X2] = 0。

该推论的逆命题不成立：对两个 L2 随机变量而言，协方差为零远弱于相互独立。取实随机变
量 X1，其分布具有对称密度 p，即 p(x) = p(−x)，并满足

∫
R x

2p(x) dx < ∞，从而 X1 ∈ L2。例
如可取 X1 ∼ N (0, σ2)。再取与 X1 独立、在 {−1, 1} 上等概率取值的随机变量 ε，即 P (ε = 1) =

P (ε = −1) = 1/2，并令 X2 = εX1。由对称性，

Cov(X1, X2) = E[εX2
1 ] = E[ε]E[X2

1 ] = 0.

但 X1 与 X2 并不独立。否则 |X1| 将与 |X2| = |X1| 独立；一个随机变量若与自身独立，就必为几
乎处处常数（请读者证明），这与 |X1| 具有密度 2p(x)1R+(x) 矛盾。

推论 9.2.3 　设 X1, . . . , Xn 为 n 个实随机变量。（i）若对每个 i ∈ {1, . . . , n}，Xi 的分布有
密度 pi，且 X1, . . . , Xn 相互独立，则随机向量 (X1, . . . , Xn) 的分布具有密度

p(x1, . . . , xn) =
n∏

i=1

pi(xi).

（ii）反过来，若 (X1, . . . , Xn) 的分布具有乘积形式的密度

p(x1, . . . , xn) =

n∏
i=1

qi(xi),

其中 q1, . . . , qn : R → [0,∞) 是 Borel 函数，则 X1, . . . , Xn 相互独立；并且对每个 i，Xi 的密
度可写成 pi = Ciqi，其中 Ci > 0 为常数。

证明。（i）若 PXi(dxi) = pi(xi) dxi，则由 Fubini–Tonelli 定理，

PX1 ⊗ · · · ⊗ PXn(dx1 . . . dxn) =
( n∏

i=1

pi(xi)
)
dx1 . . . dxn.

（ii）仍由 Fubini–Tonelli 定理，
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n∏
i=1

(∫
qi(x)dx

)
=

∫
Rn

p(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn = 1,

特别地，对每个 i ∈ {1, . . . , n}，Ki :=
∫
R qi(x) dx ∈ (0,∞)。由第 8 章的边缘密度公式，Xi 的密

度为

pi(xi) =

∫
Rn−1

p(x1, . . . , xn) dx1 · · · dxi−1 dxi+1 · · · dxn =

∏
j ̸=i

Kj

 qi(xi) =
1

Ki
qi(xi).

因此 (X1, . . . , Xn) 的联合密度可改写为

p(x1, . . . , xn) =
n∏

i=1

qi(xi) =
n∏

i=1

pi(xi)

于是 P(X1,...,Xn) = PX1 ⊗ · · · ⊗ PXn，故 X1, . . . , Xn 相互独立。

例。设 U 服从参数为 1 的指数分布，V 在 [0, 1] 上均匀分布，并且 U, V 相互独立。定义

X =
√
U cos(2πV ) , Y =

√
U sin(2πV ),

则 X 与 Y 相互独立。为此计算 (X,Y ) 的分布。对任意非负 Borel 函数 φ : R2 → R+，

E[φ(X,Y )] =

∫ ∞

0

∫ 1

0
φ(

√
u cos(2πv),

√
u sin(2πv))e−u dv du

=
1

π

∫ ∞

0

∫ 2π

0
φ(r cos θ, r sin θ)re−r2 dθ dr

=
1

π

∫
R2

φ(x, y)e−x2−y2 dx dy.

因此 (X,Y ) 的密度为 π−1e−x2−y2，它具有乘积形式，故由推论 9.2.3，X 与 Y 独立。还可看出二
者具有相同的密度

p(x) =
1√
π

exp(−x2)

所以 X 与 Y 都服从高斯分布 N (0, 1/2)。

注。对实随机变量 X1, . . . , Xn，下列条件等价：

（i）X1, . . . , Xn 相互独立；

（ii）对任意 a1, . . . , an ∈ R，

P (X1 ≤ a1, . . . , Xn ≤ an) =
n∏

i=1

P (Xi ≤ ai);

（iii）对任意连续紧支集函数 f1, . . . , fn : R → R+，

E
[ n∏
i=1

fi(Xi)
]
=

n∏
i=1

E[fi(Xi)].
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（iv）随机向量 X = (X1, . . . , Xn) 的特征函数满足

ΦX(ξ1, . . . , ξn) =
n∏

i=1

ΦXi(ξi)

（为证明（iv）蕴含（i），可使用傅里叶变换的单射性，参见第 8 章。）

现在我们转向一个非常有用的技术性结果。

命题 9.2.4 　设 B1, . . . ,Bn 是 A 的子 σ-代数。对每个 i ∈ {1, . . . , n}，设 Ci ⊂ Bi 对有限交封
闭、包含 Ω，且 σ(Ci) = Bi。假设

∀C1 ∈ C1, . . . , ∀Cn ∈ Cn, P (C1 ∩ C2 ∩ . . . ∩ Cn) = P (C1)P (C2) . . . P (Cn)

则 B1, . . . ,Bn 相互独立。

证明。先固定 C2 ∈ C2, . . . , Cn ∈ Cn，并令

M1 = {B1 ∈ B1 : P (B1 ∩ C2 ∩ . . . ∩ Cn) = P (B1)P (C2) . . . P (Cn)}.

由假设 C1 ⊂ M1，且容易验证 M1 是单调类。单调类定理给出 B1 = σ(C1) ⊂ M1，故

∀B1 ∈ B1, ∀C2 ∈ C2, . . . , ∀Cn ∈ Cn,

P (B1 ∩ C2 ∩ · · · ∩ Cn) = P (B1)P (C2) · · ·P (Cn).

接着固定 B1 ∈ B1、C3 ∈ C3, . . . , Cn ∈ Cn，并令

M2 = {B2 ∈ B2 : P (B1 ∩B2 ∩ C3 ∩ · · · ∩ Cn) = P (B1)P (B2)P (C3) · · ·P (Cn)}.

1 同理，M2 是包含 C2 的单调类，故包含 B2。依次对其余坐标重复，即得结论。

推论（分组原理）。设 B1, . . . ,Bn 是相互独立的 σ-代数，并设 n0 = 0 < n1 < · · · < np = n。
则下列 σ-代数

D1 = B1 ∨ · · · ∨ Bn1 = σ(B1, . . . ,Bn1),

D2 = Bn1+1 ∨ · · · ∨ Bn2 ,

...
Dp = Bnp−1+1 ∨ · · · ∨ Bnp .

为证明这一点，在命题 9.2.4 中，对每个 j 取 Cj 为所有形如

Bnj−1+1 ∩ · · · ∩Bnj

的集合，其中每个 Bi ∈ Bi、nj−1+1 ≤ i ≤ nj。特别地，若 X1, . . . , Xn 相互独立，则分块随机向量

Y1 = (X1, . . . , Xn1), . . . , Yp = (Xnp−1+1, . . . , Xnp)

也相互独立。例。若 X1, . . . , X4 相互独立，则

1校订注：原文在此处把新定义的单调类误记为 M1；下句及递推结构均表明应为 M2。
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Z1 = X1X3 , Z2 = X3
2 +X4

是独立的。

无限族的独立性

设 (Bi)i∈I 是 A 的任意一族子 σ-代数。若它的每个有限子族都相互独立，则称整个族相互独
立。类似地，随机变量族 (Xi)i∈I 称为相互独立，如果 (σ(Xi))i∈I 相互独立。

命题 9.2.5 　设 (Xn)n∈N 是相互独立的随机变量列。则对每个 p ∈ N，下列两个 σ-代数相互
独立：

B1 = σ(X0, . . . , Xp) , B2 = σ(Xp+1, Xp+2, . . .)

。

证明。应用命题 9.2.4，取

C1 = σ(X0, . . . , Xp) = B1

C2 =
∞⋃

k=p+1

σ(Xp+1, Xp+2, . . . , Xk) ⊂ B2

由有限个独立随机变量的分组原理，命题 9.2.4 的假设成立，故 B1 与 B2 相互独立。

9.3 Borel–Cantelli 引理

若 (An)n∈N 是事件序列，记

lim supAn =
∞⋂
n=0

( ∞⋃
k=n

Ak

)
lim infAn =

∞⋃
n=0

( ∞⋂
k=n

Ak

)
引理 9.3.1 　设 (An)n∈N 为事件序列。

（i）若
∑

n∈N P (An) <∞，则

P (lim supAn) = 0

等价地，几乎必然只有有限多个 An 发生，即 {n ∈ N : ω ∈ An} 几乎必然为有限集。
（ii）若

∑
n∈N P (An) = ∞，且事件 (An)n∈N 相互独立，则

P (lim supAn) = 1

等价地，几乎必然有无穷多个 An 发生，即 {n ∈ N : ω ∈ An} 几乎必然为无限集。

注。第（ii）部分必须加入独立性或其他适当条件。例如若对所有 n 都取 An = A，其中 0 <

P (A) < 1，则
∑

n P (An) = ∞，但 P (lim supnAn) = P (A) < 1。
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证明。（i）若
∑

n P (An) <∞，则

E
[∑
n∈N

1An

]
=
∑
n∈N

P (An) <∞

故
∑

n 1An <∞ 几乎必然，也就是只有有限多个 An 发生。

（ii）固定 n0 ∈ N。对任意 n ≥ n0，由独立性，

P
( n⋂

k=n0

Ac
k

)
=

n∏
k=n0

P (Ac
k) =

n∏
k=n0

(1− P (Ak)).

因为 log(1− x) ≤ −x（0 ≤ x < 1），而
∑

k P (Ak) = ∞，所以
∏n

k=n0
(1− P (Ak)) → 0。由上连续

性得到

P
( ∞⋂

k=n0

Ac
k

)
= 0.

这对每个 n0 ∈ N 都成立，因此

P
( ∞⋃

n0=0

( ∞⋂
k=n0

Ac
k

))
= 0

取补集便得到

P
( ∞⋂

n0=0

( ∞⋃
k=n0

Ak

))
= 1,

右端事件正是 lim supnAn，故第（ii）部分得证。

两个应用。（1）不存在 N 上的概率测度 P，使每个整数 n ≥ 1 的倍数集 nN 都满足 P (nN) = 1/n。
反设存在。记 P 为素数集，对 p ∈ P 令 Ap = pN。若 p1, . . . , pk 是互不相同的素数，则

P (Ap1 ∩ · · · ∩ Apk) = P (p1N ∩ · · · ∩ pkN)

= P ((p1 · · · pk)N) =
1

p1 · · · pk
=

k∏
j=1

P (Apj ).

此外，Euler 的经典结果给出

∑
p∈P

P (Ap) =
∑
p∈P

1

p
= ∞.

于是由 Borel–Cantelli 引理（ii），P -几乎每个整数都属于无穷多个 Ap，即能被无穷多个不同素数
整除，矛盾。（2）考虑概率空间

(Ω,A, P ) = ([0, 1),B([0, 1)), λ).

对每个 n ≥ 1，定义

∀ω ∈ [0, 1), Xn(ω) = b2nωc − 2b2n−1ωc.

其中 [x] 表示 x 的整数部分。于是 Xn(ω) ∈ {0, 1}。对 n 作简单归纳可得，对每个 ω ∈ [0, 1)，
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0 ≤ ω −
n∑

k=1

Xk(ω)2
−k < 2−n,

因此

ω =

∞∑
k=1

Xk(ω) 2
−k.

因此，数 Xk(ω) 是 ω 的规范二进展开的系数。把事件 {Xn = 1} 写出来，容易证明对每个 n ≥ 1，

P (Xn = 0) = P (Xn = 1) =
1

2
.

最后，(Xn)n≥1 相互独立。只需验证对任意 i1, . . . , ip ∈ {0, 1}，

P (X1 = i1, . . . , Xp = ip) =
1

2p
=

p∏
j=1

P (Xj = ij).

然而，我们立即看到

{X1 = i1, . . . , Xp = ip} =

 p∑
j=1

ij2
−j ,

p∑
j=1

ij2
−j + 2−p

 .

因此独立性得证。现在固定整数 p ≥ 1 以及 (i1, . . . , ip) ∈ {0, 1}p。Borel–Cantelli 引理将给出

Card{k ≥ 0 : Xk+1 = i1, . . . , Xk+p = ip} = ∞ 几乎必然. (9.2)

这说明：对 Lebesgue 测度意义下几乎每个 ω ∈ [0, 1)，其二进制展开中任意给定的有限 0-1 字
块都会出现无穷多次。为证明式 (9.2)，对每个 n ∈ N 定义

Yn = (Xnp+1, Xnp+2, . . . , Xnp+p).

由分组原理，序列 (Yn)n∈N 相互独立。把 Borel–Cantelli 引理应用于事件

An = {Yn = (i1, . . . , ip)}

即可得到结论，因为这些事件相互独立，且都有概率 2−p。再利用可数个零概率集合之并仍为零概
率，可把式 (9.2) 加强为

P(∀p ≥ 1, ∀(i1, . . . , ip) ∈ {0, 1}p, Card{k ≥ 0 : Xk+1 = i1, . . . , Xk+p = ip} = ∞) = 1.

换言之，对几乎每个 x ∈ [0, 1)，任意有限 0-1 字块都会在 x 的二进制展开中出现无穷多次。

9.4 独立随机变量之和

独立随机变量之和在概率论中极为重要，并将在下一章继续研究。先记下卷积的定义。若 µ, ν

是 Rd 上的概率测度，则 µ ∗ ν 定义为乘积测度 µ⊗ ν 在映射 (x, y) 7→ x+ y 下的像测度。于是对
任意非负可测函数 φ : Rd → [0,∞]，
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∫
Rd

φ(z)µ ∗ ν(dz) =
∫
Rd

∫
Rd

φ(x+ y)µ(dx)ν(dy).

命题 9.4.1 　设 X,Y 是两个相互独立的 Rd-值随机变量。
（i）X + Y 的分布为 PX ∗ PY 。特别地，若 X 与 Y 的密度分别为 pX 与 pY ，则 X + Y 的密
度为 pX ∗ pY 。

（ii）X + Y 的特征函数满足 ΦX+Y (ξ) = ΦX(ξ)ΦY (ξ)。等价地，若 µ, ν 是 Rd 上的概率测度，
则 µ̂ ∗ ν = µ̂ ν̂。

（iii）若 X,Y 平方可积，则 KX+Y = KX +KY 。特别地，当 d = 1 时，

Var(X + Y ) = Var(X) + Var(Y ).

证明。（i）由独立性，P(X,Y ) = PX ⊗ PY 。因此对任意非负可测函数 φ : Rd → [0,∞]，∫
φ(x+ y)P(X,Y )(dxdy) =

∫ ∫
φ(x+ y)PX(dx)PY (dy) =

∫
φ(z)PX∗PY (dz)

右端按定义就是
∫
φd(PX ∗ PY )，故 PX+Y = PX ∗ PY 。若 X,Y 还分别具有密度 pX , pY ，则

E[φ(X + Y )] =

∫∫
φ(x+ y)pX(x)pY (y) dx dy =

∫
φ(z)

(∫
pX(x)pY (z − x) dx

)
dz.

这表明 X + Y 的密度为 pX ∗ pY 。这里 pX ∗ pY 作为两个 L1(Rd, λ) 函数的卷积，几乎处处有定
义。（ii）只需写出

ΦX+Y (ξ) = E[eiξ·Xeiξ·Y ] = E[eiξ·X ]E[eiξ·Y ] = ΦX(ξ)ΦY (ξ).

（iii）若 X = (X1, . . . , Xd)、Y = (Y1, . . . , Yd)，则 X 与 Y 的独立性蕴含 Cov(Xi, Yj) = 0，其中
i, j ∈ {1, . . . , d}。因此，由协方差的双线性性，

Cov(Xi + Yi, Xj + Yj) = Cov(Xi, Xj) + Cov(Yi, Yj)

这正是矩阵恒等式 KX+Y = KX +KY 。

定理 9.4.2（弱大数定律）　设 (Xn)n≥1 是独立同分布的实随机变量，且 E[X2
1 ] <∞。则

1

n
(X1 + · · ·+Xn)

L2

−→
n→∞

E[X1].

证明。由数学期望的线性性，

E
[ 1
n
(X1 + · · ·+Xn)

]
= E[X1].

因此，

E

[(
1

n
(X1 + · · ·+Xn)− E[X1]

)2
]
=

1

n2
Var(X1 + · · ·+Xn)

=
1

n2

n∑
j=1

Var(Xj) =
1

n
Var(X1).
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当 n→ ∞ 时，右端趋于 0。

注。证明表明，结论在更弱的假设下仍成立。无需假设 Xn 同分布，只要对每个 n 有 E[Xn] =

E[X1]，且序列 (E[X2
n]) 有界即可。独立性也可弱化为：当 n 6= m 时，Cov(Xn, Xm) = 0。“弱”

大数定律中的“弱”，是指这里得到的是 L2 收敛；从概率论观点看，更强也更自然的是几乎必
然收敛，即除去一个零概率集合后的逐点收敛，称为强大数定律。下面先给出一个初步结果，
下一章将大幅推广。

命题 9.4.3 　在定理 9.4.2 的假设下，再假设 E[X4
1 ] <∞。则几乎必然有

1

n
(X1 + · · ·+Xn) −→

n→∞
E[X1].

证明。把每个 Xn 替换为 Xn − E[Xn]，不改变要证的结论，故不妨设 E[Xn] = 0。于是

E[(
1

n
(X1 + · · ·+Xn))

4] =
1

n4

∑
i1,...,i4∈{1,...,n}

E[Xi1Xi2Xi3Xi4 ].

利用独立性和性质E[Xk]= 0，我们看到和中唯一非零的项是那部分四元组(i1, i2, i3, i4的每个分量
值在该四元组中至少出现两次的项。利用Xk服从相同分布的事实，我们得到

E[(
1

n
(X1 + · · ·+Xn))

4] =
1

n4

(
nE[X4

1 ] + 3n(n− 1)E[X2
1X

2
2 ]
)
≤ C

n2

对于某个常数C <∞。由此可得

∞∑
n=1

E[(
1

n
(X1 + · · ·+Xn))

4] <∞.

交换求和与期望，我们获得

E
[ ∞∑
n=1

(
1

n
(X1 + · · ·+Xn))

4
]
<∞,

因此

∞∑
n=1

(
1

n
(X1 + · · ·+Xn))

4 <∞ , 几乎必然

可见样本均值的四次方几乎必然趋于 0，从而样本均值本身几乎必然趋于 0；还原中心化之前的均
值即得命题。

推论 9.4.4 　若 (An)n≥1 是相互独立且概率相同的事件列，则

1

n

n∑
i=1

1Ai

几乎必然−−−−−→
n→∞

P (A1).

这个推论将我们现代公理化方法与概率的历史定义联系起来，即当我们重复大量随机实验时，
事件出现的频率。回到上面给出的 Borel–Cantelli 引理的第二个应用，它涉及一个实数的二进制展
开
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ω =

∞∑
k=1

Xk(ω) 2
−k

若固定 p ≥ 1，我们已经看到随机变量

Y1 = (X1, . . . , Xp), Y2 = (Xp+1, . . . , X2p), . . .

相互独立且同分布。因此，由上述推论，对任意 i1, . . . , ip ∈ {0, 1}，有

1

n
Card{j ≤ n : Yj(ω) = (i1, . . . , ip)} −−−→

n→∞

1

2p
, dω-几乎处处.

对每个 ℓ ∈ {1, . . . , p}，把同一论证应用于随机变量

(Xℓ, Xℓ+1, . . . , Xp+ℓ−1), (Xp+ℓ, Xp+ℓ+1, . . . , X2p+ℓ−1), . . .

便得到

1

n
Card

{
j ≤ n : Xjp+ℓ(ω) = i1, . . . , X(j+1)p+ℓ−1(ω) = ip

}
−−−→
n→∞

1

2p
, dω-几乎处处.

合并这些结果可得

1

n
Card{k ≤ n : Xk+1(ω) = i1, . . . , Xk+p(ω) = ip} −−−→

n→∞

1

2p
, dω-几乎处处.

由于可数个零测集之并仍是零测集，故除去一个零测集后，对每个 ω ∈ [0, 1) 都同时有

∀p ≥ 1, ∀i1, . . . , ip ∈ {0, 1}, 1

n
Card{k ≤ n : Xk+1(ω) = i1, . . . , Xk+p(ω) = ip} −−−→

n→∞

1

2p
.

(9.3)
换言之，对 [0, 1) 中几乎每个实数 ω，在它的二进制展开中，任意一个由 0 与 1 组成的有限长

字块都有渐近频率；若字块长度为 p，该频率就是 2−p。要直接写出满足性质（9.3）的实数并不容
易。事实上，证明这类实数存在的最快方法，很可能正是上述概率论证。这是概率方法处理存在性
问题的典型例子：为证明具有某些性质的对象存在，只需证明按照适当概率分布随机抽取的对象以
正概率（这里甚至以概率一）具有这些性质。

卷积半群

设 I = N 或 I = R+。

定义 9.4.1 　设 (µt)t∈I 是 R（或 Rd）上的一族概率测度。若 µ0 = δ0，并且

µt ∗ µt′ = µt+t′ , ∀t, t′ ∈ I,

则称 (µt)t∈I 为卷积半群。

其概率解释如下：若 X 的分布为 µt，Y 的分布为 µt′，且 X,Y 相互独立，则 X + Y 的分布
为 µt+t′（参见本部分的第一个命题）。

引理 9.4.5 　要使 (µt)t∈I 成为卷积半群，只需存在函数 φ : R → C，满足：
• 若 I = N，则 µ̂t(ξ) = φ(ξ)t，对所有 t ∈ I 成立；
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• 若 I = R+，则 µ̂t(ξ) = exp(−tφ(ξ))，对所有 t ∈ I 成立。
a

a校订注：原讲义第二项把指标集写成 I = R，但本节一开始只允许 I = N 或 I = R+，而且卷积半群参数 t 在
这里取非负值；故应为 I = R+。

证明。上述两种情形都立即给出

µ̂t+t′ = µ̂t µ̂t′ = µ̂t ∗ µt′ .

由傅里叶变换的单射性，得到 µt+t′ = µt ∗ µt′。

例。（1）取 I = N。固定 p ∈ [0, 1]，对每个 n ≥ 1，令 µn 为二项分布 B(n, p)，并令 µ0 = δ0。
由二项分布的概率解释，µn+m = µn ∗ µm。也可使用前一引理，因为

µ̂n(ξ) =
(
peiξ + 1− p

)n
.

（2）取 I = R+。对每个 t ≥ 0，令 µt 为参数为 t 的 Poisson 分布。此时

µ̂t(ξ) =

∞∑
k=0

tk

k!
eikξ e−t = exp(−t(1− eiξ)).

（3）取 I = R+。对 t > 0，令 µt 为高斯分布 N (0, t)，并约定 µ0 = δ0。第 8 章已经算得2

µ̂t(ξ) = exp(− tξ
2

2
).

一个重要推论如下。若 X 与 X ′ 是相互独立的实随机变量，则：

• 若 X ∼ Poisson(λ)、X ′ ∼ Poisson(λ′)，则 X +X ′ ∼ Poisson(λ+ λ′)；
• 若 X ∼ Poisson(λ)、X ′ ∼ Poisson(λ′)，则 X +X ′ ∼ Poisson(λ+ λ′)；
• 若 X ∼ N (m,σ2)、X ′ ∼ N (m′, σ′2)，则

X +X ′ ∼ N (m+m′, σ2 + σ′2).

（对 X −m 与 X ′ −m′ 应用中心情形即可。）

更一般地，相互独立的高斯随机变量的任意线性组合仍为高斯随机变量。

2校订注：原讲义只写了 t > 0，但卷积半群还必须包含 t = 0；这里补出 µ0 = δ0。
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第十章 随机变量的收敛

本章的第一部分介绍了随机变量收敛的不同概念，以及这些概念之间的联系。随后介绍了大数
定律，这是概率论的两个基本极限定理之一。第三段介绍了随机变量的分布收敛：这种收敛类型可
能是最难理解的，部分原因在于它是一种测度收敛（收敛的是随机变量的分布，而不是随机变量本
身）。分布收敛的概念，以及将这种收敛与特征函数收敛联系起来的重要定理，使得我们能够得到
第二个基本极限定理，即中心极限定理。

10.1 不同的收敛概念

设 (Xn)n≥1 与 X 是定义在概率空间 (Ω,A, P ) 上、取值于 Rd 的随机变量。前面已经遇到过
若干种 Xn → X 的含义。特别地，

称 (Xn) 几乎必然收敛到 X，记作 Xn
a.s.−−→ X，如果

P
({
ω ∈ Ω : X(ω) = lim

n→∞
Xn(ω)

})
= 1.

而对 p ∈ [1,∞)，记 Xn
Lp

−→ X，如果 limn→∞E[|Xn −X|p] = 0。

定义 10.1.1 　若对每个 ε > 0 都有下式成立，则称 (Xn) 依概率收敛到 X，记作

Xn
(P)−→

n→∞
X

即

lim
n→∞

P (|Xn −X| > ε) = 0.

命题 10.1.1 　令 L0
Rd(Ω,A, P ) 为所有 Rd-值随机变量的空间，令 L0

Rd(Ω,A, P ) 为它关于等价
关系 X ∼ Y ⇐⇒ X = Y 几乎必然的商空间。则公式

d(X,Y ) = E[|X − Y | ∧ 1]

这就在 L0
Rd(Ω,A, P ) 上定义了一个距离。它与概率收敛相容：(Xn) 依概率收敛到 X，当且仅

当 d(Xn, X) → 0。此外，空间 L0
Rd(Ω,A, P ) 关于距离 d 是完备的。

证明。容易验证 d 在几乎必然相等的等价类上定义良好，并满足距离的三条公理。若 Xn 依
概率收敛到 X，则对每个 ε > 0，

d(Xn, X) = E[|Xn −X| ∧ 1]

≤ E[|Xn −X|1{|Xn−X|≤ε}]

+ E[(|Xn −X| ∧ 1)1{|Xn−X|>ε}]

≤ ε+ P (|Xn −X| > ε).

因此 lim supn→∞ d(Xn, X) ≤ ε。令 ε ↓ 0，得到 d(Xn, X) → 0。反过来，若 d(Xn, X) → 0，则对
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每个 ε ∈ (0, 1]，

P (|Xn −X| > ε) ≤ ε−1E[|Xn −X| ∧ 1] = ε−1d(Xn, X) −→
n→∞

0.

下面证明完备性。设 (Xn) 是距离 d 下的 Cauchy 列。可抽取子列 Yk = Xnk
，使对每个 k ≥ 1，

d(Yk, Yk+1) ≤ 2−k.

于是

E[
∞∑
k=1

(|Yk+1 − Yk| ∧ 1)] =
∞∑
k=1

d(Yk, Yk+1) <∞,

故
∑

k≥1(|Yk+1−Yk| ∧ 1) <∞ 几乎必然。特别地，几乎必然只有有限多个 k 满足 |Yk+1−Yk| ≥ 1；
去掉这些有限项后，截断值等于原值，所以

∑
k≥1 |Yk+1 − Yk| < ∞ 几乎必然。因而可定义 L0 中

的随机变量

X = Y1 +
∞∑
k=1

(Yk+1 − Yk).

按构造，Yk → X 几乎必然。由于 |Yk −X| ∧ 1 ≤ 1，支配收敛定理给出

d(Yk, X) = E[|Yk −X| ∧ 1] −→
k→∞

0,

故 Yk 依概率收敛到 X。又因为原列 (Xn) 是 Cauchy 列，对任意 ε > 0，先固定充分大的 k，再
令 n→ ∞，由三角不等式可得 d(Xn, X) → 0。这证明了完备性。以上抽取过程还表明：任何依概
率收敛的序列，都可抽出一个几乎必然收敛到同一极限的子列。

命题 10.1.2 　若 Xn → X 几乎必然，或在 Lp 中收敛（p ∈ [1,∞]），则 Xn → X 依概率成
立。反过来，若 Xn → X 依概率成立，则存在子列 (Xnk

) 几乎必然收敛到 X。

证明。反向断言已由上一命题的证明得到。若 Xn → X 几乎必然，则由支配收敛定理，

d(Xn, X) = E[|Xn −X| ∧ 1] −→
n→∞

0,

若 Xn → X 于 Lp，则

d(Xn, X) ≤ ‖Xn −X‖1 ≤ ‖Xn −X‖p −→
n→∞

0.

综上，依概率收敛弱于几乎必然收敛，也弱于任意 Lp 收敛；但依概率收敛总能抽出几乎必然收敛
到同一极限的子列。下面给出由依概率收敛推出 Lp 收敛的常用充分条件。

命题 10.1.3 　设 Xn → X 依概率成立。若存在 r ∈ (1,∞)，使 supn ‖Xn‖r < ∞，则对每个
p ∈ [1, r)，都有 Xn → X 于 Lp。

证明。由假设，存在常数 C <∞，使 supnE[|Xn|r] ≤ C。从任意子列都可再抽取一个几乎必
然收敛到 X 的子列；对该子列使用 Fatou 引理可得 E[|X|r] ≤ C，故 X ∈ Lr。固定 p ∈ [1, r) 与
ε > 0。由 Hölder 不等式，
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E[|Xn −X|p] = E[|Xn −X|p1{|Xn−X|≤ε}] + E[|Xn −X|p1{|Xn−X|>ε}]

≤ εp + E[|Xn −X|r]p/r P (|Xn −X| > ε)1−p/r

≤ εp + 2pCp/r P (|Xn −X| > ε)1−p/r.

由于 Xn → X 依概率成立，令 n→ ∞ 可得

lim sup
n→∞

E[|Xn −X|p] ≤ εp

最后令 ε ↓ 0，便得到 E[|Xn −X|p] → 0。

10.2 强大数律

我们的目标是证明，如果 (Xn) 是一个独立同分布随机变量序列，在 L1 中，那么平均值
1
n(X1 + · · ·+Xn) 会几乎必然收敛到 E[X1] 。我们已经在附加假设 E[|X1|4] <∞ 的情况下得到了
这个结果，但现在我们希望在最优假设下建立它。我们从一个重要的初步结果开始。

定理 10.2.1（Kolmogorov 0–1 律）设 (Xn)n≥1 是取值于任意可测空间的一列相互独立的随
机变量。对每个 n ≥ 1，令

Bn = σ(Xk ; k ≥ n).

并定义尾 σ-代数

B∞ =
∞⋂
n=1

Bn

则 B∞ 是平凡的，即对每个 B ∈ B∞，都有 P (B) ∈ {0, 1}。

证明。令

Dn = σ(Xk ; k ≤ n).

第 9 章已经说明，Dn 与 Bn+1 独立，因而与 B∞ ⊂ Bn+1 独立。所以

∀A ∈
∞⋃
n=1

Dn , ∀B ∈ B∞ , P (A ∩B) = P (A)P (B).

集合族
⋃

n≥1Dn 对有限交封闭。由第 9 章的独立性判别，B∞ 与

σ
( ∞⋃

n=1

Dn

)
= σ(Xn ; n ≥ 1).

独立。由于 B∞ 本身包含于右端的 σ-代数，它与自身独立。因此对任意 B ∈ B∞，

P (B) = P (B ∩B) = P (B)2,

故 P (B) = 0 或 1。另外，关于平凡 σ-代数可测的实随机变量必几乎必然为常数；例如可从其分布
函数只能取 0, 1 看出。因此，对任意一列相互独立的实随机变量 (Xn)，随机变量

lim sup
n→∞

1

n
(X1 + · · ·+Xn)
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关于 B∞ 可测，故它作为取值于 [−∞,∞] 的扩充实随机变量，几乎必然为常数。特别地，若 n−1(X1+

· · ·+Xn) 几乎必然收敛，则其极限几乎必然是常数。下面先把 0–1 律用于简单对称随机游走。

命题 10.2.2 　设 (Xn)n≥1 相互独立，且对每个 n，

P (Xn = 1) = P (Xn = −1) =
1

2
.

令

Sn = X1 +X2 + · · ·+Xn.

则几乎必然有
sup
n≥1

Sn = +∞, inf
n≥1

Sn = −∞.

特别地，几乎必然存在任意大的整数 n，使得 Sn = 0。
换言之，若玩家每轮以各 1/2 的概率赢得或输掉一欧元，则 Sn 是前 n 轮的累计盈亏。命题说
明，当时间趋于无穷时，累计盈亏会到达任意大的正值和任意小的负值。

证明。先证明对每个整数 p ≥ 1，

P (−p ≤ inf
n
Sn ≤ sup

n
Sn ≤ p) = 0.

固定整数 k > 2p，注意到

∞⋃
j=0

{Xjk+1 = Xjk+2 = · · · = Xjk+k = 1} ⊂ ({−p ≤ inf
n
Sn ≤ sup

n
Sn ≤ p})c.

左端各事件相互独立，且概率均为 2−k > 0。由第二 Borel–Cantelli 引理，其并集的概率为 1，因
而得到上式。令 p→ ∞，得到

P ({inf
n
Sn > −∞} ∩ {sup

n
Sn <∞}) = 0,

因此

P ({inf
n
Sn = −∞} ∪ {sup

n
Sn = ∞}) = 1,

特别地

P ({inf
n
Sn = −∞}) + P ({sup

n
Sn = ∞}) ≥ 1.

一个对称性论证表明

P ({inf
n
Sn = −∞}) = P ({sup

n
Sn = ∞})

根据上述内容，这两个概率都是严格大于零的。总之，我们注意到

{
sup
n
Sn = ∞

}
∈ B∞.

另一方面，对任意 k ≥ 1，
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{sup
n
Sn = ∞} = {sup

n≥k
(Xk +Xk+1 + · · ·+Xn) = ∞} ∈ Bk

所以事件 {supn Sn = ∞} 属于
⋂

k≥1 Bk = B∞。前面已经说明它具有严格正概率，故由 0–1 律，其
概率必为 1。对称性给出 P (infn Sn = −∞) = 1。由于随机游走每步只变动 1，它从任意正值走到
负值时必经过 0，于是最后一个断言也成立。

现在我们进入本段的主要结果。

定理 10.2.3（强大数律）设 (Xn)n≥1 是一列属于 L1 的独立同分布实随机变量。则

1

n
(X1 + · · ·+Xn)

几乎必然−→
n→∞

E[X1].

注。（i）可积性假设是最优的，因为它保证 E[X1] 有定义且有限。若 Xn ≥ 0 且 E[X1] = ∞，
把定理应用于 Xn ∧K，再令 K → ∞，可得

1

n
(X1 + · · ·+Xn)

几乎必然−→
n→∞

+∞

（令 K → ∞ 即可。）

（ii）事实上，定理中的收敛也在 L1 中成立。这里暂不证明；第 12 章末将由鞅理论推出。就
概率解释而言，几乎必然收敛最为重要。

证明。记 Sn = X1 + · · ·+Xn、S0 = 0。固定 a > E[X1]，并令

M = sup
n∈N

(Sn − na)

这是取值于 [0,∞] 的随机变量。我们先证明

M <∞ 几乎必然. (10.1)

由于对每个 n 都有 Sn ≤ na+M，立刻得到

lim sup
n→∞

1

n
Sn ≤ a , 几乎必然

让 a 沿一列数递减到 E[X1]，得到

lim sup
n→∞

1

n
Sn ≤ E[X1] , 几乎必然

再把同一论证用于 (−Xn)，得到反向不等式

lim inf
n→∞

1

n
Sn ≥ E[X1] , 几乎必然

结合最后两个不等式即得强大数律。还需证明 (10.1)。按照 0–1 律中的记号，事件 {M < ∞} 属
于 B∞。事实上，对每个 k ≥ 0，

{M <∞} = {sup
n∈N

(Sn − na) <∞} = {sup
n≥k

(Sn − Sk − (n− k)a) <∞}

而最后一个事件关于 σ(Xk+1, Xk+2, . . .) 可测。因此，只需证明 P (M < ∞) > 0，等价地，证明
P (M = ∞) < 1。下面用反证法完成。
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让我们从一些符号记法开始。对于所有整数k ∈ N，设

Mk = sup
0≤n≤k

(Sn − na),

M ′
k = sup

0≤n≤k
(Sn+1 − S1 − na).

随机变量 Mk 与 M ′
k 同分布。事实上，向量 (X1, . . . , Xk) 与 (X2, . . . , Xk+1) 同分布；另一方面，

存在同一个确定性函数 Fk : Rk → R，使

Mk = Fk(X1, . . . , Xk), M ′
k = Fk(X2, . . . , Xk+1).

因此

M = lim
k→∞

↑Mk

和

M ′ = lim
k→∞

↑M ′
k

也同分布。事实上，

P (M ′ ≤ x) = lim
k→∞

↓ P (M ′
k ≤ x) = lim

k→∞
↓ P (Mk ≤ x) = P (M ≤ x).

另一方面，由定义可知，对每个 k ≥ 1，

Mk+1 = sup
(
0, sup

1≤n≤k+1
(Sn − na)

)
= sup(0,M ′

k +X1 − a),

这可以进一步重写为

Mk+1 =M ′
k − inf(a−X1,M

′
k).

由于M ′
k与Mk具有相同的分布（并且这两个随机变量显然属于L1），我们得到

E[inf(a−X1,M
′
k)] = E[M ′

k]− E[Mk+1] = E[Mk]− E[Mk+1] ≤ 0

因为显然有 Mk ≤Mk+1。现在对随机变量列 inf(a−X1,M
′
k) 应用支配收敛定理；它们的绝对值由

|a−X1| 控制（回忆 M ′
k ≥ 0）。于是

E[inf(a−X1,M
′)] = lim

k→∞
E[inf(a−X1,M

′
k)] ≤ 0.

若 P (M = ∞) = 1，则因 M 与 M ′ 同分布，也有 P (M ′ = ∞) = 1。于是 inf(a−X1,M
′) = a−X1

几乎必然成立。前一不等式便给出 E[a−X1] ≤ 0，这与所取 a > E[X1] 矛盾。证明完毕。

10.3 依分布收敛

记 Cb(Rd) 为 Rd 上全体实值有界连续函数组成的空间，并赋以上确界范数

‖φ‖ = sup
x∈Rd

|φ(x)|.
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定义 10.3.1 　设 (µn) 与 µ 是 Rd 上的概率测度。若对每个 φ ∈ Cb(Rd)，都有
∫
φdµn →∫

φdµ，则称 µn 弱收敛于 µ，记作 µn
w−→ µ。

∀φ ∈ Cb(Rd) ,

∫
φdµn −→

n→∞

∫
φdµ.

若 Rd-值随机变量列 (Xn) 的分布 PXn 弱收敛于 PX，则称 Xn 依分布收敛于 X，记作 Xn
law−−→

X。等价地，

∀φ ∈ Cb(Rd) , E[φ(Xn)] −→
n→∞

E[φ(X)].

注。（i）“Xn 依分布收敛于 X”只确定极限分布 PX，并不确定极限随机变量本身。因此也可说
Xn 依分布收敛于概率测度 µ，意即 PXn 弱收敛于 µ。依分布收敛允许各随机变量定义在不同
概率空间上，这是它与前述收敛方式的重要区别。

（ii）概率测度可视为 Cb(Rd) 上的线性泛函；弱收敛就是这些泛函在每个测试函数上的逐点收
敛。

例。（a）若随机变量 Xn, X 取值于 Zd，则 Xn 依分布收敛于 X，当且仅当

∀x ∈ Zd , P (Xn = x) −→
n→∞

P (X = x)

反向蕴含可由稍后证明的命题 10.3.3 直接得到。

（b）设 PXn(dx) = pn(x) dx。若

pn(x) → p(x) dx-几乎处处,

且存在可积函数 q ≥ 0，使对每个 n，

pn(x) ≤ q(x) dx-几乎处处,

则由支配收敛定理，p 是概率密度，且 Xn 依分布收敛于密度为 p 的分布。

（c）若 Xn 在有限集合 {2−n, 2 · 2−n, . . . , 2n · 2−n} 上均匀分布，则 Xn 依分布收敛于 [0, 1] 上
的均匀分布；这就是黎曼和逼近积分。

（d）若 Xn ∼ N (0, σ2n) 且 σn → 0，则 Xn 依分布收敛于常数 0。

命题 10.3.1 　若 Xn 依概率收敛于 X，则 Xn 依分布收敛于 X。

证明。若 Xn → X 几乎必然，则对任意 φ ∈ Cb(Rd)，有 φ(Xn) → φ(X) 几乎必然；由支配收
敛定理，E[φ(Xn)] → E[φ(X)]。一般地，反设依分布收敛不成立，则存在 φ ∈ Cb(Rd)、ε > 0 及
子列 (nk)，使

|E[φ(Xnk
)]− E[φ(X)]| ≥ ε, k ≥ 1.

但依概率收敛可从 (Xnk
) 中再抽出几乎必然收敛于 X 的子列；对该子列应用前一论证即得矛盾。

注。若极限 X = a ∈ Rd 几乎必然为常数，则逆命题成立：若 Xn 依分布收敛于 a，由下面命
题的开集不等式，对每个 ε > 0，

lim inf
n→∞

PXn(B(a, ε)) ≥ 1
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其中 B(a, ε) 是以 a 为中心、半径为 ε 的开球；这正说明 Xn 依概率收敛于 a。但一般的依分布收
敛并不保证

P (Xn ∈ B) −−−→
n→∞

P (X ∈ B).

对所有 Borel 集 B ⊂ Rd 都成立；例如在上例（d）中取 B = {0} 即可看到。精确的判别如下。

命题 10.3.2（Portmanteau 定理）　设 (µn) 与 µ 是 Rd 上的概率测度。下列四个条件等价。
（i）µn 弱收敛于 µ。
（ii）对每个开集 G ⊂ Rd，

lim inf
n→∞

µn(G) ≥ µ(G).

（iii）对每个闭集 F ⊂ Rd，

lim sup
n→∞

µn(F ) ≤ µ(F ).

（iv）对每个满足 µ(∂B) = 0 的 Borel 集 B ⊂ Rd，

lim
n→∞

µn(B) = µ(B).

证明。先证（i）⇒（ii）。若 G ⊂ Rd 为开集，则存在一列有界连续函数 (φp)，使 0 ≤ φp ≤ 1G
且 φp ↑ 1G。例如可取 φp(x) = p dist(x,Gc) ∧ 1。于是

lim inf
n→∞

µn(G) ≥ sup
p

(
lim inf
n→∞

∫
φpdµn

)
= sup

p

(∫
φpdµ

)
= µ(G).

等价性（ii）⇐⇒（iii）由取补集立即得到。下面由（ii）和（iii）推出（iv）。任取 B ∈ B(Rd)，有

lim sup
n→∞

µn(B) ≤ lim sup
n→∞

µn(B) ≤ µ(B),

lim inf
n→∞

µn(B) ≥ lim inf
n→∞

µn(B
◦) ≥ µ(B◦).

若 µ(∂B) = 0，则 µ(B) = µ(B◦) = µ(B)，从而得到（iv）。下面证明（iv）=⇒（i）。任取 φ ∈ Cb(Rd)。
把 φ 分解成 φ = φ+ −φ−，可只考虑 φ ≥ 0 的情形。取 K > 0，使 0 ≤ φ ≤ K。由 Fubini–Tonelli
定理，

∫
Rd

φ(x)µ(dx) =

∫
Rd

(∫ K

0
1{t≤φ(x)} dt

)
µ(dx) =

∫ K

0
µ(Eφ

t ) dt.

其中 Eφ
t = {x ∈ Rd : φ(x) ≥ t}。同样，对每个 n，

∫
Rd

φ(x)µn(dx) =

∫ K

0
µn(E

φ
t ) dt.

注意 ∂Eφ
t ⊂ {x ∈ Rd : φ(x) = t}，并且满足

µ
(
{x ∈ Rd : φ(x) = t}

)
> 0

的 t 至多可数。事实上，对每个整数 k ≥ 1，满足 µ({x : φ(x) = t}) ≥ 1/k 的不同 t 至多有 k 个。
因此，由（iv），对 Lebesgue 几乎处处的 t ∈ [0,K]，µn(E

φ
t ) → µ(Eφ

t )。再由支配收敛定理，
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∫
Rd

φ(x)µn(dx) =

∫ K

0
µn(E

φ
t ) dt −−−→n→∞

∫ K

0
µ(Eφ

t ) dt =

∫
Rd

φ(x)µ(dx).

1 推论　实随机变量序列 (Xn) 依分布收敛于实随机变量 X，当且仅当其分布函数 FXn(x) 在 FX

的每个连续点 x 收敛于 FX(x)。正向结论由命题 10.3.2（iv）立即得到。反过来，若上述分布函数
收敛条件成立，则对任意 x ∈ R，有

lim inf
n→∞

FXn(x−) ≥ FX(x−), lim sup
n→∞

FXn(x) ≤ FX(x).

由此先对开区间验证命题 10.3.2（ii），其中 µn = PXn、µ = PX。再将任意实轴上的开集写成至多
可数个两两不交开区间的并，即得所需结论。最后回顾：Cc(Rd) 表示 Rd 上全体具有紧支集的连
续函数。

命题 10.3.3 　设 (µn) 与 µ 是 Rd 上的概率测度。设 H ⊂ Cb(Rd)，并且 H 在上确界范数下
的闭包包含 Cc(Rd)。则以下三条性质等价：

（i）(µn) 弱收敛于 µ；
（ii）对每个 φ ∈ Cc(Rd)，有

∀φ ∈ Cc(Rd),

∫
φdµn −−−→

n→∞

∫
φdµ.

（iii）对每个 φ ∈ H，有

∀φ ∈ H,

∫
φdµn −−−→

n→∞

∫
φdµ.

证明。显然（i）蕴含（ii）和（iii）。现设（ii）成立。取 φ ∈ Cb(Rd)，再取 (fk) ⊂ Cc(Rd)，使
0 ≤ fk ≤ 1，且当 k → ∞ 时 fk ↑ 1。对每个 k，都有 φfk ∈ Cc(Rd)，因而∫

φfk dµn −−−→
n→∞

∫
φfk dµ.

此外， ∣∣∣∣∫ φdµn −
∫
φfk dµn

∣∣∣∣ ≤ ‖φ‖∞
(
1−

∫
fk dµn

)
,∣∣∣∣∫ φdµ−

∫
φfk dµ

∣∣∣∣ ≤ ‖φ‖∞
(
1−

∫
fk dµ

)
.

2 所以，对每个 k ≥ 1，

lim sup
n→∞

∣∣∣∣∫ φdµn −
∫
φdµ

∣∣∣∣ ≤ ‖φ‖∞
[
lim sup
n→∞

(
1−

∫
fk dµn

)
+

(
1−

∫
fk dµ

)]
= 2‖φ‖∞

(
1−

∫
fk dµ

)
.

令 k → ∞，由单调收敛定理，右端趋于 0；于是
∫
φdµn →

∫
φdµ，故（i）成立。最后证明（iii）

蕴含（ii）。设（iii）成立。任取 φ ∈ Cc(Rd)。由闭包假设，对每个整数 k ≥ 1，可取 φk ∈ H，使
‖φ− φk‖∞ ≤ 1/k。于是

1校订注：原讲义此式在箭头右侧仍误排为 µn(E
φ
t )；支配收敛定理给出的极限被积函数应为 µ(Eφ

t )。
2校订注：原讲义在这两处上确界的下标误排为 x ∈ R；本命题讨论 Rd 上的函数，应为 x ∈ Rd。
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lim sup
n→∞

∣∣∣∣∫ φdµn −
∫
φdµ

∣∣∣∣ ≤ lim sup
n→∞

∣∣∣∣∫ (φ− φk) dµn

∣∣∣∣
+ lim sup

n→∞

∣∣∣∣∫ φk dµn −
∫
φk dµ

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ (φk − φ) dµ

∣∣∣∣
≤ 1

k
+ 0 +

1

k
=

2

k
.

由于 k 任意，令 k → ∞ 即得
∫
φdµn →

∫
φdµ，故（ii）成立。

定理 10.3.4（Lévy 连续性定理）　 Rd 上的概率测度列 (µn) 弱收敛于概率测度 µ，当且仅当

∀ξ ∈ Rd, µ̂n(ξ) −−−→
n→∞

µ̂(ξ).

等价地，Rd-值随机变量列 (Xn) 依分布收敛于 X，当且仅当

∀ξ ∈ Rd, ΦXn(ξ) −−−→n→∞
ΦX(ξ).

证明。只需证明测度版本。若 µn 弱收敛于 µ，则对每个 ξ ∈ Rd，函数 x 7→ eiξ·x 连续有界，所
以由弱收敛的定义，

µ̂n(ξ) =

∫
Rd

eiξ·x µn(dx) −−−→
n→∞

∫
Rd

eiξ·x µ(dx) = µ̂(ξ).

反过来，假设对每个 ξ ∈ Rd，都有 µ̂n(ξ) → µ̂(ξ)。要证明 (µn) 弱收敛于 µ。为简化记号，只处理
d = 1；一般情形相同。取 f ∈ Cc(R)，并对每个 σ > 0 令

gσ(x) =
1

σ
√
2π

exp
(
− x2

2σ2

)
.

第 8 章末已说明，当 σ ↓ 0 时，gσ ∗ f → f 逐点成立；对紧支连续函数，事实上收敛在 R 上一致。
另一方面，若 ν 是 R 上的概率测度，第 8 章傅里叶变换单射性定理的证明给出∫

R
(gσ ∗ f) dν =

∫
R
f(x)(gσ ∗ ν)(x) dx

=

∫
R
f(x)

[
1

σ
√
2π

∫
R
eiξxg1/σ(ξ)ν̂(−ξ) dξ

]
dx.

由于 µ̂n(ξ) → µ̂(ξ)，且概率测度的特征函数模不超过 1，对固定的 x 和 σ > 0，支配收敛定理给出∫
R
eiξxg1/σ(ξ)µ̂n(−ξ) dξ −−−→

n→∞

∫
R
eiξxg1/σ(ξ)µ̂(−ξ) dξ.

上式两边的内层积分绝对值一致有界。再利用前一表示式，并对 x 应用一次支配收敛定理，得到∫
R
(gσ ∗ f) dµn −−−→

n→∞

∫
R
(gσ ∗ f) dµ.

最后，令

H = {φ = gσ ∗ f : σ > 0, f ∈ Cc(R)} ⊂ Cb(R).

由于对每个 f ∈ Cc(R)，都有 ‖gσ ∗ f − f‖∞ → 0，故 H 的闭包包含 Cc(R)。而上面已经证明，
对所有 φ ∈ H，

∫
φdµn →

∫
φdµ。由命题 10.3.3，(µn) 弱收敛于 µ。
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10.4 两个应用

10.4.1 经验测度的收敛

设 (Xn)n≥1 为一列取值于 Rd 的独立同分布随机变量。它们可表示同一随机试验的独立重复
结果。统计学中的一个基本问题是：给定同一个样本点 ω 所产生的观测 X1(ω), X2(ω), . . . , Xn(ω)，
如何估计 X1 的分布。

例（抽样调查）。设总体由编号为 1, 2, . . . , N 的 N 个个体组成，其中 N 很大。给每个个体 i

赋予参数 a(i) ∈ Rd，例如年龄、投票意向和月收入等。对任意 A ∈ B(Rd)，我们关注总体比例

µ(A) =
1

N

N∑
i=1

1A(a(i)).

它等于总体中满足 a(i) ∈ A 的个体比例（原讲义举例为：年龄超过五十岁、准备投票给 Chirac
且月收入超过 2000 欧元者的比例）。当 N 很大时，直接计算 µ(A) 不现实。抽样调查随机选取
n 个个体，其中 n 较大但远小于 N，并用样本比例估计总体比例。为精确表述，取相互独立、均
在 {1, . . . , N} 上服从均匀分布的随机变量 Y1, . . . , Yn，它们代表入样个体；令 Xj = a(Yj)。于是
X1, . . . , Xn 独立同分布，而且

PX1(A) = P (a(Y1) ∈ A) =
1

N

N∑
i=1

1A(a(i)) = µ(A).

另一方面，样本中满足参数落入 A 的比例为

1

n

n∑
j=1

1A(Xj(ω)) =
1

n

n∑
j=1

δXj(ω)(A).

因此，要判断样本比例是否接近总体真实比例 µ(A)，等价于研究经验测度

µn,ω :=
1

n

n∑
j=1

δXj(ω)

当 n→ ∞ 时是否接近真实分布 PX1。下一定理给出肯定答案。

定理 10.4.1 　设 (Xn)n≥1 是一列取值于 Rd 的独立同分布随机变量。对每个 ω ∈ Ω 及 n ≥ 1，
定义 Rd 上的经验概率测度

µn,ω =
1

n

n∑
i=1

δXi(ω).

则对几乎所有 ω，

µn,ω
w−−−→

n→∞
PX1 .

注。实际应用还需要收敛速度的估计：在抽样调查中，希望当 n 远小于总体规模 N 时，经验
测度已经足够接近 PX1。原讲义给出的数量级示例是 N ≈ 107、n ≈ 103。

证明。取 Cc(Rd) 在上确界范数下的一个可数稠密子集 H。对每个 φ ∈ H，把强大数律应用于
独立同分布随机变量 φ(Xi)，得到
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1

n

n∑
i=1

φ(Xi)
a.s.−−−→

n→∞
E[φ(X1)].

按经验测度的定义，上式等价于

∫
φdµn,ω

a.s.−−−→
n→∞

∫
φdPX1 .

由于 H 可数，可以舍去一个零概率集合，使得余下每个 ω 同时对所有 φ ∈ H 满足

∀φ ∈ H,

∫
φdµn,ω −−−→

n→∞

∫
φdPX1 .

由命题 10.3.3，这说明对几乎所有 ω，经验测度 µn,ω 弱收敛于 PX1。

10.4.2 中心极限定理

设 (Xn)n≥1 为一列属于 L1 的独立同分布实随机变量。强大数定律给出

1

n
(X1 + · · ·+Xn)

几乎必然−→
n→∞

E[X1].

然后我们要研究这种收敛发生的速度，也就是说差值的数量级

1

n
(X1 + · · ·+Xn)− E[X1]

当 n 很大时会发生什么？若再假设随机变量 Xi ∈ L2，就可以像证明大数弱定律时那样，通过下
面的计算猜出正确的归一化尺度：

E
[
(X1 + · · ·+Xn − nE[X1])

2
]
= Var(X1 + · · ·+Xn) = nVar(X1).

这个计算表明，(X1 + · · ·+Xn − nE[X1])
2 的期望随 n 线性增长。因此，X1 + · · ·+Xn − nE[X1]

的典型数量级应为
√
n；等价地，样本均值 n−1(X1 + · · ·+Xn)− E[X1] 的典型数量级应为 n−1/2。

中心极限定理把这一判断精确化。

定理 10.4.2（中心极限定理）　设 (Xn)n≥1 是一列相互独立、同分布且属于 L2 的实随机变
量，并令 σ2 = Var(X1)。则

X1 + · · ·+Xn − nE[X1]√
n

law−−−→
n→∞

N (0, σ2).

其中 N (0, σ2) 表示均值为 0、方差为 σ2 的高斯分布。若 σ > 0，则等价地，对任意 a, b ∈ R
且 a < b，a

lim
n→∞

P
(
X1 + · · ·+Xn ∈ [nE[X1] + a

√
n, nE[X1] + b

√
n]
)
=

1

σ
√
2π

∫ b

a
exp
(
− x2

2σ2

)
dx.

a校订注：原讲义没有在下面的密度积分公式前注明 σ > 0。当 σ = 0 时，极限分布是退化分布 δ0 = N (0, 0)，
而含 1/σ 的密度公式没有意义；中心极限定理本身仍然成立。
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证明。第二种表述由第一种表述以及用分布函数刻画依分布收敛的结论立即得到；这里用到了
极限高斯分布的分布函数连续这一事实。下面证明第一种表述。把 Xn 替换成 Xn − E[Xn]，不妨
设 E[X1] = 0。令

Zn =
1√
n
(X1 + · · ·+Xn).

Zn 的特征函数为

ΦZn(ξ) = E
[
exp
(
iξ
X1 + · · ·+Xn√

n

)]
=
(
E
[
ei(ξ/

√
n)X1

])n
= ΦX1

(
ξ√
n

)n

.

第二个等号使用了 Xi 相互独立且同分布这一事实。由第 8 章的结果，当 ξ → 0 时，

ΦX1(ξ) = 1 + iξE[X1]−
1

2
ξ2E[X2

1 ] + o(ξ2) = 1− σ2ξ2

2
+ o(ξ2).

因此，对每个固定的 ξ ∈ R，当 n→ ∞ 时也有

ΦX1

(
ξ√
n

)
= 1− σ2ξ2

2n
+ o

(
1

n

)
.

结合上式可知，对任意 ξ ∈ R，

lim
n→∞

ΦZn(ξ) = lim
n→∞

(
1− σ2ξ2

2n
+ o

(
1

n

))n

= exp
(
−σ

2ξ2

2

)
= ΦU (ξ).

其中 U ∼ N (0, σ2)。由 Lévy 连续性定理，Zn 依分布收敛到 U，定理得证。

特殊情形：de Moivre 定理。设 (Xn) 是一列相互独立、参数为 1/2 的 Bernoulli 随机变量，即
P(Xn = 1) = P(Xn = 0) = 1/2。那么 Sn = X1 + · · ·+Xn 服从二项分布 B(n, 1/2)：

P(Sn = k) =

(
n

k

)
2−n.

在此情形下 σ2 = 1/4，因而对任意 a < b，中心极限定理给出

2−n
∑

n
2
+a

√
n≤k≤n

2
+b

√
n

(
n

k

)
−−−→
n→∞

√
2

π

∫ b

a
e−2x2

dx.

利用 Stirling 公式可以直接验证上述收敛，尽管计算稍显繁琐。事实上还可证明如下更精确的估
计：

√
n 2−n

(
n

k

)
=

√
2

π
exp
(
− 2

n

(
k − n

2

)2)
+ o(1).

其中余项 o(1) 对所有 k ∈ {0, 1, . . . , n} 一致。

10.4.3 向量情形的推广

现在设 (Xn)n≥1 是一列取值于 Rd、相互独立、同分布且可积的随机变量。逐坐标应用大数强
定律可得

1

n
(X1 + · · ·+Xn)

a.s.−−−→
n→∞

E[X1].
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这里，若写作 X1 = (X1
1 , . . . , X

d
1 )，则极限 E[X1] 就是向量 (E[X1

1 ], . . . ,E[Xd
1 ])。进一步假设 Xn 平

方可积。多维中心极限定理不能仅靠逐坐标应用一维结论得到：与几乎必然收敛不同，一个 Rd 值
随机变量列的每个坐标分别依分布收敛，并不足以推出向量本身依分布收敛；而且极限的联合分布
也不由其各个边际分布唯一确定。为了把中心极限定理推广到 Rd 值随机变量，首先需要推广高斯
分布的概念。

定义 10.4.1 　设 C 是实对称半正定 d × d 矩阵。平方可积的 Rd-值随机变量 X 称为协方差
矩阵为 C 的中心高斯向量，如果

∀ξ ∈ Rd, ΦX(ξ) = E[eiξ·X ] = exp
(
−1

2
ξTCξ

)
.

也称 X 服从 N (0, C) 分布。

注。若 a ∈ Rd，且 X − a ∼ N (0, C)，则称 X ∼ N (a,C)。

第 8 章已经证明：若平方可积随机向量 X = (X1, . . . , Xd) 取值于 Rd，则当 ξ → 0 时，其特
征函数有二阶展开

ΦX(ξ) = 1 + i

d∑
j=1

ξjE[Xj ]− 1

2

d∑
j=1

d∑
k=1

ξjξkE[XjXk] + o(|ξ|2).

因此，若 X ∼ N (0, C)，比较一阶项与二阶项可得 E[X] = 0 以及

KX = C.

命题 10.4.3 　任给实对称半正定矩阵 C，存在协方差矩阵为 C 的中心高斯向量。

证明。首先回忆一下（见第 9 章末尾），独立高斯随机变量的线性组合仍然是高斯随机变量。

令 A = C1/2，则 A 是对称半正定矩阵且 A2 = C。再取相互独立、均服从 N (0, 1) 的实随机
变量 Y 1, . . . , Y d，令 Y = (Y 1, . . . , Y d)T，并置 X = AY。下面证明 X ∼ N (0, C)。对任意 ξ ∈ Rd，
ξ ·X 是 Y 1, . . . , Y d 的线性组合，因而是中心高斯随机变量。更精确地，ξ ·X ∼ N (0, σ2)，其中

σ2 = E[(ξ ·X)2] = E[(ξTAY )(Y TAξ)]

= ξTAE[Y Y T]Aξ = ξTA2ξ = ξTCξ.

这里使用矩阵运算，以及 E[Y Y T] = Id；后者来自 Y 的各坐标相互独立且均服从 N (0, 1)。最后，
由一维高斯分布 N (0, σ2) 的特征函数公式，对每个 u ∈ R，有

E[eiuξ·X ] = exp
(
−σ

2u2

2

)
= exp

(
−u

2

2
ξTCξ

)
.

取 u = 1 即得所需结论。注。（i）沿用上述证明的记号，Y 服从 N (0, Id)。（ii）取值于 Rd 的随
机变量 X 是中心高斯向量，当且仅当它的各分量的每个线性组合都是中心高斯随机变量。事实上，
此时

ΦX(ξ) = E[eiξ·X ] = exp
(
−1

2
E[(ξ ·X)2]

)
= exp

(
−1

2
ξTKXξ

)
.
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练习。设 X 为中心高斯向量。证明：X 具有关于 Lebesgue 测度的密度，当且仅当协方差矩
阵 KX 非退化；并在非退化时求出该密度。

定理 10.4.4（多维中心极限定理）　设 (Xn)n≥1 是一列取值于 Rd 的独立同分布平方可积随
机向量。则

1√
n

(
X1 + · · ·+Xn − nE[X1]

) law−−−→
n→∞

N (0,KX1).

证明。论证与一维情形相同。中心化后可设 E[X1] = 0。对任意 ξ ∈ Rd，由独立性，

E
[
exp
(
iξ · X1 + · · ·+Xn√

n

)]
=
(
E
[
ei(ξ/

√
n)·X1

])n
= ΦX1

(
ξ√
n

)n

.

另一方面，特征函数在原点的二阶展开给出

ΦX1

(
ξ√
n

)
= 1− 1

2n
ξTKX1ξ + o

(
1

n

)
.

于是

lim
n→∞

E
[
exp
(
iξ · X1 + · · ·+Xn√

n

)]
= exp

(
−1

2
ξTKX1ξ

)
.

右端是 N (0,KX1) 的特征函数；由 Lévy 连续性定理即得结论。
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第十一章 条件期望

本章构造条件期望并研究其性质。直观地说，给定子 σ-代数 B 后，E[X | B] 是 B-可测、并在
适当意义下最接近 X 的随机变量。在预测和不完全观测等问题中，我们只掌握部分信息，却要估
计随机变量；条件期望正是描述这种估计的基本工具。本章先从离散情形提炼其特征性质，再给出
一般定义，并讨论若干可显式计算的例子，尤其是高斯情形；最后介绍条件分布。

11.1 离散条件化

与前几章一样，固定概率空间 (Ω,A, P )。设 B ∈ A 且 P (B) > 0。定义给定 B 时的条件概率
测度 P ( · | B)：对每个 A ∈ A，

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)
.

同样，若 X ≥ 0 或 X ∈ L1(Ω,A, P )，定义给定事件 B 时 X 的条件期望为

E[X |B] =
E[X 1B]

P (B)
.

这个量也是在概率P (· | B)下X的期望，它可以解释为当B发生时X的平均值。

下面把“已知事件”推广为“已知随机变量”。先设随机变量 Y 取值于可数集合 E。

令 E′ = {y ∈ E : P (Y = y) > 0}。对每个 y ∈ E′ 以及任意 X ∈ L1(Ω,A, P )，可以把前面的
定义特化为

E[X | Y = y] =
E[X1{Y=y}]

P (Y = y)
.

定义 11.1.1 　设 X ∈ L1(Ω,A, P )。给定离散随机变量 Y 时，X 的条件期望定义为

E[X | Y ] = φ(Y ),

其中 φ : E → R 定义为

φ(y) =

E[X | Y = y], y ∈ E′,

0, y ∈ E \ E′.

注。φ 在 E \ E′ 上的取值可以任意指定；因为

P (Y ∈ E \ E′) =
∑

y∈E\E′

P (Y = y) = 0.

所以改变 φ 在 E \E′ 上的定义，只会在零概率集合上改变 E[X | Y ]。一般的条件期望也总只在几
乎必然相等的意义下唯一。与给定单个事件时得到一个数不同，E[X | Y ] 是随机变量：几乎必然
地，
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E[X | Y ](ω) = E[X | Y = y] 若Y (ω) = y.

此外，E[X | Y ] = φ(Y ) 是 Y 的函数，因而关于 σ(Y ) 可测。稍后会说明，它是用 Y 的函数
逼近 X 的最佳方式。

例（掷骰子）。取 Ω = {1, 2, . . . , 6}，并令 P ({ω}) = 1/6。定义

Y (ω) =

1, ω 为奇数,

0, ω 为偶数,
X(ω) = ω.

于是

E[X | Y ](ω) =

3, ω ∈ {1, 3, 5},
4, ω ∈ {2, 4, 6}.

也就是说，已知骰子点数的奇偶性后，条件期望就是相应三个可能点数的平均值。

命题 11.1.1 　有 E[|E[X | Y ]|] ≤ E[|X|]。特别地，E[X | Y ] ∈ L1(Ω,A, P )。此外，对任意有
界的 σ(Y )-可测随机变量 Z，

E[ZX] = E[Z E[X |Y ]].

证明。由定义，

E[|E[X | Y ]|] =
∑
y∈E′

P (Y = y)
|E[X1{Y=y}]|
P (Y = y)

≤
∑
y∈E

E[|X|1{Y=y}] = E[|X|].

为证明最后一个断言，注意任意有界的 σ(Y )-可测随机变量都可写成 Z = ψ(Y )，其中 ψ 有界。于
是

E[ψ(Y )E[X | Y ]] =
∑
y∈E

ψ(y)E[X1{Y=y}]

=
∑
y∈E

E[ψ(Y )X1{Y=y}] = E[ψ(Y )X].

推论。若 Y ′ 是另一个离散随机变量，且 σ(Y ) = σ(Y ′)，则

E[X | Y ] = E[X | Y ′] 几乎必然.

事实上，在前一命题中取 Z = 1{E[X|Y ]>E[X|Y ′]}。由于 σ(Y ) = σ(Y ′)，且 E[X | Y ]、E[X | Y ′]

都对这个 σ-代数可测，所以 Z 确实可测。于是得到

E
[
1{E[X|Y ]>E[X|Y ′]}

(
E[X | Y ]− E[X | Y ′]

)]
= 0.

从而 E[X | Y ] ≤ E[X | Y ′] 几乎必然成立；交换 Y 与 Y ′ 可得反向不等式。这个论证还说明：命
题最后给出的积分恒等式，在所有 σ(Y )-可测且可积的随机变量中唯一刻画 E[X | Y ]。这提示我
们，合适的条件化对象是一个 σ-代数。下面将以上述刻画性质为基础发展这一概念。
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11.2 条件期望的定义

11.2.1 可积随机变量的情形

定理与定义 11.2.1 　设 B ⊂ A 是子 σ-代数，且 X ∈ L1(Ω,A, P )。存在唯一的随机变量
E[X | B] ∈ L1(Ω,B, P )，使

∀B ∈ B, E[X1B] = E[E[X | B]1B]. (11.1)

更一般地，对任意有界的 B-可测随机变量 Z，有

E[XZ] = E[E[X | B]Z]. (11.2)

若 X ≥ 0，则 E[X | B] ≥ 0 几乎必然。

关键要求是 E[X | B] 关于 B 可测。在 L1(Ω,B, P ) 中，式（11.1）或式（11.2）中的任一条都
唯一刻画条件期望。

这两个等式都可作为条件期望在 L1(Ω,B, P ) 中的特征性质。若 B = σ(Y )，则不加区别地写

E[X | B] = E[X |σ(Y )] = E[X |Y ].

这种表示与前一部分处理中离散情况是一致的：比较 (11.2) 和上述命题。

证明。先证唯一性。设 X ′, X ′′ ∈ L1(Ω,B, P ) 都满足条件期望的特征性质。取事件 {X ′ > X ′′} ∈
B，得到

∀B ∈ B , E[X ′ 1B] = E[X 1B] = E[X ′′ 1B].

取 B = {X ′ > X ′′} （它确实是 B 可测的，因为 X ′ 和 X ′′ 可测），得到

E[(X ′ −X ′′)1{X′>X′′}] = 0

所以 X ′ ≤ X ′′ 几乎必然；交换二者即得相等。再证存在性。先设 X ≥ 0，并在 (Ω,B) 上定义有限
测度

∀B ∈ B , Q(B) = E[X 1B].

把 P 也看成 (Ω,B) 上的概率测度，则显然 Q � P。在该可测空间上应用 Radon–Nikodym 定理，
得到非负的 B-可测随机变量 X ′，使

∀B ∈ B, E[X1B] = Q(B) = E[X ′1B].

取 B = Ω，得 E[X ′] = E[X] < ∞，所以 X ′ ∈ L1(Ω,B, P )，并且 X ′ 满足定理中的性质。一般的
实值 X 只需写成 X = X+ −X−，并分别应用上述构造。

E[X | B] = E[X+ | B]− E[X− | B].

最后，从（11.1）推出（11.2），只需用简单函数逐点逼近可测函数。例。取 Ω = (0, 1]、A = B((0, 1])、
P (dω) = dω。固定 n ≥ 1，令 B 为由区间 ((i − 1)/n, i/n]（i = 1, . . . , n）生成的 σ-代数。若
f ∈ L1(Ω,A, P )，则
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E[f | B] =
n∑

i=1

fi 1] i−1
n

, i
n
] ,

其中 fi = n
∫ i/n
(i−1)/n f(ω) dω，即 f 在区间 ((i− 1)/n, i/n] 上的平均值。条件期望具有下列基本性

质。

条件期望的性质。

（a）若 X 是 B-可测的，则 E[X | B] = X。

（b）映射 X 7→ E[X | B] 是线性的。

(c)E[E[X|B]] = E[X].

（d）|E[X | B]| ≤ E[|X| | B] 几乎必然；因此 E[|E[X | B]|] ≤ E[|X|]。

（e）若 X ≥ X ′，则 E[X | B] ≥ E[X ′ | B] 几乎必然。

证明。（a）由上一定理中的唯一性立即得到。（b）同样如此：若 X,X ′ ∈ L1 且 α, α′ ∈ R，则
随机变量

αE[X | B] + α′ E[X ′ | B]

满足 αX + α′X ′ 的特征性质（11.1）。（c）是（11.1）中取 B = Ω 的特殊情形。对（d），回忆若
X ≥ 0，则 E[X | B] ≥ 0。因此

|E[X | B]| = |E[X+ | B]− E[X− | B]|
≤ E[X+ | B] + E[X− | B] = E[|X| | B].

最后，（e）由线性性立即得到。

11.2.2 非负随机变量的情形

定理 11.2.2 　设 X 是取值于 [0,∞] 的随机变量。公式

E[X | B] = lim
n→∞

↑ E[X ∧ n | B] 几乎必然

定义了一个取值于 [0,∞] 的随机变量。它由下列性质在相差零概率集的意义下唯一确定：对
每个非负的 B-可测随机变量 Z，

E[XZ] = E[E[X | B]Z] . (11.3)

若 X 还可积，则比较上式与（11.1）可知，这一定义与上一小节中的 E[X | B] 完全一致。与
可积情形相同，式（11.3）称为条件期望的特征性质。

证明。定义中的极限单调递增，这是上面的性质（e）的直接结果。若 Z 为非负的 B-可测随机
变量，则由单调收敛定理，

E[E[X | B]Z] = lim
n→∞

E[E[X ∧ n | B](Z ∧ n)]

= lim
n→∞

E[(X ∧ n)(Z ∧ n)] = E[XZ].
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还需证明唯一性。设 X ′ 与 X ′′ 是两个取值于 [0,∞] 的 B-可测随机变量，并且

E[X ′Z] = E[X ′′Z]

对每个非负的 B-可测随机变量 Z 都成立。固定有理数 a, b ∈ Q+ 且 a < b，取

Z = 1{X′≤a<b≤X′′}.

于是

aP(X ′ ≤ a < b ≤ X ′′) ≥ bP(X ′ ≤ a < b ≤ X ′′).

这只有在 P(X ′ ≤ a < b ≤ X ′′) = 0 时才可能。因此

P

 ⋃
a,b∈Q+
a<b

{X ′ ≤ a < b ≤ X ′′}

 = 0.

从而 X ′ ≥ X ′′ 几乎必然。交换 X ′ 与 X ′′，同理得到 X ′′ ≥ X ′ 几乎必然，唯一性得证。

注。可能同时有 X < ∞ 几乎必然，以及 P(E[X | B] = ∞) > 0。例如，当 B = {∅,Ω} 时，
E[X | B] = E[X]，而一个几乎必然有限的非负随机变量完全可能有无穷期望。再给出一个较
不平凡的例子。仍取 Ω = (0, 1]、P (dω) = dω，并令 B 由区间 ((i− 1)/n, i/n]（1 ≤ i ≤ n）生
成。若 X(ω) = 1/ω，则

E[X | B] = ∞ 1(0,1/n] +
n∑

i=2

n log
(

i

i− 1

)
1((i−1)/n,i/n].

非负随机变量的条件期望还具有下列性质。

（a）若 X,X ′ 非负且 a, b ≥ 0，则

E[aX + bX ′ | B] = aE[X | B] + bE[X ′ | B].

（b）若 X 是 B-可测的，则 E[X | B] = X。

（c）若 (Xn) 是递增的非负随机变量列，且 X = limn→∞ ↑ Xn，则

E[X | B] = lim
n→∞

↑ E[Xn | B] 几乎必然.

（d）若 (Xn) 是一列非负随机变量，则

E[lim inf
n→∞

Xn | B] ≤ lim inf
n→∞

E[Xn | B] 几乎必然.

（e）设可积随机变量列 (Xn) 几乎必然收敛到 X。若存在非负随机变量 Z，使得对每个 n 都
有 |Xn| ≤ Z 几乎必然，且 E[Z] <∞，则

E[X | B] = lim
n→∞

E[Xn | B] 几乎必然且在L1 中.

（f）若 f 是非负凸函数，且 X ∈ L1，则
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E[f(X) | B] ≥ f(E[X | B]) .

注。严格说来，每个涉及条件期望的等式或不等式都应注明“几乎必然”，因为条件期望只在相
差零概率集的意义下定义。通常省略这一说明，如上面的（a）、（b）和（f）。

证明。（a）、（b）由条件期望的特征性质直接得到。（c）由（a），若 X1 ≥ X2 ≥ 0，则
E[X1 | B] ≥ E[X2 | B]。在（c）的条件下，可定义 X ′ = limn→∞ ↑ E[Xn | B]。它是取值于 [0,∞]

的 B-可测随机变量。对每个非负的 B-可测随机变量 Z，有

E[ZX ′] = lim
n→∞

↑ E[ZE[Xn | B]] = lim
n→∞

↑ E[ZXn] = E[ZX].

由定理的特征性质，X ′ = E[X | B]。（d）利用（c），可写成

E[lim inf
n→∞

Xn | B] = E

[
lim
k→∞

↑ inf
n≥k

Xn

∣∣∣∣B]
= lim

k→∞
↑ E[ inf

n≥k
Xn | B]

≤ lim
k→∞

↑ inf
n≥k

E[Xn | B]

= lim inf
n→∞

E[Xn | B].

（e）把（d）分别应用于 Z −Xn 和 Z +Xn，得到

E[lim inf
n

(Z −Xn) | B] ≤ E[Z | B]− lim sup
n

E[Xn | B],

E[lim inf
n

(Z +Xn) | B] ≤ E[Z | B] + lim inf
n

E[Xn | B].

于是

E[X | B] ≤ lim inf
n

E[Xn | B] ≤ lim sup
n

E[Xn | B] ≤ E[X | B].

所以 E[Xn | B] → E[X | B] 几乎必然。再由 |E[Xn | B]| ≤ E[|Xn| | B] ≤ E[Z | B] 以及
E[E[Z | B]] = E[Z] <∞，支配收敛定理还给出 L1 收敛。

（f）令

Ef = {(a, b) ∈ R2 : ∀x ∈ R, f(x) ≥ ax+ b}.

容易验证，对每个 x ∈ R，

f(x) = sup
(a,b)∈Ef

(ax+ b) = sup
(a,b)∈Ef∩Q2

(ax+ b).

利用 Q2 的可数性，几乎必然有

E[f(X) | B] = E

[
sup

(a,b)∈Ef∩Q2

(aX + b)

∣∣∣∣∣B
]

≥ sup
(a,b)∈Ef∩Q2

E[aX + b | B] = f(E[X | B]).
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注。类比 P (A) = E[1A]，对任意 A ∈ A，常写

P (A | B) := E[1A | B].

但应注意，如此定义的 P (A | B) 是随机变量，而不是一个数。

11.2.3 平方可积随机变量的特殊情形

当 X 平方可积时，E[X | B] 还有一个重要解释。注意 L2(Ω,B, P ) 可自然视为 L2(Ω,A, P ) 的
闭子空间：它由那些至少有一个 B-可测代表元的等价类组成。

定理 11.2.3 　若 X ∈ L2(Ω,A, P )，则 E[X | B] 是 X 在 L2(Ω,B, P ) 上的正交投影。

证明。上面的性质（f）表明 E[X | B]2 ≤ E[X2 | B] 几乎必然成立。因此 E[E[X | B]2] ≤
E[X2] <∞，从而随机变量 E[X | B] 属于 L2(Ω,B, P )。此外，对任意有界的 B-可测随机变量 Z，

E[Z(X − E[X | B])] = E[ZX]− E[ZE[X | B]] = 0,

这里仍使用了条件期望的特征性质。因此 X −E[X | B] 与所有有界的 B-可测随机变量正交；再由
稠密性，它与整个 L2(Ω,B, P ) 正交，结论得证。这个定理也给出了不借助 Radon–Nikodym 定理
构造条件期望的方法：先处理平方可积随机变量，再作逼近。它还说明，当 X ∈ L2 时，E[X | B]
是所有 B-可测随机变量中对 X 的最佳 L2 逼近。

11.3 条件期望的特殊性质

上述建立的性质类似于期望（或可测函数的积分）的性质。在本段中，我们将建立关于条件期
望的更具体的性质。

命题 11.3.1 　设 X 是实随机变量，Y 是 B-可测的实随机变量。则

E[Y X | B] = Y E[X | B]

只要式中条件期望有定义，上式就成立；具体地，只需假设 X,Y ≥ 0，或者假设 X 与 Y X 都
可积。

证明。先设 X ≥ 0、Y ≥ 0。对任意非负的 B-可测随机变量 Z，

E[Z(Y E[X | B])] = E[(ZY )E[X | B]] = E[ZY X].

由于 Y E[X | B] 是非负的 B-可测随机变量，这个等式与条件期望的特征性质给出

Y E[X | B] = E[Y X | B].

若 X 与 Y X 可积，把 X = X+ −X−、Y = Y + − Y − 代入非负情形并利用线性性，即得一般结
论。

命题 11.3.2 　设 B1 ⊂ B2 ⊂ A 为两个子 σ-代数。则对任意非负或可积随机变量 X，
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E[E[X | B2] | B1] = E[X | B1].

注。在相同假设下，还有 E[E[X | B1] | B2] = E[X | B1]；这是因为 E[X | B1] 已经是 B2-可测
的。

证明。只证 X ≥ 0 的情形。若 Z 是非负的 B1-可测随机变量，则它也 B2-可测，因而

E[Z E[E[X | B2] | B1]] = E[Z E[X | B2]] = E[ZX].

这足以证明所宣布的等式。

定理 11.3.3 　两个子 σ-代数 B1,B2 相互独立，当且仅当对每个非负的 B2-可测随机变量 X，
有下式成立。等价地，只要求它对每个 X ∈ L1(Ω,B2, P ) 成立，或者只对 X = 1A、A ∈ B2 成
立即可。

E[X | B1] = E[X].

证明。先设 B1 与 B2 独立。若 X 是非负的 B2-可测随机变量，则对任意非负的 B1-可测随机
变量 Z，

E[ZX] = E[Z]E[X] = E[Z E[X]],

因此常数随机变量 E[X] 满足 E[X | B1] 的特征性质。若 X 可积，再用线性性。反过来，假设

∀A ∈ B2 , E[1A | B1] = E[1A] = P (A).

则对任意 B ∈ B1，

P (A ∩B) = E[1A1B] = E[E[1A | B1] 1B] = E[P (A) 1B] = P (A)P (B)

这正说明 B1 与 B2 独立。

注。设 X,Y 是实随机变量。由于 σ(X)-可测随机变量恰为 X 的可测函数，前一定理说明：X
与 Y 独立，当且仅当

E[h(X) |Y ] = E[h(X)]

对每个满足 E|h(X)| <∞ 的 Borel 函数 h 成立。这里 E[h(X) | Y ] 是 E[h(X) | σ(Y )] 的简写。特
别地，若 X 可积，则

E[X |Y ] = E[X].

但仅凭最后这个等式不能推出 X 与 Y 独立。例如，设 X ∼ N (0, 1)，并令 Y = |X|。每个有界的
σ(Y )-可测随机变量都可写成 Z = g(Y )，其中 g 有界；于是

E[ZX] = E[g(|X|)X] =
1√
2π

∫ ∞

−∞
g(|y|) y e−y2/2 dy = 0.

所以 E[X | Y ] = 0 = E[X]，但 X 与 Y 显然并不独立。下面给出另一个连接条件期望与独立性的
常用定理。
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定理 11.3.4 　设随机变量 X,Y 分别取值于可测空间 E,F。假设 X 与 B 独立，且 Y 是 B-可
测的。则对任意可测函数 g : E × F → R+，

E[g(X,Y ) | B] =
∫
g(x, Y )PX(dx),

其中 PX 是 X 的分布。右端是把随机变量 Y 代入可测函数

Φ(y) =

∫
E
g(x, y)PX(dx)

所得的随机变量；Φ 的可测性来自 Fubini 定理。

注。非正式地说，在给定子 σ-代数 B 时，B-可测随机变量 Y 相当于常量；而 X 与 B 独立，
意味着已知 B 不会提供关于 X 的额外信息。因此，g(X,Y ) 的条件期望只需保持 Y 不变，并
对第一个变量按 X 的分布积分。

证明。只需对任意非负的 B-可测随机变量 Z 验证

E[g(X,Y )Z] = E[Φ(Y )Z].

记 P(X,Y,Z) 为三元组 (X,Y, Z) 在 E × F × R+ 上的分布。由于 X 与 (Y, Z) 独立，

P(X,Y,Z) = PX ⊗ P(Y,Z)

因此，利用 Fubini 定理，

E[g(X,Y )Z] =
∫
g(x, y)z P(X,Y,Z)(dxdydz)

=
∫
g(x, y)z PX(dx)P(Y,Z)(dydz)

=
∫
F×R+

z
( ∫

E g(x, y)PX(dx)
)
P(Y,Z)(dydz)

=
∫
F×R+

zΦ(y)P(Y,Z)(dydz)

= E[Φ(Y )Z]

这就是所要求的结果。

11.4 条件期望的计算

11.4.1 离散条件化

设 Y 取值于可数空间 E，且 X ∈ L1(Ω,A, P )。前面已经证明

E[X |Y ] = φ(Y )

其中

φ(y) =
E[X 1{Y=y}]

P (Y = y)

对每个满足 P(Y = y) > 0 的 y ∈ E 成立；当 P(Y = y) = 0 时，φ(y) 可任意指定。
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11.4.2 具有密度的随机变量

设随机变量 X,Y 分别取值于 Rm,Rn。假设向量 (X,Y ) 的密度为 p(x, y)。于是对任意非负
Borel 函数 f : Rm × Rn → R+，

E[f(X,Y )] =

∫
Rm×Rn

f(x, y) p(x, y) dxdy.

则 Y 的密度为

q(y) =

∫
Rm

p(x, y) dx

严格地说，在
∫
Rm p(x, y) dx = ∞ 的那些 y 上应把 q(y) 重新定义为 0；这样的 y 构成 Lebesgue

零测集。后面的计算中略去这一技术细节。现在设 h : Rm → R+ 可测。为计算 E[h(X) | Y ]，取任
意 Borel 函数 g : Rn → R+，则

E[h(X)g(Y )] =
∫
Rm×Rn h(x) g(y) p(x, y) dxdy

=
∫
Rn

( ∫
Rm h(x) p(x, y) dx

)
g(y) dy

=
∫
Rn

( ∫
Rm h(x) p(x,y) dx

q(y)

)
g(y) q(y)1{q(y)>0} dy

=
∫
Rn φ(y) g(y) q(y)1{q(y)>0} dy

= E[φ(Y ) g(Y )],

其中我们设定

φ(y) =


1

q(y)

∫
Rm

h(x)p(x, y) dx, q(y) > 0,

h(0), q(y) = 0.

当 q(y) = 0 时，φ(y) 的值任意；为了后面的陈述方便取为 h(0)。上面的计算还隐含使用了：若
q(y) = 0，则 p(x, y) = 0 对 dx-几乎处处成立，因而

∫
h(x)p(x, y) dx = 0。由条件期望的特征性质

可得

E[h(X) |Y ] = φ(Y ).

我们以略微不同的形式重新陈述这一结果。

命题 11.4.1 　对每个 y ∈ Rn，在 Rm 上定义概率测度

ν(y, dx) =


1

q(y)
p(x, y) dx, q(y) > 0,

δ0(dx), q(y) = 0.

则对任意 Borel 函数 h : Rm → R+，

E[h(X) |Y ] =

∫
ν(Y, dx)h(x).

通常略作记号滥用：对任意满足 q(y) > 0 的 y ∈ Rn，写成

E[h(X) |Y = y] =

∫
ν(y, dx)h(x) =

1

q(y)

∫
h(x) p(x, y) dx

并称 ν(y, dx) 为给定 Y = y 时 X 的条件分布。函数
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x −→ p(x, y)

q(y)

称为给定 Y = y 时 X 的条件密度。

练习。在上述假设下证明：更一般地，对任意 Borel 函数 h : Rm × Rn → R+，都有

E[h(X,Y ) |Y ] =

∫
h(x, Y ) ν(Y, dx).

11.4.3 高斯条件化

设 X,Y1, . . . , Yp ∈ L2(Ω,A, P )。如第 11.2.3 节所述，条件期望

E[X |Y1, . . . , Yp]

是 X 在 L2(Ω, σ(Y1, . . . , Yp), P ) 上的正交投影；除平凡情形外，该子空间是无限维的。因此，这也
是在 L2 范数意义下，用形如 φ(Y1, . . . , Yp) 的随机变量对 X 所作的最佳逼近。

在高斯情形，上一节把条件期望看作 L2 中正交投影的抽象结论，还可以进一步化为有限维线
性代数问题。这里要用到中心高斯向量的特征：取值于 Rk 的随机向量 Z = (Z1, . . . , Zk) 是中心高
斯向量，当且仅当它的任意线性组合都是中心高斯随机变量；等价地，其特征函数满足

∀ξ ∈ Rk, E[eiξ·Z ] = exp
(
−1

2
ξTKZξ

)
.

例如，当 Z1, . . . , Zk 是相互独立的中心高斯随机变量时，(Z1, . . . , Zk) 就是中心高斯向量。

命题 11.4.2 　设 (X1, . . . , Xm, Y1, . . . , Yn) 为中心高斯向量。则两个子向量 (X1, . . . , Xm) 与
(Y1, . . . , Yn) 相互独立，当且仅当对所有 1 ≤ i ≤ m、1 ≤ j ≤ n，都有

Cov(Xi, Yj) = 0, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n.

证明。反向结论对任意具有二阶矩的独立随机向量都成立。现在假设式 (11.4) 成立。对任意
ξ = (η1, . . . , ηm, ζ1, . . . , ζn) ∈ Rm+n，中心高斯向量的特征函数为

ΦW (ξ) = exp
(
−1

2
ξTKW ξ

)
.

并且在条件 (11.4) 下，

ξTKW ξ =
m∑

j,k=1

ηjηk Cov(Xj , Xk) +
n∑

j,k=1

ζjζk Cov(Yj , Yk).

因此

E[exp(iξ · (X1, . . . , Xm, Y1, . . . , Yn))] = E[exp(i
m∑
j=1

ηjXj)]E[exp(i
n∑

j=1

ζjYj)],

或者说
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P̂(X1,...,Xm,Y1,...,Yn)(η1, . . . , ηm, ζ1, . . . , ζn) = P̂(X1,...,Xm)(η1, . . . , ηm)

× P̂(Y1,...,Yn)(ζ1, . . . , ζn).

利用傅里叶变换的单射性，我们得到

P(X1,...,Xm,Y1,...,Yn) = P(X1,...,Xm) ⊗ P(Y1,...,Yn)

这就是所需的独立性。

推论　设 (X1, . . . , Xn) 为中心高斯向量，且当 j 6= k 时 Cov(Xj , Xk) = 0。则随机变量
X1, . . . , Xn 相互独立。事实上，前一命题立即给出这一结论。

由前一命题，可依次看出 Xn 与 (X1, . . . , Xn−1) 独立、Xn−1 与 (X1, . . . , Xn−2) 独立，等等，
从而得到推论。更一般地，若中心高斯向量 (X1, . . . , Xn) 的协方差矩阵为块对角矩阵，各对角块
的大小依次为 i1, . . . , iℓ，其中 i1 + · · ·+ iℓ = n，则与这些块对应的子向量相互独立。

定理 11.4.3 　设 (Y1, . . . , Yn, X) 为中心高斯向量。则 E[X | Y1, . . . , Yn] 等于X 在由 Y1, . . . , Yn
张成的向量子空间上的正交投影。因此存在实数 λ1, . . . , λn，使得

E[X |Y1, . . . , Yn] =
n∑

j=1

λjYj .

此外，对任意 Borel 函数 h : R → R+，

E[h(X) |Y1, . . . , Yn] =
∫
R
h(x) q∑n

j=1 λjYj ,σ2(x) dx,

其中

σ2 = E[(X −
n∑

j=1

λjYj)
2]

并且对任意 m ∈ R，

qm,σ2(x) =
1

σ
√
2π

exp(−(x−m)2

2σ2
)

是正态分布 N (m,σ2) 的概率密度。

注。当且仅当 X =
∑n

j=1 λjYj 几乎必然成立时，才有 σ = 0。此时 X 关于 σ(Y1, . . . , Yn) 可
测，定理中的第二个公式应理解为 E[h(X) | Y1, . . . , Yn] = h(X)。下面的证明中排除这一平凡
情形，即假设 σ > 0。

证明。设 X̂ =
∑n

j=1 λjYj 为 X 在由 Y1, . . . , Yn 张成的向量空间上的正交投影。于是对每个
j ∈ {1, . . . , n}，

Cov(X − X̂, Yj) = E[(X − X̂)Yj ] = 0.

由于向量 (Y1, . . . , Yn, X − X̂) 是中心高斯向量（其任意线性组合都是 Y1, . . . , Yn, X 的线性组合），
前一命题表明 X − X̂ 与 (Y1, . . . , Yn) 独立。因此

E[X |Y1, . . . , Yn] = E[X − X̂ |Y1, . . . , Yn] + X̂ = E[X − X̂] + X̂ = X̂.
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这里先用了 X̂ 关于 σ(Y1, . . . , Yn) 可测，再用了 X − X̂ 与 (Y1, . . . , Yn) 的独立性；因此 E[X − X̂ |
Y1, . . . , Yn] = E[X − X̂] = 0。

为证明最后一个断言，令 Z = X − X̂。于是 Z 与 (Y1, . . . , Yn) 独立，且服从 N (0, σ2)：它是
中心高斯变量，并且按定义 σ2 = E[Z2]。由定理 11.3.4，

E[h(X) | Y1, . . . , Yn] = E

h
 n∑

j=1

λjYj + Z

∣∣∣∣∣∣Y1, . . . , Yn


=

∫
R
h

 n∑
j=1

λjYj + z

PZ(dz).

写成 PZ(dz) = q0,σ2(z) dz，再作变量代换 x =
∑n

j=1 λjYj + z，便得到定理中的公式。

11.5 转移概率与条件分布

前面的条件期望计算可以通过使用转移概率的概念以更加简洁的方式重新表述。

定义 11.5.1 　设 (E, E) 与 (F,F) 为两个可测空间。从 E 到 F 的转移概率（或转移核）是映
射

ν : E ×F −→ [0, 1]

它满足以下两个性质：
（i）对每个 x ∈ E，ν(x, ·) 是 (F,F) 上的概率测度；
（ii）对每个 A ∈ F，映射 x 7→ ν(x,A) 是 E-可测的。

直观地说，固定 x ∈ E 后，概率测度 ν(x, ·) 给出在状态空间 F 中随机选取下一状态的方法。
第 13 章研究马尔可夫链时，若时刻 n 的状态为 x，则时刻 n + 1 的条件分布正由 ν(x, dy) 给出。
例。设 λ 是 (F,F) 上的 σ-有限正测度，且 f : E × F → R+ 可测并满足∫

F
f(x, y)λ(dy) = 1 , ∀x ∈ E.

那么

ν(x,A) =

∫
A
f(x, y)λ(dy)

便定义了从 E 到 F 的转移概率。性质（ii）可由 Tonelli 定理（或参数积分的可测性）得到。

命题 11.5.1 　（i）若 h 是 (F,F) 上的非负可测函数（或有界可测函数），则

φ(x) :=

∫
ν(x, dy)h(y) , x ∈ E

是 (E, E) 上的非负可测函数（相应地，为有界可测函数）。（ii）若 λ 是 (E, E) 上的概率测度，
则

µ(A) :=

∫
λ(dx) ν(x,A) , A ∈ F

是 (F,F) 上的概率测度。
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这些性质很容易验证。对（i），先对非负简单函数 h 验证，再用单调收敛定理；有界函数的情
形可由正部、负部分解得到。下面说明转移概率与条件期望之间的联系。

定义 11.5.2 　设随机变量 X 与 Y 分别取值于 (E, E) 与 (F,F)。若从 E 到 F 的转移概率 ν

满足：对每个 (F,F) 上的非负可测函数 h，都有下式，则称 ν 为给定 X 时 Y 的一个条件分
布：

E[h(Y ) |X] =

∫
ν(X, dy)h(y).

注。随机变量
∫
ν(X, dy)h(y) 是 X 与可测映射

x 7−→
∫
ν(x, dy)h(y)

的复合。因此它确实是 X 的函数，正如条件期望 E[h(Y ) | X] 所必须满足的那样。

按照定义，对任意 A ∈ F，

P (Y ∈ A | X) = ν(X,A), 几乎必然.

为了表达直觉，人们常把它形式化地写成

P (Y ∈ A |X = x) = ν(x,A),

对每个 x ∈ E，把上式直观地写成 P (Y ∈ A | X = x) = ν(x,A) 很自然，但这个等式通常不能用
初等条件概率来定义：除非 X 是离散随机变量，否则常有 P (X = x) = 0。因此严格表述应是随
机变量等式 P (Y ∈ A | X) = ν(X,A)。现在讨论唯一性。若 ν 与 ν ′ 都是给定 X 时 Y 的条件分
布，则对每个 A ∈ F，

ν(X,A) = P (Y ∈ A | X) = ν ′(X,A), 几乎必然,

等价地，对每个 A ∈ F，

ν(x,A) = ν ′(x,A), PX(dx)-几乎处处.

再假设 (F,F) 上的概率测度可由某个可数可测集族上的取值唯一确定；例如 (Rd,B(Rd)) 可
取端点为有理数的半开矩形族。把上述零测集对这个可数集族取并，便得到

ν(x, ·) = ν ′(x, ·), PX(dx)-几乎处处.

这就是条件分布的唯一性：只能要求在 PX -几乎处处意义下唯一，不可能要求对每个 x 都唯
一。尽管如此，通常仍简称为“给定 X 时 Y 的条件分布”。下面转向其存在性。

定理 11.5.2 　设 E 与 F 都是完备可分度量空间，并分别赋予其 Borel σ-代数 E 与 F。则给
定 X 时 Y 的条件分布总是存在。

这个定理是测度论中较深的结果，本讲义不作证明。后文也不必直接调用它，因为所需条件分
布都能显式构造。下面重述上一节的三个例子；注意其中 X 与 Y 的角色已经互换。
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（1）若 X 是离散随机变量，即 E 可数，令 E′ = {a ∈ E : P (X = a) > 0}。可定义

ν(x,A) =

P (Y ∈ A | X = x), x ∈ E′,

δy0(A), x /∈ E′,
A ∈ F ,

其中 y0 ∈ F 是任意固定点。

（2）设 X 与 Y 分别取值于 Rm 与 Rn，并且 (X,Y ) 具有联合密度 p(x, y)。则 X 的密度为

q(x) =

∫
Rn

p(x, y) dy.

由命题 11.4.1，给定 X 时 Y 的条件分布可定义为

ν(x,A) =


1

q(x)

∫
A
p(x, y) dy, q(x) > 0,

δ0(A), q(x) = 0.

（3）最后，设 (X1, . . . , Xn, Y ) 为中心高斯向量，并把

n∑
j=1

λjXj

记作 Y 在由 X1, . . . , Xn 张成的向量空间上的正交投影。再令

σ2 = E[(Y −
n∑

j=1

λjXj)
2].

定理 11.4.3 表明，给定 X = (X1, . . . , Xn) 后，Y 的条件分布为

ν(x1, . . . , xn;A) =

∫
A
q∑n

j=1 λjxj , σ2(y) dy,

其中 qm,σ2 是高斯分布 N (m,σ2) 的密度。略作术语上的简化，我们也说：在给定 (X1, . . . , Xn) 的
条件下，Y 服从分布

N

 n∑
j=1

λjXj , σ
2

 .

随机过程
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随机过程
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第十二章 离散时间鞅论

12.1 定义与例

固定概率空间 (Ω,F , P )。随机过程是定义在这个概率空间上的随机变量序列 (Xn)n∈N。本章
中的随机过程均取实值。

定义 12.1.1 　 (Ω,F) 上的滤过，是一列递增的子 σ-代数 (Fn)n∈N，即

F0 ⊂ F1 ⊂ F2 ⊂ · · · ⊂ F

此时也称 (Ω,F , (Fn)n∈N, P ) 为滤过概率空间。

通常把参数 n 理解为时间，而 Fn 表示截至时刻 n 已获得的全部信息。例。（a）设 (Xn)n∈N 是
定义在 (Ω,F , P ) 上的任意随机变量序列。令 FX

n 为使 X0, X1, . . . , Xn 均可测的最小 σ-代数，即

FX
n = σ(X0, X1, . . . , Xn).

于是 (FX
n )n∈N 是一个滤过，称为随机过程 (Xn)n∈N 的典范滤过。（b）设 Ω = [0, 1)，F 是其 Borel

σ-代数，而 P 是 Lebesgue 测度。令

Fn = σ

([
i− 1

2n
,
i

2n

)
: i = 1, 2, . . . , 2n

)
.

则 (Fn)n∈N 是 [0, 1) 上的二进滤过。

定义 12.1.2 　若对每个 n ∈ N，随机变量 Xn 都关于 Fn 可测，则称过程 (Xn)n∈N 适应于滤
过 (Fn)n∈N。

典范滤过按构造是使该过程适应的最小滤过。本章以下部分（第 12.6 节除外）固定一个滤过
概率空间 (Ω,F , (Fn)n∈N, P )；在例子中有时会明确指定它。下列概念均相对于这个空间而言。

定义 12.1.3 　设 (Xn)n∈N 是适应过程，并且对每个 n ∈ N 都有 E[|Xn|] <∞。称该过程为：
• 鞅，如果对每个 n ∈ N，

E[Xn+1 | Fn] = Xn ;

• 上鞅，如果对每个 n ∈ N，

E[Xn+1 | Fn] ≤ Xn ;

• 下鞅，如果对每个 n ∈ N，

E[Xn+1 | Fn] ≥ Xn .

鞅的定义立即推出一个表面上更强的性质：对任意 0 ≤ n ≤ m，
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E[Xm | Fn] = Xn

可对 m− n 作归纳证明。m = n 时显然；m = n+1 时就是定义；若 m− n ≥ 2，由条件期望的塔
式性质，

E[Xm | Fn] = E[E[Xm | Fm−1] | Fn] = E[Xm−1 | Fn].

特别地，式 (12.1) 蕴含 E[Xm] = E[Xn] = E[X0]。同理，若 (Xn) 是上鞅（相应地，下鞅），则对
所有 0 ≤ n ≤ m，

E[Xm | Fn] ≤ Xn

(
相应地，E[Xm | Fn] ≥ Xn

)
.

从而 E[Xm] ≤ E[Xn]（相应地，E[Xm] ≥ E[Xn]）。把鞅理解为公平游戏很有帮助：Xn 表示玩家
在时刻 n 的资产，Fn 表示截至该时刻掌握的信息。等式 E[Xn+1 | Fn] = Xn 表示在已知过去的
条件下，下一时刻资产的平均值等于当前资产；平均而言既不赢也不输。上鞅相应于不利游戏。显
然，(Xn) 是上鞅当且仅当 (−Xn) 是下鞅。因此，后文只为其中一类陈述的结果，都有符号相反的
对应版本。

例。（i）若 X ∈ L1(Ω,F , P )，令

Xn = E[X | Fn].

则 (Xn)n∈N 是鞅，因为

E[Xn+1 | Fn] = E[E[X | Fn+1] | Fn] = E[X | Fn] = Xn.

这种鞅称为闭鞅。（ii）若 (Xn) 是由可积随机变量组成的递减适应过程，则 (Xn) 是上鞅：

E[Xn+1 | Fn] ≤ E[Xn | Fn] = Xn.

（iii）R 上的随机游走。设 x ∈ R，并设 (Yn)n≥1 是一列独立同分布的实随机变量，其共同分布为
µ，且 E[|Y1|] <∞。令

X0 = x, Xn = x+ Y1 + · · ·+ Yn (n ≥ 1).

再定义滤过

F0 = {∅,Ω}，并且当 n ≥ 1 时，Fn = σ(Y1, . . . , Yn)。

这正是 (Xn) 的典范滤过。于是 (Xn) 在下列情形分别为：

• 鞅，如果 E[Y1] = 0；
• 上鞅，如果 E[Y1] ≤ 0；
• 下鞅，如果 E[Y1] ≥ 0。

例如，在 E[Y1] = 0 时，

E[Xn+1 | Fn] = E[Xn + Yn+1 | Fn] = Xn + E[Yn+1] = Xn,

因为按构造 Yn+1 与 Fn 独立。过程 (Xn) 称为从 x 出发、跳跃分布为 µ 的 R 上随机游走。（iv）
回到例（b）的滤过概率空间。设 µ 是 [0, 1) 上的有限测度，且 P = λ 是 Lebesgue 测度。对每个
n ∈ N，令
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fn =
d(µ|Fn)

d(λ|Fn)
.

这里 fn 是把 µ 与 λ 限制在 Fn 上以后，µ 关于 λ 的 Radon–Nikodym 导数。在有限 σ-代数 Fn

上，每个测度都关于 λ 绝对连续。容易验证

fn(ω) =

2n∑
i=1

µ([(i− 1)2−n, i2−n))

2−n
1[(i−1)2−n,i2−n)(ω).

于是 (fn)n∈N 是鞅。事实上，对任意 A ∈ Fn，

E[1Afn+1] =

∫
1A(ω) fn+1(ω) dω = µ(A) =

∫
1A(ω) fn(ω) dω = E[1Afn],

这正是 fn = E[fn+1 | Fn] 的刻画。特别地，若 µ� λ 在 F 上成立，记 f = dµ/dλ，则

fn = E[f | Fn],

因此这里的鞅属于例（i）中的闭鞅。

鞅的两种变换

两个鞅的变换。

命题 12.1.1 　设 φ : R → R+ 为凸函数，(Xn)n∈N 为适应过程，并且对每个 n都有 E[φ(Xn)] <

∞。
（i）若 (Xn) 是鞅，则 (φ(Xn)) 是下鞅。
（ii）若 (Xn) 是下鞅且 φ 单调递增，则 (φ(Xn)) 是下鞅。
特别地，若 (Xn) 是鞅，则 (|Xn|) 是下鞅；若另外 E[X2

n] <∞，则 (X2
n) 也是下鞅。若 (Xn)

是下鞅，则 (X+
n ) 仍是下鞅。

证明。（i）由条件 Jensen 不等式，

E[φ(Xn+1) | Fn] ≥ φ(E[Xn+1 | Fn]) = φ(Xn).

（ii）同理，因为 Xn ≤ E[Xn+1 | Fn] 且 φ 单调递增，

E[φ(Xn+1) | Fn] ≥ φ(E[Xn+1 | Fn]) ≥ φ(Xn).

定义 12.1.4 　若对每个 n ≥ 1，实随机变量 Hn 都有界且关于 Fn−1 可测，则称随机变量族
(Hn)n≥1 是可预测的。

命题 12.1.2 　设 (Xn)n∈N 为适应过程，(Hn)n≥1 为可预测族。令 (H ·X)0 = 0，且对 n ≥ 1，

(H ·X)n =

n∑
k=1

Hk(Xk −Xk−1), n ≥ 1.

则：
（i）若 (Xn) 是鞅，则 ((H ·X)n) 也是鞅。
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（ii）若 (Xn) 是上鞅（相应地，是下鞅），且对每个 n ≥ 1 都有 Hn ≥ 0，则 ((H ·X)n) 仍是上
鞅（相应地，仍是下鞅）。

证明。（i）由于 Hn 有界，(H ·X)n 可积；按构造它还是适应过程。因此只需验证对每个 n ∈ N，

E[(H ·X)n+1 − (H ·X)n | Fn] = 0.

而 (H ·X)n+1 − (H ·X)n = Hn+1(Xn+1 −Xn)。由于 Hn+1 关于 Fn 可测，

E[Hn+1(Xn+1 −Xn) | Fn] = Hn+1E[Xn+1 −Xn | Fn] = 0.

（ii）的证明完全类似。若把鞅 Xn 解释为玩家在时刻 n 的资产，则 Xn+1 −Xn 是第 n+ 1 轮的收
益。玩家在时刻 n 依据已有信息选择赌注倍数 Hn+1，因此该倍数必须 Fn-可测。变换后的收益是
Hn+1(Xn+1 −Xn)，公平性仍保持；这解释了随机积分 (H ·X)n 的定义。

12.2 停时

定义 12.2.1 　取值于 N := N ∪ {+∞} 的随机变量 T 称为滤过 (Fn) 的停时，如果对每个
n ∈ N，都有

{T = n} ∈ Fn.

这等价于对每个 n ∈ N 都有 {T ≤ n} ∈ Fn。下文可任用这两种刻画。注意停时允许取值 +∞。
写成

{T = +∞} = Ω\
⋃
n∈N

{T = n}

可知 {T = +∞} ∈ F∞，其中

F∞ =
∨
n∈N

Fn = σ
( ⋃

n∈N
Fn

)
.

从博弈观点看，停时是能依据当前信息决定停止的随机时刻：在时刻 n 只能使用 Fn 中的信息。例
如，不能把“股票达到全年最高价的时刻”作为停时，因为这需要预知未来。例。（i）任意常值时间
T = k（k ∈ N）都是停时。（ii）若 (Yn) 是适应过程，A ∈ B(R)，则

TA := inf{n ∈ N : Yn ∈ A}

是一种停时，称为进入A的时间。事实上，对于任意整数n ≥ 0,

{TA = n} = {Y0 /∈ A, Y1 /∈ A, . . . , Yn−1 /∈ A, Yn ∈ A} ∈ Fn.

注意，在 TA 的定义中约定 inf∅ = +∞；下文始终采用这一约定。（iii）反过来，固定整数 N > 0，
并定义最后访问时刻

LA := sup{n ≤ N : Yn ∈ A}, sup∅ := 0.

一般情况下LA不是停时。事实上，对于n ∈ {1, . . . , N − 1},
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{LA = n} = {Yn ∈ A, Yn+1 /∈ A, . . . , YN /∈ A}

原则上不属于Fn.

命题 12.2.1 　 (i) 若 S, T 是停时，则 S ∨ T 与 S ∧ T 也是停时。(ii) 若 (Tk)k∈N 是一列停时，
则 infk Tk、supk Tk、lim supk Tk 与 lim infk Tk 也都是停时。

证明。（i）对每个 n ∈ N，

{S ∧ T ≤ n} = {S ≤ n} ∪ {T ≤ n}, {S ∨ T ≤ n} = {S ≤ n} ∩ {T ≤ n}.

（ii）同理，{infk Tk ≤ n} =
⋃

k{Tk ≤ n}。例如，

{lim inf
k

Tk ≤ n} =

∞⋂
m=0

∞⋃
k=m

{Tk ≤ n}.

其余情形完全类似。

定义 12.2.2 　设 T 为停时。直到时刻 T 的过去 σ-代数定义为

FT = {A ∈ F : ∀n ∈ N, A ∩ {T = n} ∈ Fn}.

容易验证 FT 是一个 σ-代数；若 T = n 为常值停时，则 FT = Fn。

命题 12.2.2 　设 S, T 是两个停时，并且 S ≤ T。则 FS ⊂ FT。

证明。设 A ∈ FS。对任意 n ∈ N，

A ∩ {T = n} =
n⋃

k=0

(
A ∩ {S = k}

)
∩ {T = n} ∈ Fn.

命题 12.2.3 　设 (Yn)n∈N 是适应过程，T 是停时。定义

1{T<∞}YT (ω) =

Yn(ω), T (ω) = n ∈ N,
0, T (ω) = +∞.

则随机变量 1{T<∞}YT 是 FT -可测的。

证明。设 B ⊂ R 是 Borel 集。对每个 n ∈ N，

{1{T<∞}YT ∈ B} ∩ {T = n} = {Yn ∈ B} ∩ {T = n} ∈ Fn,

这说明 {1{T<∞}YT ∈ B} ∈ FT（先处理 0 /∈ B 的情形）。若 0 ∈ B，只需写成

{1{T<∞}YT ∈ B} = {1{T<∞}YT ∈ Bc}c.

若停时 T <∞ 几乎必然，当然简写 YT，不再写 1{T<∞}YT。特别地，对任意停时 T，n ∧ T 也是
停时（引理 12.2.1）。由前一命题，Yn∧T 是 Fn∧T -可测的；再由命题 12.2.2，它也是 Fn-可测的。
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定理 12.2.4（停时定理）　设 (Xn)n∈N 是鞅（相应地，是上鞅），T 是停时。则 (Xn∧T )n∈N 仍
是鞅（相应地，仍是上鞅）。特别地，若 T 有界，则 XT ∈ L1，且

E[XT ] = E[X0] （上鞅情形为E[XT ] ≤ E[X0]）.

证明。对每个 n ≥ 1，令

Hn = 1{T≥n} = 1− 1{T≤n−1}.

于是 (Hn)n≥1 是可预测过程。又因为

Xn∧T = X0 + (H ·X)n

定理第一部分由命题 12.1.2 得到。若 T ≤ N，则 E[XT ] = E[XN∧T ] = E[X0]；上鞅情形则相应得
到不等式。T 有界的假设不能删去。设 Xn = Y1 + · · · + Yn 是从 0 出发的简单对称随机游走，其
中 P(Y1 = 1) = P(Y1 = −1) = 1

2。则 (Xn) 是鞅。若令

T = inf{n ≥ 0 : Xn = 1}

这里 T <∞ 几乎必然（参见命题 10.2.2；下一节还会给出另一种证明），但是

1 = E[XT ] 6= E[X0] = 0.

当然，这里的停时 T 没有有界性，所以与定理并不矛盾。

12.3 鞅的几乎必然收敛

下面研究鞅或下鞅在 n→ ∞ 时的几乎必然收敛性。先从一个确定性数列 α = (αn)n∈N 开始。

给定实数 a < b，对数列 α = (αn)n∈N 定义两列取值于 N = N∪{+∞} 的时刻 Sk(α) 与 Tk(α)。
先令

S1(α) = inf{n ≥ 0 : αn ≤ a}
T1(α) = inf{n ≥ S1(α) : αn ≥ b}

再递归地令

Sk+1(α) = inf{n ≥ Tk(α) : αn ≤ a}
Tk+1(α) = inf{n ≥ Sk+1(α) : αn ≥ b}.

这些定义都采用 inf∅ = +∞ 的约定。对每个整数 n ≥ 0，令

Nn([a, b], α) =

∞∑
k=1

1{Tk(α)≤n},

N∞([a, b], α) =

∞∑
k=1

1{Tk(α)<∞}.

量 N∞([a, b], α) 称为数列 (αn) 对区间 [a, b] 的上穿次数：每一次先到达不高于 a 的位置、随后到
达不低于 b 的位置，就完成一次上穿。下面使用一个初等分析引理。
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引理 12.3.1 　数列 (αn)n∈N 在扩充实数集 R 中收敛，当且仅当对每一对满足 a < b 的有理
数 a, b，都有 N∞([a, b], α) <∞。

现在令 (Xn)n∈N 为适应过程。此时 Sk(X) 与 Tk(X) 是取值于 N 的随机变量，而且都是停时。
例如，

{Tk(X) ≤ n} =
⋃

0≤m1<n1<···<mk<nk≤n

{Xm1 ≤ a,Xn1 ≥ b, . . . , Xmk
≤ a,Xnk

≥ b}

所以 {Tk(X) ≤ n} ∈ Fn。特别地，Nn([a, b], X) 是 Fn-可测随机变量。

引理 12.3.2（Doob 上穿不等式）　设 (Xn)n∈N 是下鞅。则对任意实数 a < b 及任意 n ∈ N，

(b− a)E[Nn([a, b], X)] ≤ E[(Xn − a)+ − (X0 − a)+].

证明。令 Yn = (Xn−a)+。由命题 12.1.1，(Yn) 仍是下鞅。为简化记号，写 Nn = Nn([a, b], X)，
并将 Sk(X), Tk(X) 简写为 Sk, Tk。定义可预测过程 (Hn)n≥1：

Hn =

∞∑
k=1

1{Sk<n≤Tk} ≤ 1

注意，{Sk < n ≤ Tk} = {Sk ≤ n− 1} \ {Tk ≤ n− 1} ∈ Fn−1，因为 Sk, Tk 都是停时。因此 (Hn)

可预测，并且直接计算得

(H · Y )n =

Nn∑
k=1

(YTk
− YSk

) + 1{SNn+1<n}(Yn − YSNn+1
)

≥
Nn∑
k=1

(YTk
− YSk

) ≥ Nn(b− a).

第一个不等式成立，是因为在 {SNn+1 < n} 上有 YSNn+1
= 0，且 Yn ≥ 0。所以

E[(H · Y )n] ≥ (b− a)E[Nn].

另一方面，令 Kn = 1 −Hn。则 (Kn) 是非负可预测过程，命题 12.1.2 说明 (K · Y ) 是下鞅，故
E[(K · Y )n] ≥ 0。又有

(K · Y )n + (H · Y )n = ((K +H) · Y )n = Yn − Y0.

因此

(b− a)E[Nn] ≤ E[(H · Y )n] ≤ E[(K · Y )n + (H · Y )n] = E[Yn − Y0].

这就是引理中的不等式。

定理 12.3.3 　设 (Xn)n∈N 为下鞅，并满足

sup
n∈N

E[(Xn)
+] <∞.
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则当 n→ ∞ 时，Xn 几乎必然收敛；其极限 X∞ 满足 E[|X∞|] <∞。

注。由 E[Xn] = E[X+
n ]− E[X−

n ] 以及下鞅性质 E[Xn] ≥ E[X0]，对每个 k ≥ 0，

E[(Xk)
−] ≤

(
sup
n∈N

E[(Xn)
+]
)
− E[X0].

所以条件（12.2）等价于

sup
n∈N

E[|Xn|] <∞

即 (Xn) 在 L1 中有界。证明。固定有理数 a < b。由引理 12.3.2，对每个 n ≥ 1，

(b− a)E[Nn([a, b], X)] ≤ E[(Xn − a)+] ≤ |a|+ E[X+
n ] ≤ |a|+ sup

k∈N
E[X+

k ].

令 n→ ∞，并使用条件（12.2），得到

(b− a)E[N∞([a, b], X)] <∞

所以 N∞([a, b], X) <∞ 几乎必然。由于有理数对 (a, b) 只有可数多个，删去一个零概率集后，可
以同时保证：对所有有理数 a < b，都有 N∞([a, b], X) < ∞。由引理 12.3.1，(Xn) 几乎必然在扩
充实数集 R 中存在极限，记为 X∞。再由 Fatou 引理以及定理后的注，

E[|X∞|] ≤ lim inf
n→∞

E[|Xn|] ≤ sup
n∈N

E[|Xn|] <∞

因此 X∞ 实际上是有限值随机变量，且 |X∞| <∞ 几乎必然。1

推论 12.3.4 　设 (Xn)n∈N 是非负上鞅。则 Xn 几乎必然收敛，其极限 X∞ ∈ L1，并且对每
个 n ∈ N，

Xn ≥ E[X∞ | Fn] 几乎必然.

证明。把定理 12.3.3 应用于下鞅 X ′
n = −Xn。由于 (X ′

n)
+ = X−

n = 0，条件（12.2）自动成立。
最后，对固定 n 和 m ≥ n，上鞅性质给出 Xn ≥ E[Xm | Fn]；再使用条件 Fatou 引理，

Xn ≥ lim inf
m→∞

E[Xm | Fn] ≥ E[lim inf
m→∞

Xm | Fn] = E[X∞ | Fn].

例。（1）令 Yn = 1 + Z1 + · · ·+ Zn 为从 1 出发的简单对称随机游走。前面已知 (Yn) 关于其规范
滤过是鞅。令

T = inf{n ≥ 0 : Yn = 0}.

则 T 是停时。由定理 12.2.4，Xn = Yn∧T 是正鞅，故可应用上述推论：Xn 几乎必然收敛到有限
随机变量 X∞。然而在 {T = ∞} 上，对每个 n 都有 |Xn+1 −Xn| = |Yn+1 − Yn| = 1，这与收敛矛
盾。因此 T <∞ 几乎必然。结合对称性，这也证明了上一节最后一个例子中用到的性质。此例中
X∞ = 0 几乎必然，所以尽管 (Xn) 是鞅，Xn ≥ E[X∞ | Fn] = 0 通常并非等式。它还说明上述几

1校订注：原讲义在使用 Fatou 引理之前便说极限在 R 中；上穿次数论证此时只排除了振荡，严格地说先得到扩充
实数值极限，再由上式排除 ±∞。
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乎必然收敛未必是 L1 收敛：对每个 n，E[Xn] = 1，而 E[X∞] = 0。2（2）分枝过程。设 µ 是 N
上的概率测度，且

m =

∞∑
k=1

k µ(k) <∞.

排除 µ = δ0 与 µ = δ1 两个退化情形。取一族相互独立、同服从 µ 的随机变量 (ξn,j)n,j∈N，再固定
整数 ℓ ≥ 1，递归定义取值于 N 的随机变量列 (Xn)：

X0 = ℓ

Xn+1 =

Xn∑
j=1

ξn,j , ∀n ∈ N.

Xn 表示种群第 n 代的个体数；每个个体的子代数服从 µ，且不同个体的子代数相互独立。则
(m−nXn) 关于下列滤过是鞅：

F0 = {∅,Ω}, Fn = σ(ξk,j : k < n, j ∈ N) (n ≥ 1).

容易看出 (Xn) 适应于该滤过，因为 Xn 的定义只用到 k < n 时的 ξk,j。又对每个 n ≥ 0，

E[Xn+1 | Fn] = E[

∞∑
j=1

1{j≤Xn} ξn,j | Fn] =

∞∑
j=1

1{j≤Xn}E[ξn,j | Fn] = mXn

这是因为 ξn,j 与 Fn 独立，所以 E[ξn,j | Fn] = E[ξn,j ] = m。于是

E[m−(n+1)Xn+1 | Fn] = m−nXn.

这首先说明 Xn ∈ L1；事实上，简单递推给出 E[Xn] = ℓmn。同时，(m−nXn) 是正鞅。以下分三
种情形讨论。

（1）m < 1。由于 Xn 取整数值，而 m−nXn 收敛到有限值，故充分大的 n 必有 Xn = 0，即
种群几乎必然灭绝。

（2）m = 1。此时 (Xn) 本身是正鞅。只要验证

P (∃N ≥ 1, p ≥ 1 : ∀n ≥ N,Xn = p) = 0.

由 Borel–Cantelli 引理容易得到这一点；这里使用了 µ(1) < 1。（3）m > 1。此时

m−nXn −→
n→∞

Z

在 {Z > 0} 上，Xn 在 n 很大时具有 mn 的数量级。还希望证明 P(Z > 0) > 0，并证明在非灭绝事
件 {lim infnXn > 0} 上几乎必然有 Z > 0。若 (12.3) 的收敛在 L1 中成立，则 P(Z > 0) > 0，因为

E[Z] = lim
n→∞

m−nE[Xn] = ℓ.

Kesten–Stigum 定理说明，(12.3) 在 L1 中收敛当且仅当

∞∑
k=1

k log(k)µ(k) <∞

2校订注：原讲义在路径增量等式中有一处左定界符误排；此处统一写为绝对值。
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此时在非灭绝事件上几乎必然有 Z > 0。第 12.4 节将证明一个稍弱的结果。若 (Xn) 是 L1 中有界
的鞅，定理 12.3.3 保证 Xn 几乎必然收敛到 X∞，但前面的例子说明未必在 L1 中收敛。下一个定
理刻画恰好具有 L1 收敛性的鞅。

定理 12.3.5 　设 (Xn)n∈N 为鞅。下列条件等价：
（i）Xn 几乎必然且在 L1 中收敛到 X∞；
（ii）存在 Z ∈ L1(Ω,F , P )，使得对每个 n ∈ N，Xn = E[Z | Fn]。
若这些条件成立，则（ii）中可以取 Z = X∞。此时称鞅 (Xn) 为闭鞅。

证明。首先假设 (i)。写出

Xn = E[Xm | Fn] , ∀m > n

再利用映射 Y 7→ E[Y | Fn] 是 L1 上的压缩，即 E[|E[Y | Fn]|] ≤ E[|Y |]，令 m → ∞，得到
Xn = E[X∞ | Fn]。反过来，设（ii）成立。则 (Xn) 在 L1 中有界，因而由定理 12.3.3 几乎必然收
敛。为证明 L1 收敛，先设 |Z| ≤ K < ∞。此时所有 |Xn| ≤ K，由支配收敛定理即得结论。一般
情形下，固定 ε > 0，取充分大的 M > 0，使

E[|Z − Z 1{|Z|≤M}|] < ε.

于是对每个 n，

E[|Xn − E[Z 1{|Z|≤M} | Fn]|] = E[|E[Z − Z 1{|Z|≤M} | Fn]|] < ε.

由有界情形，鞅 (E[Z1{|Z|≤M} | Fn]) 在 L1 中收敛。因此可取 n0 充分大，使得对所有 m,n ≥ n0，

E[|E[Z 1{|Z|≤M} | Fm]− E[Z 1{|Z|≤M} | Fn]|] < ε.

结合前两个估计，对所有 m,n ≥ n0，

E[|Xm −Xn|] < 3ε.

由于 ε > 0 任意，(Xn) 是 L1 中的 Cauchy 列，故在 L1 中收敛。

推论 12.3.6 　设 Z ∈ L1(Ω,F , P )。则鞅 (E[Z | Fn])n∈N 几乎必然且在 L1 中收敛到

X∞ = E[Z | F∞], F∞ =

∞∨
n=1

Fn.

证明。由前一定理，只需证明 X∞ = E[Z | F∞]。首先，X∞ 是 F∞-可测的，因为每个 Xn 都
是。其次，对任意 n ∈ N 和 A ∈ Fn，

E[Z 1A] = E[Xn 1A] = E[X∞ 1A].
一个简单的单调类论证（见定理 1.4.1）表明：等式 E[Z1A] = E[X∞1A] 已知对 A ∈

⋃∞
n=1Fn 成

立，因而也对 A ∈ σ(
⋃∞

n=1Fn) = F∞ 成立。条件期望的刻画性质随即给出结论。

例（由二进滤过得到 Lebesgue 分解）。取 Ω = [0, 1)，F = B([0, 1))，P = λ，其中 λ 是
Lebesgue 测度。考虑二进滤过

Fn = σ

([
i− 1

2n
,
i

2n

)
: i = 1, . . . , 2n

)
.
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设 µ 是 [0, 1) 上的有限正测度，并令

fn(ω) =
dµ

dλ

∣∣∣∣
Fn

(ω) =
2n∑
i=1

µ([(i− 1)2−n, i2−n))

2−n
1[(i−1)2−n,i2−n)(ω).

前面已经说明 (fn) 是非负鞅，因此由推论 12.3.4，

fn
几乎必然−−−−−→
n→∞

f∞,

∫
f∞ dλ <∞.

并且 fn ≥ E[f∞ | Fn]。所以对每个 A ∈ Fn，

µ(A) =

∫
fn1A dλ ≥

∫
E[f∞ | Fn]1A dλ =

∫
f∞1A dλ.

二进区间指示函数的非负线性组合，对 [0, 1) 上任意有限测度 γ，在 L1
+([0, 1), γ) 中稠密。因此前

一不等式推广为：对每个有界非负可测函数 g，∫
g dµ ≥

∫
gf∞ dλ.

于是 ν = µ− f∞ · λ 是 [0, 1) 上的正测度。下面证明 ν ⊥ λ。对每个 n ≥ 0，令

hn =
dν

dλ

∣∣∣∣
Fn

= fn − E[f∞ | Fn].

这里 F∞ = F，故推论 12.3.6 给出 E[f∞ | Fn] → f∞ 几乎必然。所以 hn → 0，λ-几乎处处，即

λ

({
x ∈ [0, 1) : lim sup

n→∞
hn(x) > 0

})
= 0. (12.4)

另一方面，对任意 ε > 0，

ν({hn ≤ ε}) =
∫

1{hn≤ε}hn dλ ≤ ε.

因此

ν

({
x ∈ [0, 1) : lim sup

n→∞
hn(x) < ε

})
≤ ν

( ∞⋃
N=1

∞⋂
n=N

{hn ≤ ε}

)
≤ ε.

令 ε ↓ 0，得到

ν

({
x ∈ [0, 1) : lim sup

n→∞
hn(x) = 0

})
= 0.

与（12.4）比较可知，λ 与 ν 集中在两个互不相交的 Borel 集上，即 ν ⊥ λ。所以

µ = f∞ · λ+ ν

正是 µ 关于 Lebesgue 测度的 Lebesgue 分解：第一项绝对连续，第二项与 λ 奇异。此外，µ �
λ⇐⇒ ν = 0，这又等价于鞅 (fn) 是闭鞅。

12.4 p > 1 时的 Lp 收敛

现在研究鞅 (Xn) 在什么条件下于 p > 1 时在 Lp 中收敛。这将导出关于上确界 supn∈NXn 取
大值概率的重要估计。
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引理 12.4.1 　设 (Xn)n∈N 是下鞅，S, T 是有界停时，且 S ≤ T。则

E[XS ] ≤ E[XT ].

注。S = 0 的情形已经包含在定理 12.2.4 中。

证明。已知 XS , XT ∈ L1。对 n ≥ 1，令

Hn = 1{S<n≤T} = 1{S≤n−1} − 1{T≤n−1}.

则 (Hn) 非负且可预测。取整数 N 使 S ≤ T ≤ N，便有

(H ·X)N = XT −XS .

由命题 12.1.2，(H ·X) 是从 0 出发的下鞅，故

E[XT −XS ] = E[(H ·X)N ] ≥ 0.

定理 12.4.2（Doob 最大不等式）　设 (Xn)n∈N 是下鞅。则对任意 a > 0 和 n ∈ N，

aP
(

sup
0≤k≤n

Xk ≥ a
)
≤ E

[
Xn 1{sup0≤k≤n Xk≥a}

]
≤ E[X+

n ].

证明。引入停时

T = inf{n ≥ 0 : Xn ≥ a}.

令

A = { sup
0≤k≤n

Xk ≥ a}

则 A = {T ≤ n}。把引理 12.4.1 应用于有界停时 T ∧ n 与常值停时 n，得到

E[XT∧n] ≤ E[Xn]

另一方面，在 A 上 XT∧n ≥ a，在 Ac 上 T > n，故

XT∧n ≥ a 1A +Xn 1Ac .

合并以上两个不等式，得到

E[Xn] ≥ aP (A) + E[Xn 1Ac ]

移去等式两边共同的 E[Xn1Ac ]，得到 aP (A) ≤ E[Xn1A]。又因 Xn1A ≤ X+
n ，第二个不等式随即

成立。

命题 12.4.3 　设 p > 1，(Xn)n∈N 是非负下鞅，并令

X̃n = sup
0≤k≤n

Xk.
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则对每个 n ≥ 0，

E[(X̃n)
p] ≤ (

p

p− 1
)pE[(Xn)

p].

因此，若 (Yn)n∈N 是鞅，并令

Y ∗
n = sup

0≤k≤n
|Yk|

则对每个 n ≥ 0，

E[(Y ∗
n )

p] ≤ (
p

p− 1
)pE[|Yn|p].

证明。第二条是把第一条应用于非负下鞅 Xn = |Yn| 得到的。证明第一条时，可假设 E[Xp
n] <

∞，否则结论平凡。对每个 0 ≤ k ≤ n，条件 Jensen 不等式给出

E[Xp
k ] ≤ E[E[Xn | Fk]

p] ≤ E[E[Xp
n | Fk]] = E[Xp

n]. (12.5)

3 因此还有 E[(X̃n)
p] <∞。由定理 12.4.2，对每个 a > 0 都有

aP (X̃n ≥ a) ≤ E[Xn 1{X̃n≥a}].

把不等式两端乘以 ap−2，再对 a ∈ (0,∞) 积分。左端为

∫ ∞

0
ap−1P(X̃n ≥ a) da = E

[∫ X̃n

0
ap−1 da

]
=

1

p
E[(X̃n)

p].

这里使用了 Fubini–Tonelli 定理。右端同理为

∫ ∞

0
ap−2E

[
Xn1{X̃n≥a}

]
da = E

[
Xn

∫ X̃n

0
ap−2 da

]
=

1

p− 1
E[Xn(X̃n)

p−1]

≤ 1

p− 1
E[Xp

n]
1/pE[(X̃n)

p](p−1)/p.

其中最后一步使用 Hölder 不等式。因此

1

p
E[(X̃n)

p] ≤ 1

p− 1
E[Xp

n]
1/pE[(X̃n)

p](p−1)/p.

约去有限的因子 E[(X̃n)
p](p−1)/p，便得到命题的第一条不等式。

对任意随机过程 (Xn)n∈N，以后记

X∗
∞ = sup

n∈N
|Xn|.

3校订注：原讲义在条件 Jensen 不等式的第二个条件期望中误排为 Fn；此处应始终以 Fk 为条件。
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定理 12.4.4 　设 (Xn)n∈N 是鞅。假设存在 p > 1，使

sup
n∈N

E[|Xn|p] <∞.

则 Xn 几乎必然且在 Lp 中收敛到某个随机变量 X∞，并且

E[|X∞|p] = sup
n∈N

E[|Xn|p]

此外，

E[(X∗
∞)p] ≤ (

p

p− 1
)pE[|X∞|p].

证明。该鞅在 L1 中有界，所以定理 12.3.3 已给出 Xn → X∞ 几乎必然成立。又由命题 12.4.3，
对每个 n ∈ N，

E[(X∗
n)

p] ≤ (
p

p− 1
)p sup

k∈N
E[|Xk|p].

令 n ↑ ∞，由单调收敛定理，

E[(X∗
∞)p] ≤ (

p

p− 1
)p sup

k∈N
E[|Xk|p] <∞

故 X∗
∞ ∈ Lp。因为 |Xn| ≤ X∗

∞，支配收敛定理给出 Xn → X∞ 于 Lp。最后，式（12.5）说明
(E[|Xn|p]) 单调递增，所以

E[|X∞|p] = lim
n→∞

E[|Xn|p] = sup
n∈N

E[|Xn|p].

例。回到上一节的分支过程 (Xn)n∈N。设初始种群大小为 X0 = ℓ，并假设繁殖分布 µ 满足

m =
∞∑
k=0

k µ(k) ∈ (1,∞)

以及

∞∑
k=0

k2µ(k) <∞.

再令 σ2 = Var(µ) =
∑∞

k=0 k
2µ(k)−m2。前面已经证明 (m−nXn) 是鞅。下面验证它在 L2 中有界。

直接计算得

E[X2
n+1 | Fn] = E

 ∞∑
j,k=1

1{j≤Xn, k≤Xn}ξn,jξn,k

∣∣∣∣∣∣Fn


=

∞∑
j,k=1

1{j≤Xn, k≤Xn}E[ξn,jξn,k]

=
∞∑

j,k=1

1{j≤Xn, k≤Xn}
(
m2 + σ21{j=k}

)
= m2X2

n + σ2Xn.
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取全期望，得到

E[X2
n+1] = m2E[X2

n] + ℓσ2mn.

令 an = m−2nE[X2
n]，则

an+1 = an + ℓσ2m−n−2.

由于 m > 1，级数
∑

nm
−n−2 收敛，故 (an) 收敛。于是鞅 (m−nXn) 在 L2 中有界。由定理 12.4.4，

它在 L2 中收敛于某个 Z。特别地，E[Z] = E[X0] = ℓ，从而 P(Z > 0) > 0。事实上还可证明：在
种群不灭事件上，Z > 0 几乎必然成立。

12.5 一致可积性与鞅

定义 12.5.1 　若随机变量族 (Xi)i∈I ⊂ L1(Ω,F , P ) 满足下式，则称它一致可积：

lim
a→+∞

(
sup
i∈I

E[|Xi|1{|Xi|>a}]

)
= 0.

显然，一族一致可积的随机变量在 L1 中是有界的：只需选择足够大的 a 使得

(
sup
i∈I

E[|Xi|1{|Xi|>a}]
)
≤ 1

于是 supiE[|Xi|] ≤ a+ 1。反之，L1 中有界的族未必一致可积。下面给出几个基本例子。

（1）单点族一致可积；更一般地，L1 的每个有限子集都一致可积。

（2）若 Z ∈ L1 且 Z ≥ 0，则所有满足 |X| ≤ Z 的随机变量组成一致可积族。

（3）设 Φ : R+ → R+ 满足 Φ(x)/x→ ∞（x→ ∞）。则对任意 C > 0，

{X ∈ L1 : E[Φ(|X|)] ≤ C}

一致可积。确实，

E[|X|1{|X|>a}] ≤
(

sup
x>a

x

Φ(x)

)
E[Φ(|X|)].

（4）若 p > 1，则 Lp 的每个有界子集都一致可积；这是（3）取 Φ(x) = xp 的特例。

下一命题解释了“一致可积”这一名称。

命题 12.5.1 　设 (Xi)i∈I 是 L1(Ω,F , P ) 中的有界族。下列两条等价：
（i）(Xi)i∈I 一致可积；
（ii）对每个 ε > 0，存在 δ > 0，使得只要 A ∈ F 且 P (A) < δ，就有

sup
i∈I

E[|Xi|1A] < ε.

证明。（i）⇒（ii）。固定 ε > 0。由一致可积性，可取 a > 0，使

sup
i∈I

E[|Xi|1{|Xi|>a}] <
ε

2
.
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令 δ = ε/(2a)。若 P (A) < δ，则对每个 i ∈ I，

E[|Xi|1A] ≤ E[|Xi|1A∩{|Xi|≤a}] + E[|Xi|1{|Xi|>a}]

≤ aP (A) +
ε

2
< ε.

（ii）⇒（i）。令 C = supi∈I E[|Xi|] <∞。由 Markov 不等式，

P (|Xi| > a) ≤ C

a
(i ∈ I).

给定 ε > 0，取条件（ii）所对应的 δ > 0。若 a 充分大，使 C/a < δ，把（ii）应用于事件 {|Xi| > a}，
便有

sup
i∈I

E[|Xi|1{|Xi|>a}] < ε.

这正是一致可积性。

推论 12.5.2 　设 X ∈ L1(Ω,F , P )。当 G 遍历 F 的所有子 σ-代数时，随机变量族 {E[X | G]}
一致可积。

证明。任取 ε > 0。因为单点族 {X} 一致可积，由命题 12.5.1 可选取 δ > 0，使得对每个
A ∈ F，若 P (A) < δ，则

E[|X|1A] ≤ ε.

另一方面，对每个 a > 0，由 Markov 不等式，

P (|E[X | G]| > a) ≤ 1

a
E[|E[X | G]|] ≤ E[|X|]

a
.

因此，只要 a 足够大，使 E[|X|]/a < δ，就可利用条件期望的特征性质得到

E
[
|E[X | G]|1{|E[X|G]|>a}

]
≤ E

[
E[|X| | G]1{|E[X|G]|>a}

]
= E

[
|X|1{|E[X|G]|>a}

]
< ε.

这正说明所述随机变量族一致可积。

定理 12.5.3 　设 (Xn)n∈N ⊂ L1 依概率收敛到 X∞。则下列两条等价：
（i）Xn → X∞ 在 L1 中成立；
（ii）序列 (Xn)n∈N 一致可积。

注。支配收敛定理说明：若Xn → X∞ 几乎必然，并存在非负可积随机变量 Z，使所有 |Xn| ≤ Z，
则 Xn → X∞ 在 L1 中成立。这个支配条件比一致可积更强；而本定理说明，在已知依概率收
敛时，一致可积恰好是 L1 收敛的充要条件。

证明。（i）⇒（ii）。首先，(Xn) 在 L1 中有界。给定 ε > 0，可取 N 足够大，使得对每个 n ≥ N，

E[|Xn −XN |] < ε

2
.

有限族 {X0, X1, . . . , XN} 一致可积，因此可取 δ > 0，使得每当事件 A 满足 P (A) < δ 时，

∀n ∈ {0, 1, . . . , N}, E[|Xn|1A] <
ε

2
.
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若 n > N，则还有

E[|Xn|1A] ≤ E[|XN |1A] + E[|Xn −XN |] < ε.

所以命题 12.5.1 的条件（ii）成立，(Xn) 一致可积。

（ii）⇒（i）由命题 12.5.1（ii）对一致可积性的刻画，随机变量族 (Xn −Xm)n,m∈N 也一致可
积。因此，固定 ε > 0 后，可取 a 足够大，使得对所有 m,n ∈ N，

E
[
|Xn −Xm|1{|Xn−Xm|>a}

]
< ε.

于是，对任意 m,n ∈ N，

E[|Xn −Xm|] ≤ E
[
|Xn −Xm|1{|Xn−Xm|≤ε}

]
+ E

[
|Xn −Xm|1{ε<|Xn−Xm|≤a}

]
+ E

[
|Xn −Xm|1{|Xn−Xm|>a}

]
≤ 2ε+ aP (|Xn −Xm| > ε).

又因为 (Xn) 依概率收敛到 X∞，所以

P (|Xn −Xm| > ε) ≤ P
(
|Xn −X∞| > ε

2

)
+ P

(
|Xm −X∞| > ε

2

)
−−−−−→
m,n→∞

0.

因此

lim sup
m,n→∞

E[|Xn −Xm|] ≤ ε.

由于 ε 任意，(Xn) 在 L1 范数下是 Cauchy 列。而 L1 完备，且 L1 收敛蕴含依概率收敛；极限的
唯一性表明其 L1 极限就是 X∞。

注。作为推论，若 (Xn) 依概率收敛，并且对某个 p > 1 在 Lp 中有界，则 Xn → X∞ 在 L1

中成立；事实上，对每个 q < p，还在 Lq 中收敛。后一个结论可把本定理应用于 |Xn −X∞|q

得到。

鞅的应用。把前一定理与定理 12.3.5 结合起来，可知对鞅 (Xn)n∈N，下列三条等价：

（i）Xn 几乎必然且在 L1 中收敛到 X∞；

（ii）序列 (Xn)n∈N 一致可积；

（iii）该鞅是闭鞅：存在 Z ∈ L1(Ω,F , P )，使得对所有 n ∈ N，都有 Xn = E[Z | Fn]。

也可直接由推论 12.5.2 从（iii）推出（ii）。因此，一致可积鞅恰好就是闭鞅。回忆在这种情况
下，对每个 n 都有 Xn = E[X∞ | Fn]。

停时定理。若适应过程 (Xn)n∈N 几乎必然收敛到 X∞，则对每个可能取无穷值的停时 T，定
义

XT =
∞∑
n=0

1{T=n}Xn + 1{T=∞}X∞.

命题 12.2.3 的直接推广表明，XT 是 FT -可测的。
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定理 12.5.4 　设 (Xn)n∈N 是一致可积鞅。则对任意停时 T（允许 T = ∞），

XT = E[X∞ | FT ],

特别地，对每个 n ∈ N，E[XT ] = E[X∞] = E[Xn]。若 S, T 是停时且 S ≤ T，则

XS = E[XT | FS ].

注。（i）由本定理和推论 12.5.2，随机变量族 {XT : T 为停时} 一致可积。（ii）对任意鞅 (Xn)n∈N
和固定整数 N ≥ 0，可把本定理应用于一致可积的停止鞅 (Xn∧N )n∈N，从而重新得到前面的
一些结果。

证明。先验证 XT ∈ L1：

E[|XT |] =
∑∞

n=0E[1{T=n}|Xn|] + E[1{T=∞}|X∞|]
=

∑∞
n=0E[1{T=n}|E[X∞ | Fn]]] + E[1{T=∞}|X∞|]

≤
∑∞

n=0E[1{T=n}E[|X∞| | Fn]] + E[1{T=∞}|X∞|]
=

∑∞
n=0E[1{T=n}|X∞|] + E[1{T=∞}|X∞|]

= E[|X∞|] <∞.

再取任意 A ∈ FT。由于 XT ∈ L1，

E[1AXT ] =
∑

n∈N∪{∞}E[1A∩{T=n}XT ]

=
∑

n∈N∪{∞}E[1A∩{T=n}Xn]

=
∑

n∈N∪{∞}E[1A∩{T=n}X∞]

= E[1AX∞].

第一个等式利用 XT ∈ L1，从而可由 Fubini–Tonelli 定理交换求和与期望；第三个等式利用 Xn =

E[X∞ | Fn] 以及停时 σ-代数的定义性质 A∩ {T = n} ∈ Fn。由于 XT 是 FT -可测的，上式即证明
XT = E[X∞ | FT ]。其余断言随即得到；特别地，FS ⊂ FT 蕴含

XS = E[X∞ | FS ] = E[E[X∞ | FT ] | FS ] = E[XT | FS ].

定理 12.5.5 　设 (Xn)n∈N 为上鞅，并假设下列条件之一成立：
（i）对每个 n ∈ N，Xn ≥ 0；
（ii）序列 (Xn)n∈N 一致可积。
则对任意停时 T（允许取值 ∞），都有 XT ∈ L1。此外，若停时 S ≤ T，则：

（i）情形下，1{S<∞}XS ≥ E[1{T<∞}XT | FS ]；
（ii）情形下，XS ≥ E[XT | FS ]。

证明。先处理（i）。若停时 T 有界，定理 12.2.4 给出 E[XT ] ≤ E[X0]。对任意停时 T，由 Fatou
引理，

E[XT ] ≤ lim inf
k→∞

E[XT∧k] ≤ E[X0].

故 XT ∈ L1。再设 S ≤ T。先假设 S, T ≤ N。引理 12.4.1 给出 E[XS ] ≥ E[XT ]。更一般地，任取
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A ∈ FS，定义

SA(ω) =

S(ω), ω ∈ A,

N, ω /∈ A,
TA(ω) =

T (ω), ω ∈ A,

N, ω /∈ A.

由于 A ∈ FS ⊂ FT，二者都是停时。把 E[XSA ] ≥ E[XTA ] 展开，得到

∀A ∈ FS , E[XS1A] ≥ E[XT 1A].

现在回到任意停时 S ≤ T。取 B ∈ FS，并把上述结论应用于 S ∧ k、T ∧ k 以及 A = B ∩ {S ≤ k}，
便有

E[XS∧k1B∩{S≤k}] ≥ E[XT∧k1B∩{S≤k}]

≥ E[XT∧k1B∩{T≤k}].

因为 {T ≤ k} ⊂ {S ≤ k}，且 XT∧k ≥ 0。所以

E[XS1B∩{S≤k}] ≥ E[XT 1B∩{T≤k}].

令 k → ∞，由支配收敛定理得到

E[XS1B∩{S<∞}] ≥ E[XT 1B∩{T<∞}].

记 X̃S = 1{S<∞}XS、X̃T = 1{T<∞}XT。于是对每个 B ∈ FS，

E[X̃S1B] ≥ E[X̃T 1B] = E
[
E[X̃T | FS ]1B

]
.

由于 X̃S 关于 FS 可测，这正说明 X̃S ≥ E[X̃T | FS ]。

下面处理（ii）。一致可积性蕴含 (Xn) 在 L1 中有界，故它几乎必然收敛于某个 X∞；由定理
12.5.3，收敛也在 L1 中成立。在上鞅不等式 Xn ≥ E[Xn+m | Fn] 中令 m→ ∞，得到

Xn ≥ E[X∞ | Fn], n ∈ N.

另一方面，闭鞅 Zn = E[X∞ | Fn] 几乎必然收敛到X∞（注意X∞ 关于 F∞ 可测）。令 Yn = Xn−Zn，
则 (Yn) 是非负上鞅，且 Y∞ = 0。由（i）以及定理 12.5.4，先得 XT = YT + ZT ∈ L1，再得

YS ≥ E[YT | FS ].

这里无须写有限性指示函数，因为 Y∞ = 0。再把定理 12.5.4 应用于一致可积鞅 (Zn)，得到

ZS = E[ZT | FS ].

把以上两式相加，便得到

XS ≥ E[XT | FS ].

例（赌徒破产）。考虑从 X0 = k ≥ 0 出发的一维简单对称随机游走。固定整数m ≥ 1，且 0 ≤ k ≤ m，
令

T = inf{n ≥ 0 : Xn = 0 或Xn = m}.
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由前面的随机游走例可知 T < ∞ 几乎必然。停止鞅 Yn = Xn∧T 有界，因而一致可积。所以
E[Y∞] = E[Y0] = k，即

mP(XT = m) = k.

从而

P(XT = m) =
k

m
, P(XT = 0) = 1− k

m
.

还可处理有偏随机游走。设 Xn = k + Y1 + · · ·+ Yn，其中 Yi 独立同分布，且

P(Y1 = 1) = p, P(Y1 = −1) = 1− p =: q.

其中 p ∈ (0, 1) \ {1/2}。容易验证

Zn =

(
q

p

)Xn

是鞅。仍以 T 表示首次到达 0 或 m 的时刻。由于 Zn∧T 收敛而其在 {T = ∞} 上不可能最终保持
常值，可知 T <∞ 几乎必然。对有界鞅 Zn∧T 应用停时定理，得到

(
q

p

)k

= E

[(
q

p

)XT
]
=

(
q

p

)m

P(XT = m) + P(XT = 0).

解这个二元方程，得到

P(XT = m) =
(q/p)k − 1

(q/p)m − 1
, P(XT = 0) =

(q/p)m − (q/p)k

(q/p)m − 1
.

12.6 反向鞅

反向滤过是由负整数指标的一族子 σ-代数 (Fn)n∈−N，满足对任意 m,n ∈ −N，

n ≤ m⇒ Fn ⊂ Fm.

记作

F−∞ =
⋂

n∈−N
Fn

F−∞ 仍是 F 的子 σ-代数。与正向滤过不同，当 n → −∞ 时，Fn 越来越小。若对每个 n ∈ −N，
Xn 关于 Fn 可测且 E[|Xn|] <∞，并且对任意 m,n ∈ −N 满足

n ≤ m =⇒ Xn = E[Xm | Fn],

则称 (Xn)n∈−N 为反向鞅。把等号分别改为 ≥ 或 ≤，就得到反向上鞅或反向下鞅。

定理 12.6.1 　设 (Xn)n∈−N 为反向上鞅，并假设
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sup
n∈−N

E[|Xn|] <∞.

则 (Xn)n∈−N 一致可积；当 n → −∞ 时，它几乎必然且在 L1 中收敛到某个 X∞。此外，对
每个 n ∈ −N，

E[Xn | F−∞] ≤ X∞.

注。（a）对反向鞅，条件 (12.6) 自动成立，因为 Xn = E[X0 | Fn]，从而 E[|Xn|] ≤ E[|X0|]。
其一致可积性也可由推论 12.5.2 得到。（b）正向上鞅即使在 L1 中有界，也未必一致可积；这
是反向情形与正向情形的关键差别。

证明。先由 Doob 上升次数不等式证明几乎必然收敛。固定 K ≥ 1，对 n ∈ {0, 1, . . . ,K} 令

Y K
n = X−K+n,

GK
n = F−K+n.

当 n > K 时再令 Y K
n = X0、GK

n = F0。于是 (Y K
n )n∈N 关于滤过 (GK

n ) 是上鞅。把引理 12.3.2 应
用于下鞅 (−Y K

n )，对任意 a < b 得到

(b− a)E[NK([a, b],−Y K)] ≤ E[(−Y K
K − a)+] = E[(−X0 − a)+] ≤ |a|+ E[|X0|].

4 容易验证，当 K ↑ ∞ 时，NK([a, b],−Y K) 单调增加到

N([a, b],−X) := sup{k ∈ N : ∃m1 < n1 < · · · < mk < nk ≤ 0,

−Xm1 ≤ a, −Xn1 ≥ b, . . . ,−Xmk
≤ a, −Xnk

≥ b}.

它就是过程 (−Xn)n∈−N 穿越区间 [a, b] 的总上升次数。由单调收敛定理，

(b− a)E[N([a, b],−X)] ≤ |a|+ E[|X0|] <∞.

所以对每对有理数 a < b，几乎必然有 N([a, b],−X) <∞。对引理 12.3.1 作同样修改，得到 (Xn)

在 n → −∞ 时几乎必然收敛；Fatou 引理还说明极限 X∞ 满足 E[|X∞|] < ∞。下面证明一致可
积。固定 ε > 0。由 (12.6)，递增数列 (E[X−n])n∈N 有上界，故可取充分小的整数 K ≤ 0，使对每
个 n ≤ K，

E[Xn] ≤ E[XK ] +
ε

2
.

有限族 XK , XK+1, . . . , X0 一致可积，因此可取 a > 0 充分大，使对每个 n ∈ {K,K + 1, . . . , 0}，

E[|Xn|1{|Xn|>a}] < ε.

还可取 δ > 0 充分小，使得只要 A ∈ F 且 P (A) < δ，就有

E[|XK |1A] <
ε

2
.

现在设 n < K。则

4校订注：原讲义在上升次数中误排为 −Y N；本段固定的截断过程是 Y K，故应为 −Y K。
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E[|Xn|1{|Xn|>a}] = E[−Xn1{Xn<−a}] + E[Xn1{Xn>a}]

= −E[Xn1{Xn<−a}] + E[Xn]− E[Xn1{Xn≤a}]

≤ −E[E[XK | Fn]1{Xn<−a}] + E[XK ] +
ε

2
− E[E[XK | Fn]1{Xn≤a}]

= −E[XK1{Xn<−a}] + E[XK ] +
ε

2
− E[XK1{Xn≤a}]

= −E[XK1{Xn<−a}] + E[XK1{Xn>a}] +
ε

2

≤ E[|XK |1{|Xn|>a}] +
ε

2
.

第一个不等式使用了 E[Xn] ≤ E[XK ] + ε/2，以及反向上鞅性质 Xn ≥ E[XK | Fn]。另一方面，

P (|Xn| > a) ≤ 1

a
E[|Xn|] ≤

C

a

其中 C = supk E[|Xk|] <∞。必要时再增大 a，可设 C/a < δ，于是

E[|XK |1{|Xn|>a}] <
ε

2

并结合前述内容，

E[|Xn|1{|Xn|>a}] < ε,

这对每个 n < K 成立；而对 n ∈ {K,K+1, . . . , 0}，同一不等式已由 a 的选择保证。因此 (Xn)n∈−N

一致可积。结合几乎必然收敛，便得到 L1 收敛。最后，对 m ≤ n 及 A ∈ F−∞ ⊂ Fm，有

E[Xn1A] ≤ E[Xm1A]

令 m→ −∞，得到

E[Xn1A] ≤ E[X∞1A] , ∀A ∈ F−∞.

因此我们也有

E[E[Xn | F−∞]1A] ≤ E[X∞1A] , ∀A ∈ F−∞.

因为 X∞ 关于 F−∞ 可测，这恰好说明 E[Xn | F−∞] ≤ X∞。

推论 12.6.2 　设 Z ∈ L1，(Gn)n∈N 是一列递减的子 σ-代数。则

E[Z | Gn]
a.s., L1

−−−−→
n→∞

E[Z | G∞].

其中

G∞ =
⋂
n∈N

Gn.

证明。对每个 n ∈ N，令 X−n = E[Z | Gn]、F−n = Gn。则 (Xn)n∈−N 关于逆向滤过 (Fn)n∈−N

是鞅。定理保证当 n→ −∞ 时，Xn 几乎必然且在 L1 中收敛。又由定理最后一条，极限满足

X∞ = E[X0 | F−∞] = E[E[Z | F0] | F−∞] = E[Z | F−∞].
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应用。（A）强大数律。设 ξ1, ξ2, . . . 是一列属于 L1 的独立同分布实随机变量。令 S0 = 0，并
对 n ≥ 1 令

Sn = ξ1 + · · ·+ ξn.

关键恒等式是

E[ξ1 | Sn] =
1

n
Sn.

事实上，存在可测函数 g，使 E[ξ1 | Sn] = g(Sn)。任取 k ∈ {1, . . . , n}，随机向量 (ξk, Sn) 与 (ξ1, Sn)

同分布。因此，对任意有界可测函数 h，

E[ξkh(Sn)] = E[ξ1h(Sn)] = E[g(Sn)h(Sn)].

这说明 E[ξk | Sn] = g(Sn) 也成立。于是

ng(Sn) = E[ξ1 + · · ·+ ξn | Sn] = Sn. (12.7)

这就证明了式（12.7）。另外，对每个 n ≥ 1，还有

E[ξ1 | Sn, ξn+1, ξn+2, . . .] =
1

n
Sn. (12.8)

这由式（12.7）和下面的引理立即得到：应用引理时取 Z = ξ1、H1 = σ(Sn) 及 H2 =

σ(ξn+1, ξn+2, . . .)。

引理 12.6.3 　设 Z ∈ L1，且 H1,H2 是 F 的两个子 σ-代数。若 H2 与 σ(Z) ∨H1 独立，则

E[Z | H1 ∨H2] = E[Z | H1].

证明。由独立性，对形如 A = B∩C 的集合，其中B ∈ H1、C ∈ H2，有 E[1AZ] = E[1AE[Z | H1]]。
对这样的矩形事件应用单调类引理（定理 1.4.1），即可把该恒等式推广到所有 A ∈ H1 ∨H2。现在
在推论 12.6.2 中取 Z = ξ1，并对 n ≥ 1 令

Gn = σ(Sn, ξn+1, ξn+2, . . .).

由式（12.8），n−1Sn = E[Z | Gn]。于是 (n−1Sn) 几乎必然且在 L1 中收敛。该极限不受任何有限个
ξi 的改变影响，因而对每个尾 σ-代数都可测；Kolmogorov 全或无律说明它几乎必然为常数。再取
期望便知该常数为 limn n

−1E[Sn] = E[ξ1]。

（B）Hewitt–Savage 全或无律。设 ξ1, ξ2, . . . 是一列取值于可测空间 (E, E) 的独立同分布随机
变量。映射 ω 7→ (ξ1(ω), ξ2(ω), . . .) 是取值于 EN∗

的随机变量；这里的乘积 σ-代数，是使每个坐标
映射 (x1, x2, . . .) 7→ xi 可测的最小 σ-代数。若可测函数 F : EN∗ → R 满足

F (x1, x2, x3, . . .) = F (xπ(1), xπ(2), xπ(3), . . .).

对 N∗ 的每个有限支撑置换 π 都成立，则称 F 为对称函数。所谓“有限支撑”，是指只有有限多个 i

满足 π(i) 6= i。

定理 12.6.4（Hewitt–Savage 全或无律）　若 F : EN∗ → R 是对称可测函数，则 F (ξ1, ξ2, . . .)

几乎必然为常数。
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例。若 ξ1, ξ2, . . . 取值于 Rd，考虑 d 维随机游走

Xn = ξ1 + · · ·+ ξn.

任取 Borel 集 B ∈ B(Rd)，指标随机变量

1{card{n≥1:Xn∈B}=∞}

它是 ξ1, ξ2, . . . 的对称函数。

因此
P
(
Card{n ≥ 1 : Xn ∈ B} = ∞

)
∈ {0, 1}.

证明。不失一般性，可设 F 有界。令

Fn = σ(ξ1, . . . , ξn), Gn = σ(ξn+1, ξn+2, . . .).

记 Y = F (ξ1, ξ2, . . .)，并对每个 n ∈ N 令

Xn = E[Y | Fn], Zn = E[Y | Gn].

推论 12.3.6 给出 Xn → E[Y | F∞] = Y 几乎必然且在 L1 中成立；推论 12.6.2 给出 Zn → E[Y |
G∞] = E[Y ] 几乎必然且在 L1 中成立，其中 G∞ 由 Kolmogorov 全或无律是平凡的。因此，对任意
ε > 0，可取充分大的 n，使

E[|Xn − Y |] < ε, E[|Zn − E[Y ]|] < ε. (12.9)

另一方面，存在可测函数 g : En → R，使 Xn = g(ξ1, . . . , ξn)。式（12.9）的第一个估计写成

E[|F (ξ1, ξ2, . . .)− g(ξ1, . . . , ξn)|] < ε.

由于序列 (ξn+1, . . . , ξ2n, ξ1, . . . , ξn, ξ2n+1, . . .) 与 (ξ1, ξ2, . . .) 同分布，上式还蕴含

E[|F (ξn+1, . . . , ξ2n, ξ1, . . . , ξn, ξ2n+1, . . .)− g(ξn+1, . . . , ξ2n)|] < ε.

由 F 的对称性，前一式中出现的 F 的值就是 F (ξ1, ξ2, . . .) = Y。因此得到

E[|Y − g(ξn+1, . . . , ξ2n)|] < ε. (12.10)

对 Gn 取条件期望，并利用条件 Jensen 不等式，得到

E[|E[Y | Gn]− E[g(ξn+1, . . . , ξ2n) | Gn]|] < ε.

即

E[|Zn − g(ξn+1, . . . , ξ2n)|] < ε. (12.11)

把式（12.10）、（12.11）与式（12.9）的第二个估计合并，得到

E[|Y − E[Y ]|] < 3ε.

由于 ε > 0 任意，必有 E[|Y − E[Y ]|] = 0，即 Y = E[Y ] 几乎必然。
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第十三章 马尔可夫链

13.1 定义与基本性质

本章始终设 E 是有限或可数集合，并赋予离散 σ-代数 P(E)。E 上的随机矩阵，是一族实数
(Q(x, y))x,y∈E，满足：（i）对每个 x, y ∈ E，0 ≤ Q(x, y) ≤ 1；

（ii）对每个 x ∈ E，
∑

y∈E Q(x, y) = 1。

这个概念等价于从 E 到 E 的转移概率。事实上，令

ν(x,A) =
∑
y∈A

Q(x, y), x ∈ E, A ⊂ E.

则 ν 是从 E 到 E 的转移概率（见第 11 章）。反过来，从任一这样的转移概率 ν 出发，公式
Q(x, y) = ν(x, {y}) 定义了 E 上的随机矩阵。对每个整数 n ≥ 1，可定义矩阵幂 Qn：先令 Q1 = Q，
再递归地令

Qn+1(x, y) =
∑
z∈E

Qn(x, z)Q(z, y).

容易验证，Qn 仍是 E 上的随机矩阵。另令 Q0(x, y) = 1{x=y}。对任意函数 f : E → R+，记 Qf

为函数

Qf(x) =
∑
y∈E

Q(x, y)f(y).

定义 13.1.1 　设 Q 是 E 上的随机矩阵，(Xn)n∈N 是取值于 E 的随机过程。若对每个 n ≥ 0，
给定 (X0, X1, . . . , Xn) 后，Xn+1 的条件分布为 Q(Xn, ·)，就称 (Xn) 是转移矩阵为 Q 的马尔
可夫链。等价地，

P (Xn+1 = y | X0 = x0, X1 = x1, . . . , Xn = xn) = Q(xn, y)

对所有 x0, x1, . . . , xn, y ∈ E，只要 P (X0 = x0, . . . , Xn = xn) > 0，上式就成立。

注。（i）一般地，给定 X0, . . . , Xn 后，Xn+1 的条件分布可能依赖整个过去。马尔可夫性质断
言：这里它只依赖当前状态 Xn。也就是说，在预测下一时刻时，已知现在以后，过去不再提
供额外信息。（ii）Q(x, ·) 不依赖时刻 n，这称为齐次性。若从时刻 n 到 n + 1 的转移机制还
依赖 n，则得到非齐次马尔可夫链。

命题 13.1.1 　取值于 E 的过程 (Xn)n∈N 是转移矩阵为 Q 的马尔可夫链，当且仅当对每个
n ≥ 0 及任意 x0, . . . , xn ∈ E，

P(X0 = x0, X1 = x1, . . . , Xn = xn) = P(X0 = x0)Q(x0, x1)Q(x1, x2) · · ·Q(xn−1, xn). (13.1)
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特别地，若 P(X0 = x0) > 0，则

P (Xn = xn | X0 = x0) = Qn(x0, xn).

证明。若 (Xn) 是转移矩阵为 Q 的马尔可夫链，对 n 作归纳，并在归纳步骤中写成

P (X0 = x0, X1 = x1, . . . , Xn = xn, Xn+1 = xn+1) =

= P (X0 = x0, . . . , Xn = xn)× P (Xn+1 = xn+1 | X0 = x0, . . . , Xn = xn).

反过来，若式（13.1）成立，则只要条件事件具有正概率，就有

P(Xn+1 = y | X0 = x0, . . . , Xn = xn)

=
P(X0 = x0)Q(x0, x1) · · ·Q(xn−1, xn)Q(xn, y)

P(X0 = x0)Q(x0, x1) · · ·Q(xn−1, xn)
= Q(xn, y).

最后一个结论来自恒等式

Qn(x0, xn) =
∑

x1,x2,...,xn−1∈E
Q(x0, x1)Q(x1, x2) · · ·Q(xn−1, xn).

注。公式 (13.1) 表明，马尔可夫链 (Xn) 的有限维分布完全由初始分布与转移矩阵 Q 决定。下
面的命题汇集若干基本性质。在（ii）中用 P(A | Z) 表示条件期望 E[1A | Z]。

命题 13.1.2 　设 (Xn)n∈N 是转移矩阵为 Q 的马尔可夫链。
（i）对任意整数 n ≥ 0 与任意函数 f : E → R+，

E[f(Xn+1) | X0, X1, . . . , Xn] = E[f(Xn+1) | Xn] = Qf(Xn).

更一般地，若 {i1, . . . , ik} ⊂ {0, . . . , n− 1}，则

E[f(Xn+1) | Xi1 , . . . , Xik , Xn] = Qf(Xn).

（ii）对任意整数 n ≥ 0, p ≥ 1 以及任意 y1, . . . , yp ∈ E，

P(Xn+1 = y1, . . . , Xn+p = yp | X0, . . . , Xn) = Q(Xn, y1)Q(y1, y2) · · ·Q(yp−1, yp).

因此

P (Xn+p = yp | Xn) = Qp(Xn, yp).

固定 n，若对每个 p ∈ N 令 Yp = Xn+p，则 (Yp)p∈N 仍是转移矩阵为 Q 的马尔可夫链。

证明。（i）由定义，

E[f(Xn+1) | X0, X1, . . . , Xn] =
∑
y∈E

Q(Xn, y)f(y) = Qf(Xn).

再设 {i1, . . . , ik} ⊂ {0, . . . , n− 1}。利用条件期望的塔式性质，

E[f(Xn+1) | Xi1 , . . . , Xik , Xn] = E[E[f(Xn+1) | X0, . . . , Xn] | Xi1 , . . . , Xik , Xn]

= E[Qf(Xn) | Xi1 , . . . , Xik , Xn] = Qf(Xn).
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（ii）式（13.1）立即给出

P(Xn+1 = y1, . . . , Xn+p = yp | X0 = x0, . . . , Xn = xn) = Q(xn, y1)Q(y1, y2) · · ·Q(yp−1, yp).

对 y1, . . . , yp−1 的所有可能取值求和，便得到 P(Xn+p = yp | Xn) = Qp(Xn, yp)。至于最后一个断
言，前面的结论给出

P (Y0 = y0, Y1 = y1, . . . , Yp = yp) = P (Xn = y0)Q(y0, y1)Q(y1, y2) . . . Q(yp−1, yp)

再应用命题 13.1.1 的刻画即可。

13.2 若干例子

13.2.1 独立随机变量

若 (Xn)n∈N 是一列取值于 E、相互独立且同服从概率测度 µ 的随机变量，则它是转移矩阵如
下的马尔可夫链：

Q(x, y) = µ(y), ∀x, y ∈ E.

验证直接来自独立性；这是一个退化但有用的例子。

13.2.2 Zd 上的随机游走

设 η, ξ1, ξ2, . . . 是取值于 Zd 的相互独立随机变量，并设 ξ1, ξ2, . . . 同服从概率测度 µ。对 n ≥ 0，
令

Xn = η + ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξn.

则 (Xn)n∈N 是马尔可夫链，转移矩阵为

Q(x, y) = µ(y − x), x, y ∈ Zd.

事实上，ξn+1 与 (X0, . . . , Xn) 独立，因此

P (Xn+1 = y | X0 = x0, X1 = x1, . . . , Xn = xn)

= P (ξn+1 = y − xn | X0 = x0, X1 = x1, . . . , Xn = xn)

= P (ξn+1 = y − xn)

= µ(y − xn).

设 (e1, . . . , ed) 为 Rd 的标准基。若对每个 i ∈ {1, . . . , d} 都有

µ(ei) = µ(−ei) =
1

2d
,

则所得马尔可夫链称为 Zd 上的简单随机游走。
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13.2.3 图上的简单随机游走

记 P2(E) 为 E 的所有二元子集所成的集合，并取 A ⊂ P2(E)。对每个 x ∈ E，令

Ax = {y ∈ E : {x, y} ∈ A}.

假设每个 Ax 都有限且非空。定义 E 上的转移矩阵

Q(x, y) =


1

CardAx
, {x, y} ∈ A,

0, 否则.

转移矩阵为 Q 的马尔可夫链称为图 (E,A) 上的简单随机游走。

13.2.4 分枝过程

回顾上一章的定义。设 µ 是 N 上的概率测度，ℓ ∈ N。递归定义取值于 N 的过程 (Xn)：

X0 = ℓ

Xn+1 =

Xn∑
j=1

ξn,j , ∀n ∈ N ,

其中 (ξn,j)n,j∈N 相互独立且同服从 µ。则 (Xn) 是状态空间 E = N 上的马尔可夫链，转移矩阵为

Q(x, y) = µ∗x(y), ∀x, y ∈ N,

这里 µ∗x 是 µ 的 x 次卷积，也就是 x 个独立、同服从 µ 的随机变量之和的分布；特别地，µ∗0 = δ0。
由于 (ξn,j)j∈N 与 (X0, . . . , Xn) 独立，

P (Xn+1 = y | X0 = x0, X1 = x1, . . . , Xn = xn)

= P (

xn∑
j=1

ξn,j = y | X0 = x0, X1 = x1, . . . , Xn = xn)

= P (

xn∑
j=1

ξn,j = y)

= µ∗xn(y).

13.3 典范马尔可夫链

我们从一个关于给定转移矩阵的马尔可夫链存在性结果开始。

命题 13.3.1 　设 Q 是可数集 E 上的随机转移矩阵。存在一个概率空间 (Ω,F , P )，使得对每
个 x ∈ E，其上都有一个过程 (Xx

n)n∈N，它是转移矩阵为 Q、从 Xx
0 = x 出发的马尔可夫链。

证明。可取 Ω′ = [0, 1)，赋予 Borel σ-代数与 Lebesgue 测度。对 ω ∈ [0, 1) 取其规范二进展开
（即不以无穷多个 1 结尾的展开）
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ω =

∞∑
n=0

εn(ω) 2
−n−1, εn(ω) ∈ {0, 1}

由此构造出一列相互独立、同服从 Bernoulli
(
1
2

)
分布的随机变量 (εn)n∈N，即

P(εn = 1) = P(εn = 0) =
1

2
.

若 φ : N×N → N 是单射，则 ηi,j = εφ(i,j)（i, j ∈ N）仍是一族相互独立、同分布的随机变量。令

Ui =
∞∑
j=0

ηi,j 2
−j−1

由此得到一列相互独立、在 [0, 1] 上均匀分布的随机变量 U0, U1, U2, . . .。为验证 Ui 的均匀分布，只
需注意，对每个整数 p ≥ 0，有限和

∑p
j=0 ηi,j2

−j−1 与
∑p

n=0 εn2
−n−1 同分布，再令 p → ∞。把

E 的元素枚举为 y1, y2, . . .，并固定 x ∈ E。令 Xx
0 = x；若∑

1≤j<k

Q(x, yj) < U1 ≤
∑

1≤j≤k

Q(x, yj),

则定义 Xx
1 = yk。

因此，对任意 y ∈ E，都有 P(Xx
1 = y) = Q(x, y)。继续递归定义：若

∑
1≤j<kQ(Xx

n , yj) <

Un+1 ≤
∑

1≤j≤kQ(Xx
n , yj)，则 Xx

n+1 = yk。

利用随机变量Ui的独立性，我们可以非常容易地验证，对于所有的k ≥ 1,

P(Xx
n+1 = yk | Xx

0 = x0, . . . , X
x
n = xn)

= P

 ∑
1≤j<k

Q(xn, yj) < Un+1 ≤
∑

1≤j≤k

Q(xn, yj)

∣∣∣∣∣∣Xx
0 = x0, . . . , X

x
n = xn


= P

 ∑
1≤j<k

Q(xn, yj) < Un+1 ≤
∑

1≤j≤k

Q(xn, yj)

 = Q(xn, yk).

因此，(Xx
n)n∈N 是转移矩阵为 Q 的马尔可夫链。

后面固定一个规范概率空间来同时研究所有初始状态。取

Ω = EN.

元素 ω ∈ Ω 是序列 ω = (ω0, ω1, . . .)，其中 ωn ∈ E。定义坐标映射

Xn(ω) = ωn.

在 Ω 上取使所有坐标映射可测的最小 σ-代数 F。等价地，F 由下列圆柱集生成：

C = {ω ∈ Ω : ω0 = x0, ω1 = x1, . . . , ωn = xn}

其中 n ∈ N，且 x0, . . . , xn ∈ E。

引理 13.3.2 　设 (G,G) 是可测空间，ψ : G→ Ω。则 ψ 可测，当且仅当对每个 n ∈ N，Xn ◦ψ
都可测。

150



积分、概率与随机过程｜中文讲义 第十三章 马尔可夫链

证明。只需证明充分性。若每个 Xn ◦ ψ 都可测，则集合族

{
A ∈ F : ψ−1(A) ∈ G

}
是 Ω 上的 σ-代数，并包含每个 X−1

n ({y})（n ∈ N, y ∈ E）。因此它使所有坐标映射可测；由 F 的
最小性，它就是 F。

定理 13.3.3 　设 Q 是 E 上的转移矩阵。对每个 x ∈ E，在 Ω = EN 上存在唯一的概率测度
Px，使坐标过程 (Xn) 在 Px 下是转移矩阵为 Q 的马尔可夫链，并且 Px(X0 = x) = 1。

证明。取 x ∈ E。命题 13.3.1 允许我们在概率空间 (Ω′,F ′,P′) 上构造过程 (Xx
n)n∈N，它是转

移矩阵为 Q 的马尔可夫链，且 Xx
0 = x。定义 Px 为 P′ 在下列映射下的像测度：

Ω′ −→ Ω

ω′ −→ (Xx
n(ω

′))n∈N.

由前一引理，该映射可测。并且 Px(X0 = x) = P′(Xx
0 = x) = 1。此外，对任意 x0, x1, . . . , xn ∈ E，

Px(X0 = x0, . . . , Xn = xn) = P′(Xx
0 = x0, . . . , X

x
n = xn)

= P′(Xx
0 = x0)Q(x0, x1) · · ·Q(xn−1, xn)

= Px(X0 = x0)Q(x0, x1) · · ·Q(xn−1, xn).

这表明在 Px 下，坐标过程是转移矩阵为 Q 的马尔可夫链（见命题 13.1.1）。关于唯一性，若 P′
x

是另一满足定理条件的概率测度，则 Px 与 P′
x 在所有柱集上一致。柱集在有限交下稳定，并生成

F。由单调类引理（见推论 1.4.2），Px = P′
x。注：（a）由命题 13.1.1 的最后一条，对任意 n ≥ 0

以及 x, y ∈ E，

Px(Xn = y) = Qn(x, y).

（b）若 µ 是 E 上的概率测度，记

Pµ =
∑
x∈E

µ(x)Px

这在 Ω 上定义了一个概率测度。写出 Pµ(X0 = x0, . . . , Xn = xn) 的显式公式，立即可见在 Pµ 下，
(Xn)n∈N 是转移矩阵为 Q 的马尔可夫链，且 X0 的分布为 µ。（c）若 (X ′

n)n∈N 是转移矩阵为 Q、
初始分布为 µ 的马尔可夫链，则对 Ω = EN 中任意可测集 B，有

P ((X ′
n)n∈N ∈ B) = Pµ(B).

事实上，当 B 是一个圆柱集合时，这个等式成立，然后我们可以使用与上述证明结尾相同的论证。
这个等式表明，我们随后为典范马尔可夫链（由定理 13.3.3 提供的那个）建立的所有结果，都可
以推广到任意具有相同转移矩阵的马尔可夫链。

典范马尔可夫链的一个重要优点，是可以使用平移算子。对每个 k ∈ N，定义映射 θk : Ω → Ω

为

θk((ωn)n∈N) = (ωk+n)n∈N.

引理 13.3.2 表明这些映射都是可测的。记

Fn = σ(X0, X1, . . . , Xn)
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为 Ω 上的规范滤过；并用 Ex 表示概率 Px 下的期望。

定理 13.3.4（简单马尔可夫性质）　设 F,G : Ω → [0,∞] 可测，n ≥ 0，并且 F 关于 Fn 可
测。则对每个 x ∈ E，

Ex[F ·G ◦ θn] = Ex[F EXn [G]].

等价地，

Ex[G ◦ θn | Fn] = EXn [G],

换言之，在给定过去 (X0, . . . , Xn) 后，移位轨道 θn(ω) 的条件分布为 PXn。

注。对任意初始分布 µ，把 Ex 换成 Eµ，结论仍成立；下一命题也一样。

证明。只需证明第一个等式。先设

F = 1{X0=x0,X1=x1,...,Xn=xn}

其中 x0, . . . , xn ∈ E。再先考虑 G 也是柱事件指示函数：

G = 1{X0=y0,X1=y1,...,Xp=yp}

其中 p ≥ 0、y0, . . . , yp ∈ E。此时，对任意 y ∈ E，

Ey[G] = 1{y0=y}Q(y0, y1) . . . Q(yp−1, yp)

另一方面

Ex[F G ◦ θn] = Px(X0 = x0, . . . , Xn = xn, Xn = y0, Xn+1 = y1, . . . , Xn+p = yp)

= 1{x0=x}Q(x0, x1) · · ·Q(xn−1, xn)1{y0=xn}Q(y0, y1) · · ·Q(yp−1, yp).

于是容易得到结论。再用单调类论证，可将结果推广到任意 G = 1A（A ∈ F），从而完成证明。

前一定理给出了简单马尔可夫性质的一般形式：在已知过去 (X0, X1, . . . , Xn) 时，未来 θn(ω)

的条件分布只依赖于当前状态 Xn。把确定时刻 n 换成随机时刻 T 仍能成立，这一点非常重要。为
说明其作用，考虑从某点 x 出发的链是否会无穷多次返回 x。换言之，记

Nx =
∞∑
n=0

1{Xn=x}

问题是：是否有 Px(Nx = ∞) = 1？事实上，只需验证链至少返回 x 一次。令

Hx = inf{n ≥ 1 : Xn = x}

仍约定 inf∅ = +∞。则

Px(Nx = ∞) = 1 ⇔ Px(Hx <∞) = 1.

从左到右显然。反过来，设 Px(Hx <∞) = 1。若强马尔可夫性质已经成立，则 θHx(ω) 在 Px 下仍
服从 Px。又有

152



积分、概率与随机过程｜中文讲义 第十三章 马尔可夫链

Nx(ω) = 1 +Nx(θHx(ω))

所以 Nx 与 1+Nx 同分布；这迫使 Nx = ∞ 几乎必然。下面的强马尔可夫性质使这一论证严格成
立。

定理 13.3.5（强马尔可夫性质）　设 T 是滤过 (Fn) 的停时，F,G : Ω → R+ 可测，并且 F

关于 FT 可测。则对每个 x ∈ E，

Ex[1{T<∞} F ·G ◦ θT ] = Ex[1{T<∞} F EXT
[G]].

等价地，

Ex[1{T<∞}G ◦ θT | FT ] = 1{T<∞} EXT
[G].

注。随机变量 XT 定义在 {T < ∞} 上，且关于 FT 可测。虽然命题 12.2.3 写的是实值过程，
其证明对可数状态空间完全相同。随机变量 EXT

[G] 是映射 ω 7→ XT (ω) 与 y 7→ Ey[G] 的复
合。

证明。对每个整数 n ≥ 0，

Ex[1{T=n} F ·G ◦ θT ] = Ex[1{T=n} F ·G ◦ θn] = Ex[1{T=n} F EXn [G]]

这里使用了简单马尔可夫性质；因为 F 关于 FT 可测，所以 1{T=n}F 关于 Fn 可测。最后对 n ∈ N
求和即可。

推论 13.3.6 　设 T 是停时，Px(T <∞) = 1，并且存在 y ∈ E 使 Px(XT = y) = 1。则在 Px

下，θT (ω) 与 FT 独立，且其分布为 Py。

证明。用定理的记号，

Ex[F ·G(θT (ω))] = Ex[F EXT
[G]] = Ex[F Ey[G]] = Ex[F ]Ey[G]

这正是独立性及分布断言。

13.4 状态分类

从现在起，除特别说明外均使用上一节构造的规范马尔可夫链。对 x ∈ E，记

Hx = inf{n ≥ 1 : Xn = x}

Nx =
∞∑
n=0

1{Xn=x}.

命题 13.4.1（状态分类）　固定 x ∈ E。恰有下列两种情形之一：
• 或者 Px(Hx <∞) = 1，此时

Nx = ∞, Px-几乎必然,

并称 x 为常返态；
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• 或者 Px(Hx <∞) < 1，此时

Nx <∞, Px-几乎必然,

更准确地，

Ex[Nx] =
1

Px(Hx = ∞)
<∞;

此时称 x 为暂态。

证明。对每个整数 k ≥ 1，强马尔可夫性质给出

Px(Nx ≥ k + 1) = Ex[1{Hx<∞}1{Nx≥k} ◦ θHx ]

= Px(Hx <∞)Px(Nx ≥ k).

由于 Px(Nx ≥ 1) = 1，递推得到

Px(Nx ≥ k) = Px(Hx <∞)k−1.

若 Px(Hx <∞) = 1，则 Px(Nx = ∞) = 1。若 Px(Hx <∞) < 1，则

Ex[Nx] =

∞∑
k=1

Px(Nx ≥ k) =
1

Px(Hx = ∞)
<∞.

定义 13.4.1 　链的势核是函数 U : E × E → [0,∞]，定义为

U(x, y) = Ex[Ny].

命题 13.4.2 　（i）对任意 x, y ∈ E，

U(x, y) =

∞∑
n=0

Qn(x, y).

（ii）U(x, x) = ∞ 当且仅当 x 为常返态。（iii）对任意互异的 x, y ∈ E，

U(x, y) = Px(Hy <∞)U(y, y).

证明。（i）直接计算

U(x, y) = Ex

[ ∞∑
n=0

1{Xn=y}

]
=

∞∑
n=0

Px(Xn = y) =
∞∑
n=0

Qn(x, y).

（ii）由命题 13.4.1 与势核的定义立即得到。（iii）由强马尔可夫性质，

Ex[Ny] = Ex[1{Hy<∞}Ny ◦ θHy ] = Ex[1{Hy<∞} Ey[Ny]] = Px(Hy <∞)U(y, y)

例。考虑 Zd 上转移矩阵如下的马尔可夫链：

Q((x1, . . . , xd), (y1, . . . , yd)) =
1

2d

d∏
i=1

1{|yi−xi|=1}
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这是 Zd 上随机游走的一个特例。从 0 出发时，它与 (Y 1
n , . . . , Y

d
n )n∈N 同分布，其中 Y 1, . . . , Y d 是

相互独立的一维简单对称随机游走。因此1

Qn(0, 0) = P (Y 1
n = 0, . . . , Y d

n = 0) = P (Y 1
n = 0)d.

一维简单随机游走满足：当 n 为奇数时 P(Y 1
n = 0) = 0；当 n = 2k 为偶数时，简单计数给出

P (Y 1
2k = 0) = 2−2k Ck

2k.

U(0, 0) =
∞∑
k=0

Q2k(0, 0) =
∞∑
k=0

(2−2kCk
2k)

d.

斯特林公式表明

2−2kCk
2k ∼

k→∞

(2ke )
2k

√
4πk

22k((ke )
k
√
2πk)2

∼
k→∞

√
1

πk
.

因此，当 d = 1 或 2 时，状态 0 常返；当 d ≥ 3 时，状态 0 暂态。

记 R 为常返状态的集合。

引理 13.4.3 　设 x ∈ R，且 U(x, y) > 0。则 y ∈ R，并且 Py(Hx < ∞) = 1；特别地，
U(y, x) > 0。

证明。先证 Py(Hx <∞) = 1。写成

0 = Px(Nx <∞) ≥ Px(Hy <∞,Hx ◦ θHy = ∞)

= Ex[1{Hy<∞}1{Hx=∞} ◦ θHy ]

= Ex[1{Hy<∞}Py(Hx = ∞)]

= Px(Hy <∞)Py(Hx = ∞).

假设 U(x, y) > 0 蕴含 Px(Hy < ∞) > 0，于是由前面的等式可知 Py(Hx = ∞) = 0，即 Py(Hx <

∞) = 1。接着可取整数 n1, n2 ≥ 1，使 Qn1(x, y) > 0 且 Qn2(y, x) > 0。对每个整数 p ≥ 0，

Qn2+p+n1(y, y) ≥ Qn2(y, x)Qp(x, x)Qn1(x, y).

从而

U(y, y) ≥
∞∑
p=0

Qn2+p+n1(y, y)

≥ Qn2(y, x)

 ∞∑
p=0

Qp(x, x)

Qn1(x, y) = ∞.

这里用到了 x ∈ R 蕴含
∑∞

p=0Q
p(x, x) = U(x, x) = ∞。所以 y ∈ R。作为该引理的推论，若 x ∈ R

而 y ∈ E \R，则 U(x, y) = 0：从常返状态不可能到达暂态状态。这个事实在下面的状态分类定理
中至关重要。

1学习提示：这里每一步的 d 个坐标都同时独立改变 ±1，与每一步只选择一个坐标方向的通常 Zd 简单随机游走不
同。
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定理 13.4.4（状态分类）　常返状态集 R 存在一个划分 R =
⋃

i∈I Ri，并满足：
• 若 x ∈ Ri，则在 Px 下几乎必然，对每个 y ∈ Ri 有 Ny = +∞，而对每个 y ∈ E \Ri 有
Ny = 0；

• 若 x ∈ E \R，并令 T = inf{n ≥ 0 : Xn ∈ R}，则在 Px 下几乎必然，或者 T = ∞ 且每
个 y ∈ E 的访问次数 Ny < ∞，或者 T < ∞，并存在一个随机指标 j ∈ I，使得对所有
n ≥ T 都有 Xn ∈ Rj。

证明。对 x, y ∈ R，定义 x ∼ y 当且仅当 U(x, y) > 0。由上一引理，这在 R 上定义了一个等
价关系。传递性来自：若 Qn(x, y) > 0 且 Qm(y, z) > 0，则 Qn+m(x, z) > 0。定理中的划分就是该
等价关系的等价类，它们称为马尔可夫链的常返类。固定 i ∈ I 与 x ∈ Ri。对所有 y ∈ E \ Ri 都
有 U(x, y) = 0（当 y ∈ E \R 时用上一引理），因而在 Px 下 Ny = 0 几乎必然。若 y ∈ Ri，上一
引理给出 Px(Hy <∞) = 1，强马尔可夫性质又给出

Px(Ny = ∞) = Ex

[
1{Hy<∞}1{Ny=∞} ◦ θHy

]
= Px(Hy <∞)Py(Ny = ∞) = 1.

若 x ∈ E \R 且 T = ∞，由强马尔可夫性质容易推出每个 y ∈ E \R 都只被访问有限次。若 T <∞，
令 j 为满足 XT ∈ Rj 的随机指标；在 T 处应用强马尔可夫性质和定理的第一部分，便得到对所有
n ≥ T，都有 Xn ∈ Rj。

定义 13.4.2 　若对任意 x, y ∈ E 都有 U(x, y) > 0，则称该链不可约。

推论 13.4.5 　若马尔可夫链不可约，则必有且仅有下列两种情形之一：
（i）所有状态都常返，并且只有一个常返类；此时对每个 x ∈ E，

Px(Ny = ∞, ∀y ∈ E) = 1.

（ii）所有状态都暂态；此时对每个 x ∈ E，

Px(Ny <∞, ∀y ∈ E) = 1.

当 E 有限时，只可能出现第一种情形。

证明。若存在一个常返状态，引理 13.4.3 立即说明所有状态都常返；又因任意 x, y ∈ E 都有
U(x, y) > 0，所以只有一个常返类。其余结论由定理 13.4.4 得到，只需证明最后一句。若 E 有限
而所有状态都暂态，则在 Px 下几乎必然有

∑
y∈E Ny <∞，这与下式矛盾：

∑
y∈E

Ny =
∑
y∈E

∞∑
n=0

1{Xn=y} =
∞∑
n=0

∑
y∈E

1{Xn=y} = ∞.

所有状态都常返的不可约马尔可夫链称为不可约常返链。

例。下面回到前面介绍的例子，讨论其中的状态分类。先强调一点：关于典范马尔可夫链得
到的结果，可立即转化为任意转移矩阵为 Q 的马尔可夫链 (Yn)n∈N 的结论，反之亦然。例如，若
Y0 = y，并记 NY

x =
∑∞

n=0 1{Yn=x}，则对每个 k ∈ N，

P (NY
x = k) = Py(Nx = k)

因为左端也可以写成

156



积分、概率与随机过程｜中文讲义 第十三章 马尔可夫链

P ((Yn)n∈N ∈ B)

其中 B = {ω ∈ EN : Nx(ω) = k}，再使用定理 13.3.3 后的注（b）即可。（1）独立同分布随机变量
的情形。若共同分布为 µ，则 Q(x, y) = µ(y)。容易看出，y 为常返状态当且仅当 µ(y) > 0，并且
只有一个常返类。该链不可约当且仅当对每个 y ∈ E，µ(y) > 0。

（2）在Z上的随机游走。我们有

Yn = Y0 +
n∑

i=1

ξi

其中 (ξi) 是一列取值于 Z、相互独立且同服从 µ 的随机变量，并且与 Y0 独立。由于

Q(x, y) = µ(y − x),

容易看出 U(x, y) 只依赖于 y − x。因此所有状态类型相同：它们要么全都常返，要么全都暂态。

定理 13.4.6 　设 E[|ξ1|] <∞，并令 m = E[ξ1]。
（i）若 m 6= 0，则所有状态都是暂态。
（ii）若 m = 0，则所有状态都常返。此外，链不可约当且仅当由 {y ∈ Z : µ(y) > 0} 生成的子
群等于 Z。

证明。（i）若 m 6= 0，强大数律给出 |Yn| → ∞ 几乎必然，故所有状态都暂态。（ii）反设 m = 0

且 0 暂态，即 U(0, 0) <∞。以下取 Y0 = 0。对每个 x ∈ Z，

U(0, x) ≤ U(x, x) = U(0, 0)

第一个不等式来自命题 13.4.2（iii）。因此，对每个 n ≥ 1，

∑
|x|≤n

U(0, x) ≤ (2n+ 1)U(0, 0) ≤ Cn, n ≥ 1. (13.2)

其中 C = 3U(0, 0) <∞。另一方面，强大数律给出 n−1Yn → 0 几乎必然，因而也依概率收敛。令
ε = (4C)−1，可取 N 足够大，使对每个 n ≥ N，

P (|Yn| ≤ εn) >
1

2
,

等价地，

∑
|x|≤εn

Qn(0, x) >
1

2
.

若 n ≥ p ≥ N，同理有

∑
|x|≤εn

Qp(0, x) ≥
∑

|x|≤εp

Qp(0, x) >
1

2

再对 p = N, . . . , n 求和，

∑
|x|≤εn

U(0, x) ≥
n∑

p=N

∑
|x|≤εp

Qp(0, x) >
n−N

2
.
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另一方面，由式（13.2），当 εn ≥ 1 时，

∑
|x|≤εn

U(0, x) ≤ Cεn =
n

4
.

当 n 足够大时，这与前一个下界矛盾。最后证明不可约性的刻画。记 G 为由 {x ∈ Z : µ(x) > 0}
生成的子群。显然

P (Yn ∈ G, ∀n ∈ N) = 1

这里仍取 Y0 = 0。若 G 6= Z，链不可能不可约。反过来，设 G = Z，并令

H = {x ∈ Z : U(0, x) > 0}

下面验证 H 是 Z 的子群：

• 若 x, y ∈ H，则不等式

Qn+p(0, x+ y) ≥ Qn(0, x)Qp(x, x+ y) = Qn(0, x)Qp(0, y)

所以 x+ y ∈ H；

• 若 x ∈ H，由于 0 常返，U(0, x) > 0 由引理 13.4.3 蕴含 U(x, 0) > 0。又因 U(x, 0) = U(0,−x)，
故 −x ∈ H。

最后，由于 H 包含 {x ∈ Z : µ(x) > 0}，必有 H = Z。例如，若

µ =
1

2
δ−2 +

1

2
δ2,

则所有状态都常返，但有两个常返类：偶数类与奇数类。

（3）图上的随机游走。这里只考虑有限图：E 是有限集，且 A ⊂ P2(E)，并满足对每个 x ∈ E，
集合

Ax := {y ∈ E : {x, y} ∈ A}

非空。若对任意 x, y ∈ E，都存在整数 p ≥ 0 以及 E 中的元素 x0 = x, x1, . . . , xp = y，使得
{xi−1, xi} ∈ A 对每个 i ∈ {1, . . . , p} 成立，则称该图连通。

命题 13.4.7 有限连通图上的简单随机游走是常返态、不可约的。

证明。图连通立即给出链不可约，再由推论 13.4.5 得到常返性。（4）分枝过程。此时 E = N，
且 Q(x, y) = µ∗x(y)。状态 0 是吸收态，因为

P0(∀n ∈ N , Xn = 0) = 1.

因此，0 也是常返态。下面排除平凡情形 µ = δ1；在该情形下，所有状态都是吸收态。

命题 13.4.8 　状态 0 是唯一的常返状态。因此，几乎必然有且只有下列两种情形之一：
• 或者存在 N，使对所有 n ≥ N 都有 Xn = 0；
• 或者当 n→ ∞ 时 Xn → +∞。
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注。令 m =
∑

k kµ(k)。上一章已说明：若 m ≤ 1，第一种情形以概率 1 发生；若 m > 1，第
二种情形以严格正概率发生（还需假设 µ 有二阶矩）。

证明。先设 µ(0) > 0。若 x ≥ 1，则

U(x, 0) ≥ Px(X1 = 0) = µ(0)x > 0, U(0, x) = 0.

因此 x 必为暂态。再设 µ(0) = 0。由于排除了 µ = δ1，存在 k ≥ 2 使 µ(k) > 0。于是对每个 x ≥ 1，
Px(X1 > x) > 0，从而存在 y > x 使 U(x, y) > 0。但 U(y, x) = 0，所以 x 仍为暂态。其余结论由
定理 13.4.4 得到。

13.5 不变测度

定义 13.5.1 　设 µ 是 E 上非零正测度，且对每个 x ∈ E 都有 µ(x) <∞。若

∀y ∈ E , µ(y) =
∑
x∈E

µ(x)Q(x, y).

则称 µ 是 Q 的不变测度。矩阵形式为 µQ = µ，迭代可得 µQn = µ（n ∈ N）。a

a校订注：原讲义在平稳分布的解释段落中误写成 µQn = Q；正确关系是 µQn = µ。

概率解释。再假设 µ(E) <∞，并归一化为 µ(E) = 1。对任意 f : E → R+，

f : E −→ R+.

Eµ[f(X1)] =
∑
x∈E

µ(x)
∑
y∈E

Q(x, y)f(y)

=
∑
y∈E

f(y)
∑
x∈E

µ(x)Q(x, y) =
∑
y∈E

µ(y)f(y).

这说明在 Pµ 下，X1 与 X0 同服从 µ。由 µQn = µ，每个 Xn 都服从 µ。更精确地，对任意可测
函数 F : Ω → R+，

Eµ[F ◦ θ1] = Eµ[EX1 [F ]] =
∑
x∈E

µ(x)Ex[F ] = Eµ[F ]

所以在 Pµ 下，(X1+n)n∈N 与 (Xn)n∈N 同分布；任意整数平移也同样成立。

例。对 Zd 上任意随机游走 Q(x, y) = γ(y − x)，计数测度是不变测度。

定义 13.5.2 　设 µ 是 E 上的非零正测度，且 µ(x) <∞ 对每个 x ∈ E 成立。若

∀x, y ∈ E , µ(x)Q(x, y) = µ(y)Q(y, x).

命题 13.5.1 每个可逆测度都是不变的。

证明。若 µ 可逆，

∑
x∈E

µ(x)Q(x, y) =
∑
x∈E

µ(y)Q(y, x) = µ(y).
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反之，不变测度未必可逆。前面已知，计数测度对 Zd 上任意随机游走都不变；但它仅在跳跃分布
γ 对称，即 γ(x) = γ(−x) 时可逆。

例。（a）有偏简单随机游走。这是 Z 上转移矩阵如下的随机游走：

Q(i, i+ 1) = p, Q(i, i− 1) = q = 1− p.

其中 p ∈ (0, 1)。容易验证，测度

µ(i) = (
p

q
)i , i ∈ Z

是可逆测度，因而是不变测度。注意，除 p = 1/2 外，它不同于计数测度（后者也是不变测度）。

（b）图上的随机游走。测度

µ(x) = card(Ax)

是可逆的。事实上，如果{x, y} ∈ A,

µ(x)Q(x, y) = card(Ax)
1

card(Ax)
= 1 = µ(y)Q(y, x).

（c）Ehrenfest 球盒模型。这是状态空间 {0, 1, . . . , k} 上的马尔可夫链，其转移矩阵满足

Q(j, j + 1) =
k − j

k
(0 ≤ j ≤ k − 1), Q(j, j − 1) =

j

k
(1 ≤ j ≤ k).

测度 µ 可逆，当且仅当

µ(j)
k − j

k
= µ(j + 1)

j + 1

k
.

对每个 0 ≤ j ≤ k − 1 成立。容易验证

µ(j) = Cj
k

适用。

定理 13.5.2 　设 x 是常返状态。公式

µ(y) = Ex

[Hx−1∑
k=0

1{Xk=y}

]
定义了一个不变测度。此外，µ(y) > 0 当且仅当 y 属于 x 所在的常返类。

证明。若 y 不属于 x 的常返类，则 Ex[Ny] = U(x, y) = 0，故当然有 µ(y) = 0。接着，对任意
y ∈ E，写成
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µ(y) = Ex

[
Hx∑
k=1

1{Xk=y}

]

=
∑
z∈E

Ex

[
Hx∑
k=1

1{Xk−1=z,Xk=y}

]

=
∑
z∈E

∞∑
k=1

Ex

[
1{k≤Hx,Xk−1=z}1{Xk=y}

]
=
∑
z∈E

∞∑
k=1

Ex

[
1{k≤Hx,Xk−1=z}

]
Q(z, y)

=
∑
z∈E

Ex

[
Hx∑
k=1

1{Xk−1=z}

]
Q(z, y) =

∑
z∈E

µ(z)Q(z, y).

第四个等式中使用了事件 {k ≤ Hx, Xk−1 = z} 是 Fk−1-可测的，从而能在时刻 k − 1 应用马尔可
夫性质。由此得到 µQ = µ；迭代可得对每个整数 n ≥ 0，µQn = µ。特别地，

µ(x) = 1 =
∑
z∈E

µ(z)Qn(z, x).

设 y 属于 x 的常返类。则存在 n ≥ 0 使 Qn(y, x) > 0，于是前式给出 µ(y) < ∞。又存在 m 使
Qm(x, y) > 0，并且

µ(y) =
∑
z∈E

µ(z)Qm(z, y) ≥ Qm(x, y) > 0.

注。若存在多个常返类 Ri（i ∈ I），则可在每个 Ri 中选取一点 xi，并令

µi(y) = Exi

[Hxi−1∑
k=0

1{Xk=y}

]

这样便构造出支撑两两不交的不变测度。

定理 13.5.3 　设链常返且不可约，则不变测度在相差一个正常数因子的意义下唯一。

证明。设 µ 为不变测度。对 p ≥ 0 作归纳，证明对任意 x, y ∈ E，

µ(y) ≥ µ(x)Ex

[ p∧(Hx−1)∑
k=0

1{Xk=y}

]
.

若 y = x，不等式显然成立；以下设 y 6= x。当 p = 0 时式（13.3）显然。假设它对 p 成立，则
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µ(y) =
∑
z∈E

µ(z)Q(z, y)

≥ µ(x)
∑
z∈E

Ex

p∧(Hx−1)∑
k=0

1{Xk=z}

Q(z, y)

= µ(x)
∑
z∈E

p∑
k=0

Ex

[
1{Xk=z,k≤Hx−1}

]
Q(z, y)

= µ(x)
∑
z∈E

p∑
k=0

Ex

[
1{Xk=z,k≤Hx−1}1{Xk+1=y}

]
= µ(x)Ex

p∧(Hx−1)∑
k=0

1{Xk+1=y}


= µ(x)Ex

(p+1)∧Hx∑
k=1

1{Xk=y}

 .
这就是 p+ 1 阶的结论。这里利用了 {Xk = z, k ≤ Hx − 1} ∈ Fk，从而可在时刻 k 应用马尔可夫
性质。令 p→ ∞，由单调收敛得到

µ(y) ≥ µ(x)Ex

[Hx−1∑
k=0

1{Xk=y}

]
.

固定 x ∈ E，并记

νx(y) = Ex

[Hx−1∑
k=0

1{Xk=y}

]
它由定理 13.5.2 知是不变测度，且 µ(y) ≥ µ(x)νx(y) 对每个 y ∈ E 成立。于是对每个 n ≥ 1，

µ(x) =
∑
z∈E

µ(z)Qn(z, x) ≥
∑
z∈E

µ(x)νx(z)Qn(z, x) = µ(x)νx(x) = µ(x),

首尾相等，故对每个满足 Qn(z, x) > 0 的 z，必有 µ(z) = µ(x)νx(z)。不可约性保证每个 z ∈ E 都
满足这一条件（对某个 n），所以 µ = µ(x)νx。

推论 13.5.4 　设链常返且不可约，则恰有下列两种情形之一：
（i）存在不变概率测度 µ，并且对每个 x ∈ E，

Ex[Hx] =
1

µ(x)
.

（ii）每个不变测度的总质量都为无穷，并且对每个 x ∈ E，

Ex[Hx] = ∞.

情形（i）称为正常返，情形（ii）称为零常返。

注。若 E 有限，只会出现情形（i）。
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证明。由定理 13.5.3，所有不变测度彼此成比例，所以它们要么全为无限测度，要么全为有限
测度；后一种情形可归一化为概率测度。

νx(y) = Ex

[Hx−1∑
k=0

1{Xk=y}

]
,

在情形（i）中，令 µ 为唯一的不变概率测度。由定理 13.5.3，µ = Cνx。从 1 = µ(E) = Cνx(E) 得
C = νx(E)−1，故

µ(x) =
νx(x)

νx(E)
=

1

νx(E)
.

另一方面，

νx(E) =
∑
y∈E

Ex

[Hx−1∑
k=0

1{Xk=y}

]
= Ex

[Hx−1∑
k=0

(∑
y∈E

1{Xk=y}

)]
= Ex[Hx].

在情形（ii）中，νx(E) = ∞，由同一计算得到

Ex[Hx] = νx(E) = ∞.

命题 13.5.5 　设链不可约。若存在有限不变测度，则链常返，因而正常返。

证明。设 γ 为有限不变测度，并取 y ∈ E 使 γ(y) > 0。对每个 x ∈ E，命题 13.4.2(iii) 给出

∞∑
n=0

Qn(x, y) = U(x, y) ≤ U(y, y).

将不等式两端乘以 γ(x)，再对 x ∈ E 求和，得到

∞∑
n=0

γQn(y) ≤ γ(E)U(y, y).

由于 γ 不变，对每个 n ≥ 0 都有 γQn(y) = γ(y) > 0。因此

γ(E)U(y, y) = ∞.

因为 γ(E) <∞，必有 U(y, y) = ∞，所以 y 常返；链不可约，于是整条链常返（推论 13.4.5）。
注。存在无限不变测度时不能据此判断常返性。例如，有偏简单随机游走只有在 p = 1/2 时常

返。

例。取 p ∈ (0, 1)，考虑状态空间 E = N 上转移矩阵为

Q(k, k + 1) = p, Q(k, k − 1) = 1− p (k ≥ 1), Q(0, 1) = 1.

该链不可约。直接验证可知，由下式定义的测度 µ

µ(k) =

(
p

1− p

)k−1

(k ≥ 1), µ(0) = 1− p.

是可逆的，因而不变。若 p < 1/2，则 µ 有限，命题 13.5.5 说明该链正常返。
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练习：证明 p = 1/2 时链零常返，而 p > 1/2 时链暂态。

13.6 渐近行为

我们继续考虑与转移矩阵Q.相关的规范马尔可夫链。

定理 13.6.1 　设链常返且不可约，µ为不变测度。设 f, g 是 E 上的非负函数，并满足
∫
f dµ <

∞ 与 0 <
∫
g dµ <∞。则对每个 x ∈ E，在 Px-几乎必然意义下，∑n

k=0 f(Xk)∑n
k=0 g(Xk)

−→
n→∞

∫
f dµ∫
g dµ

.

注。即使
∫
f dµ = ∞，比值极限定理仍成立。可取 0 ≤ fk ↑ f，且

∫
fk dµ <∞，再作比较。

推论 13.6.2 　若链不可约且正常返，µ 是唯一的不变概率测度，则对每个 x ∈ E，在 Px-几
乎必然意义下，

1

n+ 1

n∑
k=0

f(Xk)
a.s.−−−→

n→∞

∫
f dµ.

在定理中取 g ≡ 1 即得推论。下面证明定理 13.6.1。先定义停时

T0 = 0, T1 = Hx,

并递归地令

Tn+1 = inf{k > Tn : Xk = x}.

Tn 是第 n 次返回 x 的时刻。由于 x 常返，这些停时均几乎必然有限。对 k ≥ 0，定义第 k 个回返
周期的报酬

Zk(f) =

Tk+1−1∑
n=Tk

f(Xn).

引理 13.6.3 　随机变量 Z0(f), Z1(f), . . . 相互独立且同分布。

证明。取 R+ 上有界可测函数 g0, g1, . . .。只需证明对每个 k ≥ 0，

Ex

[
k∏

i=0

gi(Zi(f))

]
=

k∏
i=0

Ex[gi(Z0(f))].

对 k 作归纳。k = 0 显然。若结论对 k − 1 成立，则注意：

• Z0(f), . . . , Zk−1(f) 关于 FTk
可测；

• 由强马尔可夫性质与 XTk
= x，θTk

与 FTk
独立，且分布为 Px；

• 按定义，Zk(f) = Z0(f) ◦ θTk
。
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对 FTk
取条件期望，得到

Ex

[
k∏

i=0

gi(Zi(f))

]
= Ex

[(
k−1∏
i=0

gi(Zi(f))

)
gk(Z0(f) ◦ θTk

)

]

= Ex

[
k−1∏
i=0

gi(Zi(f))

]
Ex[gk(Z0(f))].

再使用归纳假设即可。

回到定理的证明。令 νx 是定理 13.5.2 构造的不变测度。因为 νx(x) = 1，且所有不变测度彼
此成比例（定理 13.5.3），所以 µ = µ(x)νx。于是

Ex[Z0(f)] = Ex

Hx−1∑
k=0

∑
y∈E

f(y)1{Xk=y}


=
∑
y∈E

f(y)νx(y) =

∫
f dµ

µ(x)
.

由引理 13.6.3 和强大数律，在 Px-几乎必然意义下，

1

n

n−1∑
k=0

Zk(f)
a.s.−−−→

n→∞

∫
f dµ

µ(x)
. (13.4)

对每个整数 n，记 Nx(n) 为时刻 n 以前完成的回返次数，即 TNx(n) ≤ n < TNx(n)+1。由于链常返，
Nx(n) → ∞ 几乎必然。又因 f ≥ 0，

∑TNx(n)−1

k=0 f(Xk)

Nx(n)
≤
∑n

k=0 f(Xk)

Nx(n)
≤
∑TNx(n)+1−1

k=0 f(Xk)

Nx(n)
.

等价地，

∑Nx(n)−1
j=0 Zj(f)

Nx(n)
≤
∑n

k=0 f(Xk)

Nx(n)
≤
∑Nx(n)

j=0 Zj(f)

Nx(n)
.

结合式（13.4）与夹逼定理，得到

1

Nx(n)

n∑
k=0

f(Xk)
a.s.−−−→

n→∞

∫
f dµ

µ(x)
.

对 g 重复同一论证，再把两个极限相除，即完成证明。

推论 13.6.4 　设链常返且不可约。对每个 x ∈ E：
（i）若链正常返，则

1

n

n−1∑
k=0

1{Xk=x}
a.s.−−−→

n→∞
µ(x).

其中 µ 是唯一的不变概率测度；
（ii）若链零常返，则
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1

n

n−1∑
k=0

1{Xk=x}
几乎必然−→
n→∞

0.

上述收敛对任意初始分布均成立。

定义 13.6.1 　设 x 是常返状态，并令

Lx = {n ≥ 0 : Qn(x, x) > 0}.

x 的周期 d(x) 定义为集合 Lx 中所有整数的最大公因数。

注。Lx 对加法封闭，因为 Qn+m(x, x) ≥ Qn(x, x)Qm(x, x)。故 Lx − Lx = d(x)Z。

命题 13.6.5 　设链常返且不可约。
（i）所有状态具有同一周期，称为链的周期，记为 d。
（ii）若 d = 1，则称链无周期；此时对任意 x, y ∈ E，存在 n0，使对所有 n ≥ n0 都有Qn(x, y) > 0。

证明。（i）取 x, y ∈ E。由不可约性，可取 n1, n2 使 Qn1(x, y) > 0、Qn2(y, x) > 0。若 n ∈ Lx，
则 n1 + n+ n2 ∈ Ly，所以 Lx − Lx ⊂ Ly − Ly，即 d(y) | d(x)。交换 x, y 得 d(x) = d(y)。（ii）只
需处理 y = x。由 d(x) = 1 与 Lx − Lx = Z，可取 n1,m1 ∈ Lx 使 n1 −m1 = 1，即

Qn1(x, x) > 0, Qm1(x, x) > 0.

若 m1 = 0，则 n1 = 1，结论显然。若 m1 ≥ 1，则对 j = 0, . . . ,m1 − 1，

Qm2
1+j(x, x) ≥

(
Qn1(x, x)

)j(
Qm1(x, x)

)m1−j
> 0.

故从 n0 = m2
1 起的每个整数都属于 Lx，即

Qn0+j(x, x) > 0, j ≥ 0.

定理 13.6.6 　设链不可约、正常返且无周期，µ 为唯一的不变概率测度。则对每个 x ∈ E，∑
y∈E

|Px(Xn = y)− µ(y)| −→
n→∞

0.

证明。在 E × E 上定义

Q((x1, x2), (y1, y2)) = Q(x1, y1)Q(x2, y2)

它是转移矩阵。记相应的规范链为 ((X1
n, X

2
n),P(x1,x2))。由命题 13.6.5（ii），Q 不可约：两个坐标

可以在同一个充分大的时刻分别到达指定状态。

此外，乘积测度 µ⊗ µ 对 Q 不变：
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∑
(x1,x2)∈E×E

µ(x1)µ(x2)Q(x1, y1)Q(x2, y2) =

∑
x1∈E

µ(x1)Q(x1, y1)

∑
x2∈E

µ(x2)Q(x2, y2)


= µ(y1)µ(y2).

由命题 13.5.5，乘积链 (X1
n, X

2
n) 正常返。另一方面，

Px(Xn = y)− µ(y) = Pµ⊗δx(X
2
n = y)− Pµ⊗δx(X

1
n = y)

= Eµ⊗δx [1{X2
n=y} − 1{X1

n=y}].

令相遇时间 T = inf{n ≥ 0 : X1
n = X2

n}。则

Px(Xn = y)− µ(y) = Eµ⊗δx [1{T>n}(1{X2
n=y} − 1{X1

n=y})]

+

n∑
k=0

∑
z∈E

Eµ⊗δx [1{T=k,X1
k=X2

k=z}(1{X2
n=y} − 1{X1

n=y})].
(13.5)

对每个 k ∈ {0, . . . , n} 与 z ∈ E，马尔可夫性质给出

Eµ⊗δx [1{T=k,X1
k=X2

k=z}1{X2
n=y}] = Eµ⊗δx [1{T=k,X1

k=X2
k=z}]Qn−k(z, y)

= Eµ⊗δx [1{T=k,X1
k=X2

k=z}1{X1
n=y}],

因此式（13.5）的第二项为零，进而

∑
y∈E

|Px(Xn = y)− µ(y)| =
∑
y∈E

∣∣Eµ⊗δx [1{T>n}(1{X2
n=y} − 1{X1

n=y})]
∣∣

≤
∑
y∈E

Eµ⊗δx [1{T>n}(1{X2
n=y} + 1{X1

n=y})]

= 2Pµ⊗δx(T > n).

乘积链常返，所以 T <∞ 几乎必然；于是右端随 n→ ∞ 趋于零。

13.7 鞅与马尔可夫链

继续考虑转移矩阵为 Q 的规范马尔可夫链。

定义 13.7.1 　函数 f : E → R+ 称为调和函数（相应地，超调和函数），若对每个 x ∈ E，

f(x) = Qf(x) （相应地，f(x) ≥ Qf(x)）.

更一般地，若上述等式（相应地，不等式）对每个 x ∈ F ⊂ E 成立，就称 f 在 F 上调和（相
应地，超调和）。

备注。我们可以更一般地考虑任意符号的调和函数或超调和函数。
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命题 13.7.1 　（i）函数 f 调和（分别超调和），当且仅当对每个 x ∈ E，过程 (f(Xn))n∈N 在
Px 下、关于滤过 (Fn) 是鞅（分别上鞅）。（ii）设 F ⊂ E、G = E \ F，并记停时

TG = inf{n ≥ 0 : Xn ∈ G}.

若 f 在 F 上调和（分别超调和），则对每个 x ∈ F，停止过程 (f(Xn∧TG
))n∈N 在 Px 下是鞅

（分别上鞅）。

证明。(i) 首先假设f是调和的。那么根据命题 13.1.2(i)，

Ex[f(Xn+1) | Fn] = Qf(Xn) = f(Xn)

因此 Ex[f(Xn)] = Ex[f(X0)] = f(x)，故 f(Xn) ∈ L1。反过来，若 (f(Xn)) 在 Px 下是鞅，则立即
有

f(x) = Ex[f(X0)] = Ex[f(X1)] = Qf(x).

超调和函数的情况以同样的方式处理。(ii) 我们来处理调和函数的情况。对于x ∈ F写出

Ex[f(X(n+1)∧TG
) | Fn] = Ex[f(Xn+1)1{TG>n} | Fn] + Ex[f(XTG

)1{TG≤n} | Fn]

= 1{TG>n}Ex[f(Xn+1) | Fn] + f(XTG
)1{TG≤n}

= 1{TG>n}Qf(Xn) + f(XTG
)1{TG≤n}

= 1{TG>n}f(Xn) + f(XTG
)1{TG≤n}

= f(Xn∧TG
).

我们利用了f(XTG
) 1{TG≤n} = f(XTG∧n) 1{TG≤n}是Fn可测的事实。

定理 13.7.2 　设 F 是 E 的非空子集，G = E \ F。设 g : G→ R+ 为有界函数。
（i）函数

h(x) = Ex[g(XTG
) 1{TG<∞}], x ∈ E

在 F 上调和。
（ii）设对每个 x ∈ F，都有 TG < ∞ 在 Px-几乎必然意义下成立。则 h 是 E 上唯一的有界函
数，满足：
• 在 F 上调和； • 在 G 上等于 g。

证明。（i）若 x ∈ F，则在 Px-几乎必然意义下，

g(XTG
) 1{TG<∞} = g(XTG

◦ θ1) 1{TG◦θ1<∞}.

换言之，若 U(ω) = g(XTG
(ω))1{TG(ω)<∞}，则 U = U ◦ θ1，Px-几乎必然。因此由定理 13.3.4，

h(x) = Ex[U ] = Ex[U ◦ θ1] = Ex[EX1 [U ]] = Ex[h(X1)] = Qh(x),

所以 h 在 F 上调和。（ii）若 x ∈ G，显然 h(x) = g(x)。设 h′ 是另一个有界函数，在 F 上调和且
在 G 上等于 g。对 x ∈ F，命题 13.7.1 表明

Yn = h′(Xn∧TG
)
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是 Px 下的有界鞅，因而一致可积。又因 TG <∞ 几乎必然，Yn → g(XTG
) 几乎必然。由第 12 章

的一致可积收敛定理，

h′(x) = Ex[Y0] = Ex[Y∞] = Ex[g(XTG
)] = h(x).

例（离散 Dirichlet 问题）。设 F ⊂ Zd 为有限集，定义边界

∂F = {y ∈ Zd\F : ∃x ∈ F, |y − x| = 1}.

记 F = F ∪ ∂F。若函数 h : F → R 在每个 x ∈ F 处的值，等于它在 2d 个最近邻点处函数值的平
均，就称 h 在 F 上离散调和。这正对应于 Zd 上的简单随机游走

Q(x, x± ej) =
1

2d
, j = 1, . . . , d.

因此，对任意 g : ∂F → R+，满足以下边界值问题的函数 h : F → R+ 唯一：

•h在F,上是调和的

• h(y) = g(y), ∀y ∈ ∂F,

由下式给出

h(x) = Ex[g(XT∂F
)] , x ∈ F,

其中

T∂F = inf{n ≥ 0 : Xn ∈ ∂F}.

为应用定理 13.7.2，形式上需要把 g 定义在整个 Zd \ F 上，而不仅是 ∂F 上。但 g 在 Zd \ F 上
的取值不会影响 h 在 F 上的取值。
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14.1 作为随机游走极限的布朗运动

布朗运动的物理图景是：粒子不断受到周围介质的碰撞，运动方向频繁改变，因而轨迹显得极
其无序、难以预测。从数学上看，这启发我们先考察离散时间模型：一个点粒子在格点 Zd 上运动，
并在每一步独立于过去选择新的位移。具体地，考虑从 0 出发的随机游走 (Sn)n∈N：

Sn = Y1 + · · ·+ Yn

其中 Y1, Y2, . . . 是取值于 Zd 的独立同分布随机变量，共同分布为 µ。假设 µ 满足：

•
∑
k∈Zd

|k|2µ(k) <∞ ;

•
∑
k∈Zd

k µ(k) = 0，即 µ 的均值为零。

再加上如下各向同性条件：

• 存在常数 σ > 0，使得对任意 i, j ∈ {1, . . . , d}，

∑
k∈Zd

kikj µ(k) = σ2 δij .

Zd 上的简单随机游走（见上一章）满足这些假设，且 σ2 = 1/d；满足这些条件的分布还有很多。

我们研究映射 k 7→ Sk 在长时间区间上的整体行为。为此作如下尺度变换：对任意整数 n ≥ 1

和实数 t ≥ 0，令

S
(n)
t =

1√
n
S[nt]

其中 [x] 表示实数 x 的整数部分。

命题 14.1.1 　任取整数 p ≥ 1 与实数 0 = t0 < t1 < · · · < tp，有

(S
(n)
t1
, . . . , S

(n)
tp )

law−−−→
n→∞

(U1, . . . , Up).

其极限分布如下所示:
• 随机变量 U1, U2 − U1, . . . , Up − Up−1 相互独立；
对每个 j ∈ {1, . . . , p}，Uj−Uj−1 是中心高斯向量，协方差矩阵为 σ2(tj−tj−1)Id（约定 U0 = 0）。

注。极限分布的密度可以显式写出。Uj − Uj−1 的密度是 pσ2(tj−tj−1)(x)。对任意 a > 0，令

pa(x) =
1

(2πa)d/2
exp
(
−|x|2

2a

)
, x ∈ Rd.
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1 是协方差矩阵为 aId 的高斯向量的密度（这种向量的各坐标是相互独立、服从 N (0, a) 的实随
机变量，见命题 11.4.2 及其后的注）。由随机变量 U1, U2 − U1, . . . , Up − Up−1 的独立性，向量
(U1, U2 − U1, . . . , Up − Up−1) 的密度为

g(x1, . . . , xp) = pσ2t1(x1)pσ2(t2−t1)(x2) · · · pσ2(tp−tp−1)(xp),

并且通过一个简单的变量变换，(U1, U2, ..., Up) 的密度为

g(y1, y2−y1, . . . , yp−yp−1) = pσ2t1(y1)pσ2(t2−t1)(y2−y1) · · · pσ2(tp−tp−1)(yp−yp−1).

证明。只需证明，对于所有 ξ1, ..., ξp ∈ Rd,

E

exp

i p∑
j=1

ξj · S(n)
tj

 −→ E

exp

i p∑
j=1

ξj · Uj

 .
这等价于说，对于所有 η1, ..., ηp ∈ Rd,

E

exp

i p∑
j=1

ηj · (S(n)
tj

− S
(n)
tj−1

)

 −→ E

exp

i p∑
j=1

ηj · (Uj − Uj−1)

 . (14.1)

由 U1, U2 − U1, . . . , Up − Up−1 的独立性，已知

E

exp

i p∑
j=1

ηj · (Uj − Uj−1)

 =

p∏
j=1

E[eiηj ·(Uj−Uj−1)]

= exp

−
p∑

j=1

σ2|ηj |2(tj − tj−1)

2

 .

这里使用了高斯分布的傅里叶变换公式。另一方面，

S
(n)
tj

− S
(n)
tj−1

=
1√
n

[ntj ]∑
k=[ntj−1]+1

Yk

这首先说明 S
(n)
tj

− S
(n)
tj−1

（1 ≤ j ≤ p）相互独立；其次，对每个固定的 j，

S
(n)
tj

− S
(n)
tj−1

law
=

1√
n
S[ntj ]−[ntj−1]

=

√
[ntj ]− [ntj−1]√

n

S[ntj ]−[ntj−1]√
[ntj ]− [ntj−1]

.

由多维中心极限定理，上式最后一个随机变量在 n → ∞ 时依分布收敛到
√
tj − tj−1N，其中 N

是协方差矩阵为 σ2Id 的中心高斯向量。这里也用了如下简单事实：若 Xn 依分布收敛到 X，且实
数列 an → a，则 anXn 依分布收敛到 aX。因此，对每个固定的 j，

E
[
e
iηj ·(S

(n)
tj

−S
(n)
tj−1

)
]
−→ E[ei

√
tj−tj−1 ηj ·N ]

= exp
(
−σ

2|ηj |2(tj − tj−1)

2

)
.

1校订注：原讲义此式指数的分母排成了 2at；协方差为 aId 的高斯密度应为 2a。
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再利用这些增量的独立性，便得到所需的 (14.1)。

定义 14.1.1 　设 (Bt)t∈R+ 是某概率空间 (Ω,F ,P) 上一族取值于 Rd 的随机变量。若满足下
列两条性质，就称它为从 0 出发的 d 维布朗运动。

（P1）B0 = 0 几乎必然。并且对任意整数 p ≥ 1 与 0 = t0 < t1 < · · · < tp，随机变量
Bt1 , Bt2 − Bt1 , . . . , Btp − Btp−1 相互独立；对每个 j ∈ {1, . . . , p}，增量 Btj − Btj−1 是均值为
零、协方差矩阵为 (tj − tj−1)Id 的高斯向量。

（P2）对每个 ω ∈ Ω，函数 t 7→ Bt(ω) 连续。

注。（i）暂且承认布朗运动存在（下一节将给出构造）。命题 14.1.1 可改写为：对任意 0 ≤ t1 <

· · · < tp，

(S
(n)
t1
, S

(n)
t2
, . . . , S

(n)
tp )

依分布−→
n→∞

(σBt1 , σBt2 , . . . , σBtp).

除去常数因子 σ，布朗运动正是离散随机游走经过适当时空尺度变换后的连续极限。

从物理上看，这对应于由微观碰撞模型过渡到宏观连续运动。（ii）由独立高斯增量可知，向量
(Bt1 , . . . , Btp) 的分布满足

P((Bt1 , . . . , Btp) ∈ A) =

∫
A
pt1(y1)pt2−t1(y2 − y1) · · · ptp−tp−1(yp − yp−1) dy1 · · · dyp. (14.2)

对每个 Borel 集 A ∈ B((Rd)p) 都成立。

14.2 布朗运动的构造

定理 14.2.1 　布朗运动存在。即存在适当的概率空间以及满足（P1）、（P2）的过程 (Bt)t∈R+。

证明。先处理 d = 1，并先在 [0, 1] 上构造 (Bt)t∈[0,1]。只需选取一个能够承载一列独立标准高
斯随机变量的概率空间 (Ω,F ,P)。例如，上一章已说明可在 [0, 1] 上构造一列独立均匀随机变量，
再通过分位数变换得到所需的独立标准高斯变量。下面引入 Haar 函数，先令

h0(t) = 1, ∀t ∈ [0, 1]

再对任意整数 n ≥ 0 和 k ∈ {0, 1, . . . , 2n − 1}，定义

hkn(t) = 2n/21[(2k)2−n−1,(2k+1)2−n−1)(t)− 2n/21[(2k+1)2−n−1,(2k+2)2−n−1)(t), t ∈ [0, 1].

令 H = L2([0, 1],B([0, 1]), λ)，其中 λ 是 Lebesgue 测度。容易验证，h0 与 hkn 构成 H 中的规范正
交系。它还是完备的：固定 n 后，在各区间 [i2−n, (i+ 1)2−n) 上为常数的阶梯函数，都可写成 h0
与 hkp（p < n）的线性组合。因此

h0, (h
k
n)n≥0,0≤k≤2n−1

构成 H 的规范正交基。记 〈·, ·〉 为 H 的内积。于是对任意 f ∈ H，
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f = 〈f, h0〉h0 +
∞∑
n=0

2n−1∑
k=0

〈f, hkn〉hkn.

另一方面，在 (Ω,F ,P) 上取一列独立标准高斯随机变量；重新编号后写成

N0, (N
k
n)n≥0,0≤k≤2n−1.

这个随机变量族在 L2(Ω,F ,P) 中也是规范正交系。因此存在唯一的线性等距映射

B : L2([0, 1],B([0, 1]), λ) −→ L2(Ω,F ,P)

使 B(h0) = N0，且 B(hkn) = Nk
n（n ≥ 0, 0 ≤ k < 2n）。具体地，

B(f) = 〈f, h0〉N0 +
∞∑
n=0

2n−1∑
k=0

〈f, hkn〉Nk
n ,

对每个 f ∈ L2([0, 1]) 都成立，且右端级数在 L2(Ω,F ,P) 中收敛。由等距性，

E[B(f)2] = ‖f‖22
又因所有 N0, N

k
n 都中心化，E[B(f)] = 0。下一个引理说明 B(f) 仍是高斯随机变量。

引理 14.2.2 　若高斯随机变量序列 (Un) 在 L2 中收敛于 U，则 U 也是高斯随机变量。

证明。令 mn = E[Un]、σ2n = Var(Un)。L2 收敛给出

mn → m := E[U ], σ2n → σ2 := Var(U).

同时，L2 收敛蕴含依分布收敛，所以对每个 ξ ∈ R，

eimnξ−σ2
nξ

2/2 = E[eiξUn ] −→ E[eiξU ]

令 n→ ∞，便得到 U 的特征函数

E[eiξU ] = eimξ−σ2ξ2/2

因此 U ∼ N (m,σ2)。再把 B(f) 写成

B(f) = lim
m→∞

(
〈f, h0〉N0 +

m∑
n=0

2n−1∑
k=0

〈f, hkn〉Nk
n

)
,

有限个独立高斯变量的线性组合仍为高斯变量，故由引理可知 B(f) ∼ N (0, ‖f‖22)。此外，对任意
f, f ′ ∈ L2([0, 1])，

Cov(B(f),B(f ′)) = E[B(f)B(f ′)] = 〈f, f ′〉.
2 这是等距性与极化恒等式的直接结果。现在对每个 t ∈ [0, 1]，令

Bt = B(1[0,t]).

2校订注：原讲义此式左端把第二个随机变量误排为 B′(f)；应为 B(f ′)。
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特别地，B0 = B(1{0}) = B(0) = 0 几乎必然。现在验证 (Bt)t∈[0,1] 在区间 [0, 1] 上满足（P1）。取
0 = t0 < t1 < · · · < tp ≤ 1。由线性性，

Bti −Bti−1 = B(1]ti−1,ti])

它服从 N (0, ti − ti−1)。此外，若 i 6= j，

Cov(Bti −Bti−1 , Btj −Btj−1) =
〈

1(ti−1,ti], 1(tj−1,tj ]

〉
= 0.

向量 (Bt1 , Bt2 −Bt1 , . . . , Btp −Btp−1) 还是高斯向量：任取 λ1, . . . , λp ∈ R，有

p∑
j=1

λj(Btj −Btj−1) = B
( p∑

j=1

λj1]tj−1,tj ]

)
服从高斯分布。由命题 11.4.2，协方差矩阵为对角矩阵蕴含随机变量 Bt1 , Bt2 −Bt1 , . . . , Btp −Btp−1

相互独立，故（P1）得证。下面证明路径连续性（P2）。目前，Bt = B(1[0,t]) 只是 L2(Ω,F , P ) 中
的一个元素，即一类几乎必然相等的随机变量。为了讨论（P2），必须对每个 t ∈ [0, 1] 选定一个
代表元；这个选择不影响（P1），但会影响（P2）。为此，要进一步分析定义 Bt 的级数。先引入
Schauder 函数。

g0(t) = 〈1[0,t], h0〉 = t

gkn(t) = 〈1[0,t], hkn〉 =
∫ t

0
hkn(s)ds.

根据构造，对于所有t ∈ [0, 1],有

Bt = B(1[0,t]) = tN0 +

∞∑
n=0

2n−1∑
k=0

gkn(t)N
k
n

该级数先验地对每个固定的 t ∈ [0, 1] 在 L2(Ω,F , P ) 中收敛。下面将证明更强的结论：除去某个概
率为零的集合 A ∈ F 外，对每个 ω ∈ Ω，该级数在 [0, 1] 上一致收敛。若 ω ∈ Ac，定义 Bt(ω) 为
上述级数之和；若 ω ∈ A，则对所有 t ∈ [0, 1] 令 Bt(ω) = 0。这只是从与 B(1[0,t]) 几乎必然相等的
随机变量等价类中选定代表，不影响（P1）。由于连续函数的一致极限仍连续，这将给出 t 7→ Bt(ω)

的连续性。先注意到 0 ≤ gkn ≤ 2−n/2；对固定 n，函数 gkn（0 ≤ k ≤ 2n − 1）的支集互不相交，而
且仅当 k2−n < t < (k + 1)2−n 时 gkn(t) > 0。因此

sup
t∈[0,1]

∣∣∣ 2n−1∑
k=0

gkn(t)N
k
n

∣∣∣ ≤ 2−n/2 sup
0≤k≤2n−1

|Nk
n |.

引理 14.2.3 　若 N ∼ N (0, 1)，则对每个 a ≥ 1，

P (|N | ≥ a) ≤ e−a2/2.

证明。直接估计高斯密度的尾积分：

P (|N | ≥ a) =
2√
2π

∫ ∞

a
dx e−x2/2 ≤ 2√

2π

∫ ∞

a
dx

x

a
e−x2/2 =

2

a
√
2π
e−a2/2.

因为所有 Nk
n ∼ N (0, 1)，由并集界与上述引理，
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P
(

sup
0≤k≤2n−1

|Nk
n | > 2n/4

)
≤

2n−1∑
k=0

P (|Nk
n | > 2n/4) ≤ 2n exp(−2

n
2
−1).

记

An =
{

sup
0≤k≤2n−1

|Nk
n | > 2n/4

}
由前一估计可知

∑
n P (An) <∞。Borel–Cantelli 引理因而给出

P (lim supAn) = 0.

令 A = lim supn→∞An，则 P (A) = 0。若 ω /∈ A，则对所有充分大的 n，

sup
0≤k≤2n−1

|Nk
n | ≤ 2n/4

于是

sup
t∈[0,1]

∣∣∣ 2n−1∑
k=0

gkn(t)N
k
n

∣∣∣ ≤ 2−n/4

右端关于 n 可求和，所以定义 Bt 的函数级数在 [0, 1] 上一致收敛，从而得到（P2）。该构造甚至
保证对每个 ω ∈ Ω 都有 B0(ω) = 0。最后把构造从 [0, 1] 推广到 R+，并推广到任意维数。取彼此
独立的一维过程 (B

(1)
t )t∈[0,1], (B

(2)
t )t∈[0,1], . . .，每个过程都按上法由一组新的、且与其他各组独立

的高斯变量构造，并令

Bt = B
(1)
1 + · · ·+B

(k)
1 +B

(k+1)
t−k , t ∈ [k, k + 1).

由独立平稳增量和逐段连续性，容易验证 (Bt)t≥0 是一维布朗运动。对任意 d ≥ 1，再取 d 个
相互独立的一维布朗运动 (Bj

t )t≥0（1 ≤ j ≤ d），并令

Bt = (B1
t , B

2
t , . . . , B

d
t )

这就构造出了 d 维布朗运动。

若 x ∈ Rd，称 (Bt)t≥0 是从 x 出发的布朗运动，如果 (Bt − x)t≥0 是从 0 出发的布朗运动。

14.3 Wiener 测度

设 C(R+,Rd) 为从 R+ 到 Rd 的连续函数空间。赋予它最小的 σ-代数 C，使每个坐标映射
w 7→ w(t)（t ∈ R+）均可测。

引理 14.3.1 　当 C(R+,Rd) 赋予在每个紧集上一致收敛的拓扑时，C 恰为其 Borel σ-代数。

证明。记 B 为 Borel σ-代数。坐标映射连续，故 C ⊂ B。反过来，空间上的一个度量可定义为

d(w,w′) =
∞∑
n=1

2−n sup
0≤t≤n

(
|w(t)− w′(t)| ∧ 1

)
.
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空间 C(R+,Rd) 可分，故每个开集都是可数个开球之并。因此只需证明所有开球属于 C；等价
地，对固定 w0 ∈ C(R+,Rd)，映射 w 7→ d(w0, w) 是 C-可测的。对每个 n ≥ 1，

sup
t∈[0,n]

(
|w(t)− w0(t)| ∧ 1

)
= sup

t∈[0,n]∩Q

(
|w(t)− w0(t)| ∧ 1

)
,

我们立刻得到这个可测性性质。

定义 14.3.1 　设 (Bt)t∈R+ 是定义在概率空间 (Ω,F , P ) 上、从 0 出发的 d 维布朗运动。d 维
Wiener 测度是 C(R+,Rd) 上的概率测度 P0，即 P (dω) 在下列映射下的像测度：

Φ : Ω −→ C(R+,Rd),

ω 7−→ (Bt(ω))t≥0.

映射 Φ 是可测的：只需考察它与各坐标映射 w 7→ w(t) 的复合；该复合正是随机变量 Bt。上
述定义必须与所选布朗运动 B 无关。为此，设 0 = t0 < t1 < · · · < tp，并任取 Rd 中的 Borel 集
A0, A1, . . . , Ap。则

P0{w : w(t0) ∈ A0, . . . , w(tp) ∈ Ap} = P (Bt0 ∈ A0, . . . , Btp ∈ Ap)

= 1A0(0)

∫
A1×···×Ap

pt1(y1)

× pt2−t1(y2 − y1) · · · ptp−tp−1(yp − yp−1) dy1 · · · dyp.

根据式（14.2），上式对任意布朗运动 B 都成立（这正是（P1）的重述）。单调类引理表明，

C(R+,Rd) 上的概率测度由其在柱集上的取值唯一确定；柱集即形如

{w : w(t0) ∈ A0, . . . , w(tp) ∈ Ap}

的集合。因此，上式唯一确定 P0，从而 Wiener 测度与用来定义它的布朗运动无关。以后只把
P0 称为 Wiener 测度。对每个 x ∈ Rd，记 Px(dw) 为 P0(dw) 在平移映射 w 7→ x+w 下的像测度。
现在取典范空间 Ω = C(R+,Rd)，赋予 σ-代数 C 和概率测度 P0，并定义坐标过程

Bt(w) = w(t), t ≥ 0.

由 Wiener 测度的定义，(Bt)t≥0 在 P0 下是从 0 出发的 d 维布朗运动。事实上，对任意 0 = t0 <

t1 < · · · < tp 及 Borel 集 A0, . . . , Ap，

P0(Bt0 ∈ A0, . . . , Btp ∈ Ap) = 1A0(0)

∫
A1×···×Ap

pt1(y1) · · · ptp−tp−1(yp − yp−1) dy1 · · · dyp.

同理，在 Px 下，坐标过程 (Bt)t≥0 是从 x 出发的 d 维布朗运动。

14.4 布朗运动的基本性质

以后记 Fs = σ(Br : 0 ≤ r ≤ s)，以及 F∞ = σ(Br : r ≥ 0)。
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命题 14.4.1 　设 (Bt)t≥0 是从 0 出发的 d 维布朗运动。（i）若 φ : Rd → Rd 是线性等距映射，
则 (φ(Bt))t≥0 仍是从 0 出发的 d 维布朗运动。

（ii）若 γ > 0，则由 Bγ
t = γ−1Bγ2t（t ≥ 0）定义的过程 (Bγ

t )t≥0 仍是从 0 出发的 d 维布朗运
动。

（iii）若 s ≥ 0，则由 B
(s)
t = Bs+t −Bs（t ≥ 0）定义的过程 (B

(s)
t )t≥0 是从 0 出发的 d 维布朗

运动，并且独立于 Fs。

证明。(i) 和 (ii) 非常容易。对于 (iii) 中的独立性，我们注意到对于任意选择的 t1 < t2 < ··· < tp
和 r1 < r2 < · · · < rq ≤ s，性质 (P1) 推出向量

(B
(s)
t1
, . . . , B

(s)
tp )

是独立的

(Br1 , . . . , Brq).

由命题 9.2.4，整个未来增量过程 (B
(s)
t )t∈R+ 独立于过去 (Br)0≤r≤s，也即独立于 Fs。

定理 14.4.2（布鲁门塔尔的全或无律）设

F0+ =
⋂
s>0

Fs.

则 F0+ 是平凡 σ-代数：对任意 A ∈ F0+，都有 P (A) ∈ {0, 1}。

证明。设 A ∈ F0+，并取 t1, . . . , tp > 0。当 ε > 0 充分小时，简单马尔可夫性质（命题 14.4.1
（iii））表明 (Bt1 −Bε, . . . , Btp −Bε) 与 Fε 独立，因而也与 F0+ 独立。因此，对任意定义在 (Rd)p

上的有界连续函数 f，

E[1A f(Bt1 −Bε, . . . , Btp −Bε)] = P (A)E[f(Bt1 −Bε, . . . , Btp −Bε)].

令 ε ↓ 0，由路径连续性与支配收敛定理得到

E[1A f(Bt1 , . . . , Btp)] = P (A)E[f(Bt1 , . . . , Btp)],

因此 (Bt1 , . . . , Btp) 独立于 F0+。再由命题 9.2.4，F∞ 独立于 F0+。但 F0+ ⊂ F∞，故 F0+ 独立
于自身，只能是平凡的。

推论 14.4.3 　设 d = 1。则几乎必然地，对每个 ε > 0，

sup
0≤s≤ε

Bs > 0, inf
0≤s≤ε

Bs < 0.

对每个 a ∈ R，令 Ta = inf{t ≥ 0 : Bt = a}（约定 inf∅ = ∞）。则
几乎必然地，对每个 a ∈ R，都有 Ta <∞。
因此，几乎处处，

lim sup
t→∞

Bt = +∞, lim inf
t→∞

Bt = −∞.
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注。随机变量 sup0≤s≤εBs 的可测性并非先验显然，因为它是不可数族可测函数的上确界。但
布朗路径连续，所以可把上确界限制在 [0, ε] ∩ Q 上，从而化为可数族随机变量的上确界（也
可直接使用引理 14.3.1）。

证明。取严格递减至 0 的正实数列 (εp)，并令

A =
⋂
p

{ sup
0≤s≤εp

Bs > 0}.

显然 A ∈ F0+。又由事件的单调性，

P(A) = lim
p→∞

P

(
sup

0≤s≤εp

Bs > 0

)
.

P ( sup
0≤s≤εp

Bs > 0) ≥ P (Bεp > 0) =
1

2
,

因为 Bεp ∼ N (0, εp)，其分布关于 0 对称，所以 P (A) ≥ 1/2。由定理 14.4.2 的全或无律，P (A) = 1，
从而

P-几乎必然地，对每个ε > 0, sup
0≤s≤ε

Bs > 0.

关于下确界的结论只需把 B 换成 −B。接下来，

1 = P
(

sup
0≤s≤1

Bs > 0

)
= lim

δ↓0
P
(

sup
0≤s≤1

Bs > δ

)
.

在命题 14.4.1（ii）中取 γ = δ，由尺度不变性，

P ( sup
0≤s≤1

Bs > δ) = P ( sup
0≤s≤1/δ2

Bδ
s > 1) = P ( sup

0≤s≤1/δ2
Bs > 1)

最后一个等号用到了布朗运动分布的唯一性。令 δ ↓ 0，得到

P (sup
s≥0

Bs > 1) = 1.

再次使用尺度不变性，对任意 A > 0，

P (sup
s≥0

Bs > A) = 1

再把 B 换成 −B，还有

P ( inf
s≥0

Bs < −A) = 1.

这些结论说明布朗运动几乎必然会到达每个实数，并且 lim supt→∞Bt = +∞、lim inft→∞Bt =

−∞。

再结合简单马尔可夫性质可得：几乎必然地，样本路径 t 7→ Bt 在任何非退化区间上都不单调。
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14.5 强马尔可夫性质

我们的目标是把简单马尔可夫性质（命题 14.4.1（iii））从确定时刻 s 推广到随机时刻 T。为
此，先明确允许使用的随机时刻。沿用前面的 Ft 与 F∞。

定义 14.5.1 　取值于 [0,∞] 的随机变量 T 称为停时，如果

∀t ≥ 0, {T ≤ t} ∈ Ft.

注。若 T 是停时，则对任意 t ≥ 0，

{T < t} =
⋃

q∈Q∩[0,t)

{T ≤ q} ∈ Ft.

例。在一维情形，Ta = inf{t ≥ 0 : Bt = a} 是停时。事实上，

{Ta ≤ t} = { inf
r∈Q∩[0,t]

|Br − a| = 0} ∈ Ft.

定义 14.5.2 　设 T 是停时。定义“停时 T 之前的信息”所组成的 σ-代数为

FT = {A ∈ F∞; ∀t ≥ 0, A ∩ {T ≤ t} ∈ Ft}.

容易验证，T 与 1{T<∞}BT 都是 FT -可测的。对后一个结论，可使用近似式

1{T<∞}BT = lim
n→∞

∞∑
i=0

1{i2−n≤T<(i+1)2−n}Bi2−n ,

并注意对每个 s ≥ 0，随机变量 Bs1{s≤T} 都是 FT -可测的。

定理 14.5.1（强马尔可夫性质）　设 T 是停时且 P (T <∞) > 0。在条件概率 P ( · | T <∞)

下，由

B
(T )
t = BT+t −BT

定义的过程 (B
(T )
t )t≥0 是从 0 出发的布朗运动，并且独立于 FT。

注。严格说，还需在 {T = ∞} 上定义 B(T )。例如，可在 T (ω) = ∞ 时令 B
(T )
t (ω) = 0（t ≥ 0）；

此选择不影响上述条件结论。

证明。先设 T < ∞ 几乎必然。对 A ∈ FT、0 ≤ t1 < · · · < tp，以及 F : (Rd)p → R+ 有界连
续，我们证明

E[1A F (B(T )
t1
, . . . , B

(T )
tp )] = P (A)E[F (Bt1 , . . . , Btp)].

这足以证明定理：取 A = Ω 得 B(T ) 是布朗运动（其轨道连续）；而 (14.3) 表明，对任意 0 ≤ t1 <

· · · < tp，向量 (B
(T )
t1
, . . . , B

(T )
tp ) 与 FT 独立，因此 B(T ) 与 FT 独立。为证 (14.3)，先注意到几乎

必然有
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F (B
(T )
t1
, . . . , B

(T )
tp )

= lim
n→∞

∞∑
k=0

1{(k−1)2−n<T≤k2−n}F (Bk2−n+t1 −Bk2−n , . . . , Bk2−n+tp −Bk2−n),

因此，根据支配收敛定理，

E[1A F (B(T )
t1
, . . . , B

(T )
tp )]

= lim
n→∞

∞∑
k=0

E[1A1{(k−1)2−n<T≤k2−n}F (Bk2−n+t1 −Bk2−n , . . . , Bk2−n+tp −Bk2−n)]

对 A ∈ FT，事件
A ∩ {(k − 1)2−n < T ≤ k2−n}

是 Fk2−n-可测的。由简单马尔可夫性质，

E[1A∩{(k−1)2−n<T≤k2−n}F (Bk2−n+t1 −Bk2−n , . . . , Bk2−n+tp −Bk2−n)]

= P (A ∩ {(k − 1)2−n < T ≤ k2−n})E[F (Bt1 , . . . , Btp)],

对 k 求和即得 (14.3)。若 P (T = ∞) > 0，同样的逼近给出

E[1A∩{T<∞} F (B
(T )
t1
, . . . , B

(T )
tp )] = P (A ∩ {T <∞})E[F (Bt1 , . . . , Btp)]

并且由此再次得出了所需的结果。马尔可夫强性质的一个重要应用是在下面定理证明中所示的反
射原理。

定理 14.5.2 　设 d = 1。对每个 t ≥ 0，记

St = sup
0≤s≤t

Bs.

若 a ≥ 0 且 b ≤ a，则

P (St ≥ a, Bt ≤ b) = P (Bt ≥ 2a− b).

特别地，St 与 |Bt| 同分布。

证明。我们将马尔可夫强性质应用于停时

Ta = inf{t ≥ 0, Bt = a}.

由推论 14.4.3，Ta <∞ 几乎必然。于是

P (St ≥ a, Bt ≤ b) = P (Ta ≤ t, Bt ≤ b) = P (Ta ≤ t, B
(Ta)
t−Ta

≤ b− a),

因为 B
(Ta)
t−Ta

= Bt − BTa = Bt − a。记 B′ = B(Ta)。由定理 14.5.1，B′ 是与 FTa 独立的布朗运动，
特别地与 Ta 独立。又因 B′ 与 −B′ 同分布，(Ta, B

′) 与 (Ta,−B′) 也同分布。令

H = {(s, w) ∈ R+ × C(R+,R) : s ≤ t, w(t− s) ≤ b− a}.

前面的概率等于
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P((Ta, B′) ∈ H) = P((Ta,−B′) ∈ H)

= P(Ta ≤ t,−B(Ta)
t−Ta

≤ b− a)

= P(Ta ≤ t, Bt ≥ 2a− b)

= P(Bt ≥ 2a− b),

最后一个等式使用了事件 {Bt ≥ 2a− b} ⊂ {Ta ≤ t}。为证明第二条，注意

P(St ≥ a) = P(St ≥ a,Bt ≥ a) + P(St ≥ a,Bt ≤ a)

= 2P(Bt ≥ a) = P(|Bt| ≥ a).

因此二元随机变量 (St, Bt) 的联合密度为

g(a, b) =
2(2a− b)√

2πt3
exp

(
−(2a− b)2

2t

)
1{a>0,b<a}.

推论 14.5.3（d = 1）　对每个 a > 0，停时 Ta 与 a2/B2
1 同分布，因此其密度为

f(t) =
a√
2πt3

exp
(
− a2

2t

)
1{t>0}.

证明。我们写出

P(Ta ≤ t) = P(St ≥ a) = P(|Bt| ≥ a)

= P(B2
t ≥ a2) = P(tB2

1 ≥ a2) = P
(
a2

B2
1

≤ t

)
.

又因 B1 ∼ N (0, 1)，对变量 a2/B2
1 作直接换元，即可得到上述密度。

规范空间上的改写。为便于后续应用，把马尔可夫性质改写到规范空间 Ω = C(R+,Rd) 上。从
现在起，在该空间上取坐标过程 Bt(w) = w(t) 与规范滤过 Ft = σ(Bs : 0 ≤ s ≤ t)。回忆：对每个
x ∈ Rd，在 Px 下，(Bt)t≥0 是从 x 出发的布朗运动。

再引入平移算子。对每个 s ≥ 0，定义 θs : Ω → Ω 为 (θsω)(t) = ω(s+ t)（t ≥ 0）。

等价地，Bt ◦ θs = Bs+t。

定理 14.5.4 　设 T 是停时，F,G 是 Ω 上的两个非负可测函数，并假设 F 是 FT -可测的。则
对任意 x ∈ Rd，

Ex[1{T<∞}F ·G ◦ θT ] = Ex[1{T<∞}F · EBT
[G]].

注。可将此式与离散时间的定理 13.3.5 对照。

证明。由空间平移只需处理 x = 0。为简化记号，先设 P0(T < ∞) = 1。关键观察是：当
T (ω) <∞ 时，

(θTω)(t) = ω(T + t) = ω(T ) +
(
ω(T + t)− ω(T )

)
= BT (ω) +B

(T )
t (ω).

于是
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E0[1{T<∞}F ·G ◦ θT ] = E0[1{T<∞}F ·G(BT +B
(T )
• )]

= E0

[
1{T<∞}F · E0[G(BT +B

(T )
• ) | FT ]

]
.

这里 B
(T )
• 表示连续函数 (B

(T )
t )t≥0，把它看成取值于 C(R+,Rd) 的随机变量。BT 是 FT -可测的；

另一方面，由定理 14.5.1，B
(T )
• 独立于 FT，且其分布为 P0。应用定理 11.3.4，

E0[G(BT +B
(T )
• ) | FT ] =

∫
P0(dω)G(BT + ω) = EBT

[G].

代回上一式即得结论。

14.6 调和函数与 Dirichlet 问题

第 7 章已经引入球面 Sd−1 上的 Lebesgue 测度 ωd。把 ωd 归一化，得到 Sd−1 上的均匀概率
测度 σd。根据第 7 章，它与 Rd 上的 Lebesgue 测度 λd 满足

σd(A) =
Γ(d2 + 1)

πd/2
λd
(
{rx : 0 ≤ r ≤ 1, x ∈ A}

)
.

对每个 Borel 集 A ⊂ Sd−1 都成立。和 ωd 一样，σd 在线性等距变换作用下不变。此外，定理 7.2.1
给出极坐标积分公式：对每个非负 Borel 函数 f : Rd → R+，∫

Rd

f(x) dx = cd

∫ ∞

0

∫
Sd−1

f(rz)rd−1 dr σd(dz). (14.4)

其中 cd = 2πd/2/Γ(d/2)。

引理 14.6.1 　 σd 是球面 Sd−1 上唯一在线性等距变换作用下不变的概率测度。

证明。设 µ 是 Sd−1 上另一个在线性等距变换作用下不变的概率测度。对任意 ξ ∈ Rd 和任意
线性等距映射 Φ，

µ̂(ξ) =

∫
Sd−1

eiξ·x µ(dx) =

∫
Sd−1

eiξ·Φ
−1(x) µ(dx)

=

∫
Sd−1

eiΦ(ξ)·x µ(dx) = µ̂(Φ(ξ)).

由此可知，µ̂(ξ) 只依赖于 |ξ|。因此存在函数 f : R+ → C，使得对每个 ξ ∈ Rd，

µ̂(ξ) = f(|ξ|).

同理，存在函数 g : R+ → C，使得

σ̂d(ξ) = g(|ξ|).

于是，对每个 r ≥ 0，∫
Sd−1

(∫
Sd−1

eirξ·xµ(dx)
)
σd(dξ) =

∫
Sd−1

f(r)σd(dξ) = f(r)
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根据 Fubini 定理，这也等于

∫
Sd−1

(∫
Sd−1

eirx·ξσd(dξ)
)
µ(dx) =

∫
Sd−1

g(r)µ(dx) = g(r).

因此 f = g，从而 µ̂ = σ̂d。由定理 8.2.4，µ = σd。若 x ∈ Rd、r > 0，记 B(x, r) 与 B(x, r) 分别为
以 x 为中心、半径为 r 的开球与闭球。以 x 为中心、半径为 r 的球面上的均匀概率测度记为 σx,r；
按定义，它是 σd(dy) 在映射 y 7→ x + ry 下的像测度。再次说明：本章以下部分始终使用第 14.3
节末构造的典范空间上的布朗运动。

命题 14.6.2 　设 x ∈ Rd、r > 0，并令停时

S = inf{t ≥ 0 : |Bt − x| ≥ r}.

则在 Px 下，BS 的分布为均匀概率测度 σx,r。

证明。通过空间平移与尺度变换，只需处理 x = 0, r = 1。由一维布朗运动的无界性可知 S <∞
几乎必然；路径连续性给出 |BS | = 1。布朗运动的旋转不变性又说明 BS 的分布在线性等距变换
下不变。由引理 14.6.1，该分布只能是 σd。回忆：区域是 Rd 中的连通开集。函数 h : D → R 若
在 D 的每个紧子集上有界，就称为局部有界。

定义 14.6.1 　设 D 是 Rd 中的区域。局部有界可测函数 h : D → R 称为调和函数，如果对
任意 x ∈ D 和 r > 0，只要 B(x, r) ⊂ D，就有

h(x) =

∫
h(y)σx,r(dy).

换言之，只要闭球 B(x, r) 包含于 D，h(x) 就等于函数 h 在以 x 为中心、半径为 r 的球面上
的平均值。

经典 Dirichlet 问题。给定有界区域 D 和连续边界函数 g : ∂D → R，希望找到 h : D → R，
使得：

• h 以连续极限方式取得边界值 g：对每个 y ∈ ∂D，

g(y) = lim
x→y,x∈D

h(x) ;

• h 在 D 上调和。

下列定理先给出一个自然的候选函数。

定理 14.6.3 　设 D 是有界区域，g 是 ∂D 上的有界可测函数。记退出时刻

T = inf{t ≥ 0 : Bt /∈ D}.

则函数

h(x) = Ex[g(BT )], x ∈ D

在 D 上调和。
这与上一章末离散调和函数的结果完全对应。
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证明。由路径连续性，对任意 t ≥ 0，

{T ≤ t} =

 inf
0≤s≤t
s∈Q

dist(Bs, D
c) = 0

 ,

故 T 是停时。因为 D 有界，利用任一坐标的一维布朗运动无界性可知 T <∞，Px-几乎必然。
再由路径连续性可知 BT ∈ ∂D，所以 Ex[g(BT )] 有定义，且绝对值不超过 supy∈∂D |g(y)|。下面验
证 h 可测。记 C 为 C(R+,Rd) 上的典范 σ-代数。对任意 A ∈ C，映射 x 7→ Px(A) 可测：先对柱
集用有限维分布的显式公式验证，再用单调类定理推广。因此，对路径空间上的任意有界可测函数
F，映射 x 7→ Ex[F ] 可测。把这一结论应用于

F (w) = 1{T (w)<∞}g(BT (w)(w)) = 1{T (w)<∞}g
(
w(T (w))

)
,

即可得到 h 的可测性。

现在固定 x ∈ D 与 r > 0，使闭球 B(x, r) ⊂ D。令

S = inf{t ≥ 0 : Bt /∈ B(x, r)} = inf{t ≥ 0 : |Bt − x| ≥ r}.

显然，在 Px 下几乎必然有 S ≤ T；事实上，对典范空间 Ω = C(R+,Rd) 中每个 w，都有 S(w) ≤
T (w)。此外，在 Px 下几乎必然有 BT = BT ◦ θS。

这只是说：若 t 7→ w(t) 是一条从 x 出发的路径，那么它离开 D 的位置，和删去从出发时刻
到离开球 B(x, r) 这一段后所得路径离开 D 的位置相同。这是因为 B(x, r) ⊂ D。于是可把强马尔
可夫性质按定理 14.5.4 的形式应用于停时 S，得到

h(x) = Ex[g(BT )] = Ex[g(BT ) ◦ θS ] = Ex[EBS
[g(BT )]]

= Ex[h(BS)] =

∫
h(y)σx,r(dy).

最后一个等号使用了命题 14.6.2，证明完成。要使前一定理给出的函数成为经典 Dirichlet 问题的
解（再假设边界函数 g 连续），还需证明对每个 y ∈ ∂D，

g(y) = lim
x→y,x∈D

Ex[g(BT )].

直观上，若 x ∈ D 接近 y ∈ ∂D，从 x 出发的布朗运动会很快离开 D，因而退出点 BT 既接近 x，
也接近 y；由 g 的连续性，g(BT ) 将接近 g(y)，从而得到所需结论。在附加适当假设并严格化这一
论证之前，我们先处理解的唯一性。下一个命题说明调和函数自动具有很强的正则性。

命题 14.6.4 　若 h 在 D 上调和，则 h ∈ C∞(D)。此外，若 x ∈ D、r > 0 且 B(x, r) ⊂ D，则

h(x) =
1

λd(B(x, r))

∫
B(x,r)

h(y) dy.

证明。取 r0 > 0，并令

D0 = {x ∈ D : dist(x,Dc) > r0}.

只需证明 h ∈ C∞(D0)。取非零函数 φ ∈ C∞
c ((0, r0))，且 φ ≥ 0。对任意 x ∈ D0 和 r ∈ (0, r0)，
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h(x) =

∫
σx,r(dz)h(z) =

∫
σd(dy)h(x+ ry).

把这个等式的首、末两端乘以 rd−1φ(r)，再对 r ∈ (0, r0) 积分。由公式 (14.4)，存在只依赖于 φ 的
常数 c > 0，使对每个 x ∈ D0，

c h(x) = cd

∫ r0

0
rd−1φ(r) dr

∫
Sd−1

h(x+ ry)σd(dy)

=

∫
B(0,r0)

φ(|z|)h(x+ z) dz

=

∫
B(x,r0)

φ(|z − x|)h(z) dz

=

∫
Rd

φ(|z − x|)h̃(z) dz.

3 在最后一个等式中，h̃ 表示把 h 在 Dc 上延拓为 0 所得的函数。这个取值不影响积分，因为若
x ∈ D0、z ∈ Dc，则 φ(|z − x|) = 0。因此，在 D0 上，h 等于函数 z 7→ φ(|z|) 与可测有界函数
h̃ 的卷积；前者属于 C∞ 且具有紧支集。第 2 章末关于积分号下求导的讨论说明，这一卷积属于
C∞。还需证明第二个断言。令 φ = 1[0,r0)，重复上述计算，则对 x ∈ D0 有

h(x) = c′
∫
B(x,r0)

dy h(y)

其中 c′ 只依赖于 r0。取常值调和函数 h ≡ 1，可知 c′ = λd(B(x, r0))
−1，从而得到 (14.6)。

推论 14.6.5 如果狄利克雷问题存在解，则该解是唯一的。

证明。设 h1, h2 是两个解，并令 f = h1 − h2。假设 f 不恒为零。必要时交换 h1, h2，可设 f

在某点取严格正值。把 f 在 ∂D 上延拓为 0，所得函数在 D 上连续，因而在 D 内达到其正最大值
M（D 有界，故 D 紧）。取 x0 ∈ D 使 f(x0) =M。由前一命题，对每个 0 < r < dist(x0, Dc)，有

f(x0) =
1

λd(B(x0, r))

∫
B(x0,r)

dy f(y),

即

∫
B(x0,r)

dy (f(x0)− f(y)) = 0.

因为对每个 y ∈ D 都有 f(x0) ≥ f(y)，所以上式只能在 f(x0) = f(y) 对 B(x0, r) 中 λd-几乎处处成
立时成立。又因 f 连续，故对每个 y ∈ B(x0, r) 都有 f(x0) = f(y)。因此集合 {x ∈ D : f(x) =M}
是开集。

另一方面，该集合也是 D 的闭集。由于 D 连通，必有

{x ∈ D : f(x) =M} = D.

这与 M > 0 且 f 在 D 的边界处趋于零矛盾。

3校订注：原讲义此处换元后的两行分别误排为 h(x) 与 h̃(x)；积分变量为 z，正确被积函数应为 h(z) 与 h̃(z)。
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定义 14.6.2 　若对每个 y ∈ ∂D，都存在 r > 0 和一个以 y 为顶点的开圆锥 C，使得

C ∩B(y, r) ⊂ Dc,

则称区域 D 满足外锥条件。

定理 14.6.6 　设 D 是满足外锥条件的有界区域，g ∈ C(∂D)。则

h(x) = Ex[g(BT )], x ∈ D

是经典 Dirichlet 问题的唯一解。

证明。由定理 14.6.3 和推论 14.6.5，只需证明对每个固定的 y ∈ ∂D，

lim
x→y,x∈D

h(x) = g(y).

取 ε > 0。由 g 在紧集 ∂D 上一致连续，可取 δ > 0，使得只要 z ∈ ∂D 且 |z − y| < δ，就有

|g(z)− g(y)| < ε

3
.

再取 M > supz∈∂D |g(z)|。对任意 η > 0，

|Ex[g(BT )]− g(y)| ≤ Ex[|g(BT )− g(y)|1{T≤η}] + Ex[|g(BT )− g(y)|1{T>η}]

≤ Ex

[
|g(BT )− g(y)|1{T≤η}1{supt≤η |Bt−x|≤δ/2}

]
+ 2MPx

(
sup
t≤η

|Bt − x| > δ

2

)
+ 2MPx(T > η)

=: I + II + III.

分别估计 I, II, III。若 |x− y| < δ/2，则在事件 {T ≤ η} ∩ {supt≤η |Bt − x| ≤ δ/2} 上，

|BT − y| ≤ |BT − x|+ |x− y| < δ

所以 δ 的选择给出 I ≤ ε/3。由平移不变性，

II = 2MP0

(
sup
t≤η

|Bt| >
δ

2

)
最后只需再取足够小的 α ∈ (0, δ/2]，使得当 |x− y| < α 时，III = 2MPx(T > η) ≤ ε/3。下面的
引理正好保证这一点，从而定理得证。

引理 14.6.7 　在外锥条件下，对任意 y ∈ ∂D 与 η > 0，都有

lim
x→y
x∈D

Px(T > η) = 0.

注。验证边界条件 (14.7) 的关键，是证明从 D 的边界附近出发的布朗运动以高概率迅速离开
D。本引理精确表达了这一事实。外锥条件不是最优条件，但足以支撑本讲义的应用。
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证明。先重写点 y ∈ ∂D 处的外锥条件。对 u ∈ Sd−1、γ > 0，令

C(u, γ) = {z ∈ Rd : z · u > (1− γ)|z|}.

它是以 0 为顶点、方向为 u、开口参数为 γ 的开圆锥。可取 r > 0、u ∈ Sd−1 和 γ > 0，使得

y +
(
C(u, γ) ∩B(0, r)

)
⊂ Dc.

为简化记号，令 C = C(u, γ) ∩B(0, r)，并再令

C̃ = {z ∈ Rd : z · u > (1− γ/2)|z|} ∩B(0, r/2).

它是把 C(u, γ) 缩窄并截在 B(0, r/2) 中所得的圆锥。若 T
C̃
= inf{t ≥ 0 : Bt ∈ C̃}，则由布鲁门塔

尔全或无律可得 P0(TC̃ = 0) = 1。4

事实上，若 (εn) 严格递减到 0，则事件 lim supn{Bεn ∈ C̃} 属于 F0+；与推论 14.4.3 的证明
相同的论证表明这个事件的概率严格为正，故由全或无律其概率为 1。对 0 < a < r/2，记

C̃a = C̃ ∩B(0, a)c.

当 a ↓ 0 时，C̃a ↑ C̃，故 T
C̃a

↓ T
C̃
= 0 几乎必然。因此，对任意 β > 0，可把 a 取得足够小，使

P0(TC̃a
≤ η) > 1− β.

利用 y + C ⊂ Dc，并采用显然的 hitting time 记号，可得

Px(T ≤ η) ≥ Px(Ty+C ≤ η) = P0(Ty−x+C ≤ η).

一个简单的几何观察表明，当 |y − x| 足够小时，平移圆锥 y − x+ C 包含 C̃a。于是

Px(T ≤ η) ≥ P0(TC̃a
≤ η) > 1− β.

其中最后一个不等式来自 a 的选择。由于 β > 0 任意，引理得证。下面讨论调和函数的另一个解
析刻画，它通常也被直接用作调和函数的定义。

命题 14.6.8 　设 h 是区域 D 上的局部有界函数。则 h 调和，当且仅当 h ∈ C2(D) 且 ∆h = 0。

证明。先设 h 调和。由命题 14.6.4，h ∈ C∞(D)。固定 x ∈ D，并取 r0 > 0 使 B(x, r0) ⊂ D。
仍由命题 14.6.4，对每个 r ∈ (0, r0)，

h(x) =
1

λd(B(x, r))

∫
B(x,r)

h(y) dy.

另一方面，对 y ∈ B(x, r) 使用二阶 Taylor 公式，得到

h(y) = h(x) +
d∑

i=1

∂h

∂yi
(x) (yi − xi) +

1

2

d∑
i,j=1

∂2h

∂yi∂yj
(x) (yi − xi)(yj − xj) + o(r2)

其中余项 o(r2) 对 y ∈ B(x, r) 一致。对上式在 B(x, r) 上积分，并利用球的对称性，得到

4校订注：原讲义此处把较大的圆锥误写成了 C(u, r)；圆锥的开口参数应为 γ。
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∫
B(x,r)

h(y) dy = λd(B(x, r))h(x) +
1

2

d∑
i=1

∂2h

∂y2i
(x)

∫
B(x,r)

(yi − xi)
2dy + o(rd+2).

令 C1 =
∫
B(0,1) y

2
1 dy > 0。前式与（14.8）给出

C1

2
∆h(x) rd+2 + o(rd+2) = 0

这只有在 ∆h(x) = 0 时才可能。反过来，设 h ∈ C2(D) 且 ∆h = 0。只需证明：若 U 是满足 U ⊂ D

的开球，则 h 在 U 上调和。由定理 14.6.6，存在唯一函数 h̃，它在 U 上连续、在 U 内调和，且
在 ∂U 上与 h 相等。证明的第一部分又说明 ∆h̃ = 0 于 U。把下面的最大值原理分别应用于 h− h̃

与 h̃− h，便得 h = h̃ 于 U，命题得证。

引理 14.6.9（最大值原理）　设 V ⊂ Rd 是有界开集，u ∈ C(V ) ∩ C2(V )，并且 ∆u ≥ 0 于
V。则

sup
x∈V̄

u(x) = sup
x∈∂V

u(x).

证明。先假设更强的条件 ∆u > 0 于 V。反设

supx∈V̄ u(x) > supx∈∂V u(x).

则存在 x0 ∈ V 使

u(x0) = sup
x∈V

u(x).

此时

∂u

∂yj
(x0) = 0 , ∀j ∈ {1, . . . , d}

而且二阶 Taylor 公式说明 Hessian 矩阵

Mx0 =
( ∂2u

∂yi∂yj
(x0)

)
i,j∈{1,...,d}

是半负定的，即相应二次型只取非正值。因此Mx0 的所有特征值均非正，其迹也非正。但 tr(Mx0) =

∆u(x0) > 0，矛盾。若只假设 ∆u ≥ 0，对每个 ε > 0 令

uε(x) = u(x) + εx21,

则 ∆uε = ∆u+ 2ε > 0。由已证情形，

sup
x∈V̄

uε(x) = sup
x∈∂V

uε(x),

最后令 ε ↓ 0 即得结论。
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14.7 调和函数与布朗运动

先说明连续时间鞅。仍在第 14.3 节末的布朗运动规范空间上，令 Ft = σ(Bs : s ≤ t)。一族可
积随机变量 (Mt)t≥0 称为鞅，如果对每个 t ≥ 0，Mt 是 Ft-可测的，并且对任意 0 ≤ s ≤ t，

E[Mt | Fs] =Ms.

若 U ⊂ Rd 是开集，记 HU = inf{t ≥ 0 : Bt /∈ U}。

定理 14.7.1 　设 D ⊂ Rd 是区域。连续函数 h : D → R 调和，当且仅当对每个满足 U ⊂ D

且具有外锥条件的有界开集 U，过程

(h(Bt∧HU
))t≥0

对每个 x ∈ U，在 Px 下都是鞅。

直观地说，调和函数与布朗运动复合后产生鞅。上述外锥条件对结论本身不是必需的，只是本
讲义的证明需要它。证明。先设 h 调和，并取满足定理条件的开集 U。简记 H = HU，固定 x ∈ U。

随机变量 h(Bt∧H) 在 Px 下几乎必然由 sup{|h(y)| : y ∈ U} < ∞ 控制。设 s ≤ t。注意随机
变量 Bs∧H 是 Fs∧H -可测的，因而也是 Fs-可测的。要证明所需等式 Ex[h(Bt∧H) | Fs] = h(Bs∧H)，
只需证明对任意有界的 Fs-可测随机变量 F，都有

Ex[F h(Bs∧H)] = Ex[F h(Bt∧H)].

可把 h 看成区域 U 上、边界值为 h|∂U 的 Dirichlet 问题的唯一解。由定理 14.6.6，对每个 y ∈ U，

h(y) = Ey[h(BH)].

因此得出

Ex[F 1{s<H}h(Bs∧H)] = Ex[F 1{s<H}h(Bs)] = Ex[F 1{s<H} EBs [h(BH)]].

由于 F1{s<H} 是 Fs-可测的（练习），把定理 14.5.4 应用于常停时 s，得到

Ex[F 1{s<H} EBs [h(BH)]] = Ex[F 1{s<H}h(BH)].

由此我们得到

Ex[F h(Bs∧H)] = Ex[F 1{s<H}h(Bs)] + Ex[F 1{s≥H}h(BH)] = Ex[F h(BH)].

显然，同样的论证表明

Ex[F h(Bt∧H)] = Ex[F h(BH)] = Ex[F h(Bs∧H)]

反过来更简单。若 h 满足定理中的鞅性质，取闭包包含于 D 的开球 U。对 x ∈ U，鞅性质给出

h(x) = Ex[h(Bt∧H) | F0] = Ex[h(Bt∧H)].

令 t → ∞，由有界收敛定理得 h(x) = Ex[h(BH)]。定理 14.6.3 表明 h 在 U 上调和；这足以推出
h 在 D 上调和。以下假设 d ≥ 2；在一维，调和函数就是仿射函数。
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命题 14.7.2 　设 0 ≤ a < b，并令 Da,b 为区域

Da,b = B(0, b)\B̄(0, a).

若径向函数 f : Da,b → R 只依赖于 |x|，则 f 调和，当且仅当存在 C,C ′ ∈ R，使

f(x) =

C + C ′ log |x|, d = 2,

C + C ′|x|2−d, d ≥ 3.

证明。调和性先给出 f ∈ C∞。令 g : (a, b) → R 满足 f(x) = g(|x|)。径向函数的拉普拉斯算
子为

∆f(x) = g′′(|x|) + d− 1

|x|
g′(|x|).

由命题 14.6.8，f 调和当且仅当 g 满足微分方程

g′′(r) +
d− 1

r
g′(r) = 0.

解这个方程就得到命题中的两种表达式。以下两个陈述中，对任意闭集 A ⊂ Rd，记

TA = inf{t ≥ 0 : Bt ∈ A}.

命题 14.7.3 　设 x ∈ Rd \ {0}，且 ε,R > 0 满足 ε < |x| < R。则

Px(TB(0,ε) < TB(0,R)c) =


logR− log |x|
logR− log ε , d = 2,

|x|2−d −R2−d

ε2−d −R2−d
, d ≥ 3.

(14.9)

注。一维的对应结论是：若 a < x < b，则

Px(Ta < Tb) =
b− x

b− a

证明。考虑满足外锥条件的区域 Dε,R = B(0, R) \B(0, ε)，并在 ∂Dε,R 上定义连续函数

g(y) =

1, |y| = ε,

0, |y| = R.

定理 14.6.6 表明，函数

h(x) = Px(TB(0,ε) < TB(0,R)c), ε < |x| < R,

是边界条件为 g 的 Dirichlet 问题的唯一解。而由命题 14.7.2，式（14.9）右端也是同一个 Dirichlet
问题的解，故两者相等。由此可以推出布朗运动路径在长时间下的重要性质。

推论 14.7.4 　（i）若 d ≥ 3，则对任意 ε > 0 及 x ∈ Rd 满足 ε < |x|，
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Px(TB(0,ε) <∞) =

(
ε

|x|

)d−2

.

此外，对任意 x ∈ Rd，在 Px 下几乎必然有 limt→∞ |Bt| = ∞。
（ii）若 d = 2，则对任意 ε > 0 及 x ∈ R2 满足 ε < |x|，

Px(TB(0,ε) <∞) = 1

但是

Px(T{0} <∞) = 0.

此外，在 Px 下几乎必然，对 R2 的每个开集 U，集合 {t ≥ 0 : Bt ∈ U} 都无界。
与马尔可夫链类似，d ≥ 3 时称布朗运动暂态，d = 2 时称其常返。平面布朗运动的常返性并
不表示它会访问每个点；相反，除起点外，任一预先指定的点都几乎必然不会被访问。

证明。（i）首先，

Px(TB(0,ε) <∞) = lim
n→∞

Px(TB(0,ε) < TB(0,n)c).

对每个整数 n ≥ 1，再令

T (n) = TB(0,2n)c .

在停时 T (n) 处应用强马尔可夫性质，并再次利用式（14.9）。若 |x| ≤ 2n，则

Px

(
inf

t≥T (n)
|Bt| ≤ n

)
= Ex

[
PB

T (n)
(TB(0,n) <∞)

]
=
( n
2n

)d−2
.

Borel–Cantelli 引理说明，在 Px 下几乎必然，当整数 n 足够大时，

inf
t≥T (n)

|Bt| > n.

因此 |Bt| → ∞（t→ ∞）。（ii）由式（14.9），当 ε < |x| < R 时，

Px(TB(0,ε) < TB(0,R)c) =
logR− log |x|
logR− log ε .

令 R→ ∞，得到

Px(TB(0,ε) <∞) = 1.

在同一公式中令 ε ↓ 0，得到

Px(T{0} < TB(0,R)c) = 0.

又因为 TB(0,R)c ↑ ∞（R ↑ ∞），所以

Px(T{0} <∞) = 0.

这两条性质先对正有理数 ε 同时成立，再由单调性推广到所有 ε > 0。若到各个缩小球的首次到达
时刻没有趋于无穷，则由路径连续性会实际到达 0，与第二条性质矛盾。因此，几乎必然地，0 是
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t → ∞ 时路径的聚点。故对每个含 0 的开集 U，集合 {t ≥ 0 : Bt ∈ U} 无界。再作空间平移，并
只取一个可数开集基，即得推论最后一条。

Poisson 核。以下仍设 d ≥ 2。单位球的 Poisson 核是定义在 B(0, 1)× Sd−1 上的函数

K(x, y) =
1− |x|2

|x− y|d
, x ∈ B(0, 1), y ∈ Sd−1.

引理 14.7.5 　对每个固定的 y ∈ Sd−1，函数 x 7→ K(x, y) 在 B(0, 1) 上调和。

证明。对 x ∈ B(0, 1)，令 Ky(x) = K(x, y)。直接计算得到 ∆Ky = 0，再应用命题 14.6.8 即
可。

引理 14.7.6 　对每个 x ∈ B(0, 1)，都有∫
Sd−1

K(x, y)σd(dy) = 1.

证明。对 x ∈ B(0, 1)，令

F (x) =

∫
Sd−1

K(x, y)σd(dy).

由前一引理容易推出 F 在 B(0, 1) 上调和：可用 Fubini 定理验证平均值性质，也可在积分号下求
导证明 ∆F = 0。又因为 σd 与 K 在线性等距变换下不变，F 是径向函数。在去心球 B(0, 1) \ {0}
上，F 必须具有命题 14.7.2 中的形式；但 F 在原点连续，所以其中的常数 C ′ 必须为 0。故对所
有 x ∈ B(0, 1)，F (x) = F (0) = 1。

定理 14.7.7 　设 g 是 Sd−1 上的连续函数。单位球 B(0, 1) 中、边界条件为 g 的 Dirichlet 问
题的解为

h(x) =

∫
Sd−1

K(x, y)g(y)σd(dy), x ∈ B(0, 1).

此外，对每个固定的 x ∈ B(0, 1)，函数 y 7→ K(x, y) 是布朗运动在 Px 下离开 B(0, 1) 时出口
点分布关于 σd(dy) 的密度。

证明。与引理 14.7.6 相同的论证表明，h 在 B(0, 1) 上调和。为验证边界条件，固定 y0 ∈ Sd−1。
任取 δ > 0。Poisson 核的显式公式表明：若 x ∈ B(0, 1)、y ∈ Sd−1，且 |x−y0| < δ/2、|y−y0| > δ，
则

K(x, y) ≤ (
2

δ
)d (1− |x|2).

因此，对每个 δ > 0，

lim
x→y0

x∈B(0,1)

∫
{|y−y0|>δ}

K(x, y)σd(dy) = 0. (14.10)

5 给定 ε > 0，取充分小的 δ > 0，使当 y ∈ Sd−1、|y − y0| ≤ δ 时，|g(y) − g(y0)| ≤ ε。令
M = sup{|g(y)| : y ∈ Sd−1}，则

5校订注：原讲义在式 (14.10) 中把 σd 的下标 (d) 漏排；此处与本节其余记号统一。
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|h(x)− g(y0)| =
∣∣∣∣∫

Sd−1

K(x, y)(g(y)− g(y0))σd(dy)

∣∣∣∣
≤ 2M

∫
{|y−y0|>δ}

K(x, y)σd(dy) + ε.

第一个等式使用引理 14.7.6，后一个估计使用了 δ 的选择。结合 (14.10)，得到

lim sup
x→y0,x∈B(0,1)

|h(x)− g(y0)| ≤ ε.

由于 ε 任意，所需边界条件成立。最后，定理 14.6.6 还表明，同一 Dirichlet 问题的解可写成

h(x) = Ex[g(BT )],

其中 T = inf{t ≥ 0 : Bt /∈ B(0, 1)}。比较 h 的两种表示，就得到 BT 的分布为 K(x, y)σd(dy)。
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