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第八版前言

本书源自一门积分论课程：该课程曾连续多年面向巴黎第十二大学马恩河谷校区、后来面向索
邦大学（原巴黎第六大学皮埃尔与玛丽·居里校区）的数学本科生讲授；自 2014 年起，又在雷恩
国立应用科学学院三年级（L3）开设。本书首先面向即将完成本科三年级（L3）或刚进入数学专
业硕士一年级（M1）的学生。第一层次的内容介绍 Lebesgue 理论不可或缺的基础及其初步应用，
所需预备知识相当于本科二年级（L2）水平。我们还希望读者在本科之后，无论在旧制硕士阶段、
准备法国教师资格考试，甚至在研究生阶段，都能把本书用作参考。因此，在第一层次之外，我们
还详细证明了本理论的若干经典大定理，例如 Lebesgue 测度的构造、Riesz 定理与 Lusin 定理等。
同时，我们通过大量应用强调 Lebesgue积分的威力，尤其是在需要交换积分号与极限号的问题中。
每章末均有一节练习，其中既有直接操练定义的题目，也有更具挑战性的题目。

对大多数练习，读者可以参考第 18 章集中给出的提示。我们的教学经验表明，与完整详解相
比，恰到好处的提示更能帮助读者掌握 Lebesgue积分的基本技巧——特别是支配收敛定理、Fubini
定理、变量替换、卷积以及 Fourier 与 Laplace 变换。这里我们尤其想到那些愿意主动学习数学、
直面学科困难的学生（见图 1）。不过，本版新增的 Fourier 与 Laplace 变换练习以及少数旧题，仍
给出了较为详细的解答。总体而言，第 18 章的解题提示会随问题难度而详略不同。每章的练习并
不一定严格依照正文顺序排列；这样的安排让读者可以像工蜂采蜜一样，按照自己的程度在不同
难度之间穿梭。书中还把证明下面著名公式的九种方法分散安排成练习；这些方法有一部分受到
R. Chapman 汇编1的启发（参见索引中的“Basel 问题”）。该公式由瑞士数学家 Euler 于 1735 年
首次得到：
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书中还会得到下列令人惊叹的恒等式（见练习 15.24 与 15.25）：
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其中含 n = 0 的两项按连续延拓取值。2 它们显示出可数性、求和与积分之间的紧密联系；这三个
概念在 Lebesgue 积分理论中不可分割。3

积分理论自然可以从两个很不相同的角度展开。其一是源于 Bourbaki的泛函方法：借助 Riesz
表示定理推广 Riemann 积分；其二是直接以正测度概念为基础的抽象方法。我们选择后一条道路，
不仅因为它反而更为具体，也因为它可以自然地引出概率论与统计学。对未来的“分析学家”来说，
代价也许是要花费较长篇幅讨论可测性。无论如何，我们认为，对今天的学生而言，抽象测度仍是
两种方法中较易掌握的一种，或许正因为它所需的拓扑知识较少。

本书分为六个部分：

• 第一部分“回顾与预备知识”先简要回顾初等积分，以便突出 Lebesgue理论的决定性优势；其
余内容主要介绍基数理论与拓扑学的若干基础。可数性是 Borel 与 Lebesgue 方法的核心，却
往往没有被低年级学生充分掌握，因此这里提供一次系统梳理。拓扑学的“回顾”一方面扩展

1R. Chapman, Evaluating ζ(2), Department of Mathematics, University of Exeter, 07-2003.
2阅读提示：也就是说，sinn/n 与 sin2 n/n2 在 n = 0 处都取极限值 1。
3L. Euler, De summis serierum reciprocarum, Commentarii academiae scientiarum Petropolitanae, vol. 7 (1740),

123–134；收入 Opera Omnia, Series 1, vol. 14, 73–86 (E41)。
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度量结构课程中已经出现的基本概念，另一方面介绍可分性等稍具技术性的内容；这些概念在
后文不可或缺。

• 第二部分“测度论”建立积分理论的基础：σ-代数、可测函数与正测度，并特别强调 Lebesgue
测度。进一步的内容包括 Carathéodory 延拓定理、实直线上 Lebesgue 测度与 Stieltjes 测度
的构造，以及局部紧空间或完备可分空间上测度的正则性。

• 第三部分“积分理论”从构造 Lebesgue 积分开始，随后介绍三个经典收敛定理（Beppo Levi、
Fatou、Lebesgue），以及研究含参积分的工具，包括连续性和积分号下逐点求导。接着讨论
Lp 空间与稠密性定理（包括 Lusin 定理），再介绍乘积测度、Fubini 定理、变量替换定理及
其在重积分计算中的应用。本部分最后讨论测度的完备化及其后果，特别是 Fubini–Lebesgue
定理。

• 第四部分“卷积、Fourier 与 Laplace 变换”讨论积分理论的重要延伸：Rd 上的卷积，以及
Rd 上的 Fourier与 Laplace变换。它们既是调和分析的基础工具，也是概率论的基础工具，并
可视为第三部分收敛定理的重要应用。卷积及恒等逼近概念在变换理论中不可或缺，特别是
在 L1(Rd) 与 L2(Rd) 中的 Fourier 反演定理里；这些定理是分析学中最优美的结果之一，也
是调和分析的出发点。近几十年来，图像处理推动了调和分析的迅速发展。第八版把 Laplace
变换作为 Fourier 变换的自然延伸纳入正文；篇幅虽较少，却配有约二十道内容充分的新练
习（共 13 页），涉及常微分方程、偏微分方程与有限差分方程等多类方程。其中的高潮是
Bernstein–Widder 定理（练习 15.39）与 Riemann–Liouville 积分（练习 15.40）：前者的证明
用到 Lebesgue积分的全部基本定理，后者与分数阶导数紧密相关，并以此结束全书课程部分。

• 第五部分由选择题与考试问题组成。

• 第六部分用 30 页篇幅，为全书 261 道练习提供详细程度不同的提示，并给出选择题答案。
还要特别说明：作为引言，第二部分开头完整转载了 Henri Lebesgue 于 1901 年发表在巴黎

科学院《会议纪要》上的论文 Sur une généralisation de l’intégrale définie （《论定积分的一种推
广》）。在仅仅四页的篇幅中，他以惊人的数学力量和美感提出了其理论的基本原则与最初结果。

标题前带有 ♣ 的部分属于补充或深化内容，初次阅读时可以跳过。同样，某些偏离主线较远
的应用，或近似于已解习题的内容，在原书中使用较小字号排印。本书开头有详细目录，书末有包
含 477 项（其中若干为重复入口）的索引。
我们对积分理论的共同兴趣，很大程度上来自两位老师：已故的 J. Deny 与 O. Kavian。本书

受惠于他们良多。P.G. Ciarlet 的明智建议与鼓励对我们同样弥足珍贵。
本书中的一切错误都应由我们负责；但从第一版起，许多人帮助减少了错误的数量：Omer Adel-

man、Marie-Dominique de Cayeux、Yannick Baraud、Fabienne Comte、François James、Laurence
Marsalle、Patrick Polo、Jacques Roubaud、Emmanuel Roy、Dominique Simpelaere、Sergio Vega。
谨向他们致谢。我们还要特别感谢 Yannick Joncour 所做的大量审读工作：他在第七版中发现了不
少排印错误。

巴黎与雷恩，2023 年 6 月 26 日 Marc Briane
Gilles Pagès
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记号

集合

K = R 或 C 标量域为实数域或复数域。
P(X) 集合 X 的幂集。
cA 子集 A 在 X 中的补集。
1A A 的示性函数：若 x ∈ A，则 1A(x) = 1；若 x ∈ cA，则 1A(x) = 0。
⊂ 广义包含关系，允许两集合相等。
4 对称差。
CardX 集合 X 的基数。
X ↪→ Y 从 X 到 Y 的单射。
O(X) 度量空间 X 的全体开集。
A 子集 A 的闭包。
Å 子集 A 的内部。
∂A 子集 A 的边界。
σ(C) 由 C ⊂ P(X) 生成的 σ-代数。
Λ(C) 由 C ⊂ P(X) 生成的 λ-系。
A× B 所有边分别属于 A,B 的可测矩形 A×B 所成的集合。
A⊗ B σ-代数 A 与 B 的张量积，即乘积 σ-代数。
(X,A, µ) 测度空间 (X,A, µ) 的完备化。
supp f 函数 f 的支集。
µ-a.e. µ-几乎处处。
↑

lim
n
An =

↑⋃
n≥0

An 关于包含关系单调递增的集合列 (An)n≥0 的并。

↓
lim
n
An =

↓⋂
n≥0

An 关于包含关系单调递减的集合列 (An)n≥0 的交。

函数

f(x+) f 在 x 处的右极限。
f(x−) f 在 x 处的左极限。
sgn 符号函数，并约定 sgn(0) = 0。
Re f f 的实部。
Im f f 的虚部。
|f | f 的模。
f+ f 与 0 的最大值。
f− −f 与 0 的最大值。
f ∨ g f 与 g 的最大值。
f ∧ g f 与 g 的最小值。
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sup
i∈I

xi 实数族 (xi)i∈I 的上确界。

inf
i∈I

xi 实数族 (xi)i∈I 的下确界。

≡ 恒等于。
dist(x,A) 点 x 到集合 A 的距离。

序列的收敛

limn fn 序列 (fn)n≥0 的极限。
lim↑

n fn 单调递增序列 (fn)n≥0 的极限。
lim↓

n fn 单调递减序列 (fn)n≥0 的极限。
lim supn fn 序列 (fn)n≥0 的上极限。
lim infn fn 序列 (fn)n≥0 的下极限。
fn → f 序列 (fn)n≥0 收敛到 f。
fn ↑ f 序列 (fn)n≥0 单调递增地收敛到 f。
fn ↓ f 序列 (fn)n≥0 单调递减地收敛到 f。
fn

S−→ f 函数列 (fn)n≥0 逐点收敛到 f。
fn

Unif−−→ f 函数列 (fn)n≥0 一致收敛到 f。
fn

a.e.−−→ f 函数列 (fn)n≥0 几乎处处收敛到 f。
fn

∥·∥−−→ f 函数列 (fn)n≥0 按范数 ‖·‖ 收敛到 f。

函数空间

E([a, b],K) 从 [a, b] 到 K 的阶梯函数全体。
I([a, b],K) 从 [a, b] 到 K 的 Riemann 可积函数全体。
C(X,Y ) 从 X 到 Y 的连续函数全体。
CK(X,Y ) 从 X 到 Y 且具有紧支集的连续函数全体。
C0(Ω,K) 在开集 Ω ⊂ Rd 上连续、取值于 K 且在无穷远处趋于零的函数全体。
Cn(Ω,K) 在开集 Ω ⊂ Rd 上 n 次可微的 K-值函数全体。
CnK(Ω,K) Cn(Ω,K) 中支集为 Ω 内紧集的函数全体。
Cnb (Ω,K) Cn(Ω,K) 中各阶导数均有界的函数全体。
LpK(µ) p 次幂关于 µ 可积的 K-值可测函数全体。
L1loc,K(λd) 在 Rd 每个紧集上关于 λd 可积的 K-值函数全体。
L∞K (µ) 关于 µ 本质有界的 K-值可测函数全体。
LpK(µ) LpK(µ) 关于 µ-几乎处处相等所得的等价类空间。
Lipb(X,K) 从 X 到 K 的有界 Lipschitz 函数全体。
LipK(X,K) 从 X 到 K 且具有紧支集的 Lipschitz 函数全体。

范数

|x| x ∈ Kd 的范数。
‖f‖sup 函数 f 的上确界范数。
‖f‖p 函数 f 的 Lp（半）范数。
‖f‖∞ 函数 f 的本质上确界（半）范数。
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第一部分

回顾与预备知识

1



第一章 Riemann 积分
本章回顾 Riemann 积分，不给出有关结果的证明；读者可以参考文献 [32] 或 [31]。我们的目

的只是指出这一理论的若干不足。德国数学家 Riemann 在博士论文 [5] 中建立了这一理论；论文
于 1854 年答辩，1857 年发表。他的工作决定性地推广了法国数学家 Cauchy 在 19 世纪 20 年代
提出的理论——后者是第一套大体严格的连续函数积分理论。18 世纪积分理论的两位伟大先驱无
疑是 Newton 与 Leibniz：Newton 以“流数”（fluxion）为名，系统研究求导的逆运算；Leibniz 的
方法则以面积计算为基础，具有鲜明的几何特征。

记号。 本章始终在非空且不退化的紧区间 [a, b] 上工作，即 −∞ < a < b < +∞。字母 K 既
可以表示实数域 R，也可以表示复数域 C。

1.1 阶梯函数的积分

定义 1.1。
(a) 区间 [a, b] 的一个分割，是满足

σ = (a0, . . . , an), a = a0 < · · · < an = b

的任意 (n+ 1)-元组。
(b) 若存在 [a, b] 的一个分割 (a0, . . . , an) 以及 λ1, . . . , λn ∈ K，使得

∀i ∈ {1, . . . , n}, ∀x ∈ (ai−1, ai), f(x) = λi, (1.1)

则称函数 f : [a, b]→ K 为阶梯函数。从 [a, b] 到 K 的阶梯函数全体记为 E([a, b],K)。a

(c) 暂把 f 关于分割 σ 的积分记为 I(f, σ)，并定义

I(f, σ) :=
n∑
i=1

λi(ai − ai−1).

a校订注：原书在本项开头把 f 的值域印成 R，但同项随即取 λi ∈ K，并把所得空间记为 E([a, b],K)。因此值
域应为 K，否则复值阶梯函数没有被定义。

注。
• 阶梯函数在分点 ai 处的取值并未由上述常值条件规定；因此 I(f, σ) 与 f 在这些点的取
值无关。

• 还可以验证：只要所选分割 σ 与 f 相适应，即满足式 (1.1)，I(f, σ) 就与具体分割无关。

第二点使我们可以从积分记号中删去 σ。以后，f 在 a 与 b 之间的积分统一记为∫ b

a
f 或

∫ b

a
f(x) dx.

变量 x 是哑变量；例如
∫ b
a f(x) dx =

∫ b
a f(y) dy。

2
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命题 1.1。
(a) 映射 ∫ b

a
:
(
E([a, b],K), ‖·‖sup

)
−→ K

是连续线性泛函，因为∣∣∣∣∫ b

a
f

∣∣∣∣ ≤ (b− a) ‖f‖sup , ‖f‖sup := sup
x∈[a,b]

|f(x)| .

这里的上确界必为有限值，因为 f 只取有限多个值。
(b) 若 f, g ∈ E([a, b],R)，则

f ≤ g =⇒
∫ b

a
f ≤

∫ b

a
g.

(c) 若 f ∈ E([a, b],K)，则 |f | ∈ E([a, b],R+)，并且∣∣∣∣∫ b

a
f

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a
|f | .

1.2 Riemann 可积函数

定义 1.2。 若对每个 ε > 0，都存在

Φε ∈ E([a, b],K), Ψε ∈ E([a, b],R+)

使得

|f − Φε| ≤ Ψε,

∫ b

a
Ψε ≤ ε,

则称 f : [a, b]→ K Riemann 可积，或称 f 在 Riemann 意义下可积。
定义在 [a, b] 上、取值于 K 的 Riemann 可积函数全体记为 I([a, b],K)。

注。
• 取 ε = 1，便有 |f | ≤ |Φ1|+Ψ1，所以 Riemann 可积函数一定有界。
• 显然 E([a, b],K) ⊂ I([a, b],K)：只需取 Φε = f、Ψε = 0。

积分的构造（概要）。 设 f ∈ I([a, b],K)。依次取 ε = 1/n，定义 1.2 给出两列函数 (Φ̃n)n≥1

与 (Ψ̃n)n≥1，使得对每个 n ≥ 1，∣∣∣f − Φ̃n

∣∣∣ ≤ Ψ̃n,

∫ b

a
Ψ̃n ≤

1

n
.

于是，对所有 p, q ∈ N∗，∣∣∣Φ̃p − Φ̃q

∣∣∣ ≤ ∣∣∣Φ̃p − f ∣∣∣+ ∣∣∣Φ̃q − f ∣∣∣ ≤ Ψ̃p + Ψ̃q,

从而 ∣∣∣∣∫ b

a
Φ̃p −

∫ b

a
Φ̃q

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

∣∣∣Φ̃p − Φ̃q

∣∣∣ ≤ ∫ b

a
(Ψ̃p + Ψ̃q) ≤

1

p
+

1

q
.

3
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因此，
(∫ b
a Φ̃n

)
n≥1
是 K 中的 Cauchy 列，故收敛于某个有限极限 `。容易验证：只要

∣∣∣f − Φ̃n

∣∣∣ ≤ Ψ̃n, lim
n→∞

∫ b

a
Ψ̃n = 0,

这个极限就与所选函数列无关。

定义 1.3。 上述各列
(∫ b
a Φ̃n

)
n≥1
的共同极限记为∫ b

a
f.

它就是函数 f 在区间 [a, b] 上的 Riemann 积分。

命题 1.2。
(a) I([a, b],K) 是 K-向量空间，并且∫ b

a
:
(
I([a, b],K), ‖·‖sup

)
−→ K

是范数为 b− a 的连续线性泛函。
(b) 若 f ∈ I([a, b],K)，则 |f | ∈ I([a, b],R+)，并且∣∣∣∣∫ b

a
f

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a
|f | .

(c) 设 ϕ : C→ C 为 R-线性映射。对任意 f ∈ I([a, b],C)，都有 ϕ(f) ∈ I([a, b],C)，且∫ b

a
ϕ(f) = ϕ

(∫ b

a
f

)
.

(d) 若 f, g ∈ I([a, b],K)，则 fg ∈ I([a, b],K)。

练习。 设 f1, . . . , fn ∈ I([a, b],R)，并设 ϕ : Rn → R 关于每个坐标都单调。证明

ϕ(f1, . . . , fn) ∈ I([a, b],R).

应用 1.1。
(a) 由命题 1.2(b) 可得积分的正性与单调性：

f, g ∈ I([a, b],R), f ≥ 0 =⇒
∫ b

a
f ≥ 0,

f, g ∈ I([a, b],R), f ≥ g =⇒
∫ b

a
f ≥

∫ b

a
g.

(b) 由命题 1.2(c) 可知：若 f ∈ I([a, b],C)，则 Re f、Im f 与 f 都 Riemann 可积。

4
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命题 1.3（Chasles 关系）。设 c ∈ (a, b)。若 f ∈ I([a, b],K)，则 f 在 [a, c] 与 [c, b] 上的限制
均 Riemann 可积，并且 ∫ b

a
f =

∫ c

a
f +

∫ b

c
f.

约定。 对每个 a ∈ R，约定 ∫ a

a
f = 0.

当 a > b 时，约定 ∫ b

a
f = −

∫ a

b
f.

在这些约定下，只要 f 在 [min(a, b, c),max(a, b, c)] 上 Riemann 可积，Chasles 关系就对任意
三个实数 a, b, c 成立。

命题 1.4（积分与一致收敛）。 设 (fn)n≥1 是 I([a, b],K) 中的一列函数，并且一致收敛到 f，
即 ‖fn − f‖sup → 0。则

f ∈ I([a, b],K),

∫ b

a
f = lim

n→∞

∫ b

a
fn.

下面再给出一个在应用中常用的 Riemann 可积性判别准则。

命题 1.5。设 f : [a, b]→ R 有界，并且在每个包含于 (a, b) 的闭区间 [α, β] 上 Riemann 可积。
则 f 在 [a, b] 上 Riemann 可积。

此时，一个自然问题是：阶梯函数之外是否还有 Riemann 可积函数？

1.3 调节函数

定义 1.4。 若存在一列阶梯函数 (fn)n≥1 一致收敛到 f : [a, b]→ K，则称 f 为调节函数。a

a阅读提示：法文术语为 fonction réglée，英文通常称 regulated function；中文资料中也可见“规范函数”等译
名。其数学定义始终是阶梯函数的一致极限。

换言之，在全体有界函数组成的空间中，对一致范数 ‖·‖sup 而言，调节函数恰好构成阶梯函
数集合的闭包。

命题 1.6。 若 f : [a, b]→ K 是调节函数，则

f ∈ I([a, b],K).

这是命题 1.4 的直接推论。

定理 1.1。 函数 f : [a, b] → K 是调节函数，当且仅当它在每个 x ∈ [a, b) 处有右极限、在每
个 x ∈ (a, b] 处有左极限；这些极限都在 K 中取值。

5
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推论 1.1。
(a) C([a, b],K) ⊂ I([a, b],K)。
(b) 若 f : [a, b]→ R 单调，则 f Riemann 可积。

例 1。 在 [0, 1] 上定义

f(x) =

sin(1/x), x ∈ (0, 1],

0, x = 0.

由于 f 在 0+ 处没有极限，它不是调节函数。不过，f 在 (0, 1] 上连续、在 [0, 1] 上有界，所
以由命题 1.5 可知它 Riemann 可积。

例 2（Thomae 函数）。 在 [0, 1] 上定义

f(x) =


0, x /∈ Q,
1

q
, x =

p

q
, gcd(p, q) = 1.

这个函数是调节函数，见练习 1.3。

例 3。 有理数在 [0, 1] 上的示性函数

1Q∩[0,1](x) =

1, x ∈ Q ∩ [0, 1],

0, 其他情形

不是 Riemann 可积函数。
事实上，设 ϕ,ψ ∈ E([0, 1],R)、ψ ≥ 0，并且

∣∣1Q∩[0,1] − ϕ
∣∣ ≤ ψ。于是

ϕ− ψ ≤ 1Q∩[0,1] ≤ ϕ+ ψ.

函数 ϕ± ψ 都是阶梯函数；又因为 Q 与 R \Q 在 R 中都稠密，所以除有限多个点外，必有

ϕ− ψ ≤ 0 ≤ 1 ≤ ϕ+ ψ.

因此，除有限多个点外，

1− ψ ≤ ϕ ≤ ψ, 从而 ψ ≥ 1

2
.

故 ∫ 1

0
ψ ≥ 1

2
.

当 ε < 1/2 时，这与 Riemann 可积性的定义矛盾。
不过，1Q∩[0,1] “几乎总是”为零，因而把∫ 1

0
1Q∩[0,1] = 0

作为积分值似乎很合理。Lebesgue 积分将使这种想法得到严格实现。

6
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应用 1.2。
(a) Riemann 可积性与逐点收敛。设 (rn)n≥1 是 [0, 1] 中有理数的一个编号，并令

fn(x) := 1{r1,...,rn}(x), n ≥ 1.

每个 fn 显然都是阶梯函数，因而 Riemann 可积。另一方面，对每个 x ∈ [0, 1]，

lim
n→∞

fn(x) = 1Q∩[0,1](x),

而极限函数在 [0, 1] 上不 Riemann 可积。因此，I([a, b],K) 对逐点收敛并不封闭。
(b) Riemann 可积函数的复合。分别定义

f(x) =


0, x /∈ Q ∩ [0, 1],

1

q
, x =

p

q
, gcd(p, q) = 1, p ≤ q,

f(0) = 1,

以及

g(x) =

1, x ∈ (0, 1],

0, x = 0.

函数 f 与 g 都 Riemann 可积：前者见例 2，后者是阶梯函数。然而

g ◦ f = 1Q∩[0,1] /∈ I([0, 1],R)

（见例 3）。所以 Riemann 可积性对复合运算并不封闭。不过，当外层函数 g 连续时，结
论成立。a

a校订注：原书此处把不可积性误引为“例 1”；实际证明该结论的是同节例 3。

1.4 Riemann 积分与原函数计算

命题 1.7。 设 f ∈ I([a, b],K)。对 x ∈ [a, b]，令

F (x) :=

∫ x

a
f.

(a) F 是 Lipschitz 函数，Lipschitz 常数为 ‖f‖sup，即

|F (x)− F (y)| ≤ ‖f‖sup |x− y| .

(b) 若 f 在 c ∈ [a, b) 处右连续，则 F 在 c 处右可导，且

F ′
d(c) = f(c).

在 c ∈ (a, b] 处也有相应的左侧结论。

推论 1.2。若 f 在 [a, b]上连续，则 f 在 [a, b]上存在原函数，即存在 F : [a, b]→ K使 F ′ = f。

7
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而且 f 的任意原函数 F 都满足

∀x ∈ [a, b], F (x) = F (a) +

∫ x

a
f.

应用 1.3。 函数 x 7→ 1/x 在 R∗
+ 上连续，因而存在唯一一个在 1 处为零的原函数，即自然对

数

lnx :=

∫ x

1

dt
t
.

反例。 有些不 Riemann 可积、从而更不连续的函数仍然存在原函数。例如，在 [0, 1] 上定义

f(x) =


− 1√

x
cos
(
1

x

)
+

3

2

√
x sin

(
1

x

)
, x ∈ (0, 1],

0, x = 0.

它在 [0, 1] 上的一个原函数是

F (x) =

x3/2 sin(1/x), x ∈ (0, 1],

0, x = 0.

但是

f

(
1

2πn

)
= −
√
2πn,

所以 f 无界，不可能在 [0, 1] 上 Riemann 可积。

命题 1.8。设 F : [a, b]→ K可导（在端点处取单侧导数），且其导函数 F ′
d 在 [a, b]上 Riemann

可积。则

F (b)− F (a) =
∫ b

a
F ′
d.

1.5 变量替换与分部积分

这是初等积分计算的两个主要实用工具。

定理 1.2（初等变量替换）。 设 ϕ ∈ C1([α, β],R)，并设

f ∈ C(ϕ([α, β]),K) ⊂ I(ϕ([α, β]),K).

则 ∫ β

α
f(ϕ(u))ϕ′(u) du =

∫ φ(β)

φ(α)
f(x) dx.

注。 在实际计算中，真正有用的通常是单调变量替换。此时，当 ϕ 递增时，

ϕ([α, β]) = [ϕ(α), ϕ(β)],

8
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当 ϕ 递减时，
ϕ([α, β]) = [ϕ(β), ϕ(α)].

例。 计算 ∫ a

0

dx
coshx.

令
x = ϕ(u) := arsinhu, u ∈ [0, sinh a].

于是

ϕ(0) = 0, ϕ(sinh a) = a, ϕ′(u) =
1√

1 + u2
,

从而 ∫ a

0

dx
coshx =

∫ sinh a

0

du
cosh(arsinhu)

√
1 + u2

=

∫ sinh a

0

du
1 + u2

= arctan(sinh a).

定理 1.3（初等分部积分）。 设 f, g ∈ C1([a, b],K)。则∫ b

a
fg′ = [fg]ba −

∫ b

a
f ′g.

例。 计算 arctan 的一个原函数：∫ x

0
arctanu du = [u arctanu]x0 −

∫ x

0

u

1 + u2
du

= x arctanx− 1

2
ln(1 + x2).

1.6 积分中值公式

命题 1.9（第一积分中值公式）。 设

f ∈ C([a, b],R), g ∈ I([a, b],R+).

则存在 c ∈ [a, b]，使得 ∫ b

a
fg = f(c)

∫ b

a
g.

注。
• 若 f ∈ C([a, b],R)，则存在 c ∈ [a, b]，使∫ b

a
f = f(c)(b− a).

9
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• 对 K = C，结论不再成立。例如∫ 2π

0
eix dx = 0 6= eic(2π − 0)

对任意 c ∈ [0, 2π] 都成立。

命题 1.10（第二积分中值公式）。设 f, g ∈ I([a, b],R)，且 f 非负、单调递减。则存在 c ∈ [a, b]，
使得 ∫ b

a
fg = f(a+)

∫ c

a
g.

应用 1.4。设实值函数 f, g 在 [1,+∞) 的每个紧区间上都 Riemann 可积，并满足：f 非负且
单调递减，

lim
x→+∞

f(x) = 0, G(x) :=

∫ x

1
g

有界。则极限

lim
x→+∞

∫ x

1
fg

在 R 中存在。

证明。函数 x 7→
∫ x
1 fg 在 +∞ 附近满足 Cauchy 准则。事实上，由第二积分中值公式，对每

个 ε > 0，存在 Aε ≥ 1，使得当 y ≥ x > Aε 时，可取某个 c ∈ [x, y]，并有∣∣∣∣∫ y

1
fg −

∫ x

1
fg

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ y

x
fg

∣∣∣∣
= f(x+) |G(c)−G(x)|
≤ 2f(x) ‖G‖sup < ε.

□

把这个结果应用于
f(x) = x−α, g(x) = sinx,

便知当 α ∈ (0, 1] 时，广义积分 ∫ +∞

1

sinx
xα

dx

收敛，但不绝对收敛；这类积分称为条件收敛的广义积分。

1.7 Riemann 和

定义 1.5。 设 f : [a, b]→ K，并设

σ = (a0, . . . , an)

为 [a, b] 的一个分割。称
‖σ‖ := max

1≤i≤n
(ai − ai−1)

10
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为分割 σ 的步长。
取实数组

ξσ = (ξ1, . . . , ξn), ξi ∈ [ai−1, ai].

函数 f 关于 σ 与 ξσ 的 Riemann 和定义为

S(f, σ, ξσ) :=
n∑
i=1

(ai − ai−1)f(ξi).

a

a校订注：原书把 ξσ 称为“K 中元素组成的 n-元组”，但每个 ξi 必须属于实区间 [ai−1, ai]。因此这里应为实
数组，与 f 的值域 K 无关。

注意

S(f, σ, ξσ) =

∫ b

a
ϕ,

其中 ϕ 是满足

ϕ(x) = f(ξi), x ∈ (ai−1, ai)

的阶梯函数。

定理 1.4。 若 f ∈ I([a, b],K)，则

∀ε > 0, ∃α > 0, ∀σ, ‖σ‖ ≤ α =⇒
∣∣∣∣S(f, σ, ξσ)− ∫ b

a
f

∣∣∣∣ ≤ ε.
当 f ∈ C([a, b],K) 时，可利用 f 在紧集 [a, b] 上的一致连续性把这个结果作为练习证明。一般

情形的证明更为细致。

应用 1.5。 若 f ∈ I([a, b],K)，则

b− a
n

n∑
k=1

f

(
a+ k

b− a
n

)
−−−−−→
n→+∞

∫ b

a
f.

例如，
n∑
k=1

1

k + n
=

1

n

n∑
k=1

1

1 + k/n
−−−−−→
n→+∞

∫ 1

0

dx
1 + x

= ln 2.

1.8 半赋范空间 I([a, b],K)

定义 1.6。 对每个 f ∈ I([a, b],K)，定义

N1(f) :=

∫ b

a
|f | .

命题 1.11。
(
I([a, b],K), N1

)
是不完备的半赋范空间。

11



分析：积分理论｜中文讲义 第一章 RIEMANN 积分

N1 不是范数。例如，在 [0, 1] 上定义

f(x) =

0, x ∈ (0, 1],

1, x = 0.

这个函数不恒为零，却满足 ∫ 1

0
|f | = 0.

我们暂且承认：可以构造一列 (fn)n≥1 ⊂ I([a, b],K)，满足

(i) 对每个 ε > 0，存在 nε ≥ 1，使得

p, q ≥ nε =⇒ N1(fp − fq) ≤ ε;

(ii) 不存在 f ∈ I([a, b],K) 使
lim
n→∞

N1(fn − f) = 0.

另一方面，若 f 连续、非负，并且
∫ b
a f = 0，则容易证明 f ≡ 0。把这一点用于 |f |，立即可

知
(
C([a, b],K), N1

)
是赋范空间；但它仍然不完备。

命题 1.12。
(
C([a, b],K), N1

)
是不完备的赋范空间。

反例。 设 (fn)n≥2 ⊂ C([0, 1],R) 是下列分段仿射函数列：

fn = 1 在[0, 12 ] 上, fn = 0 在[12 + 1
n , 1] 上,

并在 [12 ,
1
2 + 1

n ] 上作线性连接。
一方面，(fn)n≥2 在

(
C([0, 1],R), N1

)
中是 Cauchy 列；另一方面，它逐点收敛，并在(

I([0, 1],R), N1

)
中收敛到

f̃∞ = 1[0,1/2] /∈ C([0, 1],R).

如果 fn 按 N1 范数收敛到某个连续函数 f∞，则必有

N1(f∞ − f̃∞) = 0.

但不难验证：对每个连续函数 f，都有

N1(f − f̃∞) > 0.

这就证明了所述不完备性。

1.9 含参积分

考虑映射
f : J × [a, b] −→ K,

(t, x) 7−→ f(t, x),

其中 J 是 R 中非空开区间。

12
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命题 1.13。
(a) 积分号下的连续性。若 f ∈ C(J × [a, b],K)，则

F (t) :=

∫ b

a
f(t, x) dx

在 J 上连续。
(b) 积分号下求导。若 f 与 ∂f/∂t 都属于 C(J × [a, b],K)，则 F 在 J 上可导，而且

∀t ∈ J, F ′(t) =

∫ b

a

∂f

∂t
(t, x) dx.

注。 若 g ∈ I([a, b],K)，并令

f(t, x) =

g(x), x ≤ t,
0, x > t,

则

F (t) =

∫ b

a
f(t, x) dx =

∫ t

a
g.

这个例子完全不在上一命题的适用范围内。

因此，上一结果没有处理 f 不连续的情形，更没有处理积分区间非紧的情形，例如 R或 (0, 1)。
含参广义积分确实有一般定理，但使用起来较为复杂；实际计算中，把积分切成若干部分再逐段处
理，往往更有效。

应用 1.6。 计算广义积分

F (t) :=

∫ +∞

0

sinx
x

e−tx dx, t ≥ 0.

证明。基本思路是在积分号下求导，使容易求原函数的 x 7→ sinx e−tx 出现。但现有定理只适
用于紧区间，因此先定义

Fn(t) :=

∫ n

0

sinx
x

e−tx dx, t ≥ 0.

第一步：(Fn) 在 R+ 上一致收敛到 F，且 F 在 R+ 上连续。
设 n ≤ m、n,m ∈ N∗、t ∈ R+。函数

x 7−→ x−1e−tx

非负、递减且连续。由第二积分中值公式，存在 c ∈ [n,m]，使

Fm(t)− Fn(t) =
∫ m

n

sinx
x

e−tx dx

=
e−nt

n

∫ c

n
sinx dx =

e−nt

n
(cosn− cos c).

所以

∀t ∈ R+, |Fm(t)− Fn(t)| ≤
2

n
.

13
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一致 Cauchy 准则表明 (Fn) 一致收敛。
另一方面，定义

h(t, x) =


sinx
x

e−tx, x 6= 0,

1, x = 0.

函数 h 在 R×R 上连续，特别是在 R+ × [0, n] 上连续。因此由命题 1.13，Fn 在 R+ 上连续。
a 所以 F 作为连续函数列的一致极限，在 R+ 上连续，特别是在 0 处连续。

第二步：F 在 R∗
+ 上可导，并且 F ′(t) = −(1 + t2)−1。

由于 x 7→ sinx/x 在 x = 0 处按连续延拓后光滑，h 是 R× R 上的 C1 函数。由命题 1.13(b)，

F ′
n(t) = −

∫ n

0
sinx e−tx dx.

固定 a > 0。当 t ≥ a、n ∈ N∗ 时，∣∣∣∣F ′
n(t) +

∫ +∞

0
sinx e−tx dx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ +∞

n
sinx e−tx dx

∣∣∣∣
≤
∫ +∞

n
e−tx dx =

e−nt

t
≤ 1

na
.

此外， ∫ +∞

0
sinx e−tx dx = Im

(∫ +∞

0
e(i−t)x dx

)
= Im

(
− 1

i− t

)
=

1

1 + t2
.

b

因此 (F ′
n) 在每个 [a,+∞) 上一致收敛到

t 7−→ − 1

1 + t2
.

由于 Fn 逐点收敛到 F，逐项求导定理给出：F 在每个 [a,+∞) 上可导。任意 a > 0，故

∀t > 0, F ′(t) = − 1

1 + t2
.

第三步：对每个 t ≥ 0，F (t) =
π

2
− arctan t。

由第二步，存在 k ∈ R，使得

F (t) = k − arctan t, t > 0.

因为 F 在 0 处连续，
lim
t↓0

F (t) = F (0) = k.

另一方面，对 t > 0，

|F (t)| ≤
∫ +∞

0

∣∣∣∣sinxx
∣∣∣∣ e−tx dx ≤

∫ +∞

0
e−tx dx =

1

t
.

故
lim

t→+∞
F (t) = 0 = k − π

2
.

14
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于是 k = π/2，即

F (t) =
π

2
− arctan t, t ≥ 0.

□
a校订注：原书两次把含参函数的矩形写成 [0, n] × R+，把参数 t 与积分变量 x 的坐标顺序颠倒了。按本节始

终采用的记号 (t, x) 7→ f(t, x)，正确次序是 R+ × [0, n]；也可先在 R× [0, n] 上应用命题 1.13，再限制到 t ≥ 0。
b校订注：原书把最后一项误印为 −1/(1 + t2)。直接计算 −1/(i − t) = (t + i)/(1 + t2)，其虚部为正；而下一

行对 F ′
n 的极限又使用了正确的负号。

小结

本章已经多次看到，Riemann 积分在理论与实践上都有许多局限。Riemann 可积函数必然有
界；Riemann 可积函数空间 I([a, b]) 对逐点收敛不封闭，对复合运算也不封闭；

(
I([a, b]), N1

)
不

完备。含参积分的一般结论也只能在连续函数等很受限的框架中直接应用。

此外，即使有这些限制，Riemann 积分仍然是一套技术性很强、使用颇为细致的工具。因此，
有必要引入适用范围更广的新积分概念，以便为实际问题提供更强有力的工具。

不过，Riemann 积分仍有自身的优点，特别是它可以立即推广到取值于 Banach 空间（即完备
赋范向量空间）的函数。相比之下，把 Lebesgue 积分推广到这类向量值函数相当微妙，本书不作
讨论。

1.10 练习

练习 1.9、1.11、1.12、1.15、1.16与 1.18都涉及极限与积分的交换。它们指出：Riemann积分
只能借助一致收敛（见命题 1.4）来交换极限与积分，因而常常需要相当细致地分割积分区间。第
8 章 Lebesgue 积分的强大定理将克服这些困难，特别参见练习 8.0。

练习 1.1。
a) 设 f ∈ I([a, b],R)，并设 g : R → R 在一个包含 f([a, b]) 的有界区间上 Lipschitz 连续。
证明

g ◦ f ∈ I([a, b],R).

b) 更一般地，证明：若 g 连续，则仍有

g ◦ f ∈ I([a, b],R).

a

a校订注：原书允许 f 取值于 K = C，却只把 g 定义在 R 上；当 f 为复值函数时，g ◦ f 没有定义。按题目给
定的 g : R → R，这里应把 f 限定为实值函数。

练习 1.2（Riemann–Lebesgue 引理与 Basel 问题 1）。
a) 设 f ∈ I([a, b],C)。证明

lim
n→∞

∫ b

a
f(x)einx dx = 0.
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b) 求 α, β ∈ R，使得对每个 n ∈ N∗，∫ π

0
(αx+ βx2) cos(nx) dx =

1

n2
.

c) 证明：对每个 x /∈ 2πZ，

n∑
k=1

cos(kx) =
sin((n+ 1

2)x)

2 sin(x/2) − 1

2
.

d) 在 [δ, π] 上应用第 a) 问，并利用

sin(x/2) ≥ x

π

估计 [0, δ] 上的积分，从而推出

∑
n≥1

1

n2
=
π2

6
, δ ∈ (0, π].

练习 1.3。 证明下列定义在 [0, 1] 上的函数是调节函数：

f(x) =


0, x ∈ [0, 1] \Q,
1

q
, x =

p

q
, p, q ∈ N∗, gcd(p, q) = 1.

练习 1.4。 设 f ∈ I([a, b],R∗
+)。证明 ∫ b

a
f > 0.

练习 1.5。 计算数列

un :=

(
(2n)!

n!nn

)1/n

, n ≥ 1,

的极限。

练习 1.6。 设 f ∈ I([0, 1],R)。计算

Tn :=
1

n

n∑
k=1

(−1)kf
(
k

n

)
, n ≥ 1,

的极限。

练习 1.7（Riemann 和）。
a) 设 f : [a, b)→ R 单调，并且广义积分 ∫ b

a
f(x) dx

16
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收敛。证明

lim
n→∞

b− a
n

n−1∑
k=1

f

(
a+

k

n
(b− a)

)
=

∫ b

a
f(x) dx.

b) 证明：对每个 n ∈ N∗，
n−1∏
k=1

sin
(
kπ

n

)
=

n

2n−1
.

再借助第 a) 问计算 ∫ π

0
ln(sinx) dx.

练习 1.8。 设连续函数 f, g : [0, 1]→ R 满足：f 单调递减，且 0 ≤ g ≤ 1。令

I :=

∫ 1

0
g(x) dx.

证明 ∫ 1

0
f(x)g(x) dx ≤

∫ I

0
f(x) dx.

练习 1.9。 在 [0, 1] 上定义

fn(x) :=

n∑
k=1

xk

k
, n ≥ 1.

证明 (fn)n≥1 在 (
C([0, 1],R), N1

)
, N1(f) :=

∫ 1

0
|f | ,

中是 Cauchy 列，但不在该空间中收敛。

练习 1.10。
a) 在 [0, 1] 上定义

fn(x) :=
2nx

1 + n2nx2
, n ≥ 0.

函数列 (fn) 在 [0, 1] 上是否一致收敛？在 a > 0 时，它在 [a, 1] 上是否一致收敛？
b) 计算

lim
n→∞

∫ 1

0
fn(x) dx.

练习 1.11。
a) 利用级数展开证明 ∫ 1

0

dx
xx

=
∑
n≥1

1

nn
.

b) 对每个 a ∈ [0, 1)，先在 [0, a] 上展开

x 7−→ 1

x− 1
,

17



分析：积分理论｜中文讲义 第一章 RIEMANN 积分

再估计 [a, 1] 上的积分，从而证明∫ 1

0

lnx
x− 1

dx =
∑
n≥1

1

n2
.

练习 1.12。
a) 证明：对每个 n ≥ 1，函数

fn(x) := ex −
(
1 +

x

n

)n
在 R+ 上非负且单调递增。

b) 由此计算
lim
n→∞

∫ n

0

(
1 +

x

n

)n
e−2x dx.

练习 1.13。 研究定义在 R+ 上的函数

f(x) :=

∫ x

0
sin(1/t) dt, x ≥ 0,

特别研究它在 0 处的性质。

练习 1.14。 研究定义在 R+ \ {1} 上的函数

f(x) :=

∫ x2

x

dt
ln t ,

特别研究它在 0 与 1 附近的性质。

练习 1.15（Gauss 积分）。 在 R 上定义

f(x) :=

∫ 1

0

e−x
2(1+t2)

1 + t2
dt.

a) 证明：对每个 x ∈ R，

f(x) =
π

4
−
(∫ x

0
e−t

2 dt
)2

.

b) 由此计算

I :=

∫ +∞

0
e−t

2 dt.

再在 R 上定义

g(x) :=

∫ +∞

0

e−x
2(1+t2)

1 + t2
dt.

c) 证明 g 在 R 上连续、在 R∗ 上可导。计算 g′ 与 limx→+∞ g(x)，并由此求出 g。
d) 再次推出 I 的值。

18
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练习 1.16（Basel 问题 2：Euler 1741 年的第二种解法）。
a) Wallis 积分。对 n ∈ N，令

In :=

∫ 1

0

xn√
1− x2

dx.

证明：对每个 n ∈ N，

In+2 =
n+ 1

n+ 2
In, In+1In =

π

2n+ 2
, In ∼

n→+∞

√
π

2n
.

b) 在 [0, 1) 上定义 f(x) = (1− x)−1/2。证明：对每个 n ∈ N、x ∈ [0, 1)，

f (n)(x) =
n!

(2n+ 1)I2n+1
(1− x)−n−1/2.

由此推出

∀x ∈ [0, 1), f(x) =
+∞∑
n=0

xn

(2n+ 1)I2n+1
.

c) 证明

∀x ∈ [0, 1), arcsinx =
+∞∑
n=0

x2n+1

(2n+ 1)2I2n+1
.

d) 利用第 c) 问证明
π2

8
=

∫ 1

0

arcsinx√
1− x2

dx =
+∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
.

把
∑+∞

n=1 n
−2 分成偶数项与奇数项，完成证明。

来源：L. Euler, Démonstration de la somme de cette suite 1 + 1/4 + 1/9 + 1/16 + 1/25 + 1/36 + · · ·, Journal
littéraire d’Allemagne, de Suisse et du Nord, vol. 2 (1743), 115–127；收入 Opera Omnia, Series 1, vol. 14,
177–186 (E63)。

练习 1.17（Basel 问题 3）。继续使用练习 1.16 中的Wallis 积分。作变量替换 x = cos θ，得
到

In =

∫ π/2

0
(cos θ)n dθ.

再定义

Jn :=

∫ π/2

0
θ2(cos θ)2n dθ, n ∈ N.

a) 通过分部积分证明：对每个 n ∈ N∗，

I2n = n(2n− 1)Jn−1 − 2n2Jn.

b) 借助练习 1.16(a) 推出：对每个 n ∈ N∗，

1

n2
=

2Jn−1

I2n−2
− 2Jn
I2n

.

c) 利用凸性不等式
sin θ ≥ 2

π
θ, θ ∈ [0, π/2],
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证明

∀n ∈ N∗,
Jn
I2n
≤ π2

4

(
1− I2n+2

I2n

)
.

d) 由此推出
+∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
.

本题取自 Y. Matsuoka, An elementary proof of the formula
∑+∞

n=1 n
−2 = π2/6, American Mathematical Monthly,

68 (1961), 485–487。

练习 1.18（Basel 问题 4）。
a) 证明：对每个 x ∈ (0, 1)，

lnx ln(1− x)−
∫ x

0

ln(1− t)
t

dt−
∫ 1−x

1

ln(1− t)
t

dt = 0.

b) 推出：对每个 x ∈ (0, 1)，

+∞∑
n=1

1

n2
=

+∞∑
n=1

xn + (1− x)n

n2
lnx ln(1− x).

c) 证明
+∞∑
n=1

1

n2
=

+∞∑
n=1

1

2n−1n2
+ (ln 2)2.

本题取自 L. Euler, De summatione innumerabilium progressionum, Commentarii academiae scientiarum
Petropolitanae, vol. 5 (1738), 91–105；收入 Opera Omnia, Series 1, vol. 14, 25–41 (E20)。
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第二章 基数理论初步

2.1 基数

定义 2.1。 设 X,Y 为两个集合。若存在从 X 到 Y 的双射，则称 X 与 Y 等势，记作

X ∼ Y 或 cardX = cardY.

显然，每个集合 X 都与自身等势，因为 X 上的恒等映射是从 X 到 X 的双射。若函数 f :

X → Y 是双射，则它有双射逆映射 f−1 : Y → X；因此，若 X ∼ Y，则 Y ∼ X。最后，两个双
射的复合仍是双射，所以若 X ∼ Y 且 Y ∼ Z，则 X ∼ Z。

因而，等势关系是“所有集合组成的总体”上的等价关系，其“等价类”定义了“基数”。之
所以使用引号，是因为所有集合组成的总体并不是一个集合；否则这个集合本身也会是该总体的
元素。因此，以朴素方式把基数理解为等势关系的等价类，从严格的集合论观点看并不完全令人满
意。不过，这一困难可以绕开，从而严格定义基数（参见文献 [16]，E-III-3）。

例。
1. P(X) 与 {0, 1}X 等势，因为映射

P(X) −→ {0, 1}X ,
A 7−→ 1A,

1A(x) :=

1, x ∈ A,
0, x /∈ A

是双射。
2. N 与 2N 等势，因为 n 7→ 2n 是双射。

命题 2.1。设 X 为集合。集合 X 与 P(X) 不等势；更准确地说，不存在从 X 到 P(X) 的满
射。

证明。反设存在满射 f : X → P(X)。令

A := {x ∈ X : x /∈ f(x)}.

由满射性，可以找到 a ∈ X 使得 f(a) = A。然而，若 a ∈ A，则 a /∈ f(a) = A；若 a /∈ A，则
a ∈ f(a) = A。两种情形都导致矛盾。 □

记号与定义。
(a) 若存在从 X 到 Y 的单射，记作 cardX ≤ cardY。
(b) 若 cardX ≤ cardY，且 X,Y 不等势，记作 cardX < cardY。

定理 2.1（Bernstein 定理）。
(a) 若 X 6= ∅，且存在从 X 到 Y 的单射，则存在从 Y 到 X 的满射。a
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(b) 若存在从 X 到 Y 的满射，则存在从 Y 到 X 的单射。
(c) 若既存在从 X 到 Y 的单射（相应地，满射），又存在从 Y 到 X 的单射（相应地，满
射），则 X 与 Y 等势，也就是说二者具有相同的基数。

(d) 任给两个集合 X,Y，它们必且只处于下列三种情形之一：

cardX < cardY, cardX = cardY, cardX > cardY.
a校订注：原书漏写了条件 X 6= ∅。若 X = ∅ 而 Y 6= ∅，则确有单射 X → Y，却不存在映射 Y → X，更不

可能存在满射。

这里不证明这一较难的结果。关于 (c) 中单射版本的证明，可参见文献 [30]，第 59 页。1

推论 2.1。 关系 ≤ 是基数全体上的全序关系。

证明。对任意集合 X，恒等映射 IdX 都是单射，因此自反性显然成立。反对称性由定理 2.1(c)
得出。两个单射的复合仍为单射，故传递性也显然成立。由定理 2.1(d)，该序还是全序。 □

说明。
1. 若 X ⊂ Y，则 cardX ≤ cardY。
2. 一方面，n 7→ {n} 是单射，所以 cardN ≤ cardP(N)；另一方面，由命题 2.1，不存在从

N 到 P(N) 的满射。因此
cardN < cardP(N).

定义 2.2。若存在 x0 ∈ X 以及从 X 到 X \ {x0} 的单射，则称集合 X 为无限集。否则称 X

为有限集，并记 cardX < +∞。

例。 N 是无限集，因为 n 7→ n+ 1 是从 N 到 N \ {0} 的单射。

命题 2.2。若存在从 X 到 Y 的单射，且 X 为无限集，则 Y 也是无限集。特别地，只要一个
集合含有无限子集，它本身就是无限集。

证明。设 i : X → Y 为单射，ϕ : X → X \ {x0} 为单射。定义

ψ(y) :=

y, y ∈ Y \ i(X),

i
(
ϕ(x)

)
, y = i(x) ∈ i(X).

则 ψ 是从 Y 到 Y \ {i(x0)} 的单射。 □

命题 2.3。 集合 X 是无限集，当且仅当存在从 N 到 X 的单射；也就是说

cardX ≥ cardN.

1阅读提示：本书采用通常的经典集合论框架并默认选择公理。在这一框架下，(b)、(c) 的满射版本以及 (d) 均成立；
其中 (c) 的单射版本通常称为 Cantor–Bernstein 定理，而 (d) 与选择公理密切相关。
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证明。设 X 为无限集。我们用归纳法证明：对每个 n ∈ N，都存在 X 中两两不同的 n+ 1 个
元素 x0, . . . , xn，以及从 X 到 X \{x0, . . . , xn}的单射 in。当 n = 0时，这正是无限集的定义。
假设结论对 n 成立。由命题 2.2，集合 X \ {x0, . . . , xn} 仍为无限集。因此，可取

xn+1 ∈ X \ {x0, . . . , xn}

以及单射
j : X \ {x0, . . . , xn} −→ X \ {x0, . . . , xn+1}.

于是 in+1 := j ◦ in 是从 X 到 X \ {x0, . . . , xn+1} 的单射。最终，映射 n 7→ xn 是从 N 到 X

的单射。
反过来，若存在从 N 到 X 的单射，则由命题 2.2 以及 N 的无限性，X 是无限集。 □

注。 命题 2.3 也可以等价地表述为：

集合 X 有限 ⇐⇒ cardX < cardN.

这说明，从基数的意义看，与 N 等势的集合是“最小”的无限集。

例。
1. R 是无限集，因为 N ⊂ R。
2. P(N) 是无限集，因为 n 7→ {n} 是从 N 到 P(N) 的单射。然而，我们已经看到

cardN < cardP(N).

因此，无限集存在多个——事实上存在无穷多个——不同的等势“类”；其中最小的一类
由所有与 N 等势的集合构成。下面对这一类作更细致的研究。

2.2 可数集

定义 2.3。
(a) 若存在从 X 到 N 的单射，即 cardX ≤ cardN，则称 X 为可数集。
(b) 若 X 与 N 等势，即 cardX = cardN，则称 X 为可数无限集。可数无限基数记作 ℵ0。
(c) 若 cardX > cardN，则称 X 为不可数集，有时也称不可数无限集。

字母 ℵ（读作“阿列夫”）是希伯来字母表的第一个字母。显然，N 是可数无限集，而 P(N) 是
不可数无限集（参见上例）。

注。 由 Bernstein 定理，集合 X 是可数无限集，当且仅当它既是无限集又是可数集。这也说
明上述定义彼此相容。

由这些定义立即得到下列性质。

命题 2.4。
(a) 集合 X 可数，当且仅当它是有限集或可数无限集。
(b) 可数集的任意子集都是可数集。
(c) 若 X 是无限集，Y 是可数集，且 X ⊂ Y，则 Y 是可数无限集。
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证明。(b) 设 X ′ ⊂ X。把典范单射 X ′ → X 与一个单射 X → N 复合，便得到从 X ′ 到 N 的
单射。因此 X ′ 可数。
(c) 由命题 2.3，Y 是无限集；另一方面，按定义 Y 可数，所以 Y 是可数无限集。 □

应用 2.1。
(a) Z 是可数无限集。
(b) N2 是可数无限集。
(c) Q 是可数无限集。

证明。(a) 定义映射
Φ : N −→ Z,

2n 7−→ n (n ≥ 0),

2n− 1 7−→ −n (n ≥ 1).

这是一个双射，所以 Z ∼ N。
(b) 定义

Φ : N2 −→ N,

(p, q) 7−→ Φ(p, q) :=
(p+ q)(p+ q + 1)

2
+ q.

该映射是双射。它按照图 2.1 所示的路线依次遇到 N× N 中的各个有序对，并为它们编号。
(c) 一方面，N ⊂ Q，故 Q 是无限集。另一方面，每个有理数 r 都可以唯一写成

r =
p

q
, (p, q) ∈ Z× N∗, gcd(p, q) = 1,

其中 q > 0；零的标准表示为 0 = 0/1。因此映射

Q −→ Z× N,
p

q
7−→ (p, q)

是单射。又因为 Z× N ∼ N2 ∼ N，通过复合便得到从 Q 到 N 的单射。 □

(0, 0)

(1, 0)

(0, 1)

(2, 0)

(1, 1)

(0, 2)

(3, 0)

(2, 1)

(1, 2)

(0, 3)

(4, 0)

(3, 1)

(2, 2)

图 2.1: N× N 的可数性

由应用 2.1 立即得到如下推论。

推论 2.2。
(a) 对每个 d ≥ 1，Nd 都可数。
(b) 对每个 d ≥ 1，若 X1, . . . , Xd 都是可数集，则笛卡儿积 X1× · · · ×Xd 也可数。此外，若

24



分析：积分理论｜中文讲义 第二章 基数理论初步

所有 Xi 都非空，且其中至少一个是可数无限集，则 X1 × · · · ×Xd 是可数无限集。

证明。对 d ≥ 2 归纳证明 (b)。先设 d = 2。因为 X1, X2 都可数，所以存在单射 Φi : Xi → N，
i ∈ {1, 2}。映射

Φ : X1 ×X2 −→ N× N,
(x1, x2) 7−→

(
Φ1(x1),Φ2(x2)

)
是单射。因此 X1 ×X2 可数。
例如，设 X2 是可数无限集。此时 X2 ∼ N，故可设 Φ2 为双射。在非空集 X1 中固定一点 x01。
映射

Ψ(n) =
(
x01,Φ

−1
2 (n)

)
把 N 单射到 X1 ×X2 中。
利用恒等式

X1 × · · · ×Xd ×Xd+1 =
(
X1 × · · · ×Xd

)
×Xd+1,

即可完成从 d 到 d+1 的归纳。最后，只需重新排列集合的编号，便总可以把某个可数无限的
因子记作 Xd+1。 □

命题 2.5。 可数多个可数集的并仍为可数集。

证明。设
X =

⋃
i∈I

Xi, qquadI ⊂ N,

且每个 Xi（i ∈ I）都可数。对每个 i ∈ I，取单射 ϕi : Xi → N。对任意 x ∈ X，定义

n(x) := min{i ∈ I : x ∈ Xi}.

再定义
Φ : X −→ N2,

x 7−→ Φ(x) :=
(
n(x), ϕn(x)(x)

)
.

该映射是单射。事实上，若 x 6= y，则或者 n(x) 6= n(y)，从而 Φ(x) 6= Φ(y)；或者 n(x) =

n(y) = n，此时 x, y ∈ Xn，而 ϕn(x) 6= ϕn(y)，因为 ϕn 是单射。故仍有 Φ(x) 6= Φ(y)。所以
X 可数。 □

注。 若某个 Xi 是可数无限集，则由命题 2.4(c)，X 也是可数无限集。

最后证明下面这个重要定理。

定理 2.2。 R 是不可数无限集。更准确地说，

cardR = cardP(N).
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证明。定义映射
Φ : {0, 1}N −→ [0, 1/2],

x = (xn)n≥0 7−→
+∞∑
n=0

xn
3n+1

.

Φ 是单射。事实上，若 (xn)n≥0 6= (yn)n≥0，则

` := min{n : xn 6= yn} < +∞.

于是

|Φ(x)− Φ(y)| ≥ 1

3ℓ+1
−

+∞∑
n=ℓ+1

1

3n+1
=

1

2 · 3ℓ+1
> 0.

由于 P(N) ∼ {0, 1}N，映射 Φ 把 P(N) 单射到区间 [0, 1/2] 中。又因为 [0, 1/2] 通过典范嵌入
单射到 R 中，所以

cardN < cardP(N) ≤ cardR.

至此，由 P(N) 是不可数无限集，立即可知 R 也是不可数无限集。
为了证明 cardR = cardP(N)，先考虑双射

ϕ : R −→ (0, 1),

x 7−→ ex

1 + ex
.

于是
card[0, 1) ≤ cardR = card(0, 1) ≤ card[0, 1),

从而 cardR = card[0, 1)。再定义

Ψ : [0, 1) −→ {0, 1}N,
x 7−→ Ψ(x) := (xn)n∈N,


x0 := b2xc,

xn :=

⌊
2n+1

(
x−

n−1∑
k=0

xk
2k+1

)⌋
, n ≥ 1.

这里 bxc 表示 x 的整数部分。Ψ(x) 是 x 的规范二进制展开，并且

x =

+∞∑
n=0

xn
2n+1

.

该等式又说明 Ψ 是单射。因此

cardR = card[0, 1) ≤ card{0, 1}N = cardP(N).

结合前面已经得到的反向不等式，可得

cardR = cardP(N).

□
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2.3 习题

习题 2.1。 设 f : X → Y 为映射。
(a) 证明下列命题等价：

(i) f 为满射；
(ii) 对每个 B ∈ P(Y )，都有 f(f−1(B)) = B；
(iii) 对每个 A ∈ P(X)，都有

(
f(A)

)c ⊂ f(Ac)，其中两个补集分别在 Y 与 X 中取。
(b) 证明下列命题等价：

(i) f 为单射；
(ii) 对每个 A ∈ P(X)，都有 f−1(f(A)) = A；
(iii) 对每个 A ∈ P(X)，都有 f(Ac) ⊂

(
f(A)

)c，其中两个补集分别在 X 与 Y 中取；
(iv) 对任意 A,B ∈ P(X)，都有 f(A ∩B) = f(A) ∩ f(B)。

习题 2.2。 设 A,B ∈ P(X)。用示性函数 1A, 1B 表示

1Ac , 1A∩B, 1A∪B, 1A\B, 1A△B.

习题 2.3。
(a) 设 A1, . . . , An ∈ P(X)，n ≥ 1。证明

1⋃n
i=1 Ai

=

n∑
k=1

(−1)k+1
∑

I⊂{1,...,n}
card(I)=k

1⋂
i∈I Ai

.

(b) 由此推出：若 X 为有限集，则有 Poincaré 公式

card
(

n⋃
i=1

Ai

)
=

n∑
k=1

(−1)k+1
∑

I⊂{1,...,n}
card(I)=k

card
(⋂
i∈I

Ai

)
.

习题 2.4。
(a) 设 n ∈ N∗，且 p1, . . . , pn 是 n 个互不相同的素数。利用映射

(k1, . . . , kn) 7−→ pk11 · · · p
kn
n

证明 Nn 可数。
(b) 由此证明有限多个可数集的笛卡儿积仍然可数。可数无限多个可数集的笛卡儿积又能得
到什么结论？

习题 2.5。考察 [0, 1)中每个实数的规范十进制展开（即小数位序列不从某一项起恒等于 9的
展开），证明 R 不可数。

习题 2.6。 证明 N 的所有无限子集组成的集合不可数；更一般地，任一无限集的所有无限子
集组成的集合都不可数。
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习题 2.7。 证明实代数数全体 A 可数。这里，实代数数是指整系数多项式的实根。

习题 2.8。 证明单调函数 f : R→ R 的不连续点集可数。

习题 2.9。 证明 R 的任意开集 Ω 都可以表示成可数个两两不交的开区间之并。
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第三章 拓扑学若干补充

以下回顾与补充绝不能替代一般拓扑学或度量结构的系统课程。本章只介绍测度论与积分理
论中不可或缺的概念：扩充实直线 R、上极限与下极限、可分性与可数开基，以及点到集合的距离
函数。反过来，闭包、内部、紧性等基本概念将在后文大量使用，却既不在这里展开，也不重新定
义。读者若对此有所遗忘或疑惑，应查阅一般拓扑学教材，或较为基础的度量结构教材，例如文献
[18]。

3.1 扩充实直线

扩充实直线通常记为 R。我们希望它是一个有序度量空间，并满足三个基本要求：

• 它是包含 R 的集合，并且在包含关系意义下尽可能“小”；
• 它是紧致且全序的；
• 它与实直线相容：R 上的序与拓扑限制到 R 后，分别与 R 上的自然序以及绝对值度量所诱导
的拓扑一致。

构造方法有多种，其共同思想大致都是：先在 R 与 R 的某个开区间之间构造同胚，再适当地
延拓这个同胚。例如，考虑

f : R −→ (−1, 1),

x 7−→ x√
x2 + 1

.

函数 f 显然是 R 到 (−1, 1) 的同胚；其逆映射

f−1(y) =
y√

1− y2

确实连续。开区间 (−1, 1) 在 R 中的闭包是紧区间 [−1, 1]。因此，构造 R 的思路是：给 R 添加两
个记作 −∞,+∞ 的元素，并把它们分别规定为 −1, 1 在 f 的适当延拓 f̃ 下的原像。

具体定义

R := R ∪ {−∞,+∞}, f̃ |R := f, f̃(−∞) := −1, f̃(+∞) := 1. (3.1)

现在还要在 R 上定义全序 ≤ 和距离 δ，这是构造中最重要的一步。

R 上的序。
(i) 在 R 上采用通常的序，即对 x, y ∈ R，

x ≤ y ⇐⇒ y − x ∈ R+.

(ii) 对每个 x ∈ R，规定
−∞ ≤ x ≤ +∞.

R 上的距离。 对任意 x, y ∈ R，定义

δ(x, y) :=
∣∣∣f̃(x)− f̃(y)∣∣∣ . (3.2)
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下面的命题说明这一构造达到了预期目标。

命题 3.1。
(a) 二元关系 ≤ 是 R 上的全序；R 的每个非空子集都有上确界和下确界；δ 是 R 上的距离。
(b) 恒等映射

Id :
(
R, δ|R

)
−→ (R, |·|)

是同胚。
(c) (R, δ) 是紧致空间，并与区间 [−1, 1] 同胚；而且 R 是 R 的开子集。可以选取一个保持

R 与 [−1, 1] 上序关系的同胚；式 (3.1) 定义的 f̃ 就具有这一性质。

证明。(a) ≤ 是全序这一事实显然。进一步，R 的任意非空子集或者在 R 中有上界，因而在 R
以及 R 中有上确界；或者在 R 中无上界，此时 +∞ 是它在 R 中的上确界。下确界的情形相
同。关于距离，只需注意：f 是 R 到 (−1, 1) 的单射，因而 f̃ 是 R 到 [−1, 1] 的单射。这保证

δ(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y.

其余距离公理直接由 R 上绝对值的相应性质得到。
(b) 根据 δ 在 R 上的定义，恒等映射关于 δ 与 |·| 的双连续性，恰好等价于 f 是 R 与 (−1, 1)
之间的同胚。这一点已在本节开头证明。因此，δ 在 R 上诱导的拓扑确实就是绝对值度量所诱
导的拓扑。
(c) 映射 f̃ 显然是 R 到 [−1, 1] 的严格递增双射。对任意 x, y ∈ R，都有∣∣∣f̃(x)− f̃(y)∣∣∣ = δ(x, y),

所以 f̃ 是满的等距映射，从而是同胚。由此，

R = f̃−1([−1, 1])

是紧致区间，因为 f̃−1 连续。最后，R = f̃−1((−1, 1)) 是连续映射 f̃ 下开集的原像，故在 R
中为开集。 □

下面的推论立即来自 (b)。这里，Od(X) 表示距离 d 在 X 上诱导的拓扑中的开集全体（参见
第 3.3 节）。

推论 3.1。 {
O ∩ R : O ∈ Oδ(R)

}
= O|·|(R).

a

a校订注：原书左端写作 Oδ(R) ∩ R，但 Oδ(R) 是集合族，而 R 是点集，这一“交集”并不表示所需的诱导拓
扑。原书随后的证明实际使用的是开集在 R 上的迹，故在此明确写成 {O ∩ R : O ∈ Oδ(R)}。

证明。设 i : R ↪→ R 为典范单射。对任意 O ∈ Oδ(R)，都有

i−1(O) = O ∩ R ∈ O|·|(R).

反过来，因为 R 在 R 中为开集，所以 R 的每个开集 O 也是 R 的开集；它当然正是自身在 R
上的迹。 □
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3.2 上极限与下极限

以下始终给 R 赋予式 (3.2) 定义的距离 δ。该距离与 R 上的序相容，并使其成为紧致度量空
间。

定义 3.1。 设 (xn)n∈N 是 R 中的序列。其上极限定义为

lim sup
n→∞

xn := inf
n≥0

(
sup
k≥n

xk

)
∈ R,

其下极限定义为

lim inf
n→∞

xn := sup
n≥0

(
inf
k≥n

xk

)
∈ R.

注。 由于 R 中的每个单调序列都收敛，立即有

lim sup
n→∞

xn =
↓

lim
n→∞

(
sup
k≥n

xk

)
, lim inf

n→∞
xn =

↑
lim
n→∞

(
inf
k≥n

xk

)
.

下面的结果建立了上、下极限与单调性、连续性之间的联系，后文将会用到。

命题 3.2。 设 (xn)n∈N 是 R 中的序列，且 f : R→ R 单调并连续。
• 若 f 递增，则

f

(
lim sup
n→∞

xn

)
= lim sup

n→∞
f(xn), f

(
lim inf
n→∞

xn

)
= lim inf

n→∞
f(xn).

• 若 f 递减，则

f

(
lim sup
n→∞

xn

)
= lim inf

n→∞
f(xn), f

(
lim inf
n→∞

xn

)
= lim sup

n→∞
f(xn).

证明。只讨论 f 递增时的上极限，其余情形类似。令

yn := sup
k≥n

xk, n ∈ N.

f 的递增性给出
f(yn) ≥ sup

k≥n
f(xk).

另一方面，由上确界的定义，可以从 (xk)k≥n 中选出一个子列 (xφ(k))，使其在 R 中收敛到 yn
（这里固定 n）。由 f 的连续性，

f(yn) = lim
k→∞

f(xφ(k)) ≤ sup
k≥n

f(xk).

故
f(yn) = sup

k≥n
f(xk).
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再次使用 f 的连续性，得到

lim sup
n→∞

f(xn) =
↓

lim
n→∞

sup
k≥n

f(xk) =
↓

lim
n→∞

f(yn)

= f

( ↓
lim
n→∞

yn

)
= f

(
lim sup
n→∞

xn

)
.

这就是所需等式。 □

上、下极限最重要的意义体现在下面的结果中。

命题 3.3。 设 (xn)n∈N 是 R 中的序列。则 lim supn→∞ xn 与 lim infn→∞ xn 分别是该序列在
R 中最大和最小的聚点。此外，

(xn)n∈N 在R 中收敛 ⇐⇒ lim sup
n→∞

xn = lim inf
n→∞

xn.

证明。因为 (R, δ) 紧致，序列 (xn) 至少有一个聚点（Bolzano–Weierstrass 定理）。设 ` 是 (xn)

的一个聚点，则存在子列 (xφ(n)) 在 (R, δ) 中收敛到 `。由于

xφ(n) ≤ sup
k≥φ(n)

xk,

而右端单调递减地收敛到 lim supn→∞ xn，由 R 上拓扑与序的相容性，

` ≤ lim sup
n→∞

xn.

下面证明
`+ := lim sup

n→∞
xn

本身就是 (xn) 的聚点。根据度量空间中聚点的刻画，只需证明

∀ε > 0, ∀N ∈ N, ∃n ≥ N, δ(xn, `+) ≤ ε.

令
yn := f̃(xn) ∈ [−1, 1], n ∈ N,

其中 f̃ 由式 (3.1) 定义。因为 f̃ 在 R 上递增且连续，由命题 3.2，

lim sup
n→∞

yn = f̃(`+).

因此
zn := sup

k≥n
yk

单调递减地收敛到 f̃(`+)。给定 ε > 0 与 N ∈ N，可以找到 n0 ≥ N，使对每个 n ≥ n0，都有

f̃(`+) ≤ zn ≤ f̃(`+) + ε.

由上确界的定义，还可以找到 n ≥ n0，使

yn ≤ zn0 < yn + ε.
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于是存在 n ≥ N 满足

f̃(`+)− ε ≤ zn0 − ε ≤ yn ≤ zn ≤ f̃(`+) + ε,

从而
δ(xn, `+) =

∣∣∣yn − f̃(`+)∣∣∣ ≤ ε.
注意到

lim inf
n→∞

xn = − lim sup
n→∞

(−xn),

便可对下极限得到相应结论。最后，因为 (R, δ) 紧致，(xn) 收敛当且仅当它只有一个聚点；这
又等价于

lim sup
n→∞

xn = lim inf
n→∞

xn.

□

最后给出上、下极限关于加法与乘法的两个性质。

命题 3.4。
(a) 设 (xn) 与 (yn) 是 R 中的两个序列；二者同时在 [−∞,+∞) 中有上界，或者同时在

(−∞,+∞] 中有下界。则

lim sup
n→∞

(xn + yn) ≤ lim sup
n→∞

xn + lim sup
n→∞

yn,

lim inf
n→∞

(xn + yn) ≥ lim inf
n→∞

xn + lim inf
n→∞

yn.

(b) 设 (xn) 与 (yn) 是 R+ = [0,+∞] 中的两个序列；二者同时在 R+ 中有上界，或者同时在
(0,+∞] 中有下界。则

lim sup
n→∞

(xnyn) ≤
(
lim sup
n→∞

xn

)(
lim sup
n→∞

yn

)
,

lim inf
n→∞

(xnyn) ≥
(
lim inf
n→∞

xn

)(
lim inf
n→∞

yn

)
.

证明。(a) 由下列估计直接得到：

sup
k≥n

(xk + yk) ≤ sup
k≥n

xk + sup
k≥n

yk,

inf
k≥n

(xk + yk) ≥ inf
k≥n

xk + inf
k≥n

yk.

(b) 对序列 (lnxn) 与 (ln yn) 应用 (a)，其中约定

ln 0 = −∞, ln(+∞) = +∞,

再依次对函数 ln 与 exp 应用命题 3.2 即得结论。a □
a校订注：原书此处写成“应用 (i)”，但命题 3.4 并没有第 (i) 项；证明实际使用的是本命题的 (a)。
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3.3 集合上的拓扑与度量空间

定义 3.2。
(a) 集合 X 上的一个拓扑，是指 X 的一个子集族 O(X)，它满足：

(i) ∅, X ∈ O(X)；
(ii) 对每个 n ∈ N∗，若 O1, . . . , On ∈ O(X)，则

n⋂
i=1

Oi ∈ O(X)

（对有限交封闭）；
(iii) 任给指标集 I，若对每个 i ∈ I 都有 Oi ∈ O(X)，则⋃

i∈I
Oi ∈ O(X)

（对任意并封闭）。
(b) O(X) 的元素称为 X 的开集；开集的补集称为闭集。
(c) 若 X 中任意两个不同的点都分别属于两个互不相交的开集，则称该拓扑为 Hausdorff 拓
扑（或分离拓扑）。

度量情形。 若 (X, d) 是度量空间，a 则距离 d 在 X 上诱导的拓扑由下列开集族给出：

Od(X) :=

{⋃
i∈I

B̊(xi, ri) : xi ∈ X, ri ∈ R∗
+, I 为任意指标集

}
,

其中
B̊(x, r) := {y ∈ X : d(x, y) < r}.

容易验证，这一集合族满足 Hausdorff 拓扑的公理。此外，在这一框架下，显然有

O ∈ Od(X) ⇐⇒ ∀x ∈ O, ∃rx > 0, B̊(x, rx) ⊂ O.

a回顾：距离是映射 d : X × X → R+，满足 d(x, y) = 0 当且仅当 x = y；d(x, y) = d(y, x)；以及对任意
x, y, z ∈ X，d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)。

3.4 可数开基与可分性
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定义 3.3。
(a) 若拓扑空间 (X,O(X)) 存在一个由非空开集组成的可数族 {ωn : n ≥ 1}，使得

∀O ∈ O(X), ∃I ⊂ N∗, O =
⋃
n∈I

ωn,

则称它具有可数开基。a

(b) 若度量空间 (X, d) 含有一个稠密序列 (xn)n∈N，则称它为 可分空间。b

a校订注：原书把开基写成 {ωn : n ≥ 1}，却在并集公式中取 I ⊂ N，从而可能用到未定义的 ω0。这里把指标
集统一为 I ⊂ N∗。

b回顾：序列 (xn)n∈N 在 X 中稠密，是指对任意 x ∈ X，都存在一个子列 (xφx(n))n∈N，使 d(xφx(n), x) → 0。

命题 3.5。 一个度量空间可分，当且仅当它具有可数开基。

证明。(⇒) 设 (xn)n∈N 是稠密序列。验证可知，{
B̊(xn, r) : n ∈ N, r ∈ Q∗

+

}
构成一个可数开基。事实上，对 X 的每个开集 O，都有

O =
⋃

B̊(xn,r)⊂O

B̊(xn, r).

而 N×Q∗
+ 的可数性来自第 2 章关于基数的结果。

(⇐) 设 (ωn)n∈N 是一个可数开基。对每个 n，在 ωn 中取一点 xn。显然，任何满足 xn ∈ ωn 的
序列 (xn) 都在 X 中稠密。 □

3.5 拓扑的构造示例

3.5.1 诱导拓扑

定义 3.4。 设 (X,O(X)) 为拓扑空间，Y ⊂ X。在 Y 上定义由 X 的拓扑诱导的拓扑：

O(Y ) := {O ∩ Y : O ∈ O(X)}.

若 i : Y ↪→ X 表示典范单射，则

O(Y ) = {i−1(O) : O ∈ O(X)} = i−1
(
O(X)

)
.

此外，由 Hausdorff 拓扑诱导的拓扑仍是 Hausdorff 的。

度量情形。 若 X 上的拓扑由距离 d 诱导，则容易验证

O(Y ) = Od|Y (Y ),

其中 d|Y 表示 d 在 Y × Y 上的限制。
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诱导拓扑与可分性。 若 (X, d) 可分，则它具有可数开基。根据诱导拓扑的定义，若 (ωn)n∈N
是 X 的可数开基，则删去空集后，(ωn ∩ Y )n∈N 构成 Y 的可数开基。因此 (Y, d|Y ) 可分。

3.5.2 乘积拓扑

定义 3.5。若 (X,O(X)) 与 (Y,O(Y )) 是两个拓扑空间，则 X × Y 上的乘积拓扑由下列开集
族定义：

O(X × Y ) :=

{⋃
i∈I

(Oi × Ωi) : Oi ∈ O(X), Ωi ∈ O(Y ), I 为任意指标集

}
.

注。
• 两个 Hausdorff 拓扑的乘积拓扑仍是 Hausdorff 的。
• X × Y 上的乘积拓扑，是使典范投影

πX : X × Y → X, πY : X × Y → Y

分别关于 (X,O(X)) 与 (Y,O(Y )) 连续的最小拓扑。

若 X,Y 上的拓扑分别由距离 d, δ 诱导，则容易验证（例如参见文献 [18]）：O(X × Y ) 也是下
列 X × Y 上常用距离所诱导的拓扑：

D1

(
(x, y), (x′, y′)

)
:= d(x, x′) + δ(y, y′),

Dp

(
(x, y), (x′, y′)

)
:=
(
d(x, x′)p + δ(y, y′)p

)1/p
, p ∈ [1,+∞),

D∞
(
(x, y), (x′, y′)

)
:= max

(
d(x, x′), δ(y, y′)

)
.

此外，还有许多 X × Y 上的距离也能诱导同一个乘积拓扑。

命题 3.6。
(a) 若 (X,O(X)) 与 (Y,O(Y )) 都具有可数开基，则 (X × Y,O(X × Y )) 也具有可数开基。
(b) 若 (X, d) 与 (Y, δ) 都可分，则对任何诱导乘积拓扑且拓扑等价的距离，X × Y 都可分；
例如对每个 p ∈ [1,+∞]，(X × Y,Dp) 都可分。

证明。(a) 设
UX := {Un : n ≥ 1}, VY := {Vm : m ≥ 1}

分别为 X,Y 的可数开基。则可数族

UX × VY := {Un × Vm : (n,m) ∈ (N∗)2}

是 O(X × Y ) 的开基。事实上，若

O ∈ O(X × Y ), z = (x, y) ∈ O =
⋃
i∈I

(Oi × Ωi),

则存在 iz ∈ I，使 (x, y) ∈ Oiz ×Ωiz。根据 UX ,VY 是开基这一事实，存在正整数 nx,my，使

x ∈ Unx ⊂ Oiz , y ∈ Vmy ⊂ Ωiz .
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最终
O =

⋃
(x,y)∈O

(
Unx × Vmy

)
=

⋃
(n,m)∈LO

(Un × Vm),

其中
LO := {(nx,my) : (x, y) ∈ O} ⊂ (N∗)2.

(b) 这是 (a) 与命题 3.5 的直接推论。也可以直接证明：若 {xn : n ≥ 1} 与 {ym : m ≥ 1} 分别
在 (X, d) 与 (Y, δ) 中稠密，则由 Dp 的定义，

{(xn, ym) : n,m ≥ 1}

在 (X × Y,Dp) 中稠密。 □

3.6 点到集合的距离

定义 3.6。设 (X, d)为度量空间，A是 X 的非空子集。对每个 x ∈ X，定义 x到 A的距离为

d(x,A) := inf
a∈A

d(x, a) < +∞.

这类函数在测度论中经常出现，因为它们提供了一种有效方法，可以用连续函数逼近集合的示
性函数。

命题 3.7。
(a) 对 X 的每个非空子集 A，函数

x 7−→ d(x,A)

取值于 R+，并且关于距离 d 是 Lipschitz 常数为 1 的函数，即

∀x, y ∈ X, |d(x,A)− d(y,A)| ≤ d(x, y).

(b)
{x ∈ X : d(x,A) = 0} = A,

其中 A 表示 A 在 X 中的闭包。

证明。(a) 对任意 z ∈ A，

d(x,A) ≤ d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

所以 d(x,A)− d(x, y) 是所有 d(y, z)（z ∈ A）的下界。于是

d(x,A)− d(x, y) ≤ d(y,A),

最终得到
d(x,A)− d(y,A) ≤ d(x, y).

交换 x, y 的角色，即得绝对值形式的不等式。
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(b) 距离 d(x,A) 总是非负的。由下确界的定义，

d(x,A) = 0 ⇐⇒ 存在(an)n∈N ⊂ A 使 lim
n→∞

d(x, an) = 0.

根据度量空间中闭包的定义，这正好等价于 x ∈ A。a □
a校订注：原书此处写成“由上确界的定义”，但 d(x,A) 在定义 3.6 中是 {d(x, a) : a ∈ A} 的下确界，应为“由

下确界的定义”。

后文将根据需要逐步建立这类函数的其他性质，而它们都以命题 3.7 为基础。

3.7 习题

习题 3.1。
(a) 设 (an)n≥0 为实数序列，并满足

∀p, n, r ≥ 0, apn+r ≤ p an + rα,

其中 α 是固定实数。证明序列 (an
n

)
n≥1

在 R 中收敛到
inf
n≥1

an
n
.

(b) 设 f : [0, 1]→ R 为递增函数。对每个 n ≥ 1，令

Sfn :=
1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

)
.

利用 (a) 证明：序列 (Sfn)n≥1 在 R 中收敛到它的下确界。

习题 3.2。 设 f : R+ → R+ 满足

∀x, y ≥ 0, f(xy) ≤ f(x)f(y).

证明：对任意 x ≥ 0，序列 (
f(xn)1/n

)
n≥1

收敛到 [0, f(x)] 中的某个元素。将结论应用于

f(x) := (1 + x)a, a ≥ 0.

习题 3.3。 设 Md(K) 为 K 上的 d× d 矩阵全体，并赋予一个满足

∀A,B ∈Md(K), ‖AB‖ ≤ ‖A‖ ‖B‖

的范数 ‖·‖。证明：对每个 A ∈Md(K)，序列(
‖An‖1/n

)
n≥1
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收敛到 [0, ‖A‖] 中的某个元素。a

a校订注：原书先在 Md(K) 上给出矩阵与范数，却在结论中无故改写成 A ∈Md(R)。论证对 K = R 与 K = C
同样成立，故这里统一为 A ∈Md(K)。

习题 3.4。
(a) 设 X 为非空集，(fn)n≥1 是一列有界函数 fn : X → R，并逐点收敛到有界函数 f : X →

R。证明

sup
x∈X

f(x) ≤ lim inf
n→∞

(
sup
x∈X

fn(x)

)
.

对下确界建立类似的不等式。
(b) 给出一个使上述不等式为严格不等式的例子。证明：若 (fn)n≥1 一致收敛，则等号成立。

a

a校订注：原书本题开头把序列记为 (fn)n≥1，(b) 中却写成 (fn)n≥0。这里统一为 n ≥ 1。

习题 3.5。 设 (An)n≥0 是 P(X) 中的序列，并定义

lim sup
n→∞

An :=
⋂
n≥0

⋃
k≥n

Ak, lim inf
n→∞

An :=
⋃
n≥0

⋂
k≥n

Ak.

(a) 用 1An 表示

1⋃
n≥0 An

, 1⋂
n≥0 An

, 1lim supn→∞ An , 1lim infn→∞ An .

(b) 由此推出：
(i) (

lim sup
n→∞

An

)c
= lim inf

n→∞
Acn, lim inf

n→∞
An ⊂ lim sup

n→∞
An;

(ii)

lim sup
n→∞

An =

∑
n≥0

1An = +∞

 , lim inf
n→∞

An =

∑
n≥0

1Ac
n
< +∞

 ;

(iii)

lim sup
n→∞

(An ∪Bn) =
(
lim sup
n→∞

An

)
∪
(
lim sup
n→∞

Bn

)
,

lim sup
n→∞

(An ∩Bn) ⊂
(
lim sup
n→∞

An

)
∩
(
lim sup
n→∞

Bn

)
.
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测度论
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从 Riemann 到 Lebesgue
Riemann 积分的基本思想，是利用以横轴为底边的“小”矩形

[ai−1, ai]× [0,Φi]

去逼近横轴与函数 f 的图像之间的面积，其中矩形高度 Φi 接近 f 在 [ai−1, ai] 上的“平均”高度。
Riemann 和定理（参见定理 1.4）精确表达的正是这一思想。

x

f(x)

a ai−1 ai b

Φi

图 3.1: Riemann 积分的分割方式

Lebesgue 积分理论的创新思路恰好相反：先把纵轴分成“小”区间 [bj−1, bj ]，再用∫ b

a
f ≈

∑
j

bj−1 + bj
2

length{x : bj−1 ≤ f(x) ≤ bj}

逼近 f 图像下方的面积。

主要困难在于，集合
Ej := {x : bj−1 ≤ f(x) ≤ bj}

通常并不是区间；要为它赋予长度——更一般地说，赋予“测度”——并不容易，在某些情形下甚
至不可能。

x

f(x)

bj−1

bj

Eja b

图 3.2: Lebesgue 积分的分割方式

因此，在第三部分正式进入 Lebesgue 积分理论之前，我们必须先定义哪些集合可以“测量”，
再定义哪些函数适合积分，最后定义测度本身。这正是第二部分的内容。
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有些读者或许会问：相对于 Riemann 积分，Lebesgue 积分把横坐标与纵坐标所扮演的角色互
换，这一点究竟有多么核心？为此，我们认为完整重印 Lebesgue 的奠基性文字很有启发。这篇短
短四页的札记当年发表于《巴黎科学院院报》（参见文献 [2]）。后来还有更详尽的论述，例如文献
[4]；但读者会看到，理论的核心已经尽在其中。原书特别说明：下文有两条脚注是 1901 年原文不
可分割的一部分；另有一条关于“开区间”的脚注是本书编者补入的辨析。

论定积分的一种推广

Henri Lebesgue

1901 年 4 月 29 日

对连续函数而言，积分与原函数这两个概念完全一致。Riemann 定义了某些不连续函数的积
分，但并非每个导函数在 Riemann 意义下都可积。因此，寻找原函数的问题尚未由积分理论解决；
我们自然希望得到一个新的积分定义：它以 Riemann 积分为特例，并且能够解决原函数问题。1

为了定义连续递增函数
y(x) (a < x < b)

的积分，可以把区间 (a, b) 分成若干子区间，把每个子区间的长度乘以 x 位于该区间时 y 所取的
某个值，再把这些乘积相加。当 x ∈ (ai, ai+1) 时，y 在某两个界 mi,mi+1 之间变化；反过来，当
y 位于 mi,mi+1 之间时，x 位于 ai, ai+1 之间。因此，我们原本给出的是 x 的变化范围的分割，也
就是给出数 ai；其实也可以改为给出 y 的变化范围的分割，也就是给出数 mi。由此产生了推广积
分概念的两种方法。众所周知，第一种方法（给出 ai）导向 Riemann 的定义，以及 Darboux 先生
给出的上积分与下积分。下面考察第二种方法。

设函数 y 的值介于 m 与 M 之间。给定

m = m0 < m1 < m2 < · · · < mp−1 < M = mp.

当 x 属于集合 E0 时，令 y = m；当 x 属于集合 Ei 时，令

mi−1 < y < mi.

稍后我们将定义这些集合的测度 λ0, λi。考察下面两个和：

m0λ0 +
∑
i

miλi, m0λ0 +
∑
i

mi−1λi.

如果相邻 mi 之差的最大值趋于零时，这两个和趋于同一个不依赖于所选 mi 的极限，那么按照定
义，这个极限就是 y 的积分，并称 y 可积。

考察 (a, b)中的一个点集。可以用无穷多种方法，把这些点包含在可数无穷多个区间之中；2这
些区间长度之和的下确界称为该集合的测度。若集合 E 的测度与不属于 E 的点集的测度之和等于
(a, b) 的测度，则称 E 可测。3

1预先对积分的任何推广提出的这两个要求显然彼此相容，因为在 Riemann 意义下可积的导函数，其积分就是它的
一个原函数。

2Henri Lebesgue 想到的很可能是开区间；本书作者的同事 Patrick Polo 曾向我们指出这一点。
3若再适当地加入某些零测集，便得到 Borel 先生意义下的可测集（《函数理论讲义》[1]）。
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这些集合具有如下两个性质。给定可数无穷多个可测集 Ei，至少属于其中一个 Ei 的点所组
成的集合仍然可测；如果各 Ei 两两没有公共点，那么所得集合的测度等于各 Ei 测度之和。所有
Ei 的公共点组成的集合也可测。

自然应先考虑这样一类函数：积分定义中出现的集合都可测。可以得到如下结论：若函数的绝
对值有上界，并且无论 A,B 如何，满足

A < y ≤ B

的 x 所组成的集合都可测，那么该函数可以用上述方法积分。这样的函数称为 可求和函数。可求
和函数的积分介于其下积分与上积分之间。因此，若一个 Riemann 可积函数也是可求和的，那么
两种定义给出的积分相同。

事实上，每个 Riemann 可积函数都是可求和的，因为它的不连续点集是零测集。还可以证明：
若忽略一个由 x的值组成的零测集之后，剩余集合上的函数在每一点都连续，则该函数可求和。这
个性质立即给出一些在 Riemann 意义下不可积、却可求和的函数。设 f(x) 与 ϕ(x) 为两个连续函
数，且 ϕ(x) 不恒为零。取一个处处稠密的零测集；某个函数只在该集合上与 f(x) 不同，并在这
些点取值 f(x) +ϕ(x)，那么它可求和，但在 Riemann 意义下不可积。例如：x 为无理数时函数值
为 0，x 为有理数时函数值为 1。

上述构造方法表明，可求和函数全体的势大于连续统的势。这类函数还有如下两个性质：

1. 若 f, ϕ 可求和，则 f + ϕ 与 fϕ 也可求和，并且 f + ϕ 的积分等于 f, ϕ 的积分之和。
2. 若一列可求和函数存在极限，则其极限仍为可求和函数。
可求和函数全体显然包含 y = k 与 y = x。所以由性质 1，它包含所有多项式；又由性质

2，它包含自身所有的极限，因而包含所有连续函数，也就是第一类函数（参见 Baire，Annali di
Matematica，1899）；它还包含所有第二类函数，等等。

特别地，每个绝对值有上界的导函数都属于第一类，因而可求和；并且可以证明，把它的积分
看作积分上限的函数时，这个函数是它的一个原函数。

最后给出一个几何应用。若 |f ′| , |ϕ′| , |ψ′| 都有上界，则曲线

x = f(t), y = ϕ(t), z = ψ(t)

的长度为 ∫ √
f ′(t)2 + ϕ′(t)2 + ψ′(t)2 dt.

若 ϕ = ψ = 0，就得到有界变差函数 f 的全变差。当 f ′, ϕ′, ψ′ 不存在时，可以用 Dini 数代替导
数，得到一个几乎相同的定理。

历史术语提示。 上文按 1901 年原文翻译。“可求和”以及“第一类”等词使用的是当时的术
语；它们与本书后文的现代定义并不完全同义。尤其是，逐点极限的封闭性在现代积分论中必
须结合可测性、有限性或支配条件等具体语境理解。后续章节将给出严格的现代版本。
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集合论预备知识

本节汇集处理集合与映射时所需的若干结果；它们是进入测度论与积分理论不可缺少的工具。
其中大部分只是回顾。

(a) 集合运算。 设 X 为集合，P(X) 为其幂集，且 A,B ∈ P(X)。记

A ∪B := {x ∈ X : x ∈ A 或x ∈ B},
A ∩B := {x ∈ X : x ∈ A 且x ∈ B},

Ac := {x ∈ X : x /∈ A},
A \B := {x ∈ X : x ∈ A 且x /∈ B} = A ∩Bc,

A4B := {x ∈ X : x ∈ A ∪B 且x /∈ A ∩B}
= (A ∪B) \ (A ∩B) = (A \B) ∪ (B \A).

(b) 直接像与原像。设 f : X → Y，Ai ⊂ X，Bj ⊂ Y。与 f 典范地对应两个集合映射：直接
像映射 fd 与原像映射 f−1

r ，定义为

fd : P(X) −→ P(Y ), A 7−→ fd(A) := {f(x) : x ∈ A},
f−1

r : P(Y ) −→ P(X), B 7−→ f−1
r (B) := {x ∈ X : f(x) ∈ B}.

为简便起见，尽管可能引起混淆，我们几乎总把 fd 写成 f，把 f−1
r 写成 f−1。

这些集合映射满足下列 Hausdorff 公式。设 (Ai)i∈I 是 X 的子集族，(Bj)j∈J 是 Y 的子集族，
其中 I, J 非空，则

f

(⋃
i∈I

Ai

)
=
⋃
i∈I

f(Ai),

f

(⋂
i∈I

Ai

)
⊂
⋂
i∈I

f(Ai),

且后一包含关系在 f 为单射时成为等式；

f−1

⋃
j∈J

Bj

 =
⋃
j∈J

f−1(Bj),

f−1

⋂
j∈J

Bj

 =
⋂
j∈J

f−1(Bj), f−1(Bc) =
(
f−1(B)

)c
.

若 f 为双射，则集合原像映射与 f 的逆映射之间有简单联系：对 Y 的每个子集 B，

f−1
r (B) = {f−1(b) : b ∈ B}.

若 C ⊂ P(Y ) 是 Y 的一个子集族，还约定

f−1(C) := {f−1(C) : C ∈ C} ⊂ P(X).
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(c) 集合序列的上、下极限。 设 (An)n≥1 是一个可数的子集序列。定义

lim sup
n→∞

An :=
⋂
n≥1

⋃
k≥n

Ak

= {x ∈ X : ∀n ≥ 1, ∃k ≥ n, x ∈ Ak}
= {x ∈ X : x 属于无穷多个Ak},

以及
lim inf
n→∞

An :=
⋃
n≥1

⋂
k≥n

Ak

= {x ∈ X : ∃n ≥ 1, ∀k ≥ n, x ∈ Ak}
= {x ∈ X : x 从某一项起始终属于Ak}.

显然，
lim inf
n→∞

An ⊂ lim sup
n→∞

An.

当二者相等时，称 (An) 有极限，并把公共集合记为 limn→∞An。
若 (An) 关于包含关系递增，则

lim
n→∞

An =
⋃
n≥1

An;

若 (An) 关于包含关系递减，则
lim
n→∞

An =
⋂
n≥1

An.

(d) De Morgan 律。 (⋂
i∈I

Ai

)c
=
⋃
i∈I

Aci ,

(⋃
i∈I

Ai

)c
=
⋂
i∈I

Aci .

由此立即得到 (
lim sup
n→∞

An

)c
= lim inf

n→∞
Acn,

(
lim inf
n→∞

An

)c
= lim sup

n→∞
Acn.

4.1 σ-代数与 Borel σ-代数

定义 4.1。
(a) 设 X 为集合。若 X 的一个子集族 A 满足

(i) ∅ ∈ A；
(ii) 若 A ∈ A，则 Ac ∈ A （对补集封闭）；
(iii) 若 (An)n≥1 ∈ AN∗，则 ⋃

n≥1

An ∈ A

（对可数并封闭），
则称 A 为 X 上的一个 σ-代数。

(b) 二元组 (X,A) 称为可测空间，意思是该空间“可以承载测度”。
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注。 条件 (iii) 蕴含 A 对有限并封闭。事实上，固定 n0，只需令

An = ∅, n > n0.

σ-代数的例。
1. A := {∅, X}，称为平凡 σ-代数（原书称“粗 σ-代数”）。
2. A := P(X)，称为离散 σ-代数。
3. 固定 A ⊂ X，则

A := {∅, X,A,Ac}

是包含 A 的最小 σ-代数。
4. 设

X =
⋃
i∈I

Xi,

其中 I 非空且有限或可数无限，并且当 i 6= j 时 Xi ∩Xj = ∅。也就是说，(Xi)i∈I 是 X

的一个分割。则

A :=

⋃
j∈J

Xj : J ⊂ I


是一个 σ-代数。

5. 令
A := {A ∈ P(X) : A 可数，或Ac 可数}.

这里只需验证公理 (iii)。设 (An)n≥1 是 A 中的序列。若每个 An 都可数，则由命题 2.5，
它们的并仍可数。若其中某个 An0 不可数，则 Acn0

可数；于是(⋃
n

An

)c
=
⋂
n

Acn ⊂ Acn0

必为可数集。
此外，还可以证明：

A 6= P(X) ⇐⇒ X 具有不可数无限基数.

这一结论明显不那么平凡，超出了本书范围。
6. 若 (Ai)i∈I 是 X 上任意一族 σ-代数，I 6= ∅，则

A :=
⋂
i∈I
Ai

仍是一个 σ-代数。

性质 4.1。 设 A 是 X 上的 σ-代数，则：
(a) X ∈ A；
(b) 若对每个 n ∈ N，都有 An ∈ A，则 ⋂

n∈N
An ∈ A.

因此 A 对有限交封闭；只需在 n > n0 时令 An = X。

46



分析：积分理论｜中文讲义 第四章 集合上的 σ-代数

(c) 若 A,B ∈ A，则
A \B = A ∩Bc ∈ A.

(d) 若 A,B ∈ A，则
A4B = (A \B) ∪ (B \A) ∈ A.

(e) 若对每个 n ∈ N，都有 An ∈ A，则

lim sup
n→∞

An, lim inf
n→∞

An

都属于 A。

证明。
X = ∅c ∈ A,

而 ⋂
n∈N

An =

(⋃
n∈N

Acn

)c
∈ A.

(c)、(d)、(e) 立即得到。 □

反例。 若 X 是拓扑空间（甚至只是度量空间；参见第 3.3 节），开集族

O(X) := {O ∈ P(X) : O 是X 的开集}

通常不是 σ-代数，原因是它不满足补集公理 (ii)：开集 O 的补集一般不是开集。例如，

R∗
− = (−∞, 0) ∈ O(R), (R∗

−)
c = R+ = [0,+∞) /∈ O(R).

命题 4.1 与定义。 设 E ⊂ P(X)。
(a) 存在包含 E 的最小 σ-代数（关于包含关系而言），记为 σ(E)，并称为由 E 生成的 σ-代
数。

(b) 若 T 本身是 σ-代数，则
σ(T ) = T .

(c) 若 E ⊂ F，则
σ(E) ⊂ σ(F).

特别地，若 E ⊂ T，且 T 是 σ-代数，则 σ(E) ⊂ T。

证明。对 (a)，定义
σ(E) :=

⋂
T ⊃E

T 为σ-代数

T .

P(X) 是包含 E 的 σ-代数，所以参与交运算的族非空。由上面的例 6，σ(E) 是 σ-代数，并且
显然是包含 E 的最小者。(b)、(c) 立即由生成 σ-代数的定义得到。 □
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最初的例。
1. 固定非空真子集 A ∈ P(X)。由 E := {A} 生成的 σ-代数是

TA = {∅, X,A,Ac}.

2. 由所有单点集生成的 σ-代数，即

E :=
{
{x} : x ∈ X

}
,

恰好是
A = {A ∈ P(X) : A 可数，或Ac 可数}.

定义 4.2。 设 (X,O(X)) 为拓扑空间。X 的 Borel σ-代数（也称 X 的 Borel 集族）定义为

B(X) := σ
(
O(X)

)
.

a

a这一名称是为了纪念法国数学家 Émile Borel（1871–1956）；他揭示了这一集合族对当时初创的测度论的重要
性。

注。
• 立即有

B(X) = σ
(
{F ∈ P(X) : F 为闭集}

)
.

• 一般而言，B(X) 6= P(X)；特别地，X = R 时如此。这一结论不易证明，但可用基数论
论证：B(R) 与 R 等势（参见文献 [6]，习题 2.6.11，第 286 页），故

cardB(R) = cardR < cardP(R)

（参见命题 2.1）。

也可以借助选择公理直接构造一个非 Borel 集；参见定理 13.2(b) 的证明。

具有可数开基的拓扑空间的 Borel 集。 回顾：若拓扑空间（特别是度量空间）(X,O(X)) 存
在开集族 (ωn)n∈N，使得

∀O ∈ O(X), ∃I ⊂ N, O =
⋃
i∈I

ωi,

则称它具有可数开基。
特别地，若度量空间 (X, d) 可分，也就是含有稠密序列 (xn)n∈N，a则它具有可数开基，因为{

B̊(xn, r) : n ∈ N, r ∈ Q∗
+

}
就是这样一个开基，而 N×Q∗

+ 可数。详见第 3.4 节。

a这里“稠密”是指：对每个 x ∈ X，都存在一个子列 xφ(n)，使得 n→ +∞ 时 xφ(n) → x。

由 σ-代数对可数并封闭以及 Borel σ-代数的定义，立即得到：
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命题 4.2。 设 X 是具有可数开基 (ωn)n∈N 的拓扑空间，则

B(X) = σ
(
{ωn : n ∈ N}

)
.

应用 4.1。在实直线 X = R 上，每个区间 I 都是 Borel 集，因为它总可以写成一个开区间与
至多两个单点集（闭集）的并。反过来，某些区间族生成 Borel σ-代数：

B(R) = σ
(
{[a,+∞) : a ∈ Q}

)
= σ

(
{(a,+∞) : a ∈ Q}

)
= σ

(
{(−∞, a) : a ∈ Q}

)
= σ

(
{(−∞, a] : a ∈ Q}

)
.

证明。由于 Q 在 R 中稠密，

{(α, β) : α, β ∈ Q, α < β} = {(ρ− r, ρ+ r) : ρ ∈ Q, r ∈ Q∗
+}

是 R 的一个可数开基。因此

B(R) = σ
(
{(α, β) : α, β ∈ Q, α < β}

)
.

又因为
(α, β) = (α,+∞) ∩ [β,+∞)c,

并且
(α,+∞) =

⋃
n≥1

[α+ 1/n,+∞),

所以
σ
(
{[α,+∞) : α ∈ Q}

)
⊃ B(R).

反向包含显然，因为每个 [α,+∞) 都是 R 的闭集。其余等式同理。 □

4.2 其他 σ-代数示例

4.2.1 原像 σ-代数

命题 4.3。 设 f : X → Y，B 是 Y 上的 σ-代数。则

A := {f−1(B) : B ∈ B}

是 X 上的 σ-代数。

证明。由本章开头回顾的原像 Hausdorff 公式，结论显然。具体地，(
f−1(B)

)c
= f−1(Bc) ∈ A,

以及 ⋃
n∈N

f−1(Bn) = f−1

(⋃
n∈N

Bn

)
∈ A.

□
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定义 4.3。
{f−1(B) : B ∈ B}

称为 B 在 f 下的原像 σ-代数，记为

f−1(B) 或 σ(f).

例。
1. 迹 σ-代数。设 Y ⊂ X，i : Y → (X,A) 为典范单射，则

i−1(A) = {A ∩ Y : A ∈ A}.

这称为 A 在 Y 上的迹 σ-代数。若 Y ∈ A，则 i−1(A) ⊂ A。
2. 带状 σ-代数。设 π : X × Y → (X,A) 为从 X × Y 到 X 的典范投影，则

π−1(A) = {A× Y : A ∈ A},

称为带状 σ-代数。

4.2.2 像 σ-代数

这里的术语容易引起误解：若 f : X → Y 是映射，A 是 X 上的 σ-代数，则

{f(A) : A ∈ A}

一般并不是 Y 上的 σ-代数。

定义 4.4。 设 f : X → Y，A 是 X 上的 σ-代数。定义 Y 上的 像 σ-代数

B := {B ∈ P(Y ) : f−1(B) ∈ A}.

由原像 Hausdorff 公式，B 显然是 σ-代数。

4.3 传递引理

下面的命题通常称为传递引理。

命题 4.4（传递引理）。 设 f : X → Y，E ⊂ P(Y )。则

σ
(
f−1(E)

)
= f−1

(
σ(E)

)
,

且两端都是 X 上的 σ-代数。

证明。证明双向包含。
⊂：因为

f−1(E) ⊂ f−1
(
σ(E)

)
,

而右端由命题 4.3 是 σ-代数，所以

σ
(
f−1(E)

)
⊂ f−1

(
σ(E)

)
.
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⊃：令 B 为 σ(f−1(E)) 在 f 下的像 σ-代数，即

B :=
{
B ∈ P(Y ) : f−1(B) ∈ σ

(
f−1(E)

)}
.

因为 E ⊂ B，所以 σ(E) ⊂ B，进而

f−1
(
σ(E)

)
⊂ f−1(B).

根据 B 的定义，
f−1(B) ⊂ σ

(
f−1(E)

)
.

故得到所需的反向包含。 □

注。 这个命题其实很容易记忆；主要困难只是准确理解等式两端各自的含义。

命题 4.5。
(a) 若 X 是度量空间（相应地，拓扑空间），且 Y ⊂ X 赋予诱导距离（相应地，诱导拓扑；
参见第 3.5.1 节），则

B(Y ) = {A ∩ Y : A ∈ B(X)}.

(b) 此外，
B(Y ) ⊂ B(X) ⇐⇒ Y ∈ B(X).

在这种情形下，
B(Y ) = {A ∈ B(X) : A ⊂ Y }.

证明。(a) 设 i : Y ↪→ X 为典范嵌入。由于

O(Y ) = {O ∩ Y : O ∈ O(X)} = i−1
(
O(X)

)
,

传递引理给出
B(Y ) = σ

(
i−1(O(X))

)
= i−1

(
σ(O(X))

)
= i−1

(
B(X)

)
= {A ∩ Y : A ∈ B(X)}.

(b) 若 B(Y ) ⊂ B(X)，则 Y ∈ B(Y ) ⊂ B(X)。反过来，若 Y ∈ B(X)，则 B(X) 对有限交封闭；
结合 (a) 即得结论。 □

应用 4.2。
(a) R 的若干常用 Borel 子集上的 Borel 集。例如，

B(R+) = {A ∈ B(R) : A ⊂ R+},

因为 R+ 在 R 中闭，因而是 Borel 集。类似地，

B(R∗) = {A ∈ B(R) : 0 /∈ A}.

(b) R 的 Borel 集。取 X = R、Y = R。由推论 3.1，命题 4.5 正好适用，因此

B(R) ⊂ {A, A ∪ {+∞}, A ∪ {−∞}, A ∪ {−∞,+∞} : A ∈ B(R)} .
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反过来，{+∞}, {−∞}, {−∞,+∞} 都是有限集，从而在 R 中闭，故属于 B(R)。又由命
题 4.5，

B(R) ⊂ B(R),

因为 R ∈ O(R) ⊂ B(R)。所以得到第一种刻画：

B(R) = {A, A ∪ {+∞}, A ∪ {−∞}, A ∪ {−∞,+∞} : A ∈ B(R)} . (4.1)

与 R 上的 Borel σ-代数类似，B(R) 也由广义区间生成：

B(R) = σ
(
{[a,+∞] : a ∈ Q}

)
= σ

(
{(a,+∞] : a ∈ Q}

)
. (4.2)

令
T := σ

(
{[a,+∞] : a ∈ Q}

)
.

广义区间 [a,+∞] 在 R 中闭，所以 T ⊂ B(R)。另一方面，

{+∞} =
⋂
n≥1

[n,+∞] ∈ T ,

并且

{−∞} =

⋃
n≥1

[−n,+∞]

c

∈ T .

因此
R = R \ {−∞,+∞} ∈ T .

若 i : R ↪→ R 为典范嵌入，则 i−1(T ) ⊂ T。传递引理给出

i−1(T ) = σ
(
{i−1([a,+∞]) : a ∈ Q}

)
= σ

(
{[a,+∞) : a ∈ Q}

)
= B(R).

故 B(R) ⊂ T。结合刻画 (4.1)，可得 B(R) ⊂ T，从而证明式 (4.2) 的第一个等式。第二
个等式同理。

4.4 习题

以下 (X,A) 表示一个可测空间。

习题 4.1。 由 X 的所有有限子集生成的 σ-代数是什么？给出它等于 P(X) 的一个充分条件。

习题 4.2。
(a) 设 A,B 是 X 上的两个 σ-代数。A ∪ B 是否必为 X 上的 σ-代数？
(b) 证明

σ(A ∪ B) = σ
(
{A ∪B : A ∈ A, B ∈ B}

)
= σ

(
{A ∩B : A ∈ A, B ∈ B}

)
.
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习题 4.3。 对 n ∈ N∗，令

I0n :=

(
0,

1

2n

)
, Ikn :=

[
k

2n
,
k + 1

2n

)
, k ∈ {1, . . . , 2n − 1},

并在 (0, 1) 上定义
Bn := σ

(
{Ikn : 0 ≤ k < 2n}

)
.

证明 (Bn) 是递增的 σ-代数序列，但
⋃
n Bn 不是 σ-代数。

习题 4.4。 设 (X,A)、(Y,B) 是两个可测空间。对 C ⊂ A、D ⊂ B，记

C ⊗ D := σ
(
{A×B : A ∈ C, B ∈ D}

)
.

设
A = σ(C), B = σ(D), X ∈ C, Y ∈ D.

证明
C ⊗ D = A⊗ B.

原书把最后两个条件合写为 X ×Y ∈ C ×D，其含义就是 (X,Y ) ∈ C ×D，即 X ∈ C、Y ∈ D。
A⊗ B 称为乘积 σ-代数，第 11 章将详细研究。

习题 4.5。 对 x ∈ X，定义由 x 生成的 σ-代数 A 的原子

ẋ :=
⋂
x∈A
A∈A

A.

(a) 证明：对每个 x ∈ X，ẋ 等于 x 关于下列等价关系 ∼ 的等价类：

x ∼ y ⇐⇒ ∀A ∈ A, x ∈ A⇐⇒ y ∈ A.

(b) 证明：若 A 可数，则 A 包含它的原子，并且 A 的每个元素都可以写成至多可数个原子
的并。

(c) 由此推出：σ-代数 A 或者有限，或者不可数。
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在 Lebesgue 积分理论中，实值或复值可测函数在很大程度上扮演初等理论中 Riemann 可积
函数所扮演的角色。

5.1 定义

定义 5.1。
(a) 设 (X,A)、(Y,B) 为两个可测空间。若

∀B ∈ B, f−1(B) ∈ A,

则称函数
f : (X,A) −→ (Y,B)

是 (A,B)-可测的，简称可测函数。
(b) 若 X,Y 是度量空间（更一般地，拓扑空间），并分别赋予 Borel σ-代数

A := B(X), B := B(Y ),

则称可测函数 f 为 Borel 可测函数。

注。
• f 的可测性可以用原像 σ-代数写成

f−1(B) ⊂ A.

所以 f−1(B) 是使 f 可测的 X 上最小 σ-代数。类比生成 σ-代数，它也记作 σ(f)。
• 常见应用中，Y 通常是 R,R+,C,R 或 Rd，并赋予相应的 Borel σ-代数；此时常省略值域
上的 Borel σ-代数。

• 若 A ⊂ X，定义 A 的示性函数

1A : (X,A) −→
(
{0, 1},P({0, 1})

)
,

x 7−→

1, x ∈ A,
0, x /∈ A.

则 1A 可测，当且仅当 A ∈ A。

记号。 以后经常用 {f ∈ B} 代替

f−1(B) = {x ∈ X : f(x) ∈ B}.

例如，
{f ≥ b} := f−1([b,+∞]), {f = b} := f−1({b}).
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例。每个常值函数 f : (X,A)→ (Y,B)都可测。事实上，若 f(x) = y0 对所有 x ∈ X 成立，则

f−1(B) =

X, y0 ∈ B,
∅, y0 /∈ B.

命题 5.1。 设 f : (X,A)→ (Y,B)，且 B = σ(E)，其中 E 是 Y 的一个子集族。则

f 可测 ⇐⇒ f−1(E) ⊂ A,

也就是说，对每个 B ∈ E，都有 f−1(B) ∈ A。

证明。f 可测当且仅当 f−1(B) ⊂ A。由传递引理，

f−1(B) = f−1
(
σ(E)

)
= σ

(
f−1(E)

)
.

所以 f 可测当且仅当 σ(f−1(E)) ⊂ A；由于 A 是 σ-代数，这又等价于 f−1(E) ⊂ A。 □

应用 5.1。
(a) 函数

f : (X,A)→ (R,B(R)) 或 f : (X,A)→ (R,B(R))

可测，当且仅当

∀a ∈ R, {f ≥ a} = {x ∈ X : f(x) ≥ a} ∈ A.

(b) 更一般地，若 Y 为拓扑空间，则

f : (X,A)→ (Y,B(Y ))

可测，当且仅当
∀O ∈ O(Y ), f−1(O) ∈ A.

(c) 特别地，若 X,Y 为度量空间（甚至拓扑空间），则每个连续函数 X → Y 都是 Borel 可
测的。

命题 5.2。设 f : (X,A)→ (Y,B)，并设 Y ′ ∈ B 且 f(X) ⊂ Y ′。则 f 是 (A,B)-可测的，当且
仅当

∀B ∈ B, B ⊂ Y ′ =⇒ f−1(B) ∈ A.

此外，把 f 看成从 (X,A) 到 Y ′ 的函数时，它关于 B 在 Y ′ 上的迹 σ-代数可测。

证明。正向显然。反过来，任取 B ∈ B。因为 Y ′ ∈ B，所以 B ∩ Y ′ ∈ B，并且

f−1(B) = f−1(B ∩ Y ′) ∈ A.

关于迹 σ-代数的结论也显然：当 Y ′ ∈ B 时，它恰由 B 中包含于 Y ′ 的集合组成。 □
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应用 5.2。
(a) 若 f : (X,A) → (R,B(R)) 可测且非负，则把 f 看成取值于 (R+,B(R+)) 的函数时仍可
测。反过来，取值于 (R+,B(R+)) 的可测函数，作为实值函数也可测，因为 B(R+) 是
B(R) 在 R+ 上的迹。

(b) 若 f : (X,A)→ (R,B(R)) 可测，则把 f 看成 R-值函数时仍可测。反过来，若

f : (X,A)→ (R,B(R))

可测且 f(X) ⊂ R，则把 f 看成实值函数时可测。

命题 5.3（复合）。 设
(X,A) f−−→ (Y,B) g−−→ (Z, C).

若 f, g 都可测，则 g ◦ f 可测。

证明。对任意 C ∈ C，
(g ◦ f)−1(C) = f−1

(
g−1(C)

)
∈ A,

因为 g−1(C) ∈ B。 □

结合应用 5.1(c) 与命题 5.3，可以从一个给定的可测函数构造新的可测函数。

应用 5.3。
(a) 设 a ∈ R，且 f : (X,A)→ (R,B(R)) 可测。则

max(f, a), min(f, a), |f | , f+ := max(f, 0), f− := −min(f, 0)

都可测。
(b) 若 f : (X,A) → (R∗,B(R∗)) 可测，则 1/f 可测。若 f : (X,A) → R+ 可测，则

√
f 可

测；若进一步 f 处处不为零，则 ln f 也可测，等等。

命题 5.4。 设
f = (f1, f2) : (X,A)→ (R2,B(R2)).

则 f 可测，当且仅当两个分量

f1, f2 : (X,A)→ (R,B(R))

都可测。

证明。(⇒) 有 f1 = π1 ◦ f，其中第一典范投影

π1 : R2 → R, π1(x1, x2) = x1

连续，因而可测。由命题 5.3，f1 可测；f2 同理。
(⇐) 由两个可分度量空间的乘积拓扑定义，R2 的每个开集都是可数个开矩形 Ui×Vi 的并。因
此

B(R2) = σ
(
{U × V : U, V 为R 的开集}

)
.
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由命题 5.1，只需验证 f−1(U × V ) ∈ A。而

f−1(U × V ) = f−1
1 (U) ∩ f−1

2 (V ) ∈ A.

□

应用 5.4。
(a) 把 C 与 R2 识别，即

z = x+ iy ←→ (x, y),

则命题 5.4 可改述为：函数
f : (X,A)→ (C,B(C))

可测，当且仅当 Re f 与 Im f 都可测。
(b) 若 f : (X,A) → R,R 或 C 可测，则对每个 p > 0，|f |p 可测，因为 u 7→ |u|p 在相应空
间上连续，从而 Borel 可测。

5.2 可测函数的运算

命题 5.5。 设
f, g : (X,A)→ (R,B(R))

可测。则对每个 α ∈ R，函数
αf + g, fg

都可测。

证明。由命题 5.4，映射
(f, g) : (X,A)→ (R2,B(R2))

可测。另一方面，映射

(x1, x2) 7−→ αx1 + x2, (x1, x2) 7−→ x1x2

从 R2 到 R 连续，因而 Borel 可测。由命题 5.3 即得结论。 □

推论 5.1。 命题 5.5 对复值函数仍成立。

证明。若 f, g 可测，则 Re f, Im f,Re g, Im g 可测。由命题 5.5，

Re(f + g) = Re f + Re g, Im(f + g) = Im f + Im g

可测，故由应用 5.4，f + g 可测。利用复数乘法公式，可同样处理乘积以及复常数乘法。 □

命题 5.6。 从 (X,A) 到 (K,B(K)) 的可测函数全体，在函数的通常加法、数乘与乘法下构成
一个 K-代数。a

a也就是说，它关于加法与数乘是 K-向量空间，关于加法与乘法是环，并且这些运算满足函数空间中通常的相
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容关系。

命题 5.7。 设 (fn)n≥1 是从 (X,A) 到 (R,B(R)) 的可测函数序列。
(a) supn fn 与 infn fn 可测；
(b) lim supn→∞ fn 与 lim infn→∞ fn 可测；
(c) 若 fn 逐点收敛到 f，即对每个 x ∈ X，fn(x)→ f(x) 于 R，则 f 可测。

证明。因为
B(R) = σ

(
{(a,+∞] : a ∈ R}

)
= σ

(
{[a,+∞] : a ∈ R}

)
,

要证明函数 g 可测，只需对每个 a ∈ R 验证

{g > a} ∈ A 或 {g ≥ a} ∈ A.

(a) 有 {
sup
n
fn > a

}
=
⋃
n≥1

{fn > a} ∈ A,

以及 {
inf
n
fn ≥ a

}
=
⋂
n≥1

{fn ≥ a} ∈ A.

(b) 回顾
lim sup
n→∞

fn = inf
n
sup
k≥n

fk, lim inf
n→∞

fn = sup
n

inf
k≥n

fk,

再应用 (a)。
(c) R 中的序列收敛，当且仅当其上极限等于下极限；此时极限就是二者的公共值。因此，若
fn → f，则

f = lim sup
n→∞

fn = lim inf
n→∞

fn

可测。 □

例。 若 f : R→ R 可导，则

f ′ = lim
n→∞

n

(
f

(
·+ 1

n

)
− f

)
是 Borel 可测函数。

补充与细化 1。 即使不预先假设 (fn) 收敛，序列在 R 中的收敛点集

CR := {x ∈ X : lim
n
fn(x) 在R 中存在}

仍属于 A。事实上，

CR =

{
lim inf

n
fn = lim sup

n
fn

}

=

⋃
r∈Q

(
{lim inf

n
fn < r} ∩ {lim sup

n
fn ≥ r}

)c

∈ A.

58



分析：积分理论｜中文讲义 第五章 可测函数

此外，
lim
n
fn : CR → R

关于 A 在 CR 上的迹与 B(R) 总是可测。

补充与细化 2。 命题 5.7(c) 中的 R 可以换成任意度量空间 (E, d)。设可测函数

fn : (X,A)→ (E,B(E))

逐点收敛到 f。对 E 的每个闭集 F，

f−1(F ) = {x ∈ X : d(f(x), F ) = 0}
= {x ∈ X : lim

n
d(fn(x), F ) = 0}

=
⋂
p≥1

⋃
N∈N

⋂
n≥N

{
x ∈ X : d(fn(x), F ) ≤

1

p

}
∈ A.

这里 x 7→ d(fn(x), F ) 是可测函数 fn 与 1-Lipschitz 连续函数 e 7→ d(e, F ) 的复合，因此从
(X,A) 到 (R+,B(R+)) 可测。

补充与细化 3。若 (E, d) 还完备且可分，则 fn 在 E 中收敛的点集也可测。a 设 (ep)p∈N 是 E

中的稠密序列，则

CE := {x ∈ X : (fn(x))n≥1 为 Cauchy 序列}

=
⋂
k≥1

⋃
ℓ≥1

⋂
m,n≥ℓ

⋃
p∈N

({
d(fm, ep) ≤

1

k

}
∩
{
d(fn, ep) ≤

1

k

})
∈ A.

空间 R,R+,C,Rd,Cd 都是完备可分度量空间。

a这种空间有时称为 Polish 空间，以纪念众多揭示这类空间重要性的波兰数学家；它们在概率论中尤其重要。

练习。 仿照上面“补充与细化 1”的方法，证明：若

f, g : (X,A)→ (R,B(R))

可测，则
{f = g} ∈ A.

5.3 可测空间上的简单函数

定义 5.2。 若可测函数
f : (X,A)→ (K,B(K))

只取有限多个值，则称 f 为简单函数，其中 K = R 或 C。
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每个简单函数都可以写成

f =
∑
i∈I

αi1Ai , I 有限, αi ∈ K, (5.1)

其中 (Ai)i∈I 是 X 的一个 A-可测分割；这里允许某些 Ai 为空。反过来，式 (5.1) 形式的每个函
数都是简单函数。

在简单函数 f 的所有式 (5.1) 分解中，恰有一个分解使各 αi 两两不同。此时

{αi : i ∈ I} = f(X), Ai = {f = αi},

并得到 f 的标准形式
f =

∑
α∈f(X)

α 1{f=α}.

简单函数在 Lebesgue 积分的构造中所扮演的角色，正如阶梯函数在 Riemann 理论中所扮演
的角色。

例。
1. 函数 f : (X,P(X))→ K 是简单函数，当且仅当 card(f(X)) < +∞。
2. 若 A ∈ A，则 1A 是简单函数，其标准形式为

1A = 1 · 1A + 0 · 1Ac .

3. 设 X = [a, b]、a < b，且 A = B([a, b])。每个阶梯函数 f 都是简单函数。事实上，它只取
有限多个值；对每个 α ∈ f([a, b])，集合 {f = α} 是 [a, b] 中有限多个区间与单点集的并，
故为 Borel 集。反命题不成立；这说明简单函数确实推广了阶梯函数。

式 (5.1) 类型的其他分解通常也存在。例如，只要存在 Ã ∈ A 满足 ∅ 6= Ã ( A，就还可以写
成

1A = 1 · 1
Ã
+ 1 · 1

A\Ã + 0 · 1Ac .

命题 5.8。 简单函数空间

EK(X,A) := {f : (X,A)→ (K,B(K)) : f 为简单函数}

是一个 K-代数。当 K = R 时，它还对有限次逐点最大值与最小值封闭，因而是格代数。a

a校订注：原书对 K = R 或 C 一概称其为“格代数”，并在证明中写 max(αi, βj)。复数没有这里所需的自然全
序，故复值函数的 max /min 没有定义；格结构只适用于 K = R，而代数结构对两种数域均成立。

证明。零函数显然是简单函数。设

f =
∑
i∈I

αi1Ai , g =
∑
j∈J

βj1Bj

是式 (5.1) 类型的分解，且 λ ∈ K。则

λf + g =
∑
i∈I
j∈J

(λαi + βj)1Ai∩Bj ,
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fg =
∑
i∈I
j∈J

αiβj1Ai∩Bj .

若 K = R，还有
max(f, g) =

∑
i∈I
j∈J

max(αi, βj)1Ai∩Bj ,

最小值同理。这些都是关于 A-可测分割 (Ai ∩Bj)i∈I,j∈J 的式 (5.1) 类型分解。 □

练习。 证明：若
f =

∑
i∈I

αi1Ai , αi ∈ K, Ai ∈ A, I 有限,

但不要求 (Ai) 是分割，则 f 仍是简单函数。

定理 5.1（基本逼近引理）。 设

f : (X,A)→ R+, R 或C

可测。则存在简单函数序列 (fn)n≥1，使对每个 x ∈ X，

lim
n→∞

fn(x) = f(x).

此外：
(a) 若 f ≥ 0，可以把 (fn) 选为非负递增序列：

∀n ≥ 1, 0 ≤ fn ≤ fn+1.

(b) 若 f 有界，可以使 fn 一致收敛到 f，即

lim
n→∞

sup
x∈X
|fn(x)− f(x)| = 0.

证明。(a) 先设 f ≥ 0。对每个 n ∈ N，令

En,k :=

{
k

2n
≤ f < k + 1

2n

}
, k ∈ {0, . . . , n2n − 1},

以及
En,∞ := {f ≥ n}.

这些集合都是 f 对 R 中区间的原像，因而属于 A。定义

fn :=
n2n−1∑
k=0

k

2n
1En,k

+ n1En,∞ .

按构造，fn 是简单函数。
若 x ∈ En,k，则在把长度为 2−n 的值域小区间二等分后，

fn+1(x) =


fn(x),

2k

2n+1
≤ f(x) < 2k + 1

2n+1
,

fn(x) + 2−(n+1),
2k + 1

2n+1
≤ f(x) < 2(k + 1)

2n+1
.
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若 x ∈ En,∞，则

fn+1(x) =

n+ 1 > fn(x), f(x) ≥ n+ 1,

n2n+1 + `

2n+1
≥ n, n2n+1 + `

2n+1
≤ f(x) < n2n+1 + `+ 1

2n+1
,

其中 0 ≤ ` ≤ 2n+1 − 1。所以对每个 x ∈ X，fn(x) ≤ fn+1(x)。
按构造，若 x ∈ {f < n}，则

0 ≤ f(x)− fn(x) ≤ 2−n.

因此，对任意 x ∈ {f < n0}，当 n ≥ n0 时有

0 ≤ f(x)− fn(x) ≤ 2−n −→ 0.

于是 fn → f 于
{f < +∞} =

⋃
k≥1

{f < k}.

而若
x ∈ {f = +∞} =

⋂
n∈N
{f ≥ n},

则 fn(x) = n→ +∞。
如果非负函数 f 由常数 M 控制，则 n > M 时 {f ≥ n} = ∅，并且对所有 x ∈ X，

0 ≤ f(x)− fn(x) ≤ 2−n.

所以此时收敛一致。
(b) 实值情形：若 f 取值于 R，写成

f = f+ − f−, f+ := max(f, 0), f− := max(−f, 0).

有 f± ≥ 0、f++f− = |f |。所以 f± 同时有界，当且仅当 f 有界。在每个 x ∈ X，f+(x), f−(x)
中至少一个为零。
对 f+, f− 分别使用 (a) 的构造，得到 f+n , f

−
n，再令

fn := f+n − f−n .

fn 显然是简单函数，且逐点收敛到 f。极限中不会出现不定式：0 ≤ f±n ≤ f±，而固定 x 后，
两个序列 (f+n (x))、(f−n (x)) 中有一个恒为零。若 f 有界，则 f± 有界，所以收敛还一致。
复值情形：写

f = Re f + i Im f

并分别逼近实部与虚部即可。 □

注。 基本逼近引理确实体现了“从 Riemann 到 Lebesgue”一节中的思想：把函数 f 的“纵
轴”均匀分割并据此逼近 f，而不是像阶梯函数那样分割“横轴”。

5.4 习题

以下 (X,A) 表示可测空间。
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习题 5.1。
(a) 设 Y 为集合，f : (X,A) → Y。集合族 f(A) := {f(A) : A ∈ A} 是否必为 σ-代数？描
述使 f 可测的 Y 上最大 σ-代数。

(b) 设 (Y,B) 为可测空间，f : X → (Y,B)。使 f 可测的 X 上最小 σ-代数是什么？

习题 5.2。设 (Yi,Bi)i∈I 是一族可测空间，Y 为集合，并有映射 fi : Y → Yi。令 B 为由 (fi)i∈I
生成的 σ-代数，即使所有 fi 可测的 Y 上最小 σ-代数。证明

f : (X,A)→ (Y,B)

可测，当且仅当对每个 i ∈ I，
fi ◦ f : (X,A)→ (Yi,Bi)

可测。

习题 5.3。
(a) 证明

A := {A ∈ P(R) : A = −A}

是 R 上的 σ-代数，其中
−A := {−a : a ∈ A}.

(b) 刻画从 (R,A) 到 (R,A) 的可测函数，以及从 (R,A) 到 (R,B(R)) 的可测函数。

习题 5.4。 设 f : X → (R,B(R))，并令

Af := f−1(B(R)).

(a) 若 h : (R,B(R))→ (R,B(R)) Borel 可测，证明

g := h ◦ f

从 (X,Af ) 到 (R,B(R)) 可测。
(b) 设

s : (X,Af )→ (R,B(R))

是可测简单函数。证明存在 Borel 可测函数 t，使 s = t ◦ f。由此推出：若

g : (X,Af )→ (R,B(R))

可测，则存在 Borel 可测 h 使 g = h ◦ f。

习题 5.5。 定义
f : R→ (R,B(R)), f(x) := x2.

(a) 证明 f 的原像 σ-代数是
Af = {A ∈ B(R) : A = −A}.

(b) 求从 (R,Af ) 到 (R,B(R)) 的所有可测函数。
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习题 5.6。
(a) 证明每个从 R 到 R 的调节函数都是 Borel 可测的。
(b) 由此推出每个从 R 到 R 的单调函数都是 Borel 可测的。
(c) 利用“单调函数的不连续点集可数”这一事实，重新证明 (b)。

习题 5.7。 设
f : (X,A)→ (C,B(C))

可测。证明存在可测函数
θ : (X,A)→ (R,B(R))

使
f = eiθ |f | .

习题 5.8。 证明度量空间 (X, d) 的 Borel σ-代数等于其 Baire σ-代数，即由所有有界连续实
值函数生成的 σ-代数（参见习题 5.2）。

习题 5.9。 设 (Y, d) 是赋予 Borel σ-代数的度量空间，并设可测函数

fn : (X,A)→ (Y,B(Y ))

逐点收敛到 f。
(a) 证明：对每个 Ω ∈ O(Y )，存在 A ∈ A 使

f−1(Ω) ⊂ A ⊂ f−1(Ω).

(b) 由此推出 f 可测。
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6.1 定义与例

定义 6.1。
(a) 设 (X,A) 为可测空间。若映射

µ : A −→ R+

满足：
(i) µ(∅) = 0；
(ii) 若 (An)n≥1 是 A 中两两不交（允许为空）的序列，则

µ

⋃
n≥1

An

 =
∑
n≥1

µ(An)

（σ-可加性），
则称 µ 是 (X,A) 上的一个正测度，简称测度。

(b) 若 µ(X) < +∞，称 µ 为有限测度或有界测度；若 µ(X) = 1，称 µ 为概率测度。

注。 上述条件蕴含有限可加性：对任意两两不交的 A1, . . . , An ∈ A，

µ(A1 ∪ · · · ∪ An) = µ(A1) + · · ·+ µ(An).

只需对 k > n 令 Ak = ∅，再同时使用 (i)、(ii)。

例。
1. (X,P(X)) 上的零测度：

∀A ∈ P(X), µ(A) := 0.

2. 粗测度：
µ(∅) := 0, µ(A) := +∞ (A 6= ∅).

3. 点 a ∈ X 处的 Dirac 测度：

∀A ∈ P(X), δa(A) :=

1, a ∈ A,
0, a /∈ A.

(6.1)

4. (X,P(X)) 上的计数测度：

m(A) :=

card(A), A 有限,

+∞, A 无限.

显然 m(∅) = 0。若 A1, . . . , An 两两不交，则

card(A1 ∪ · · · ∪ An) = card(A1) + · · ·+ card(An).
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对两两不交的可数族，若其并有限，则只有有限多个非空项；若其并无限，则右端也为
+∞。所以 m 确为测度。它也由

∀x ∈ X, m({x}) = 1

所刻画。这个例子很重要：它把积分与由 X 编号的可求和族联系起来；当 X = N 时，又
把积分与级数联系起来。
以上测度都定义在全部子集组成的离散 σ-代数 P(X) 上，因而也可以限制到 X 上的任意
σ-代数 A。反过来，一般无法在整个 P(X) 上定义所需的测度。

5. 设 µ 是 (X,A) 上的测度，B ∈ A。定义 µ 在 B 上的迹测度

µB := µ( · ∩B).

若 0 < µ(B) < +∞，定义给定 B 的条件测度

µ( · | B) :=
µ( · ∩B)

µ(B)
.

6. Rd 上的 Lebesgue 测度。这是本表中最重要的例子：正是 Lebesgue 测度使我们能够把
Riemann 积分从 R 上的函数推广到 R 乃至 Rd 上的 Borel 函数。

为了陈述 Lebesgue 测度的存在性与刻画，先约定：对 a ∈ Rd、A ∈ B(Rd)，记

a+A := {a+ x : x ∈ A}.

映射 τa : x 7→ x− a 连续，因而 Borel 可测，所以

a+A = τ−1
a (A) ∈ B(Rd).

定理 6.1。在 (Rd,B(Rd)) 上存在唯一测度，称为 Rd 上的 Lebesgue 测度并记作 λd，它满足：
(i) λd([0, 1]d) = 1；
(ii) 对任意 a ∈ Rd、A ∈ B(Rd)，

λd(a+A) = λd(A).

实直线上的 Lebesgue测度常简记为 λ。暂时承认 λd 的存在性。首先将在一维情形证明区间 I

的 Lebesgue 测度就是它的长度（第 6.1.2 节），这已经足以证明定理的唯一性部分（应用 6.1）。第
6.3 节将由 Carathéodory 定理初步构造 R 上的 λ；在详细证明该定理之后，第 6.5.2 节给出完整
构造，初次阅读可以跳过。到第 11 章讨论乘积测度时，还将构造 Rd 上的 λd，详见第 11.2.2 节。

6.1.1 基本性质

以下设 µ 是 (X,A) 上的正测度。

P1：关于包含关系的单调性。
(a) 对任意 A,B ∈ A，

A ⊂ B =⇒ µ(A) ≤ µ(B).

(b) 若进一步 µ(A) < +∞，则

µ(B \A) = µ(B)− µ(A) ≤ +∞.
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(c) 若 µ(A) = +∞，则不能由 µ(A), µ(B) 推断 µ(B \A)。

证明。因为
B = A ∪̇ (B \A),

所以
µ(B) = µ(A) + µ(B \A) ≥ µ(A).

当 µ(A) < +∞ 时可以移项；当 µ(A) = +∞ 时，+∞− (+∞) 没有定义。 □

P2：强可加性。 对任意 A,B ∈ A，

µ(A ∪B) + µ(A ∩B) = µ(A) + µ(B).

证明。若 µ(A ∩B) = +∞，则由 P1，µ(A) = µ(B) = µ(A ∪B) = +∞，等式两边都为 +∞。
若 µ(A ∩B) < +∞，把 A ∪B 分成不交并

A ∪B =
(
A \ (A ∩B)

)
∪̇ (A ∩B) ∪̇

(
B \ (A ∩B)

)
.

于是
µ(A ∪B) = µ

(
A \ (A ∩B)

)
+ µ(A ∩B) + µ

(
B \ (A ∩B)

)
= µ(A)− µ(A ∩B) + µ(A ∩B) + µ(B)− µ(A ∩B)

= µ(A) + µ(B)− µ(A ∩B).

□

P3：从下连续性。 若 (An)n≥1 是 A 中的递增序列，即 An ⊂ An+1，则

µ

 ↑⋃
n≥1

An

 =
↑

lim
n→∞

µ(An).

证明。令
B1 := A1, Bn := An \An−1 (n ≥ 2).

归纳可得

An =

n⋃
k=1

Bk.

事实上，若 An−1 =
⋃n−1
k=1 Bk，则

An = (An \An−1) ∪̇An−1 =

n⋃
k=1

Bk.
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各 Bk 两两不交，因此

µ

⋃
n≥1

An

 = µ

⋃
n≥1

Bn

 =
∑
n≥1

µ(Bn)

=
↑

lim
n→∞

n∑
k=1

µ(Bk) =
↑

lim
n→∞

µ

(
n⋃
k=1

Bk

)
=

↑
lim
n→∞

µ(An).

□

注。 因为 (An) 关于包含关系递增，

↑⋃
n≥1

An = lim
n→∞

An.

所以 P3 也可以写成
µ
(
lim
n→∞

An

)
= lim

n→∞
µ(An),

这解释了“从下连续”的术语。

P4：从上连续性。 若 (An)n≥1 是 A 中的递减序列，即 An+1 ⊂ An，并且存在 n0 ≥ 1 使
µ(An0) < +∞，则

µ

 ↓⋂
n≥1

An

 =
↓

lim
n→∞

µ(An).

证明。对递增序列 (An0 \An)n≥n0 应用 P3。注意

↑⋃
n≥n0

(An0 \An) = An0 \
⋂
n≥n0

An.

又因为 An ⊂ An0 且 µ(An0) < +∞，

µ(An0 \An) = µ(An0)− µ(An).

于是

µ(An0)− µ

 ⋂
n≥n0

An

 = µ(An0)− lim
n→∞

µ(An).

消去有限量 µ(An0) 即得结论。 □

注与反例。
• 因为 (An) 递减，只要右端有限，等式可写为

µ
(
lim
n→∞

An

)
= lim

n→∞
µ(An).

• 某一项具有有限测度这一条件不可省略。在 (N,P(N)) 上取计数测度，并令

An := {k ∈ N : k ≥ n}, n ≥ 1.
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则 An+1 ⊂ An、
⋂
n≥1An = ∅，但 µ(An) = +∞ 对所有 n 成立。

P5：次可加性。 对任意 (An)n≥1 ⊂ A，

µ

⋃
n≥1

An

 ≤∑
n≥1

µ(An).

证明。先归纳证明有限次不等式。n = 1 时显然；n = 2 时由 P2，

µ(A1 ∪A2) ≤ µ(A1 ∪A2) + µ(A1 ∩A2) = µ(A1) + µ(A2).

若结论对 n 成立，则

µ

(
n+1⋃
k=1

Ak

)
≤ µ(An+1) + µ

(
n⋃
k=1

Ak

)
≤

n+1∑
k=1

µ(Ak).

因此对每个 n ≥ 1，

µ

(
n⋃
k=1

Ak

)
≤

n∑
k=1

µ(Ak) ≤
∑
k≥1

µ(Ak).

最后对递增序列 (
⋃n
k=1Ak)n≥1 应用 P3，得到所需结论。 □

6.1.2 Lebesgue 测度在 R 上的应用

命题 6.1。 设 λ 是 R 上的 Lebesgue 测度。对 R 的任意区间 I，

λ(I) = long(I),

其中 long(I) 表示区间长度。

证明。第一步。 令 α := λ({0})。平移不变性给出

∀x ∈ R, λ({x}) = α.

对任意 n ≥ 1，

nα = λ

({
1

k
: 1 ≤ k ≤ n

})
≤ λ([0, 1]) = 1.

所以 0 ≤ α ≤ 1/n→ 0，从而
∀x ∈ R, λ({x}) = 0.

第二步。 仍由平移不变性，

1 = λ([0, 1]) = λ((0, 1])

= λ

( n⋃̇
k=1

(
k − 1

n
,
k

n

])
=

n∑
k=1

λ

((
k − 1

n
,
k

n

])
= nλ

((
0,

1

n

])
.
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因此

λ

((
0,

1

n

])
=

1

n
.

若 k1, k2 ∈ Z、k1 ≤ k2，则

λ

((
k1
n
,
k2
n

])
=

k2∑
k=k1+1

λ

((
k − 1

n
,
k

n

])
=
k2 − k1
n

.

故对任意 r < r′（r, r′ ∈ Q），
λ((r, r′]) = r′ − r.

现取 a < b。存在有理数序列

rn ↓ a, r′n ↑ b, rn < r′n.

区间 An := (rn, r
′
n] 递增，且

⋃
nAn = (a, b)。由 P3，

λ((a, b)) = lim
n→∞

λ(An) = lim
n→∞

(r′n − rn) = b− a.

a 由于单点测度为零，

λ([a, b]) = λ((a, b]) = λ((a, b)) = λ([a, b)) = b− a.

最后，

[a,+∞) =
⋃̇
n≥1

[a+ n− 1, a+ n),

所以
λ([a,+∞)) =

∑
n≥1

1 = +∞.

其他类型的区间同理。 □
a校订注：原书这一步印成 λ((a, b)) = limn(An) = limn(r

′
n − rn)，中间的 limn(An) 是集合而不是数值，量纲

不合；应为 limn λ(An)。

命题 6.2。 对 Rd 中的任意长方体

P := I1 × · · · × Id

（各 Iℓ 为区间），

λd(P ) = Vol(P ) :=
d∏
ℓ=1

long(Iℓ),

约定 0 · (+∞) = 0。

可以仿照一维证明直接证明命题 6.2，但会多出一些技术细节。第 11 章将利用乘积测度同时
构造并刻画 Rd 上的 Lebesgue 测度；不过，该方法仍以实直线上的 Lebesgue 测度已经存在为基
础。
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6.2 测度的刻画与唯一性

σ-代数，尤其是 Borel σ-代数，通常包含极其丰富的集合，无法逐一描述。例如，若 X 为拓
扑空间，则

B(X) = σ(O(X))

不仅含有开集与闭集，还含有可数个开集的交（称为 Gδ 集）、可数个闭集的并（称为 Fσ 集），以
及对这些集合继续作可数并、可数交所得的集合，等等。

因此，直接在 A 的每个元素上验证两个测度相等，似乎是一项无法完成的任务。下面的刻画
定理建立在单调类定理之前，目的正是绕开这个困难。

6.2.1 一个单调类定理

定义 6.2。 若 X 的子集族 Λ 满足：
(i) ∅ ∈ Λ；
(ii) 若 (An)n≥1 ⊂ Λ 递增，则

↑⋃
n≥1

An ∈ Λ;

(iii) 若 A,B ∈ Λ 且 A ⊂ B，则
B \A ∈ Λ,

则称 Λ 为一个 λ-系统。

命题 6.3。
(a) 对 X 的任意子集族 E，存在包含 E 的最小 λ-系统，记为 Λ(E)。
(b) 若 X ∈ Λ，且 λ-系统 Λ 对有限交封闭，则 Λ 是 σ-代数。

证明。(a) P(X) 是包含 E 的 λ-系统。定义

Λ(E) :=
⋂
Λ⊃E

Λ 为λ-系统

Λ.

直接验证该交集仍是 λ-系统；它显然最小。
(b) 因为 X ∈ Λ，由 (iii)，对 A ∈ Λ 有

Ac = X \A ∈ Λ.

只需再证明对可数并封闭。利用

⋃
n≥1

An =

↑⋃
n≥1

(
n⋃
k=1

Ak

)
,

只需证明有限并封闭；而这由有限交封闭与

A ∪B = (Ac ∩Bc)c

得到。 □
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定理 6.2（π-λ 定理）。设 E 是包含 X 且对有限交封闭的子集族；这样的集合族称为 π-系统。
则

Λ(E) = σ(E).

证明。由命题 6.3，只需证明 Λ(E) 对有限交封闭，因为 X ∈ Λ(E)。
固定 E ∈ E，令

ΛE := {A ∈ Λ(E) : A ∩ E ∈ Λ(E)}.

容易验证 ΛE 是 λ-系统。又因为 E 对有限交封闭，ΛE ⊃ E，故由最小性 ΛE = Λ(E)。于是

∀E ∈ E , ∀A ∈ Λ(E), A ∩ E ∈ Λ(E).

现固定 B ∈ Λ(E)，令
ΛB := {A ∈ Λ(E) : A ∩B ∈ Λ(E)}.

ΛB 也是 λ-系统；由上一步它包含 E，所以 ΛB = Λ(E)。这对每个 B ∈ Λ(E) 成立，故 Λ(E)
对有限交封闭。
因此 Λ(E) 是包含 E 的 σ-代数，从而

Λ(E) ⊃ σ(E).

反过来，每个 σ-代数显然都是 λ-系统，所以反向包含也成立。 □

6.2.2 测度刻画的应用

推论 6.1。 设 µ, ν 是可测空间 (X,A) 上的两个有限测度，E ⊂ A 是生成 A 的 π-系统，即

X ∈ E , E 对有限交封闭, σ(E) = A.

若
∀E ∈ E , µ(E) = ν(E),

则 µ = ν。

证明。令
Λ := {A ∈ A : µ(A) = ν(A)}.

利用 µ, ν 有限，容易验证 Λ 是 λ-系统。又 Λ ⊃ E，所以由定理 6.2，

Λ ⊃ Λ(E) = σ(E) = A.

a □
a校订注：原书最后一式印成 Λ ⊃ σ(A) = A。这里需要使用的是生成假设 σ(E) = A；写成 σ(A) 虽然也等于

A，却不能由 Λ ⊃ E 推出。

注。有限性最关键的用途，是保证 Λ对真差封闭。若 A ⊂ B、µ(A) < +∞，并且 µ, ν 在 A,B

上相等，则
µ(B \A) = µ(B)− µ(A) = ν(B)− ν(A) = ν(B \A).
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不过，有限性假设可以部分放宽。

推论 6.2。 设 µ, ν 是 (X,A) 上的两个测度，E ⊂ A 满足：
(i) E 是 π-系统，且 σ(E) = A；
(ii) 对每个 A ∈ E，µ(A) = ν(A)；
(iii) 存在递增序列 (En)n≥1 ⊂ E，使

X =

↑⋃
n≥1

En, µ(En) = ν(En) < +∞.

则 µ = ν。

证明。对每个 n ≥ 1，定义有限测度

µn := µ( · ∩ En), νn := ν( · ∩ En).

因为 En ∈ E，且 E 对有限交封闭，所以 µn, νn 在 E 上相等。由推论 6.1，

µn = νn.

对任意 A ∈ A，

A =

↑⋃
n≥1

(A ∩ En).

由 P3，
µ(A) = lim

n
µ(A ∩ En) = lim

n
µn(A)

= lim
n
νn(A) = lim

n
ν(A ∩ En) = ν(A).

□

注。 条件 (iii) 中的递增序列也可以换成 X 的一个可数分割 X =
⋃̇
n≥1En，其中 µ(En) =

ν(En) < +∞。

应用 6.1。
(a) R 上 Lebesgue 测度的唯一性。取

En = [−n, n],

并令 E 为 R 的所有区间组成的集合族。若 λ, λ′ 都满足定理 6.1 的条件，则由命题 6.1，
它们在 E 上相等，且

λ([−n, n]) = λ′([−n, n]) = 2n < +∞.

E 显然是生成 B(R) 的 π-系统，故由推论 6.2，λ = λ′。
(b) (R,B(R)) 上测度的刻画。若两个测度 µ, ν 满足：对每个 x ∈ R，

µ([0, x]) = ν([0, x]) < +∞,

其中 [0, x] 表示端点为 0, x 的闭线段，则 µ = ν。
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分别把测度限制到
R+ = [0,+∞), R− = (−∞, 0].

在 R+ 上，集合族
E+ := {[0, x] : x ≥ 0}

是生成 B(R+) 的 π-系统，并由 [0, n] ↑ R+ 作有限测度穷竭。因此推论 6.2 表明 µ, ν 在
R+ 上的限制相等。同理，在 R− 上使用

E− := {[x, 0] : x ≤ 0}, [−n, 0] ↑ R−,

可知二者在 R− 上的限制也相等。
最后把任意 Borel 集分成不交并

A = (A ∩ (−∞, 0)) ∪̇ (A ∩ [0,+∞)),

即可得到 µ(A) = ν(A)。a

a校订注：原书改取 E = {[0, x] : x ∈ R} ∪ {R}，并称它“显然满足推论 6.2 的条件”。但这个 π-系统中不存在
递增、测度有限且并为整个 R 的序列，因此不能直接套用推论 6.2。这里分别在正、负半轴上使用有限测度穷竭，
再拼接两个限制测度；结论不变。

6.3 由延拓构造测度（I）

6.3.1 Carathéodory 延拓定理

定义 6.3。 若 X 的子集族 C 满足：
(i) X ∈ C；
(ii) 对任意 A,B ∈ C，A ∪B ∈ C （对有限并封闭）；
(iii) 对任意 A ∈ C，Ac ∈ C （对补集封闭），
则称 C 是 X 上的一个 Boolean 代数。

定理 6.3（Carathéodory 延拓定理）。 设 C 是 X 上的 Boolean 代数，映射

µ : C −→ R+

满足：
(i) µ(∅) = 0；
(ii) 若 A,B ∈ C 且 A ∩B = ∅，则

µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B)

（有限可加性）；
(iii) 对 C 中任意递减序列 (An)n≥1，若

µ(A1) < +∞,
↓⋂

n≥1

An = ∅,

则
lim
n→∞

µ(An) = 0;

74



分析：积分理论｜中文讲义 第六章 可测空间上的正测度

(iv) 存在 C 中的递增序列 (En)n≥1，满足
(a) X =

⋃↑
n≥1En；

(b) 对每个 n ≥ 1，µ(En) < +∞；
(c) 对每个 A ∈ C，

↑
lim
n→∞

µ(A ∩ En) = µ(A).

则在 σ(C) 上存在唯一测度 µ̃，使
µ̃|C = µ.

术语。 条件 (iii) 称为 Carathéodory 性质，有时也称测度在空集处的连续性。

定理 6.3 是构造 R 上 Lebesgue 测度的基础。其证明较长且精细，需要引入外测度，将在第
6.5 节详细给出；第 6.5.2 节专门构造 Lebesgue 测度以及作为其推广的 Stieltjes 测度。第 11.4 节
还将用同一定理构造无限乘积测度。

现在已经可以看出唯一性：Boolean 代数特别是 π-系统，而条件 (iv) 正好提供推论 6.2 所需
的有限测度穷竭。因此，µ̃ 的唯一性直接来自第 6.2 节。

补充 1。 若 µ(X) < +∞，则取 En := X 即可满足条件 (iv)。

补充 2：等价的连续性表述。 定理采用 Carathéodory 条件是出于历史原因。它描述 µ 沿 C
中递减到空集的序列“从上连续”。在 µ 对 C 有限可加的前提下，条件 (iii) 与 (iv)(c) 合起来，
等价于如下从下连续性：
若 (An)n≥1 ⊂ C 递增，且

⋃
n≥1An ∈ C，则

µ

 ↑⋃
n≥1

An

 =
↑

lim
n→∞

µ(An).

证明。(⇐) 为证明 (iii)，对递减到空集的序列 (An) 考察递增序列

A′
n := A1 \An.

由有限可加性与 µ(A1) < +∞，从下连续性给出 µ(An) ↓ 0。条件 (iv)(c) 则直接对递增序列
(A ∩ En) 应用从下连续性。
(⇒) 设 An ↑ A :=

⋃
n≥1An ∈ C。若 µ(A) < +∞，令

A′
k := A \Ak.

则 A′
k ↓ ∅，由 (iii)，µ(A′

k) ↓ 0，再由有限可加性得到 µ(Ak) ↑ µ(A)。
若 µ(A) = +∞，对每个 p ∈ N，有限测度情形可用于 (An ∩ Ep)n，因为

µ(A ∩ Ep) ≤ µ(Ep) < +∞.

因此
lim
n
µ(An) ≥ lim

n
µ(An ∩ Ep) = µ(A ∩ Ep).

再由 (iv)(c)，
lim
p→∞

µ(A ∩ Ep) = µ(A) = +∞.

故 limn µ(An) = +∞。 □
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补充 3。 同理可证：在有限可加性成立时，条件 (iii) 与 (iv)(c) 也等价于下述 σ-可加性——
对 C 中任意两两不交的序列，只要其并仍属于 C，就有

µ

⋃̇
n≥1

An

 =
∑
n≥1

µ(An).

6.3.2 构造 R 上 Lebesgue 测度的原理

令
C := {I1 ∪ · · · ∪ In : n ≥ 1, I1, . . . , In 是R 中两两不交的区间} .

C 是 Boolean 代数。定义

long : C → R+, long(I1 ∪ · · · ∪ In) :=
n∑
k=1

long(Ik).

这个定义是相容的，因为右端不依赖于所选的两两不交区间分解。

取
En = [−n, n], n ≥ 1.

函数 long 满足 Carathéodory 定理的 (i)–(iv)，因此存在唯一延拓到

σ(C) = B(R)

的测度；这一定义就是 Lebesgue 测度 λ。

最后还要证明平移不变性。固定 a ∈ R，定义

λa(A) := λ(A+ a).

λ 与 λa 都是 (R,B(R)) 上的测度，并且在生成 π-系统 C 上都等于长度。由唯一性，

λa = λ, 即 λ(A+ a) = λ(A).

关于 long 定义的相容性及其各项性质，详见第 6.5 节。

注。把区间换成长方体，可以同样直接构造 (Rd,B(Rd)) 上的 Lebesgue 测度。不过，第 11 章
将给出基于乘积测度的另一种构造。

6.4 Lebesgue 测度的正则性

正则性是 Lebesgue 测度的重要性质，也是积分论中逼近定理与稠密性定理的关键。

定理 6.4。 设 λd 是 (Rd,B(Rd)) 上的 Lebesgue 测度。则对每个 A ∈ B(Rd)，

λd(A) = sup
K⊂A
K 紧

λd(K) = inf
O⊃A
O 开

λd(O). (6.2)

称 λd 是内正则且外正则的，简称正则测度。

这是第 6.6 节将证明的更一般结果的特例。
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定理 6.5。 设 (X, d) 是度量空间，µ 是 B(X) 上的测度。若满足下列任一条件：
(a) (X, d) 局部紧且可分，并且 µ 在紧集上有限；
(b) (X, d) 完备且可分，并且 µ 有限，
则 µ 具有式 (6.2) 意义下的正则性。

注。 稠密性定理（参见第 9.4、9.7 节）主要以外正则性

µ(A) = inf
O⊃A
O 开

µ(O)

为基础。后文将看到，只要存在递增开集序列 (En)n≥1 满足

En ⊂ En+1, X =

↑⋃
n≥1

En, µ(En) < +∞,

外正则性就成立。

6.5 ♣ 由延拓构造测度（II）

本进阶节证明第 6.3 节中未加证明的 Carathéodory 定理，并由此构造 R 上的 Lebesgue 测度，
继而构造 Stieltjes 测度。

6.5.1 Carathéodory 定理的证明

回顾。 X 的子集族 C 是 Boolean 代数，是指：

X ∈ C, A,B ∈ C =⇒ A ∪B ∈ C, A ∈ C =⇒ Ac ∈ C.

Boolean 代数对有限交封闭，因为

A ∩B = (Ac ∪Bc)c;

并且 ∅ = Xc ∈ C。

定理 6.6（Carathéodory）。 设 C 是集合 X 上的 Boolean 代数，映射 µ : C → R+ 满足：
(i) µ(∅) = 0；
(ii) 若 A,B ∈ C 且 A ∩B = ∅，则

µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B);

(iii) 若 (An)n≥1 ⊂ C 递减、µ(A1) < +∞，且

↓⋂
n≥1

An = ∅,

则 limn µ(An) = 0；
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(iv) 存在递增序列 (En)n≥1 ⊂ C，使

X =

↑⋃
n≥1

En, µ(En) < +∞,

并且对每个 A ∈ C，
↑

lim
n→∞

µ(A ∩ En) = µ(A).

则在 σ(C) 上存在唯一测度 µ̃，并且 µ̃|C = µ。

定义 6.4。
(a) 类比一般情形，若映射 µ : C → R+ 满足定理 6.6 的 (i)–(iii)，称它为 Boolean 代数 C 上
的测度；若还满足 (iv)，称为 C 上的 σ-有限测度。

(b) 若映射
m : P(X)→ R+

满足：
(i) m(∅) = 0；
(ii) A ⊂ B =⇒ m(A) ≤ m(B)；
(iii) 对任意 (An)n≥1 ⊂ P(X)，

m

⋃
n≥1

An

 ≤∑
n≥1

m(An),

则称 m 为 X 上的外测度。

注意。 外测度总是定义在全部子集组成的 P(X) 上，而不是只定义在某个 σ-代数上。

Boolean 代数上测度的基本性质。 由有限可加性立即得到第 6.1.1 节的 P1、P2：

A ⊂ B, A,B ∈ C =⇒ µ(B) = µ(A) + µ(B \A) ≥ µ(A),

以及
∀A,B ∈ C, µ(A ∪B) + µ(A ∩B) = µ(A) + µ(B).

定理唯一性部分的证明。唯一性直接来自第 6.2节的推论 6.2，因为 Boolean代数特别是 π-系
统，而条件 (iv) 给出了 σ-有限穷竭。 □

下面两段证明延拓的存在性。

µ(X) < +∞ 时 µ̃ 的存在性

此时由单调性，对每个 A ∈ C，

µ(A) ≤ µ(X) < +∞.

条件 (iv) 不再构成额外限制，因为可以取 En := X。证明分若干步进行。
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步骤 1：Boolean 代数上测度的进一步性质。 设 µ 是 Boolean 代数 C 上的有限测度。
(a) 若 (An)n≥1 ⊂ C 两两不交，并且

⋃
n≥1An ∈ C，则

µ

⋃̇
n≥1

An

 =
∑
n≥1

µ(An).

(b) 若 (An)n≥1 ⊂ C 递增，并且
⋃
n≥1An ∈ C，则

µ

 ↑⋃
n≥1

An

 =
↑

lim
n→∞

µ(An).

(c) 若 (An)n≥1 ⊂ C，并且
⋃
n≥1An ∈ C，则

µ

⋃
n≥1

An

 ≤∑
n≥1

µ(An).

证明。(a) 对每个 n ≥ 1，令

A′
n :=

⋃
k≥n+1

Ak =

⋃
k≥1

Ak

 \( n⋃
k=1

Ak

)
∈ C.

A1, . . . , An, A
′
n 两两不交，且其并为

⋃
k≥1Ak。有限可加性给出

µ

⋃
k≥1

Ak

 =

n∑
k=1

µ(Ak) + µ(A′
n).

又 A′
n+1 ⊂ A′

n，且
⋂
nA

′
n = ∅，所以由条件 (iii)，µ(A′

n) ↓ 0。令 n→∞ 即得 (a)。
(b)、(c) 分别照搬第 6.1.1 节 P3、P5 的证明；额外需要检查的只是其中出现的集合都属于 C。
a □

a校订注：原书把 (b) 称为“从右连续”，但这里处理的是递增集合序列，且第 6.1.1 节同一性质 P3 称为“从左
连续”。为与全书中文术语及通常测度论术语一致，这里写作“从下连续”。

步骤 2：构造延拓 µ 的外测度 µ∗。 对任意 A ⊂ X，定义

µ∗(A) := inf

∑
n≥1

µ(Bn) : A ⊂
⋃
n≥1

Bn, Bn ∈ C

 .

则 µ∗ 是外测度，并且
µ∗|C = µ.

特别地，µ∗ 有限。

证明。先证明 µ∗ = µ 于 C。任取 A ∈ C。在定义中取

B1 := A, Bk := ∅ (k ≥ 2),
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得到 µ∗(A) ≤ µ(A)。
反过来，若 Bn ∈ C 且 A ⊂

⋃
n≥1Bn，则

A =
⋃
n≥1

(A ∩Bn).

步骤 1 的次可加性与 µ 的单调性给出

µ(A) ≤
∑
n≥1

µ(A ∩Bn) ≤
∑
n≥1

µ(Bn).

对所有覆盖取下确界，得到 µ(A) ≤ µ∗(A)。故二者在 C 上相等。
下面验证外测度公理。首先，

µ∗(∅) = µ(∅) = 0,

而关于包含关系的单调性由定义显然得到。
最后验证 σ-次可加性。设 (An)n≥1 ⊂ P(X)。给定 ε > 0，对每个 n ≥ 1，可取 (B

(n)
k )k≥1 ⊂ C，

使
An ⊂

⋃
k≥1

B
(n)
k ,

∑
k≥1

µ(B
(n)
k ) ≤ µ∗(An) +

ε

2n
.

对 n 求和得 ∑
n,k≥1

µ(B
(n)
k ) ≤

∑
n≥1

µ∗(An) + ε.

又 ⋃
n≥1

An ⊂
⋃

(n,k)∈(N∗)2

B
(n)
k ,

而 (N∗)2 可数，所以

µ∗

⋃
n≥1

An

 ≤∑
n≥1

µ∗(An) + ε.

令 ε ↓ 0 即得结论。 □

步骤 3：把外测度 µ∗ 限制在适当的 σ-代数上，以构造 µ̃。 定义

T ∗ := {A ⊂ X : ∀B ⊂ X, µ∗(B) = µ∗(B ∩A) + µ∗(B ∩Ac)} .

则：
(a) T ∗ 是包含 C 的 σ-代数，因而 σ(C) ⊂ T ∗；
(b) µ∗|T ∗ 是可测空间 (X, T ∗) 上的测度。因此

µ̃ := µ∗|σ(C)

就是延拓问题的一个解。

证明。(a)、(b) 同时证明。
首先，∅ ∈ T ∗，因为 µ∗(∅) = 0。其次，若 A ∈ T ∗，则由对称性及 (Ac)c = A，立即有 Ac ∈ T ∗。
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对有限并封闭。 设 A,A′ ∈ T ∗，并任取 B ⊂ X。依次对 A 与 A′ 使用定义，得到

µ∗(B) = µ∗(B ∩A) + µ∗(B ∩Ac)
= µ∗((B ∩A) ∩A′) + µ∗((B ∩A) ∩ (A′)c)

+ µ∗((B ∩Ac) ∩A′) + µ∗((B ∩Ac) ∩ (A′)c)

= µ∗(B ∩ (A ∩A′)) + µ∗(B ∩ (A ∩ (A′)c))

+ µ∗(B ∩ (Ac ∩A′)) + µ∗(B ∩ (A ∪A′)c).

又
A ∪A′ = (A ∩A′) ∪̇(A′ ∩Ac) ∪̇(A ∩ (A′)c).

由外测度 µ∗ 的次可加性，

µ∗(B ∩ (A ∩A′)) + µ∗(B ∩ (A ∩ (A′)c)) + µ∗(B ∩ (Ac ∩A′))

≥ µ∗(B ∩ (A ∪A′)).

所以
µ∗(B) ≥ µ∗(B ∩ (A ∪A′)) + µ∗(B ∩ (A ∪A′)c).

反向不等式直接来自 µ∗ 的次可加性，故上式取等号，A∪A′ ∈ T ∗。因此 T ∗ 是 Boolean 代数。

对可数并封闭，并证明 µ∗ 在 T ∗ 上 σ-可加。先设 A,A′ ∈ T ∗ 且 A∩A′ = ∅。由于 A′ ⊂ Ac，
对每个 B ⊂ X，

µ∗(B) = µ∗(B ∩A) + µ∗(B ∩Ac) ≥ µ∗(B ∩A) + µ∗(B ∩A′).

归纳可得：若 A1, . . . , An ∈ T ∗ 两两不交，则

∀B ⊂ X, µ∗(B) ≥
n∑
i=1

µ∗(B ∩Ai). (6.3)

现在任取序列 (An)n≥1 ⊂ T ∗，令

A′
1 := A1, A′

n := An \
n−1⋃
k=1

A′
k (n ≥ 2).

各 A′
n 两两不交，并且

A′
n ⊂ An,

n⋃
k=1

Ak =
n⋃
k=1

A′
k,

⋃
n≥1

An =
⋃
n≥1

A′
n.

a 由于 T ∗ 已知是 Boolean 代数，每个 A′
n ∈ T ∗。只须证明

⋃
n≥1A

′
n ∈ T ∗。

任取 B ⊂ X。对每个 n ≥ 1，有限并
⋃n
k=1A

′
k ∈ T ∗，从而

µ∗(B) = µ∗

(
B ∩

n⋃
k=1

A′
k

)
+ µ∗

(
B ∩

(
n⋃
k=1

A′
k

)c)

≥
n∑
k=1

µ∗(B ∩A′
k) + µ∗

B ∩
⋃
k≥1

A′
k

c .
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令 n→∞，得到

µ∗(B) ≥
∑
k≥1

µ∗(B ∩A′
k) + µ∗

B ∩
⋃
k≥1

A′
k

c . (6.4)

再由 µ∗ 的 σ-次可加性， ∑
k≥1

µ∗(B ∩A′
k) ≥ µ∗

B ∩ ⋃
k≥1

A′
k

 .

于是

µ∗(B) ≥ µ∗
B ∩ ⋃

k≥1

A′
k

+ µ∗

B ∩
⋃
k≥1

A′
k

c .

反向不等式仍由 σ-次可加性给出。因此，对任意 B ⊂ X，

µ∗(B) = µ∗

B ∩ ⋃
n≥1

A′
n

+ µ∗

B ∩
⋃
n≥1

A′
n

c . (6.5)

故 ⋃
n≥1

An =
⋃
n≥1

A′
n ∈ T ∗.

这证明了 T ∗ 是 σ-代数。
最后，若 (A′

n)n≥1 ⊂ T ∗ 两两不交，在 (6.4) 中取 B :=
⋃
n≥1A

′
n，并结合 σ-次可加性，得到

µ∗

⋃̇
n≥1

A′
n

 =
∑
n≥1

µ∗(A′
n).

所以 µ∗ 在 T ∗ 上 σ-可加，亦即 µ∗|T ∗ 是测度。

证明 C ⊂ T ∗。 任取 A ∈ C 与 B ⊂ X。因为在当前有限测度情形中 µ∗(B) < +∞，对每个
ε > 0，存在 (Bε

n)n≥1 ⊂ C，使

B ⊂
⋃
n≥1

Bε
n,

∑
n≥1

µ(Bε
n) ≤ µ∗(B) + ε.

由 µ 在 C 上的可加性，以及 Bε
n ∩A,Bε

n ∩Ac ∈ C，

µ∗(B) ≥
∑
n≥1

µ∗(Bε
n ∩A) +

∑
n≥1

µ∗(Bε
n ∩Ac)− ε

≥ µ∗(B ∩A) + µ∗(B ∩Ac)− ε.

令 ε ↓ 0，得到
µ∗(B) ≥ µ∗(B ∩A) + µ∗(B ∩Ac).

反向不等式来自 µ∗ 的次可加性，故取等号，因而 A ∈ T ∗。定理在 µ(X) < +∞ 时的存在性
得证。 □

a校订注：原书此处印作 A′
n ⊂ An =

⋃n
k=1A

′
k。对任意集合序列，第二个等号并不成立；归纳得到的正确恒等

式是
⋃n

k=1Ak =
⋃n

k=1A
′
k。
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一般情形：µ 为 σ-有限测度

现在以 σ-有限性条件 (iv) 代替 µ(X) < +∞：存在递增序列 (Ep)p≥1 ⊂ C，使

∀p ≥ 1, µ(Ep) < +∞, X =

↑⋃
p≥1

Ep, ∀A ∈ C, µ(A ∩ Ep) ↑ µ(A).

对每个 p ≥ 1，定义
µp := µ( · ∩ Ep).

这是 Boolean 代数 C 上的有限测度，故由已经证明的有限情形，可将其延拓为 σ(C) 上的有限测度
µ̃p。

又有
µ̃p+1( · ∩ Ep) = µ̃p.

事实上，根据第 6.2节的刻画定理，这两个有限测度在生成 π-系统 C 上相等，因而处处相等。因此

∀A ∈ σ(C), ∀p ≥ 1, µ̃p(A) = µ̃p+1(A ∩ Ep) ≤ µ̃p+1(A).

所以 (µ̃p(A))p≥1 递增。定义

∀A ∈ σ(C), µ̃(A) :=
↑

lim
p→∞

µ̃p(A).

验证 µ̃ 是测度并且延拓 µ。 显然

µ̃(∅) = lim
p
µ̃p(∅) = 0.

设 (An)n≥1 ⊂ σ(C) 两两不交。对每个 p ≥ 1，

µ̃p

⋃̇
n≥1

An

 =
∑
n≥1

µ̃p(An) ≤
∑
n≥1

µ̃(An).

令 p→∞，得到

µ̃

⋃̇
n≥1

An

 ≤∑
n≥1

µ̃(An).

另一方面，对任意 n, p ≥ 1，有限可加性给出

µ̃p

⋃̇
j≥1

Aj

 ≥ n∑
k=1

µ̃p(Ak).

先令 p→∞，再令 n→∞，可得

µ̃

⋃̇
j≥1

Aj

 ≥∑
k≥1

µ̃(Ak).

这就证明了 µ̃ 在 σ(C) 上 σ-可加。
最后，若 A ∈ C，由条件 (iv) 以及 µ̃p 的构造，

µ̃(A) = lim
p
µ̃p(A) = lim

p
µ(A ∩ Ep) = µ(A).

所以 µ̃ 确为 µ 的延拓。定理 6.6 的存在性证明完成。 □
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Carathéodory 性质对于保证延拓测度存在是不可缺少的，下面的例子说明这一点。

例。 在集合 N 上考虑 Boolean 代数

C := {A ∈ P(N) : A 有限，或Ac 有限}.

定义

µ(A) :=

0, A 有限,

1, Ac 有限.

容易验证 µ(∅) = 0，且 µ 在 C 上有限可加，因而它是 Boolean 代数上的测度。然而，它不满
足 Carathéodory 性质：对 n ≥ 1，令

An := {n, n+ 1, . . .}.

则 An ∈ C、µ(An) = 1，但 An ↓ ∅。
事实上，µ 不可能延拓为 P(N) = σ(C) 上的测度 µ̃。若这样的延拓存在，则对任意无限集
A ⊂ N，由从下连续性，

µ̃(A) =
↑

lim
n→∞

µ(A ∩ {1, 2, . . . , n}) = 0.

特别地 µ̃(N) = 0；但延拓性质又要求 µ̃(N) = µ(N) = 1，矛盾。a

a校订注：原书末句印作 µ̃(N) = 0 = µ(N) = 1，其中 0 = µ(N) 显然不是推导所得的等式。这里将矛盾的两条
结论分开表述。

6.5.2 在 R 上构造测度：Lebesgue 测度与 Stieltjes 测度

为了构造 R 上的 Lebesgue 测度——这是本节的主要目标——下面进一步削弱 Boolean 代数
的结构要求。

半代数与可加函数

定义 6.5。 称 X 的子集族 S 为一个半代数，若：
(i) ∅ ∈ S；
(ii) 对任意 A,B ∈ S，有 A ∩B ∈ S （即对有限交封闭）；
(iii) 对任意 A ∈ S，存在 n ≥ 1 以及两两不交的 A1, . . . , An ∈ S，使

Ac =

n⋃̇
i=1

Ai.

基本例。 令
SI := {I ⊂ R : I 是R 中的任意区间}.

则 SI 是半代数。事实上，∅ ∈ SI，区间族对交封闭；而对任意区间 I ⊂ R，其补集均可写成

Ic = I1 ∪̇ I2,

其中 I1, I2 是两个区间，允许其中一个或两个为空集。
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注意。 正如上例所示，半代数一般不对有限并封闭。

命题 6.4。 设 S 是半代数。
(a) 集合族

C(S) :=

{ n⋃̇
i=1

Ai : Ai ∈ S, n ≥ 1

}
是包含 S 的最小 Boolean 代数。

(b) 设映射
µ : S → R+

满足 µ(∅) = 0，并具有下述有限可加性：只要 A1, . . . , An ∈ S 两两不交，并且
⋃n
i=1Ai ∈

S，就有

µ

( n⋃̇
i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

µ(Ai).

则 µ 可唯一延拓为
µ : C(S)→ R+

上的有限可加函数；这里的有限可加性取定理 6.6 条件 (ii) 的意义。

证明。(a) 任何包含 S 的 Boolean 代数都对有限并封闭，因而都包含 C(S)。只须证明 C(S) 本
身是 Boolean 代数。
首先，

∅ ∈ S ⊂ C(S).

其次，若 A1, . . . , An ∈ S 两两不交，B1, . . . , Bm ∈ S 两两不交，则( n⋃̇
i=1

Ai

)
∩

 m⋃̇
j=1

Bj

 =
⋃̇

1≤i≤n
1≤j≤m

(Ai ∩Bj).

右端各集合属于 S，并且两两不交，所以 C(S) 对有限交封闭。若再证明它对取补封闭，便可
由 De Morgan 律推出它对有限并封闭。
设

A =

n⋃̇
i=1

Ai, Ai ∈ S.

由半代数的定义，对每个 i，可写成

Aci =

m(i)⋃̇
k=1

B
(i)
k , B

(i)
k ∈ S.

必要时补入空集，可设所有 m(i) 都等于

m := max
1≤i≤n

m(i).
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于是

Ac =
n⋂
i=1

Aci =
n⋂
i=1

( m⋃̇
k=1

B
(i)
k

)

=
⋃̇

1≤k1,...,kn≤m

(
n⋂
i=1

B
(i)
ki

)
.

每个交集都属于 S，不同指标组对应的交集两两不交，故 Ac ∈ C(S)。这就证明了 (a)。
(b) 对任意

A =

n⋃̇
i=1

Ai ∈ C(S), Ai ∈ S,

定义

µ(A) :=

n∑
i=1

µ(Ai).

这个定义与分解方式无关。事实上，若还有另一分解

A =

m⋃̇
j=1

A′
j , A′

j ∈ S,

则
A =

⋃̇
i,j

(Ai ∩A′
j).

分别在每个 Ai 与 A′
j 中应用 µ 在 S 上的有限可加性，得到

n∑
i=1

µ(Ai) =
∑
i,j

µ(Ai ∩A′
j) =

m∑
j=1

µ(A′
j).

因此 µ 定义良好。它完全由 µ 在 S 上的取值确定，所以延拓唯一；从定义也立即看出 µ 有限
可加。 □

有限可加延拓的直接推论。 由 µ 的有限可加性立即得到：
• 单调性：若 A,B ∈ C(S) 且 A ⊂ B，则

µ(A) ≤ µ(B);

• 强可加性：对任意 A,B ∈ C(S)，

µ(A ∪B) + µ(A ∩B) = µ(A) + µ(B);

• 有限次可加性：对任意 A1, . . . , An ∈ C(S)，

µ(A1 ∪ · · · ∪ An) ≤ µ(A1) + · · ·+ µ(An).
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构造 R 上的 Lebesgue 测度

若 I 是 R 中的区间，定义其长度 long(I) ∈ R+ 为

long(I) :=

sup I − inf I, I 6= ∅,
0, I = ∅.

当 I 无界时，上式按 long(I) = +∞ 理解。

回顾第 4.1 节应用 4.1：

σ(SI) = σ
(
{[a,+∞) : a ∈ R}

)
= B(R).

定理 6.7。 在 (R,B(R)) 上存在唯一测度 λ，使它在 SI 上与区间长度 long 一致。称 λ 为 R
上的 Lebesgue 测度。它满足

λ([0, 1]) = 1, ∀a ∈ R, λ(A+ a) = λ(A) (A ∈ B(R)).

反过来，单位区间的测度为 1 与平移不变性这两个性质刻画了 Lebesgue 测度。

证明。区间长度在半代数 SI 上满足命题 6.4(b) 意义下的有限可加性：若区间 I, J 两两不交，
并且 I ∪ J 仍为区间，则

long(I ∪ J) = long(I) + long(J).
a 由命题 6.4，长度可唯一延拓为 Boolean 代数

C(SI) =

{ n⋃̇
k=1

Ik : Ik 是区间, n ≥ 1

}
上的有限可加函数 long。定理 6.6 的条件 (i) 显然成立，只须验证 (iii)、(iv)。

步骤 1：验证条件 (iii)。 设 (An)n≥1 ⊂ C(SI) 递减，并且

long(A1) < +∞,
↓⋂

n≥1

An = ∅.

A1 是有限个总长度有限的区间之并，所以有界。对每个 n ≥ 1，写成

An =

pn⋃̇
k=1

I
(n)
k ,

其中各 I
(n)
k 是两两不交的区间。若某个 An = ∅，结论显然；以下设每个 pn ≥ 1。

给定 ε > 0。记 α
(n)
k , β

(n)
k 分别为 I

(n)
k 的下端点与上端点，定义

J
(n)
k :=

[
α
(n)
k +

ε

pn2n+1
, β

(n)
k − ε

pn2n+1

]
当

β
(n)
k − α(n)

k ≥ ε

pn2n

时采用上述定义，否则令 J
(n)
k := ∅。这样 J

(n)
k 是包含于 I

(n)
k 的紧区间，允许为空。令

A′
n :=

pn⋃̇
k=1

J
(n)
k .
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则 A′
n ∈ C(SI)、A′

n ⊂ An，而且

long(An \A′
n) ≤

pn∑
k=1

2ε

pn2n+1
=

ε

2n
.

每个 A′
n 都是紧集，因而是紧集 A1 中的闭集。又

⋂
n≥1A

′
n = ∅，由紧性，存在 nε ≥ 1，使

nε⋂
k=1

A′
k = ∅.

由于 An 递减，

Anε =

nε⋂
k=1

Ak.

在参考空间 Anε 中应用 De Morgan 律，得到

Anε =

(
nε⋂
k=1

Ak

)
\

(
nε⋂
k=1

A′
k

)

=

nε⋃
k=1

 nε⋂
j=1

Aj

 \A′
k

 ⊂ nε⋃
k=1

(Ak \A′
k).

故由有限次可加性，

long(Anε) ≤
nε∑
k=1

long(Ak \A′
k) ≤ ε.

当 n ≥ nε 时，
long(An) ≤ long(Anε) ≤ ε.

因此
lim
n→∞

long(An) = 0,

条件 (iii) 得证。

步骤 2：验证条件 (iv)。 令
En := [−n, n].

则
En ⊂ En+1,

⋃
n≥1

En = R, long(En) = 2n.

任取 A ∈ C(SI)。若 long(A) < +∞，则 A 有界，所以充分大的 n 满足 A ⊂ En，从而

long(A ∩ En) = long(A).

若 long(A) = +∞，组成 A 的某个区间必定无界，只须对无界区间验证。例如充分大的 n 满
足

long([a,+∞) ∩ En) = long([a, n]) = n− a,

因而
lim
n→∞

long([a,+∞) ∩ En) = +∞ = long([a,+∞)).

其他类型的无界区间同理。故条件 (iv) 成立。
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步骤 3：Lebesgue 测度的性质。 由定理 6.6，long 可唯一延拓为 B(R) 上的测度 λ。命题
6.4(b) 与延拓定理的唯一性保证这个测度唯一。也可直接注意到：SI 是生成 B(R) 的 π-系统，
并含有有限测度穷竭 En = [−n, n]，因而可应用第 6.2 节的唯一性定理。
固定 a ∈ R，定义

λa(A) := λ(A+ a), A ∈ B(R).

因为对每个区间 I ∈ SI，
long(I + a) = long(I),

所以 λa 与 λ 在 SI 上相等。由唯一性，

λa = λ 于B(R),

即 λ 平移不变。又
λ([0, 1]) = long([0, 1]) = 1.

反过来，平移不变性与单位区间测度为 1 能够刻画 Lebesgue 测度，这一点已在第 6.2.2 节应
用 6.1 中证明。 □

a校订注：原书写成“只要 I ∩ J = ∅，就有 long(I ∪ J) = long(I) + long(J)”。若两个区间相隔，I ∪ J 不是区
间，而此时 long(I ∪ J) 尚未定义。命题 6.4(b) 所需且正确的条件是 I ∪ J ∈ SI。

高维情形。 也可直接用超矩形半代数

SI,d :=

{
d∏
i=1

Ii : Ii 是R 中的区间

}

构造 (Rd,B(Rd)) 上的 Lebesgue 测度 λd。定义超体积

Vol(I1 × · · · × Id) :=
d∏
i=1

long(Ii) ∈ R+,

并约定 0 · (+∞) = 0，即可重复上述延拓过程。

R 上的 Stieltjes 测度

Stieltjes 测度是 R 上 Lebesgue 测度的自然推广。其基本思想是：对每个 a, b ∈ R，不再把区
间 (a, b] 的质量取为几何长度，而取为

F (b)− F (a),

其中 F : R→ R 是单调递增且右连续的函数。

也可以从测度的“分布函数”理解这个概念。若 µ 是 (R,B(R)) 上的测度，定义

Fµ(t) :=

µ((0, t]), t ≥ 0,

−µ((t, 0]), t ≤ 0.

若 µ 在紧集上有限，则

Fµ : R→ R
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单调递增、右连续，并且 Fµ(0) = 0。自然要问：反过来，每个具有这些性质的函数是否都来自某
个测度？Stieltjes 测度给出肯定答案。1

定理 6.8（Stieltjes）。 设 F : R → R 单调递增且右连续。则在 (R,B(R)) 上存在唯一测度
µF，使

∀a, b ∈ R, a ≤ b, µF ((a, b]) = F (b)− F (a).

称 µF 为与 F 相联系的 Stieltjes 测度。

这个证明与 Lebesgue 测度的构造非常相似。记

F (+∞) := lim
x→+∞

F (x), F (−∞) := lim
x→−∞

F (x),

两个极限取扩充实数值。特别地，当 F (x) = x 时，所构造的 µF 就是 Lebesgue 测度。

证明。步骤 1：构造 µF 的“种子”。 令

S ′I := {(a, b] : −∞ ≤ a ≤ b < +∞} ∪ {(a,+∞) : a ∈ R}.

这是一个半代数。定义
longF : S ′I → R+

如下：
longF ((a, b]) := F (b)− F (a), longF ((a,+∞)) := F (+∞)− F (a).

这里 a = −∞ 时使用上面定义的 F (−∞)。由于 F 单调，这些差均属于 R+。
函数 longF 在 S ′I 上有限可加。例如当 a ≤ b ≤ c 时，

longF ((a, b] ∪̇(b, c]) = longF ((a, c])
= F (c)− F (a)
= [F (b)− F (a)] + [F (c)− F (b)]
= longF ((a, b]) + longF ((b, c]).

区间 (a, b] 与 (b,+∞) 的情形完全相同。a

由命题 6.4，longF 唯一延拓为 Boolean 代数

C(S ′I) :=

{ n⋃̇
k=1

Ik : Ik ∈ S ′I , n ≥ 1

}

上的有限可加函数 longF。
又由第 4.1 节应用 4.1，

B(R) = σ
(
{(a,+∞) : a ∈ R}

)
⊂ σ(S ′I).

反向包含显然，所以
B(R) = σ(S ′I) = σ(C(S ′I)).

定理 6.6 的条件 (i) 已成立，下面验证 (iii)、(iv)。

步骤 2：先设 F (+∞) = +∞ 且 F (−∞) = −∞。
验证 (iii)。此时对每个 A ∈ C(S ′I)，

A 有界 ⇐⇒ longF (A) < +∞.

1校订注：原书把这里的值域写成 R+。但当 t < 0 且 µ((t, 0]) > 0 时，Fµ(t) < 0，故正确值域应为 R。
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设 (An)n≥1 ⊂ C(S ′I) 递减，

longF (A1) < +∞,
↓⋂

n≥1

An = ∅.

于是 A1 有界。对每个 n ≥ 1，写成

An =

pn⋃̇
k=1

I
(n)
k , I

(n)
k = (α

(n)
k , β

(n)
k ].

若某个 An = ∅，结论显然；以下设 pn ≥ 1。
给定 ε > 0。由 F 在每个 α

(n)
k 处右连续，可取

α
(n)
k < α̃

(n)
k ≤ β(n)k

充分接近 α
(n)
k ，使

F (α̃
(n)
k )− F (α(n)

k ) ≤ ε

pn2n
.

令

J
(n)
k := [α̃

(n)
k , β

(n)
k ], A′

n :=

pn⋃̇
k=1

J
(n)
k .

各 J
(n)
k 是包含于 I

(n)
k 的紧区间，允许为空；并且

A′
n ∈ C(S ′I), A′

n ⊂ An,

以及

longF (An \A′
n) ≤

pn∑
k=1

ε

pn2n
=

ε

2n
.

阅读提示。 这里正是右连续性发挥作用的地方：把半开区间的左端点稍向右移动时，损
失的质量 F (α̃)− F (α) 可以任意小；同时留下的 [α̃, β] 是紧区间，因而可以使用紧性。

各 A′
n 是紧集，且是紧集 A1 中的闭集；又

⋂
nA

′
n = ∅。因此存在 nε ≥ 1，使

nε⋂
k=1

A′
k = ∅.

完全照搬定理 6.7 步骤 1 中的 De Morgan 律与有限次可加性论证，得到

longF (Anε) ≤
nε∑
k=1

longF (Ak \A′
k) ≤ ε.

由单调性，对 n ≥ nε 也有 longF (An) ≤ ε，所以

lim
n→∞

longF (An) = 0.

验证 (iv)。取
En := (−n, n].
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则 En ↑ R，并且
longF (En) = F (n)− F (−n) < +∞.

对 C(S ′I) 中的每个集合逐个区间计算，即得

longF (A ∩ En) ↑ longF (A).

因此定理 6.6 给出 B(R) 上所需的唯一延拓 µF。

步骤 3：一般情形。 举例设

F (+∞) ∈ R, F (−∞) = −∞.

给定 ε > 0，可取 Lε ∈ R，使
F (+∞)− F (Lε) ≤ ε.

在验证条件 (iii) 时，若 An ↓ ∅ 且 longF (A1) < +∞，则

An ∩ (−∞, Lε]

仍是递减序列；这些集合有界，可以应用步骤 2 的紧集逼近论证，得到

lim
n→∞

longF (An ∩ (−∞, Lε]) = 0.

另一方面，由 F 的单调性，

longF (An ∩ (Lε,+∞)) ≤ F (+∞)− F (Lε) ≤ ε.

将 An 分成以上两个不交部分，可得

lim
n→∞

longF (An) ≤ ε.

令 ε ↓ 0，条件 (iii)得证。其余端点极限为有限值的组合同理处理；条件 (iv)仍用 En = (−n, n]，
证明不变。
综上，定理 6.6 给出测度 µF 的存在性；唯一性也由同一定理得到，因为 S ′I 生成 B(R)。 □

a校订注：原书这段有三处相互关联的排印错误：把 longF 的值域误写成 S ′
I；把 longF ((a,+∞)) 的末项误写成

F (b)；又在望远镜分解中写成 [F (c)−F (b)]+[F (b)−F (c)]。这里分别改为 R+、F (a)与 [F (b)−F (a)]+[F (c)−F (b)]。

记号。 在多数应用中，为了便于形式运算，常把 µF 记作

dF.

闭区间与原子质量。 单调函数 F 在每一点 a 都有左极限

F (a−) := lim
x↑a

F (x).

由 Stieltjes 测度的定义，对 −∞ < a ≤ b < +∞，

µF ([a, b]) = F (b)− F (a−).

特别地，
µF ({a}) = ∆F (a) := F (a)− F (a−).
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因此，F 在 a 处的跳跃大小正好等于 Stieltjes 测度在点 a 上的原子质量。

6.6 ♣ 度量空间上测度的正则性

本节中，X 是度量空间，距离记作 d。所有测度都定义在由该度量拓扑生成的下述 Borel σ-代
数上：

B(X) = σ(O(X))

一般很难把 Borel σ-代数中的每个集合逐一描述出来。不过，通常可以用包含它的开集和包含
在它之内的闭集（或紧集），以任意精度从外、从内逼近其测度。这引出下列定义。

定义 6.6。 设 µ 是 (X,B(X)) 上的测度。
(a) 若对每个 A ∈ B(X)，

µ(A) = inf
A⊂O
O 开

µ(O),

则称 µ 外正则。
(b) 若对每个 A ∈ B(X)，

µ(A) = sup
K⊂A
K 紧

µ(K),

则称 µ 内正则。
(c) 若 µ 同时外正则与内正则，则称 µ 正则。

6.6.1 有限测度情形

命题 6.5。 设 µ 是 (X,B(X)) 上的有限正测度。则对任意 A ∈ B(X) 与 ε > 0，存在开集 O

和闭集 F，使
F ⊂ A ⊂ O, µ(O \ F ) ≤ ε. (6.6)

证明。令
T := {A ∈ B(X) : A 满足式(6.6)}.

证明的思路是说明 T 是包含全部开集的 σ-代数；于是

B(X) = σ(O(X)) ⊂ T .

T 包含所有开集。 设 A ⊂ X 开，给定 ε > 0。取 O := A，并对 δ > 0 定义

Fδ := {x ∈ X : d(x,Ac) ≥ δ}.

函数 x 7→ d(x,Ac) 连续（见命题 3.7(a)），所以 Fδ 闭。又因 Ac 闭，

↑⋃
p≥1

F1/p = {x ∈ X : d(x,Ac) > 0} = (Ac)c = A = O.

由测度的从下连续性 P3，
µ(F1/p) ↑ µ(O).
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由于 µ(O) < +∞，
µ(O \ F1/p) −→ 0.

故充分大的 p 满足 µ(O \ F1/p) < ε，从而 A ∈ T。这证明了 O(X) ⊂ T。

T 对可数并封闭。 设 (An)n≥1 ⊂ T，并给定 ε > 0。对每个 n ≥ 1，可取闭集 Fn 和开集 On，
使

Fn ⊂ An ⊂ On, µ(On \ Fn) ≤
ε

2n+1
.

显然 ⋃
n≥1

Fn ⊂
⋃
n≥1

An ⊂
⋃
n≥1

On,

并且 ⋃
n≥1

On

 \
⋃
n≥1

Fn

 ⊂ ⋃
n≥1

(On \ Fn).

由 σ-次可加性，

µ

⋃
n≥1

On

 \
⋃
n≥1

Fn

 ≤∑
n≥1

µ(On \ Fn) ≤
ε

2
.

另一方面， ⋃
n≥1

Fn =

↑⋃
n≥1

(
n⋃
k=1

Fk

)
.

由从下连续性，可取 nε ≥ 1，使

µ

⋃
n≥1

Fn

 ≤ µ( nε⋃
k=1

Fk

)
ε

2
.

令

O :=
⋃
n≥1

On, F :=

nε⋃
k=1

Fk.

则 O 开、F 闭，并且
F ⊂

⋃
n≥1

An ⊂ O.

又因为 µ(O) < +∞，

µ(O \ F ) = µ(O)− µ(F )

= µ

⋃
n≥1

On

− µ
⋃
n≥1

Fn

+ µ

⋃
n≥1

Fn

− µ(F )
≤ ε.

所以
⋃
n≥1An ∈ T。

T 对补集封闭。 设 A ∈ T。给定 ε > 0，取闭集 F 与开集 O，满足

F ⊂ A ⊂ O, µ(O \ F ) ≤ ε.
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则
Oc ⊂ Ac ⊂ F c,

其中 Oc 闭、F c 开，而且
F c \Oc = O \ F.

故 µ(F c \Oc) ≤ ε，即 Ac ∈ T。
综上，T 是包含 O(X) 的 σ-代数，命题得证。 □

等价表述。 命题 6.5 等价于：对每个 A ∈ B(X)，

µ(A) = sup
F⊂A
F 闭

µ(F ) = inf
A⊂O
O 开

µ(O).

下面将把这一结论推广到某些总质量无限、但在“足够大的”Borel 集上仍有限的测度。

6.6.2 σ-有限测度情形

定义 6.7。 设 µ 是可测空间 (X,A) 上的测度。若存在递增序列 (En)n≥1 ⊂ A，使

X =

↑⋃
n≥1

En, µ(En) < +∞ (n ≥ 1),

则称 µ 是 σ-有限测度；也称测度空间 (X,A, µ) 是 σ-有限的。a

a校订注：原书在一般可测空间 (X,A) 中把 En 称作“Borel 集”。此处没有给 X 指定拓扑，Borel 集尚无定
义；正确要求是 En ∈ A。

定理 6.9。设 µ是 (X,B(X))上的 σ-有限测度，并以递增 Borel集 (En)n≥1 作有限测度穷竭。
(a) 对每个 A ∈ B(X)，

µ(A) = sup
F⊂A
F 闭

µ(F ).

(b) 若另外满足
X =

⋃
n≥1

E◦
n,

则 µ 外正则，即对每个 A ∈ B(X)，

µ(A) = inf
A⊂O
O 开

µ(O).

(c) 若可把各 En 选为紧集，则 µ 内正则，即对每个 A ∈ B(X)，

µ(A) = sup
K⊂A
K 紧

µ(K).
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证明。(a) 先设 µ(A) < +∞。给定 ε > 0。由于

A =

↑⋃
n≥1

(A ∩ En),

由从下连续性，可取 nε ≥ 1，使
µ(A ∩ Ecnε

) ≤ ε

2
.

定义有限测度
µ̃ := µ( · ∩ Enε).

由命题 6.5，存在闭集 F ⊂ A，使
µ̃(A \ F ) ≤ ε

2
.

于是

µ(A \ F ) = µ((A \ F ) ∩ Enε) + µ((A \ F ) ∩ Ecnε
)

≤ µ̃(A \ F ) + µ(A ∩ Ecnε
) ≤ ε.

这证明了 µ(A) 有限时的结论。
若 µ(A) = +∞，仍由从下连续性，

µ(A) =
↑

lim
n→∞

µ(A ∩ En).

而每个 A ∩ En 的测度有限，由刚证明的情形，

µ(A ∩ En) = sup
F⊂A∩En
F 闭

µ(F ) ≤ sup
F⊂A
F 闭

µ(F ).

令 n→∞，得到
µ(A) ≤ sup

F⊂A
F 闭

µ(F ).

反向不等式来自单调性，故 (a) 得证。

(b) 对每个 n ≥ 1，定义有限测度
µn := µ( · ∩ En).

固定 A ∈ B(X) 与 ε > 0。由命题 6.5，对每个 n ≥ 1，可取开集 On ⊃ A，使

µn(On \A) ≤
ε

2n
.

等价地，
µ(On ∩ En) ≤ µ(A ∩ En) +

ε

2n
.

下面归纳证明

µ

(
n⋃
k=1

(Ok ∩ Ek)

)
≤ µ(A ∩ En) +

n∑
k=1

ε

2k
. (6.7)
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n = 1 时结论就是上式。假设 (6.7) 对 n 成立。由强可加性，

µ

(
n+1⋃
k=1

(Ok ∩ Ek)

)
= µ(On+1 ∩ En+1) + µ

(
n⋃
k=1

(Ok ∩ Ek)

)

− µ

(
(On+1 ∩ En+1) ∩

n⋃
k=1

(Ok ∩ Ek)

)
.

又因为 Ek ⊂ En（k ≤ n），

A ∩ En ⊂
n⋃
k=1

(Ok ∩ Ek),

并且
A ∩ En ⊂ A ∩ En+1 ⊂ On+1 ∩ En+1.

所以

µ(A ∩ En) ≤ µ

(
(On+1 ∩ En+1) ∩

n⋃
k=1

(Ok ∩ Ek)

)
< +∞.

代入归纳假设，得到

µ

(
n+1⋃
k=1

(Ok ∩ Ek)

)
≤ µ(A ∩ En+1) +

n+1∑
k=1

ε

2k
,

故归纳完成。
令

O :=
⋃
n≥1

(On ∩ E◦
n).

O 是开集，并且

µ(O) ≤ µ

⋃
n≥1

(On ∩ En)

 ≤ µ(A) + ε,

其中最后一步由 (6.7) 令 n→∞ 得到。又根据假设 X =
⋃
nE

◦
n，

A =
⋃
n≥1

(A ∩ E◦
n) ⊂

⋃
n≥1

(On ∩ E◦
n) = O.

因此 µ 外正则。

(c) 由 (a)，对每个 A ∈ B(X)，可用闭集 F ⊂ A 从内逼近。若各 En 紧，则

F ∩ En

是紧集，并且

µ(F ) =
↑

lim
n→∞

µ(F ∩ En).

故闭集逼近可以进一步换成紧集逼近，µ 内正则。 □

6.6.3 Borel 测度的正则性

Borel 测度给出了满足定理 6.9 全部假设的第一类重要例子。
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定义 6.8。 若 (X,B(X)) 上的测度 µ 对每个紧集 K ⊂ X 都满足

µ(K) < +∞,

则称 µ 为 Borel 测度。

下面主要考虑定义在可分空间（即存在可数稠密子集，见第 3.4 节）和局部紧空间上的 Borel
测度。

定义 6.9。 若度量空间 (X, d) 的每个点 x ∈ X 都有一个紧邻域 Kx，亦即

x ∈ K◦
x,

则称 (X, d) 局部紧。

事实上，在局部紧空间中，点 x 的每个邻域都包含 x 的一个紧邻域（参见文献 [18]）。

基本例。 Rd 配备任意有限维赋范空间结构时，是局部紧且可分的。反之，无限维赋范空间从
不局部紧。
(Rd,B(Rd)) 上的 Lebesgue 测度 λd 是 Borel 测度。事实上，任意紧集 K 有界，所以存在
M > 0，使

K ⊂ [−M,M ]d.

于是
λd(K) ≤ (2M)d < +∞.

a

a校订注：原书此式把前文一直使用的 λd(K) 误写成 λ(K)。这里统一恢复维数下标 d。

定理 6.10。局部紧可分度量空间上的每个 Borel测度都是正则的。也就是说，对每个A ∈ B(X)，

µ(A) = inf
A⊂O
O 开

µ(O) = sup
K⊂A
K 紧

µ(K). (6.8)

证明。由定理 6.9，只须证明存在紧集序列 (Ln)n≥1，使

Ln ⊂ Ln+1, X =

↑⋃
n≥1

L◦
n.

因为 µ 是 Borel 测度，各 Ln 的测度自动有限。

步骤 1：证明 (X, d) 是 σ-紧的。 所谓 σ-紧，是指存在递增紧集序列 (Kn)，使

X =

↑⋃
n≥1

Kn.

取 X 中的稠密序列 (xn)n≥1，并令

I :=
{
(n, r) ∈ N∗ ×Q∗

+ : B(xn, r) 紧
}
.
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I 至多可数，故可写成递增有限集序列 (Ip)p≥1 的并。
任取 x ∈ X。由局部紧性，x 有一个紧邻域 Kx。利用 (xn) 稠密，并适当选取有理半径 r > 0，
可找到 n ≥ 1，使

x ∈ B(xn, r) ⊂ K◦
x.

因此
X =

⋃
(n,r)∈I

B(xn, r).

令
Kp :=

⋃
(n,r)∈Ip

B(xn, r).

每个 Kp 是有限个紧集之并，因而紧；并且

Kp ⊂ Kp+1, X =

↑⋃
p≥1

Kp.

步骤 2：递归构造 Ln。 令 L1 := K1。假设已经构造出紧集 L1, . . . , Ln，满足

Kk ⊂ Lk (1 ≤ k ≤ n), Lk−1 ⊂ L◦
k (2 ≤ k ≤ n).

集合 Kn+1 ∪ Ln 紧。由局部紧性，其中每个点 x 都有紧邻域 Vx，且 x ∈ V ◦
x。开集族

(V ◦
x )x∈Kn+1∪Ln

覆盖紧集 Kn+1 ∪ Ln，故可抽取有限子覆盖

V ◦
x1 ∪ · · · ∪ V

◦
xp .

定义
Ln+1 := Vx1 ∪ · · · ∪ Vxp .

则 Ln+1 紧，并且
Kn+1 ⊂ Ln+1, Ln ⊂ V ◦

x1 ∪ · · · ∪ V
◦
xp ⊂ L

◦
n+1.

递归所得紧集序列满足

X =

↑⋃
n≥1

Kn ⊂
↑⋃

n≥1

Ln ⊂
↑⋃

n≥1

L◦
n+1 ⊂

↑⋃
n≥1

L◦
n ⊂ X.

所以 X =
⋃
n L

◦
n，定理 6.9(b)、(c) 同时适用，结论得证。 □

应用 6.2。 (Rd,B(Rd)) 上的每个 Borel 测度都正则。这当然包括 Lebesgue 测度 λd，也包括
所有具有密度

µ = f · λd

的测度，其中 f : Rd → R+ 是非负 Borel 函数，并且局部 Lebesgue 可积，即

∀K ⊂ Rd, K 紧 =⇒
∫
K
f dλd < +∞.
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拓扑补充。
(a) 每个 σ-紧度量空间都可分。先看紧度量空间 K。对每个 r ∈ Q∗

+，由紧性，可取有限个
点 x

(r)
1 , . . . , x

(r)
nr ∈ K，使

K ⊂
nr⋃
i=1

B(x
(r)
i , r).

于是
{x(r)i : 1 ≤ i ≤ nr, r ∈ Q∗

+}

可数且在 K 中稠密。若 X 是可数个紧集的并，对每个紧集取可数稠密集，再取这些稠
密集的可数并，就得到 X 的可数稠密集。

(b) 结合 (a) 与定理 6.10 证明的步骤 1 可知：在局部紧度量空间中，

可分 ⇐⇒ σ-紧.

(c) Urysohn 度量化定理还说明：若一个 Hausdorff 拓扑空间事先未必度量化，但它局部紧
且具有可数开基，则它可度量化，即其拓扑由某个距离生成（参见文献 [21]，第 218 页）。
a

a这一结论中，局部紧条件还可以换成更弱的正则性条件：每个点 x 的每个邻域都包含 x 的一个闭邻域。

6.6.4 Polish 空间上有限测度的正则性

当 µ 有限时，也可以用空间的完备性代替局部紧性来得到正则性。

定义 6.10。 若度量空间 (X, d) 同时可分且完备，则称它为 Polish 空间。

定理 6.11。 设 (X, d) 是 Polish 空间，µ 是 (X,B(X)) 上的有限测度。则：
(a) 对每个 ε > 0，存在紧集 Kε ⊂ X，使

µ(Kc
ε) ≤ ε;

(b) µ 具有式 (6.8) 意义下的正则性。

证明。(a) 取 X 中的稠密序列 (xn)n≥1，并固定 ε > 0。对每个 p ≥ 1，

X =
⋃
n≥1

B(xn, 1/p).

由于 µ(X) < +∞，从下连续性保证存在 np ∈ N∗，使

µ

(( np⋃
n=1

B(xn, 1/p)

)c)
≤ ε

2p
.

定义

Kε :=
⋂
p≥1

np⋃
n=1

B(xn, 1/p).
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对每个 p ≥ 1，

Kε ⊂
np⋃
n=1

B(xn, 1/p).

所以 Kε 全有界；它又是完备空间 X 中的闭集，故完备。完备且全有界的度量空间是紧的（参
见文献 [25]，第 137 页），于是 Kε 紧。
另一方面，

Kc
ε ⊂

⋃
p≥1

( np⋃
n=1

B(xn, 1/p)

)c
.

由 σ-次可加性，
µ(Kc

ε) ≤
∑
p≥1

ε

2p
= ε.

(b) 由命题 6.5，有限测度可用闭集从内逼近，也可用开集从外逼近。再用 (a) 取紧集 K，使
µ(Kc) 任意小；若 F 闭，则

F ∩K

是紧集。故闭集逼近可进一步换成紧集逼近，µ 内、外正则。 □

6.6.5 测度刻画中的应用

利用前述定理和命题 6.5，可以得到若干实用的测度唯一性判据。

定理 6.12。 设 (X, d) 是度量空间，µ, µ′ 是 (X,B(X)) 上的两个测度。若它们满足下列三组
条件之一，则

µ = µ′.

(a) 存在递增开集序列 (En)，使

X =

↑⋃
n≥1

En, µ(En) = µ′(En) < +∞,

并且 µ, µ′ 在所有开集上取值相同；
(b) (X, d) 局部紧且可分，并且对每个紧集 K ⊂ X，

µ(K) = µ′(K) < +∞;

(c) (X, d) 可分且完备，
µ(X) = µ′(X) < +∞,

并且对每个紧集 K ⊂ X，
µ(K) = µ′(K).

阅读提示（证明思路）。
• 在 (a) 中，(En) 使两个测度都满足定理 6.9(b) 的外正则性；它们在开集上相等，故在每
个 Borel 集上相等。

• 在 (b) 中，紧集上的有限性说明二者都是 Borel 测度；由定理 6.10 的内正则性，紧集上
的相等推出所有 Borel 集上的相等。

101



分析：积分理论｜中文讲义 第六章 可测空间上的正测度

• 在 (c) 中，定理 6.11 给出同样的紧集内逼近，结论相同。

6.7 练习

本节中，(X,A, µ) 表示测度空间。若某性质在一个可测零测集的补集上成立，则称它 µ-几乎
处处成立，记作 µ-a.e.

练习 6.1。 设 (An)n≥0、(Bn)n≥0 是 A 中的两个序列，并且对每个 n ∈ N，

An ⊂ Bn, µ(An) < +∞.

利用数列 (
µ(Bn)− µ(An)

)
n≥0

的各项，分别估计

µ

⋃
n≥0

Bn

 \
⋃
n≥0

An


和

µ

⋂
n≥0

Bn

 \
⋂
n≥0

An

 .

练习 6.2。 设 (Y,B) 是可测空间，

f : (X,A)→ (Y,B)

可测。证明映射
µf : B → R+, µf (B) := µ(f−1(B))

是 (Y,B) 上的测度。

练习 6.3。 在下列各情形中，证明给出的 µ 是测度，并刻画所有零测集。
(a) A = P(X)。固定 x ∈ X，定义

µ(A) := 1A(x).

(b) X = R，
A := {A ⊂ R : A 可数，或Ac 可数},

并定义：A 可数时 µ(A) = 0，否则 µ(A) = 1。
(c) X = N、A = P(N)。固定 (un)n≥0 ∈ RN

+，定义

µ(A) :=
∑
n∈A

un.

练习 6.4。 设
f : (X,A)→ (R,B(R))
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可测。
(a) 证明：若 µ(X) 6= 0，则存在 A ∈ A，使 µ(A) 6= 0，且 f 在 A 上有界。
(b) 证明：若

µ({f 6= 0}) 6= 0,

则存在 A ∈ A，使 µ(A) 6= 0，且 |f | 在 A 上有一个严格正的下界。

练习 6.5。 设 µ 是 B(R) 上的有限测度，定义

F (x) := µ([x,+∞)), x ∈ R.

(a) 证明测度 µ 由函数 F 唯一确定。
(b) 证明 F 在 R 上单调递减且左连续，并计算 F 在 +∞、−∞ 处的极限。
(c) 对 x ∈ R 计算 µ({x})，再证明

F 在x 处连续 ⇐⇒ µ({x}) = 0.

由此能对集合
D := {x ∈ R : µ({x}) 6= 0}

得到什么结论？

练习 6.6。 若 N ⊂ X，且存在 A ∈ A 满足

N ⊂ A, µ(A) = 0,

则称 N 关于 µ 可忽略，或称 N 为 µ-可忽略集。记

N := {N ⊂ X : N 为µ-可忽略集},

以及
A := {A ∪N : (A,N) ∈ A×N}.

(a) 证明：
C ∈ A ⇐⇒ ∃A,B ∈ A, A ⊂ C ⊂ B, µ(B \A) = 0.

(b) 证明 A 是 σ-代数。
(c) 对每个 C ∈ A，若

A ⊂ C ⊂ B, µ(B \A) = 0,

定义
µ(C) := µ(A).

证明这个定义与 A,B 的选择无关，并证明 µ 是 A 上的测度，且在 A 上与 µ 一致。
(d) 证明 µ 是完备测度，即 A 包含所有 µ-可忽略集。
称 A 为测度 µ 的完备化 σ-代数；第 13 章将详细研究这一构造。

练习 6.7。 给定 a, b ∈ R，令

f : R→ R, f(x) := ax+ b.
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证明：对每个 A ∈ B(R)，

f(A) ∈ B(R), λ(f(A)) = |a|λ(A).

练习 6.8。
(a) 证明：R 中存在测度任意小的稠密开集。
(b) 由此证明：对每个 ε > 0，存在内部为空的闭集 F ⊂ R，使对每个 A ∈ B(R)，

λ(F ∩A) ≥ λ(A)− ε.

练习 6.9。 求 A,B ∈ B(R)，使

A+B = R, λ(A) = λ(B) = 0.

练习 6.10。 证明：连续函数 f : Rd → R 的图像是 Rd+1 中的 λd+1-零测集。

练习 6.11。 设 (X, d) 是度量空间，µ 是 B(X) 上的有限测度。若 A ∈ B(X) 满足

µ(A) = inf
A⊂O

O∈O(X)

µ(O) = sup
F⊂A

F c∈O(X)

µ(F ), (*)

则称 A 具有正则性 (∗)。
(a) 证明 X 的每个闭集都满足 (∗)。
(b) 证明所有满足 (∗) 的集合组成一个 σ-代数。
(c) 由此证明 X 的每个 Borel 集都满足 (∗)。

练习 6.12（Egoroff 定理）。 设 (X,A, µ) 的总质量有限，并设

fn : (X,A)→ (R,B(R)), n ≥ 1,

均可测。
(a) 证明序列 (fn) 的收敛点集为

C :=
⋂
k≥1

⋃
n≥1

⋂
i,j≥n
{|fi − fj | ≤ 1/k}.

(b) 假设 fn µ-几乎处处收敛到可测函数 f，即 µ(Cc) = 0。对 k, n ∈ N∗，定义

Akn :=

n⋃
p=1

⋂
i≥p
{|fi − f | ≤ 1/k}.

证明：对每个 ε > 0 与 k ∈ N∗，存在 nk,ε ∈ N∗，使

µ
(
(Aknk,ε

)c
)
<

ε

2k
.

(c) 推出 Egoroff 定理：对每个 ε > 0，存在 Aε ∈ A，使

µ(Acε) < ε,

并且 fn 在 Aε 上一致收敛到 f。
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(d) 用简单例子说明：若 µ(X) = +∞，上述结论一般不成立。可考虑配备计数测度的
(N,P(N))，或配备 Lebesgue 测度的 (R,B(R))。

练习 6.13（依测度收敛）。 设 fn : (X,A)→ (R,B(R)) 可测，且 f 可测。若

∀ε > 0, lim
n→∞

µ({|fn − f | > ε}) = 0,

则称 fn 依测度收敛到 f。
(a) 证明：若 µ(X) < +∞，且 fn µ-几乎处处收敛到 f，则 fn 依测度收敛到 f。
(b) 证明：若 fn 依测度收敛到 f，则存在子列 (fnk

) µ-几乎处处收敛到 f。

练习 6.14（本质支集）。 设 X 是可分度量空间，配备 Borel σ-代数 B(X) 与测度 µ。对每个
可测函数 f : X → K，定义

Sµf := {F ⊂ X : F 闭，且f = 0 µ-a.e. 于F c},

以及 f 的本质支集
Sµf :=

⋂
F∈Sµ

f

F.

(a) 若 f 连续，证明
Sµf ⊂ supp f := {f 6= 0}.

再证明：若 X 的每个非空开集都有严格正的 µ-测度，则上式取等号。
(b) 对可测 f : X → K，证明

f = 0 µ-a.e. 于(Sµf )
c.

(c) 设 f, g : X → K 可测。证明：若

|f | ≤ |g| µ-a.e.,

则 Sµf ⊂ S
µ
g；若 |f | = |g| µ-a.e.，则 Sµf = Sµg。

(d) 设 (fn)n≥0 是递增到 f 的非负可测函数序列。证明

Sµf =

↑⋃
n≥0

Sµfn .

练习 6.15（测度的支集）。 设 X 是可分度量空间，µ 是 (X,B(X)) 上的测度。
(a) 令

Oµ := {O ∈ O(X) : µ(O) = 0}.

证明 Oµ 非空，并且在包含关系下有最大元 Ωµ。定义

suppµ := Ωcµ.

(b) 分别求 Dirac 测度 δa、Lebesgue 测度 λd 与计数测度 m 的支集。
(c) 设 f : X → R+ 非负可测，且

ν := f · µ.
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证明
supp ν = Sµf ,

其中右端是练习 6.14 定义的 µ-本质支集。

练习 6.16（Hausdorff 测度）。 设 (X, d) 是度量空间，α, ε > 0。对任意 A ⊂ X，记 Rε(A)
为 A 的所有可数球覆盖 (Bk)k≥1 组成的集合，其中

diamBk ≤ ε.

定义

µεα(A) := inf
(Bk)∈Rε(A)

∑
k≥1

(diamBk)
α

 .

(a) 证明函数
ε 7−→ µεα(A)

在 R∗
+ 上递减。

(b) 证明 A 7→ µεα(A) 是外测度（见定义 6.4）。
(c) 推出

µα(A) := lim
ε↓0

µεα(A)

是外测度；称它为 α 维 Hausdorff 测度。
(d) 证明：对每个 A ⊂ X，函数

α 7−→ µα(A)

在 R∗
+ 上递减；而固定 ε > 0 后，

α 7−→ ε−αµεα(A)

也递减。

练习 6.17（Hausdorff 维数）。 在赋范空间 Rd 中沿用练习 6.16 的记号。
(a) 设 α ≥ d、ε > 0。证明存在严格正的常数 cd（依赖于 Rd 上所选的范数），使对每个超
立方体 Q ⊂ Rd，

µεα(Q) ≤ cd εα−dλd(Q).

(b) 推出：若 α > d，则对每个有界集 A ⊂ Rd，

µα(A) = 0.

(c) 对有界集 A ⊂ Rd，定义 Hausdorff 维数

H(A) := inf{α > 0 : µα(A) = 0} ∈ [0, d].

证明：若 α > H(A)，则 µα(A) = 0；若 α < H(A)，则 µα(A) = +∞。
(d) 若 Q 是 Rd 中的超立方体，证明

H(Q) = d.
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练习 6.18（测度代数上的距离）。 在 A 上定义关系 R：对 A,B ∈ A，

ARB ⇐⇒ µ(A4B) = 0,

其中 4 表示对称差。
(a) 证明 R 是 A 上的等价关系，并刻画 ∅ 的等价类。
记 A/R 为商集，[A] 为 A ∈ A 的等价类。

(b) 证明：若 [A], [B] ∈ A/R，则 µ(A4B) 与代表元 A,B 的选择无关。
(c) 定义

d([A], [B]) := arctan
(
µ(A4B)

)
.

证明 d 是 A/R 上的距离。
(d) 设 ν 是 A 上的测度，并满足

∀ε > 0, ∃δ > 0, µ(A) < δ =⇒ ν(A) < ε.

证明映射
[A] 7−→ ν(A)

定义良好，并且在 (A/R, d) 上连续。

练习 6.19。 设 A ∈ B(R)，并记

−A := {−a : a ∈ A}, |A| := {|a| : a ∈ A}.

(a) 证明
−A ∈ B(R), |A| ∈ B(R+).

(b) 证明
λ(A) = λ(−A), λ(|A|) ≤ λ(A).

练习 6.20。 设测度空间 (X,A, µ) 满足 µ(X) = 1。
(a) 证明 ∣∣µ(A ∩B)− µ(A)µ(B)

∣∣ ≤√µ(A)(1− µ(A))µ(B)(1− µ(B)) ≤ 1

4
.

(b) 证明以下两个不等式：

µ(A ∩B)− µ(A)µ(B) ≤ min{µ(A)(1− µ(B)), µ(B)(1− µ(A))},

以及
µ(A)µ(B)− µ(A ∩B) ≤ min{µ(A)(1− µ(A)), µ(B)(1− µ(B))}.

(c) 证明 (b) 中的不等式比 (a) 中的不等式更精细。

练习 6.21。
(a) 在 B(R∗

+) 上定义

µ(A) :=

∫
A

dx

x
.

证明 µ 在任意正比例的伸缩变换下不变。
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(b) 设 µ′ 是 B(R∗
+) 上在正比例伸缩下不变的测度，并且

µ′([1, e]) = 1.

证明 µ′ = µ。
(c) 对 A ∈ B(R∗

+)、α > 0，令
Aα := {xα : x ∈ A}.

证明 Aα ∈ B(R∗
+)，并且

µ(Aα) = αµ(A).

练习 6.22。 设 X 配备 σ-代数 A。
(a) 设映射 µ : A → R+ 满足：

(i) µ(∅) = 0；
(ii) 若 A,B ∈ A 且 A ∩B = ∅，则

µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B);

(iii) 对每个递增序列 (An)n≥1 ⊂ A，

µ

 ↑⋃
n≥1

An

 =
↑

lim
n→∞

µ(An).

证明 µ 是 (X,A) 上的测度。
(b) 设 (νn)n≥1 是递增且有上界的有限正测度序列，即

sup
n≥1

νn(X) < +∞,

并且
∀n ≥ 1, ∀A ∈ A, νn(A) ≤ νn+1(A).

定义
ν(A) := lim

n→∞
νn(A).

证明 ν 是有限测度。

练习 6.23（函数型单调类定理）。设 (X,A) 是可测空间，H 是从 X 到 R 的有界函数空间的
一个实线性子空间，C 是 X 上的 π-系统。假设：
(i) 对每个 C ∈ C，

1C ∈ H;

(ii) 若 fn ∈ H、fn ≥ 0，并且
fn ↑ f,

其中极限函数 f 有界，则 f ∈ H。
a

(a) 令
T := {A ⊂ X : 1A ∈ H}.
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证明 T 是 λ-系统，并推出 H 包含 σ(C) 中所有集合的示性函数。
(b) 证明 H 包含所有有界的 σ(C)-可测函数。

a校订注：原书条件 (ii) 未写“极限函数 f 有界”。但 H 被假定为有界函数空间的子空间；若允许无界递增极
限，条件的结论 f ∈ H 甚至不属于同一母空间。标准的函数型单调类定理要求有界单调极限。
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Lebesgue 积分
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第七章 关于正测度的积分

本章中，(X,A, µ) 始终表示任意测度空间。以后将普遍使用 {f ∈ B} 代替 f−1(B)，表示原
像集合

{x ∈ X : f(x) ∈ B}；

类似地使用 {f = a}、{f 6= a}、{f ≤ a} 等记号。

本章采用以下约定：

0× µ(A) = 0 对每个A ∈ A，包括µ(A) = +∞ 的情形, (7.1)
0× f(x) = 0 对每个函数f，包括f(x) = ±∞ 的情形. (7.2)

因此，即使 µ({f = 0}) = +∞，仍令 0× µ({f = 0}) = 0。同样，只要 f(x)、g(x) 中有一个为零，
便令 f(x)g(x) = 0，即使另一个因子为无穷。例如，定义

f̃ := f1{|f |<+∞},

则在每个满足 f(x) = ±∞ 的点 x 处都有 f̃(x) = 0。有时把这些约定简写为

“ 0× (±∞) = 0”,

但使用这个简写时必须谨慎。

7.1 非负简单函数的积分

在简单函数 f 的各种表示中，标准形式为

f =
∑

α∈f(X)

α1{f=α}.

非负简单函数的积分正是借助这一标准形式定义的。为简化记号，以下记

ER+
(A) := {f : (X,A)→ (R+,B(R+)) : f 为简单函数}.

定义 7.1。 设 f ∈ ER+
(A)。定义 f 关于测度 µ 的积分为∫

X
f dµ :=

∑
α∈f(X)

αµ({f = α}) ∈ R+.
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命题 7.1。 设 f 是非负简单函数。对任意分解

f =
∑
i∈I

αi1Ai ,

其中 (Ai)i∈I 是 X 的有限 A-可测分割，都有∫
X
f dµ =

∑
i∈I

αiµ(Ai).

证明。把具有相同系数的项归在一起，可得∑
i∈I

αiµ(Ai) =
∑

α∈f(X)

∑
i∈I
αi=α

αiµ(Ai) =
∑

α∈f(X)

α
∑
i∈I
αi=α

µ(Ai).

对每个 α ∈ f(X)，由于各 Ai 两两不交，且⋃
i∈I
αi=α

Ai = {f = α},

所以 ∑
i∈I
αi=α

µ(Ai) = µ({f = α}).

代回即得结论。 □

还常把同一个积分写成

∫
X
f(x) dµ(x),

∫
X
f(x)µ( dx), 或

∫
X
f dµ.

若不会引起歧义，有时省略积分域 X。

注。
• 若 f ≡ 0，则 ∫

X
f dµ = 0× µ(X) = 0；

当 µ(X) = +∞ 时，这里用到了约定 (7.1)。
• 由定义可见∫

X
f dµ < +∞ ⇐⇒ µ({f 6= 0}) < +∞ 且 µ({f = +∞}) = 0.

若 f 处处取有限值，第二个条件自动成立。a

a校订注：原书只写了条件 µ({f 6= 0}) < +∞，但这里的简单函数允许取值 +∞。例如 f ≡ +∞、0 < µ(X) <

+∞ 时，原条件成立而积分仍为 +∞，故必须补上 µ({f = +∞}) = 0。

例。
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1. Dirac 测度。 设 µ = δa，其中 a ∈ X，并设 f : X → R+ 只取有限多个值。则∫
X
f dµ = f(a).

事实上，µ({f = f(a)}) = 1，而对每个 α ∈ f(X) \ {f(a)}，都有 µ({f = α}) = 0。
2. 计数测度。 设 m 是 (X,P(X)) 上的计数测度。若 f : X → R+ 只取有限多个值，则∫

X
f dm =

∑
α∈f(X)

α card{f = α}.

若 card{f 6= 0} < +∞，则 ∫
X
f dm =

∑
x∈X
f(x) ̸=0

f(x),

右端只有有限项，通常简写为
∑

x∈X f(x)。若 card{f 6= 0} = +∞，则令∑
x∈X

f(x) :=

∫
X
f dm = +∞.

因此在两种情形下统一有 ∫
X
f dm =

∑
x∈X

f(x).

特别地，当 X = N 时， ∫
N
f(n) dm(n) =

∑
n∈N

f(n),

这就是以 f(n) 为通项的级数之和；此处 n 7→ f(n) 只取有限多个非负值。

性质 7.1。 设 f, g ∈ ER+
(A)。

(a)
∫
X
(f + g) dµ =

∫
X
f dµ+

∫
X
g dµ（可加性）；

(b) f ≤ g =⇒
∫
X
f dµ ≤

∫
X
g dµ（单调性）；

(c) 对每个 λ ≥ 0，
∫
X
λf dµ = λ

∫
X
f dµ（正齐次性）。

证明。取分解
f =

∑
i∈I

αi1Ai , g =
∑
j∈J

βj1Bj ,

其中 (Ai)i∈I、(Bj)j∈J 是两个有限可测分割。于是

f + g =
∑

(i,j)∈I×J

(αi + βj)1Ai∩Bj ,
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而 (Ai ∩Bj)(i,j)∈I×J 是有限可测分割。因此 a∫
X
(f + g) dµ =

∑
(i,j)∈I×J

(αi + βj)µ(Ai ∩Bj)

=
∑
i∈I

αi
∑
j∈J

µ(Ai ∩Bj) +
∑
j∈J

βj
∑
i∈I

µ(Ai ∩Bj)

=
∑
i∈I

αiµ(Ai) +
∑
j∈J

βjµ(Bj)

=

∫
X
f dµ+

∫
X
g dµ.

若 f ≤ g，则对每个非空的 Ai ∩Bj，都有 αi ≤ βj。故 b∫
X
f dµ =

∑
i,j

αiµ(Ai ∩Bj) ≤
∑
i,j

βjµ(Ai ∩Bj) =
∫
X
g dµ.

最后，若 λ = 0，结论由约定 (7.2) 立即得到。若 λ > 0，则

(λf)(X) = {λα : α ∈ f(X)}, {λf = λα} = {f = α},

从而 ∫
X
λf dµ =

∑
α∈f(X)

λαµ({λf = λα}) = λ
∑

α∈f(X)

αµ({f = α}) = λ

∫
X
f dµ.

□
a校订注：原书以下计算的最后一项误印为

∫
X
g dm，此处讨论的是任意测度 µ，故应为

∫
X
g dµ。

b校订注：原书写 g = f + (g − f)。由于本节允许 f, g 取值 +∞，当 f(x) = g(x) = +∞ 时 g(x)− f(x) 没有
定义。这里改用共同分割逐项比较，结论及原论证顺序不变。

下面这个引理虽然只包含一些很简单的结论，却是构造 Lebesgue 积分的第一个重要环节。

引理 7.1。
(a) 若 A ∈ A、f ∈ ER+

(A)，则 1Af ∈ ER+
(A)，并定义 a

∫
A
f dµ :=

∫
X
(1Af) dµ.

(b) 若 A,B ∈ A、A ∩B = ∅，则∫
A∪B

f dµ =

∫
A
f dµ+

∫
B
f dµ.

(c) 设 (En)n≥1 ⊂ A 递增，且

X =

↑⋃
n≥1

En.

则 ∫
X
f dµ =

↑
lim
n→∞

∫
En

f dµ.

a校订注：原书下式右端误印为
∫
X
(1Af) dm；本章固定的测度是 µ，且左端也关于 µ 积分，故改为 dµ。
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证明。(a) 若 f =
∑

i∈I αi1Ai，则

1Af =
∑
i∈I

αi1Ai∩A + 0 · 1Ac ,

而 {Ac, Ai ∩A : i ∈ I} 是 X 的有限可测分割，所以 1Af 是非负简单函数。
(b) 由 1A∪Bf = 1Af + 1Bf 和积分的可加性立即得到。
(c) 对分解 f =

∑
i∈I αi1Ai，由 (a) 有∫

En

f dµ =
∑
i∈I

αiµ(En ∩Ai) + 0× µ(Ecn).

由于 En ∩Ai ↑ Ai，测度的从下连续性给出

↑
lim
n→∞

∫
En

f dµ =
∑
i∈I

αiµ(Ai) =

∫
X
f dµ.

□

7.2 非负可测函数的积分

记

M+(A) := {f : (X,A)→ (R+,B(R+)) : f 可测}.

其中的函数可以取值 +∞。

定义 7.2。
(a) 若 f ∈M+(A)，定义∫

X
f dµ := sup

{∫
X
ϕdµ : ϕ ≤ f, ϕ ∈ ER+

(A)
}
. (7.3)

零函数是积分为零的简单函数且不超过 f，所以这个上确界有定义并属于 R+。
(b) 若 ∫

X
f dµ < +∞,

则称 f 是 µ-可积的。

性质 7.2。
(a) 若 f 本身是非负简单函数，则 (7.3) 给出的积分与定义 7.1 一致。
(b) 若 f, g ∈M+(A) 且 f ≤ g，则 ∫

X
f dµ ≤

∫
X
g dµ.

证明。(a) 对任意满足 0 ≤ ϕ ≤ f 的非负简单函数 ϕ，性质 7.1(b) 给出∫
X
ϕdµ ≤

∫
X
f dµ.
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另一方面，定义 (7.3) 中可以取 ϕ = f，故上确界恰等于
∫
X f dµ。

(b) 若 f ≤ g，则
{ϕ ∈ ER+

(A) : ϕ ≤ f} ⊂ {ϕ ∈ ER+
(A) : ϕ ≤ g}.

对两边相应积分集合取上确界即得结论。a □
a校订注：原书此处又把右端误印成

∫
X
g dm，应为

∫
X
g dµ。

下面的定理是建立 Lebesgue 积分基本性质的关键。

定理 7.1（Beppo Levi 定理或单调收敛定理）。 设 (fn)n≥1 是M+(A) 中的递增序列，即

0 ≤ fn ≤ fn+1.

则

f :=
↑

lim
n→∞

fn ∈M+(A),
∫
X
f dµ =

↑
lim
n→∞

∫
X
fn dµ.

证明。第一步。 命题 5.7(c) 已证明 f 可测。又由 fn ≤ fn+1 ≤ f 和性质 7.2(b)，∫
X
fn dµ ≤

∫
X
fn+1 dµ ≤

∫
X
f dµ.

所以 a
↑

lim
n→∞

∫
X
fn dµ ≤

∫
X
f dµ.

第二步。在 (7.3)的上确界中，只需考虑处处有限的非负简单函数。事实上，对任意 ψ ∈ ER+
(A)，

令 ψk := min(ψ, k)，则 ψk 处处有限、ψk ≤ ψ，且直接由定义 7.1 的有限和可得∫
X
ψ dµ = sup

k≥1

∫
X
ψk dµ.

因此，任取处处有限的 ϕ ∈ ER+
(A)，使 ϕ ≤ f，再任取 λ ∈ (0, 1)。对 n ≥ 1，令

En := {fn ≥ λϕ}.

显然 En ∈ A，且因 fn ≤ fn+1 有 En ⊂ En+1。又因为 ϕ 处处有限，

X =

↑⋃
n≥1

En.

确切地说，
↓⋂

n≥1

Ecn =
⋂
n≥1

{fn < λϕ} ⊂ {f ≤ λϕ} ∩ {f > 0} = ∅；

而在 {f = 0} 上有 fn = ϕ = 0，故这些点从一开始便属于每个 En。
对每个 n ≥ 1，都有 1Enλϕ ≤ fn，从而由性质 7.2(b)，

λ

∫
En

ϕ dµ =

∫
En

λϕ dµ ≤
∫
X
fn dµ ≤

↑
lim
k→∞

∫
X
fk dµ.
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由引理 7.1(c)，令 n→∞ 得

λ

∫
X
ϕdµ ≤

↑
lim
k→∞

∫
X
fk dµ.

再令 λ ↑ 1，便有 ∫
X
ϕdµ ≤

↑
lim
k→∞

∫
X
fk dµ.

最后对所有这样的 ϕ 取上确界，得到∫
X
f dµ ≤

↑
lim
k→∞

∫
X
fk dµ.

结合第一步得到的反向不等式，即得所需等式。b □
a校订注：原书下式左端的被积函数误印成 c，应为 fn，才能由 fn ≤ fn+1 得到。
b校订注：原书第二步允许 φ 取值 +∞，并据此断言 X =

⋃
n{fn ≥ λφ}。若 fn(x) = n、f(x) = φ(x) = +∞，

该点不属于任何一个集合，断言即失效。这里先用 φ ∧ k 说明只需考虑处处有限的简单函数，再沿用原证明。

Beppo Levi 定理不仅是构造 Lebesgue 积分时不可缺少的技术步骤，也有许多直接应用，尤其
适合处理积分序列以及依赖参数的积分。章末应用 7.1 将展示这一点。

现在可以把已经对非负简单函数证明的基本性质推广到一般非负可测函数。

性质 7.3。 设 f, g ∈M+(A)。
(a) 若 f ≤ g，则

0 ≤
∫
X
f dµ ≤

∫
X
g dµ （单调性）；

(b) ∫
X
(f + g) dµ =

∫
X
f dµ+

∫
X
g dµ （可加性）；

(c) 对每个 λ ≥ 0， ∫
X
λf dµ = λ

∫
X
f dµ （正齐次性）。

a

a校订注：原书在 (a)、(b) 以及 (b) 的证明末尾三次把关于 µ 的积分误印成关于计数测度 m 的积分；这里均
统一改为 dµ。

证明。(a) 已由 Beppo Levi 定理之前的性质 7.2(b) 证明。
(b) 当 f, g 是非负简单函数时，结论就是性质 7.1(a)。由基本逼近引理（定理 5.1），存在非负
简单函数序列 (fn)、(gn)，使

fn ↑ f, gn ↑ g.

于是 fn + gn ↑ f + g。连续三次应用 Beppo Levi 定理并使用简单函数积分的可加性，得到∫
X
(f + g) dµ = lim

n→∞

∫
X
(fn + gn) dµ

= lim
n→∞

(∫
X
fn dµ+

∫
X
gn dµ

)
=

∫
X
f dµ+

∫
X
g dµ.
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(c) 当 λ = 0 时，由约定 (7.1) 立即得到结论。若 λ > 0，对 fn ↑ f 使用基本逼近引理，则
λfn ↑ λf；再如 (b) 一样应用简单函数的正齐次性与 Beppo Levi 定理即可。 □

命题 7.2。 若 f ∈M+(A)，则∫
X
f dµ = 0 ⇐⇒ µ({f 6= 0}) = 0.

证明。若 f 是非负简单函数，由定义与约定 0× (+∞) = 0，等价关系立即成立。
一般情形下，由基本逼近引理，存在非负简单函数 fn ↑ f。特别地，

{f 6= 0} = {f > 0} =
↑⋃

n≥1

{fn 6= 0}.

由测度的从下连续性，

µ({f 6= 0}) =
↑

lim
n→∞

µ({fn 6= 0}).

若
∫
X f dµ = 0，则由 0 ≤ fn ≤ f 和性质 7.3(a)，对每个 n ≥ 1 都有

∫
X fn dµ = 0，所以

µ({fn 6= 0}) = 0。令 n→∞ 得 µ({f 6= 0}) = 0。
反之，若 µ({f 6= 0}) = 0，则对每个 n，µ({fn 6= 0}) = 0，从而

∫
X fn dµ = 0。Beppo Levi 定

理给出 ∫
X
f dµ =

↑
lim
n→∞

∫
X
fn dµ = 0.

□

“几乎处处”的记号

与其写 µ({f 6= 0}) = 0，通常更简洁地说“f = 0 在 µ-几乎处处成立”，简记为

f = 0 µ-a.e.

这里 a.e. 是 almost everywhere（几乎处处）的缩写。同样，f = g µ-a.e. 表示 µ({f 6= g}) = 0。

若 (fn)n≥1 与 f 都是 (X,A) 上的可测函数，则 fn → f µ-a.e. 表示

µ
({
x ∈ X : lim

n→∞
fn(x) 6= f(x)

})
= 0.

更一般地，若命题 Px 依赖于 x，则称 Px 在 µ( dx)-几乎处处成立，是指

{x ∈ X : Px 不成立} ∈ A, µ({x ∈ X : Px 不成立}) = 0.

有时还允许稍弱的表述：存在 N ∈ A，使

{x ∈ X : Px 不成立} ⊂ N, µ(N) = 0.

推论 7.1。 设 f, g ∈M+(A)。若 f = g µ-a.e.，则∫
X
f dµ =

∫
X
g dµ.

a
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a校订注：原书在结论以及证明中多次误把 dµ 印成 dm；此处均已改正。

证明。命题 5.7(c) 表明 max(f, g) 与 min(f, g) 都可测。定义

h :=

max(f, g)−min(f, g), min(f, g) < +∞,
0, f = g = +∞.

则 h 可测且非负。可测性可以直接检验：若 a > 0，则

{h ≥ a} = {max(f, g) ≥ min(f, g) + a} ∩ {min(f, g) < +∞} ∈ A；

若 a ≤ 0，则 {h ≥ a} = X。
由于 h 在 {f = g} 上为零，假设给出 h = 0 µ-a.e.，故命题 7.2 蕴含

∫
X hdµ = 0。又

max(f, g) = min(f, g) + h,

所以由性质 7.3(b)， ∫
X
max(f, g) dµ =

∫
X
min(f, g) dµ.

最后利用
min(f, g) ≤ f, g ≤ max(f, g)

以及积分的单调性，得到 ∫
X
f dµ =

∫
X
g dµ.

□

命题 7.3（Markov 不等式）。 设 f ∈M+(A)。则对每个 a > 0，

µ({f ≥ a}) ≤ 1

a

∫
X
f dµ.

证明。由逐点不等式
f ≥ a1{f≥a}

和积分的单调性， ∫
X
f dµ ≥

∫
X
a1{f≥a} dµ = aµ({f ≥ a}).

两边除以 a > 0 即得结论。 □

推论 7.2。 若 f ∈M+(A) 是 µ-可积的，则

µ({f = +∞}) = 0.
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证明。注意到

{f = +∞} =
↓⋂

n≥1

{f ≥ n}, µ({f ≥ 1}) ≤
∫
X
f dµ < +∞.

因此可以对递减集合列使用测度的从上连续性。再由 Markov 不等式，

µ({f = +∞}) =
↓

lim
n→∞

µ({f ≥ n}) ≤ lim
n→∞

1

n

∫
X
f dµ = 0.

□

例。
1. N 上的计数测度。 取 X = N、A = P(N)，并以 m 表示计数测度。此时

M+(A) = {取值于R+ 的序列(un)n∈N}.

非负序列 (un) 关于 m 的积分，正是相应级数的和：∫
N
un dm(n) =

∑
n∈N

un.

事实上，对每个 N ∈ N，令

u(N)
n :=

un, n < N,

0, n ≥ N.

则 (u
(N)
n )n∈N 至多取 N +1 个值，因而是简单函数，并且当 N ↑ +∞ 时逐点递增到 (un)。

第 7.1 节例 2 给出 ∫
N
u(N)
n dm(n) =

∑
n∈N

u(N)
n =

N−1∑
n=0

un.

由 Beppo Levi 定理，∫
N
un dm(n) = lim

N→∞

∫
N
u(N)
n dm(n) = lim

N→∞

N−1∑
n=0

un =
∑
n∈N

un.

2. 任意集合上的计数测度。更一般地，若 m 是 (X,P(X)) 上的计数测度，便得到非负“可
求和族”的理论。对任意函数 u : X → R+，定义∑

x∈X
u(x) :=

∫
X
u(x) dm(x).

Markov 不等式表明：若 ∑
x∈X

u(x) < +∞,

则 {u 6= 0} 至多可数。事实上，对每个 n ≥ 1，

card{x ∈ X : u(x) ≥ 1/n} ≤ n
∑
x∈X

u(x) < +∞,

而
{u 6= 0} =

⋃
n≥1

{u ≥ 1/n}.
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注意。 推论 7.2 的逆命题不成立。在带计数测度的 (N,P(N),m) 上，令

f0 := 0, fn :=
1

n
(n ≥ 1).

序列 (fn)n∈N 处处有限，但 ∫
N
fn dm(n) =

∑
n≥1

1

n
= +∞.

在 (R,B(R), λ) 上也可以构造类似例子。

7.3 可积函数空间 L1
K(µ)

一如既往，K = R 或 C。本节也会考虑取值于 R、R+ 的函数，甚至偶尔考虑取值于 C 的
Alexandroff 紧化的函数。1

定义 7.3。
(a) 可测函数

f : (X,A)→ (K,B(K))

称为 µ-可积的，是指 |f | 是 µ-可积的，即∫
X
|f | dµ < +∞.

(b) 记

L1
K(X,A, µ) :=

{
f : (X,A)→ (K,B(K)) : f 可测且

∫
X
|f | dµ < +∞

}
.

若不会引起歧义，通常简写为 L1
K(µ)，甚至 L1(µ)。同样的定义也适用于取值于 R+、R

等空间的函数。

重要说明。
• 若 f 取值于 R，由 |f | = f+ + f− 以及非负可测函数积分的单调性和可加性，

f ∈ L1
R(µ) ⇐⇒ f+, f− ∈ L1

R+
(µ).

• 若 f ∈ L1
R(µ)，则

µ({f = ±∞}) = 0,

即 f 在 µ-几乎处处取有限值。事实上，{f = ±∞} = {|f | = +∞}，结论由推论 7.2 得到。
• 若 f, g 取值于 R，且 f = g µ-a.e.，则

f ∈ L1
R(µ) ⇐⇒ g ∈ L1

R(µ).

因为 |f | = |g| µ-a.e.，推论 7.1 给出
∫
X |f | dµ =

∫
X |g| dµ。

• 若 f 取值于 C，则

|Re f | ≤ |f |, | Im f | ≤ |f | ≤ |Re f |+ | Im f |.

1局部紧空间的 Alexandroff 紧化构造见文献 [25]。
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所以
f ∈ L1

C(µ) ⇐⇒ Re f, Im f ∈ L1
R(µ).

同理，若复值函数 f = g µ-a.e.，则二者同时属于或不属于 L1
C(µ)。

定义 7.4。
(a) 若 f ∈ L1

R(µ)，定义 ∫
X
f dµ :=

∫
X
f+ dµ−

∫
X
f− dµ.

(b) 若 f ∈ L1
C(µ)，定义 ∫

X
f dµ :=

∫
X
Re f dµ+ i

∫
X
Im f dµ.

a

a校订注：原书复值积分定义的虚部误印成关于 m 的积分；这里应与实部一致，都关于本章固定的测度 µ 积分。

进一步说明。
• 若扩展实值函数 f = g µ-a.e.，则二者同时可积；又 f± = g± µ-a.e.，故推论 7.1 给出∫

X
f dµ =

∫
X
g dµ.

a

• 若 f ∈ L1
R(µ)，令

f̃ := f1{f∈R}.

则

f̃ = f µ-a.e., f̃ ∈ L1
R(µ),

∫
X
f̃ dµ =

∫
X
f dµ.

a校订注：原书这个等式的右端再一次误印为
∫
X
g dm，已改为

∫
X
g dµ。

因此，后文将尽量不再把 µ-可积函数视为取值于 R 的函数，也不再特别使用 L1
R(µ) 的记号；

在零测集上把函数改成有限值不会改变其积分。

例。
1. 在带计数测度 m 的 (N,P(N)) 上，m-可积函数恰好对应绝对收敛级数：

L1
K(m) = `1K(m) :=

{
(un)n∈N :

∑
n∈N
|un| < +∞

}
.

2. 在带计数测度的 (X,P(X)) 上，m-可积函数就是通常所说的“绝对可求和族”。

定理 7.2。 对 K = R 或 C，L1
K(µ) 是 K-向量空间，而且

f 7−→
∫
X
f dµ

是线性泛函。它还是正的：若 f 为非负实值函数，则
∫
X f dµ ≥ 0。因此在实值空间上它是单
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调的：

∀f, g ∈ L1
R(µ), f ≤ g =⇒

∫
X
f dµ ≤

∫
X
g dµ.

a

a校订注：原书先允许 K = R 或 C，随后却对所有 f, g ∈ L1
K(µ) 写 f ≤ g。复数没有这里所需的自然次序，故

单调性必须陈述在实值函数空间上；复值积分的线性与对非负实值函数的正性仍然成立。

证明。实值情形。 若 f, g ∈ L1
R(µ)，则

|f + g| ≤ |f |+ |g|,

故由非负积分的单调性与可加性，f + g ∈ L1
R(µ)。另一方面，

f + g = (f + g)+ − (f + g)− = f+ + g+ − f− − g−,

从而
(f + g)+ + f− + g− = (f + g)− + f+ + g+.

上式各项积分均有限。对等式两边积分并重新排列，得到∫
X
(f + g) dµ =

∫
X
f dµ+

∫
X
g dµ.

齐次性由非负积分的正齐次性得到。若 λ ≥ 0，则 (λf)± = λf±；若 λ < 0，则 (λf)± = −λf∓。
两种情形都给出 ∫

X
λf dµ = λ

∫
X
f dµ.

复值情形。 Re 与 Im 的实线性保证可加性。对齐次性，先验证 λ = i 的情形，再结合实值情
形以及

(α+ iβ)(Re f + i Im f) = (αRe f − β Im f) + i(α Im f + βRe f)

即可。
最后，若实值 f ≤ g，则 g − f ≥ 0，所以∫

X
g dµ−

∫
X
f dµ =

∫
X
(g − f) dµ ≥ 0.

□

注（练习）。 定义

‖f‖1 :=
∫
X
|f | dµ.

这是 L1
K(µ) 上的半范数，其核为

{f ∈ L1
K(µ) : f = 0 µ-a.e.}.

有关定义见第 9.3.1 节。
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命题 7.4（积分的三角不等式）。
(a) 对任意 f ∈ L1

K(µ)， ∣∣∣∣∫
X
f dµ

∣∣∣∣ ≤ ∫
X
|f | dµ.

(b) 等号成立的条件如下：
• 若 K = R，等号成立当且仅当 f 在 µ-几乎处处同号；
• 若 K = C，等号成立当且仅当存在 α ∈ C、|α| = 1，使

f = α|f | µ-a.e.,

也就是说，f 的辐角在 µ-几乎处处为常数。

证明。(a) 取 λ ∈ C，使 ∣∣∣∣∫
X
f dµ

∣∣∣∣ = λ

∫
X
f dµ.

总可以令 |λ| = 1；若积分为零，任取模长为一的 λ 即可。于是∣∣∣∣∫
X
f dµ

∣∣∣∣ = ∫
X
λf dµ

=

∫
X
Re(λf) dµ+ i

∫
X
Im(λf) dµ

≤
∫
X
|Re(λf)| dµ ≤

∫
X
|λf | dµ =

∫
X
|f | dµ.

(7.4)

这里 λ
∫
X f dµ 是实数，所以

∫
X Im(λf) dµ = 0。a

(b) 三角不等式取等，当且仅当 (7.4) 中两次不等式同时取等，即∫
X

(
|Re(λf)| − Re(λf)

)
dµ = 0

且 b ∫
X

(
|λf | − |Re(λf)|

)
dµ = 0.

由命题 7.2，这等价于
Re(λf) ≥ 0, Im(λf) = 0 µ-a.e.,

继而依次等价于
λf = |λf | = |f | µ-a.e.

令 α := 1/λ，便得到复值情形的结论。若 f 实值，则 f 非零时 α 只能取 1 或 −1，这正是 f

几乎处处同号。 □
a校订注：原书在 (7.4) 的虚部积分处误印为 dm，应为 dµ。
b校订注：原书下式的积分后漏印了“= 0”。只有补上这一等式，才与紧接着的“两个非负函数积分均为零”以

及命题 7.2 的应用一致。

7.4 紧区间上的 Riemann 积分与 Lebesgue 积分

下面说明：在紧区间 [a, b] 上，对于 Riemann 可积函数，Riemann 积分与关于 Lebesgue 测度
的 Lebesgue 积分在适当意义下相互一致。
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命题 7.5。
(a) 一般结论。 对任意 f ∈ I([a, b],K)，存在

g ∈ L1
K([a, b],B([a, b]), λ)

满足：
(i) f = g λ-a.e.，也就是说，存在 A ∈ B([a, b])，使

λ(A) = 0, ∀x /∈ A, f(x) = g(x)；

(ii) ∫ b

a
f(x) dx =

∫
[a,b]

g dλ.

(b) 实际使用的形式。 特别地，若 f : [a, b]→ K 是 Borel 可测且 Riemann 可积的，则

f ∈ L1
K([a, b],B([a, b]), λ),

∫ b

a
f(x) dx =

∫
[a,b]

f dλ.

注。
• 若改在 Lebesgue σ-代数 B([a, b])λ，即把所有零测集的子集补入 Borel σ-代数所得的完备
化上工作，则 (a) 可以直接写成

I([a, b],K) ⊂ L1
K([a, b],B([a, b])λ, λ),

∫ b

a
f(x) dx =

∫
[a,b]

f dλ.

完备 σ-代数将在第 13 章详细定义和研究。
• (b) 特别说明：在调节函数上，[a, b] 上的 Riemann 积分与关于 Lebesgue 测度的积分相
同。事实上，调节函数是阶梯函数的一致极限，故为 Borel 可测函数；这里用到了每个阶
梯函数都是简单函数、因而 Borel 可测。
此外，[a, b] 上的函数是调节函数，当且仅当它在所有有意义的点都存在左、右极限。因
此，连续函数、单调函数以及有界变差函数都是调节函数。

证明。先设 f ∈ I([a, b],R)。根据 Riemann可积性的定义，存在 [a, b]上两列阶梯函数 (Φn)n≥1、
(Ψn)n≥1，满足

|Φn − f | ≤ Ψn,

∫ b

a
Ψn −→ 0,

∫ b

a
Φn −→

∫ b

a
f.

令
αn := Φn −Ψn, βn := Φn +Ψn.

则

αn ≤ f ≤ βn,
∫ b

a
(βn − αn) −→ 0,

∫ b

a
αn −→

∫ b

a
f.

先注意一个直接事实：若 γ 是 [a, b] 上的阶梯函数，则它也是简单函数，而且∫ b

a
γ(x) dx =

∫
[a,b]

γ dλ.
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定义
α̃n := max(α1, . . . , αn), β̃n := min(β1, . . . , βn).

它们仍为简单函数，并满足

αn ≤ α̃n ≤ α̃n+1 ≤ f ≤ β̃n+1 ≤ β̃n ≤ βn.

令

α̃ :=
↑

lim
n→∞

α̃n, β̃ :=
↓

lim
n→∞

β̃n.

命题 5.7(c) 表明二者都是 Borel 可测的，而且 α̃ ≤ f ≤ β̃。由积分的单调性，∫ b

a
αn =

∫
[a,b]

αn dλ ≤
∫
[a,b]

α̃n dλ ≤
∫
[a,b]

α̃ dλ

≤
∫
[a,b]

β̃ dλ ≤
∫
[a,b]

β̃n dλ ≤
∫ b

a
βn.

令 n→∞，夹逼得到 ∫
[a,b]

α̃ dλ =

∫
[a,b]

β̃ dλ =

∫ b

a
f.

现在令
γ := β̃ − α̃ ∈M+(B([a, b])).

这个差有定义，因为
α1 ≤ α̃ ≤ β̃ ≤ β1,

而阶梯函数 α1, β1 有界，故 α̃, β̃ 都处处有限。又∫
[a,b]

γ dλ = 0,

所以命题 7.2 给出 λ({γ 6= 0}) = 0。定义 a

g := f1{γ=0} = α̃1{γ=0}.

右端说明 g 是 Borel 可测函数；并且 g = f λ-a.e. b，且∫
[a,b]

g dλ =

∫
[a,b]

α̃1{γ=0} dλ =

∫
[a,b]

α̃ dλ =

∫ b

a
f.

若 K = C，分别对 Re f、Im f ∈ I([a, b],R) 使用以上论证即可。这证明了 (a)。(b) 由 (a) 以
及此时 f = g λ-a.e. 立即得到。 □

a校订注：原书在下式中漏印了第一个示性函数前的 f，写成 g := 1{γ=0} = α̃1{γ=0}，该等式一般不成立。由
γ = 0 时 α̃ = f = β̃，正确式如下。

b校订注：原书把这里的“λ-几乎处处”误写成关于本章一般测度 µ 的几乎处处；本节的测度是 [a, b] 上的
Lebesgue 测度 λ。

对 Borel 可测且 Lebesgue 可积的函数，今后将交替使用∫ b

a
f(x) dx 和

∫
[a,b]

f dλ

表示 [a, b] 上的积分。
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结合命题 7.5与下一章的控制收敛定理（定理 8.3），可以证明：若 f : R→ K局部 Riemann可
积，并且其反常积分绝对收敛，则存在 L1

K(λ)中的 Borel函数与 f 在 λ-几乎处处相等，且 Lebesgue
积分与反常 Riemann 积分相同。在这种情形下，可以交替写成

∫ +∞

−∞
f(x) dx,

∫
R
f dλ,

∫
R
f(x)λ( dx),

∫
R
f(x) dλ(x).

注。 令 f := 1Q∩[0,1]。第 1 章已说明 f /∈ I([0, 1],R)，但 f ∈ L1
R(λ)，并且∫

R
f dλ = 0.

事实上，Q ∩ [0, 1] 是可数个单点闭集的并，因而是 Borel 集。若 (rn)n≥1 枚举 Q ∩ [0, 1]，则∫
R
f dλ = λ(Q ∩ [0, 1]) =

∑
n≥1

λ({rn}) = 0.

应用 7.1（Beppo Levi 定理的一个实际用法）。 对 n ∈ N∗、α ∈ R，研究

In(α) :=

∫ n

0

(
1− x

n

)n
eαx dx

在 n→∞ 时的极限。
先写成

In(α) =

∫ +∞

0
fn(x)e

αx dx, fn(x) := 1[0,n](x)
(
1− x

n

)n
, x ≥ 0.

下面对 (fn)n≥1 使用 Beppo Levi 定理。先证明它递增。对每个 n ≥ 1，只需在 x ∈ [0, n) 上验
证 (

1− x

n

)n
≤
(
1− x

n+ 1

)n+1

.

定义

gn(x) := (n+ 1) ln
(
1− x

n+ 1

)
− n ln

(
1− x

n

)
, x ∈ [0, n).

则
g′n(x) =

n

n− x
− n+ 1

n+ 1− x
=

x

(n− x)(n+ 1− x)
≥ 0.

又 gn(0) = 0，所以 gn ≥ 0，从而 fn ≤ fn+1。
另一方面，对每个固定的 x ≥ 0，当 n ≥ x 时

fn(x) =
(
1− x

n

)n
−→ e−x.

因此 Beppo Levi 定理给出

lim
n→∞

In(α) =

∫ +∞

0
e(α−1)x dx =


1

1− α
, α < 1,

+∞, α ≥ 1.
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7.5 练习

本节中，(X,A, µ) 表示测度空间。

习题 7.1。
(a) 设 f ∈ L1

R(µ)，并且对每个 A ∈ A，都有∫
A
f dµ = 0.

证明 f = 0 µ-a.e.。
(b) 设 f ∈ L1

R(µ)，F 是 R 中的闭集，并且对每个满足 µ(A) > 0 的 A ∈ A，都有

1

µ(A)

∫
A
f dµ ∈ F,

其中约定 1/(+∞) = 0。证明
f ∈ F µ-a.e.

习题 7.2。 证明：测度空间 (X,A, µ) 是 σ-有限的，即存在 En ∈ A 使

X =

↑⋃
n≥0

En, µ(En) < +∞,

当且仅当存在一个处处严格为正的可积函数。

习题 7.3。 设 f : X → R 可测。证明

f ∈ L1
R(µ) ⇐⇒

∑
n∈Z

2nµ
(
{2n ≤ |f | < 2n+1}

)
< +∞.

习题 7.4。 设 (X,A, µ) 的总质量有限，且 f : X → R 可测。
(a) 证明

f ∈ L1
R(µ) ⇐⇒

∑
n≥1

nµ
(
{n ≤ |f | < n+ 1}

)
< +∞.

(b) 证明：对每个 n ∈ N∗，
n∑
k=1

k µ
(
{k ≤ |f | < k + 1}

)
=

n∑
k=1

µ({|f | ≥ k})− nµ({|f | ≥ n+ 1}).

(c) 设 (un)n≥1 是递减到零的序列，并且

vn :=
n∑
k=1

uk − nun+1

组成的序列有界。证明
∑

n≥1 un < +∞。
(d) 由此证明

f ∈ L1
R(µ) ⇐⇒

∑
n≥1

µ({|f | ≥ n}) < +∞.

(e) 当 µ(X) = +∞ 时，(a)、(d) 的结论是否仍然成立？
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习题 7.5。
(a) 设 f ∈ L1

R(µ)。证明：对每个 ε > 0，存在 Aε ∈ A，使 µ(Aε) < +∞、f 在 Aε 上有界，
并且 ∫

X\Aε

|f | dµ < ε.

(b) 由此推出积分关于测度的连续性：

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀A ∈ A, µ(A) ≤ δ =⇒
∫
A
|f | dµ ≤ ε.

第 8 章应用 8.4 将给出另一种证明。

习题 7.6。 设 f ∈ L1
R(R,B(R), λ)。定义 F : R→ R：

F (x) :=

∫ x

0
f(t) dt :=


∫
[0,x]

f dλ, x ≥ 0,

−
∫
[x,0]

f dλ, x ≤ 0.

证明 F 在 R 上一致连续。

习题 7.7。
(a) 设 (fn)n≥0 是一列非负可测函数。证明∫

X

∑
n≥0

fn dµ =
∑
n≥0

∫
X
fn dµ.

(b) 设 (ap,q)p,q∈N ⊂ R+。证明 ∑
p≥0

∑
q≥0

ap,q =
∑
q≥0

∑
p≥0

ap,q.

习题 7.8。 设 (fn)n≥0 是一列递减的非负可测函数，并在 X 上收敛到 f。
(a) 若存在 n0 ≥ 0 使 fn0 ∈ L1(µ)，证明

lim
n→∞

∫
X
fn dµ =

∫
X
f dµ.

(b) 去掉 (a) 的可积性假设后，结论是否仍然成立？

习题 7.9（Riemann 可积性的 Lebesgue 判据）。 设 f : [a, b] → R 是有界可测函数。定义
f 在 x ∈ [a, b] 处的振幅为

ω(x) := lim
h↓0

(
sup

y,z∈Ih(x)
|f(y)− f(z)|

)
, Ih(x) := [a, b] ∩ [x− h, x+ h].

(a) 证明：f 在 x 处连续，当且仅当 ω(x) = 0。
(b) 设

σn := {a = xn0 < xn1 < · · · < xnn = b}, n ≥ 1,
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是一列逐步加细且网格趋于零的分割。对

Ink := [xnk , x
n
k+1), 0 ≤ k < n,

定义阶梯函数
ϕn(x) := inf

Ink

f, ψn(x) := sup
Ink

f (x ∈ Ink ),

并令 ϕn(b) = ψn(b) := 0。证明 (ϕn)、(ψn) 分别单调，而且

lim
n→∞

ψn − limn→∞ϕn = ω λ-a.e.

(c) 由此推出：f Riemann 可积，当且仅当 f 在 λ-几乎处处连续。

习题 7.10（Jensen 不等式）。 设 (X,A, µ) 是概率空间，即 µ(X) = 1；I 是 R 中非空开区
间，ϕ : I → R 是非负或有界的凸函数，即

∀x, y ∈ I, ∀t ∈ [0, 1], ϕ(tx+ (1− t)y) ≤ tϕ(x) + (1− t)ϕ(y).

(a) 设 x0 ∈ I。证明右导数 ϕ′
d(x0) 存在，而且对每个 x ∈ I a，

ϕ(x) ≥ ϕ(x0) + ϕ′
d(x0)(x− x0).

(b) 证明：每个取值于 I 的可积函数 f 都满足 Jensen 不等式

ϕ

(∫
X
f dµ

)
≤
∫
X
ϕ ◦ f dµ.

a校订注：原书把量词范围误写成 x ∈ R，但 φ 只定义在区间 I 上；不等式的正确范围是 x ∈ I。

习题 7.11（熵不等式）。 设 f, g 是 (X,A, µ) 上的非负可积函数，并且 f ln f、f ln g 可积，
g > 0 µ-a.e.，且 ∫

X
f dµ =

∫
X
g dµ = 1.

约定 0 ln 0 = 0。证明 ∫
X
f ln f dµ ≥

∫
X
f ln g dµ.

习题 7.12。 设 f : R+ → R+ 是 Borel 函数。计算极限

lim
n→∞

∫ 1

0

nf(nt)√
1 + t

dt.

习题 7.13。设 (X,A, µ)是满足 µ(X) > 0的测度空间。本题中，f−1 表示逐点倒数函数 1/f。
(a) 证明：对所有 a, b ≥ 0、u, v > 0，

√
a+
√
b = 1 =⇒ 1

u+ v
≤ a

u
+
b

v
.
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(b) 设 f, g ∈ L1
R+

(µ)，且 f, g > 0 µ-a.e.。证明

‖(f + g)−1‖1 ≤
‖f‖21‖f−1‖1 + ‖g‖21‖g−1‖1

(‖f‖1 + ‖g‖1)2
.

(c) 由此推出
‖f + g‖1 ‖(f + g)−1‖1 ≤ max

(
‖f‖1‖f−1‖1, ‖g‖1‖g−1‖1

)
.

习题 7.14。 证明

Ia :=

∫ +∞

0

(
(1 + x)a − xa

)2 dx < +∞ ⇐⇒ −1

2
< a ≤ 0.

习题 7.15。 定义 f : [1,+∞)→ R a：

f(x) :=
sinx
x

, x ≥ 1.

(a) 证明极限
lim

x→+∞

∫ x

1

cos(2t)
t

dt

存在。
(b) 考察乘积函数 f sin，并使用 (a)，证明 f 在 [1,+∞) 上不可积。
(c) 设 a > 0。证明 |f |a 在 [1,+∞) 上可积，当且仅当 a > 1。

a校订注：原书已把定义域写成 [1,+∞)，却又写“x ≥ 0”。函数在本题中只从 1 起讨论，故改为 x ≥ 1。
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在构造 Lebesgue 积分的过程中，我们已经得到了一类全新的定理：即使没有一致收敛，在适
当条件下也可以交换极限与积分。这个结果就是 Beppo Levi 定理，也称单调收敛定理。先重述第
7.2 节已经证明的结论。

定理 8.1（Beppo Levi 定理）。设 (X,A, µ) 是测度空间，(fn)n≥1 是一列递增的非负可测函
数。则

↑
lim
n→∞

fn

是 A-可测的，而且 ∫
X

↑
lim
n→∞

fn dµ =
↑

lim
n→∞

∫
X
fn dµ ∈ R+.

本章将以这个定理为基础，建立处理积分序列收敛问题的一组工具。它们在很大程度上体现了
Lebesgue 理论的优势，并广泛用于依赖参数的积分、由积分定义的函数等常见问题。除非另有说
明，本章始终在测度空间 (X,A, µ) 上工作。

8.1 Fatou 引理与控制收敛定理

定理 8.2（Fatou 引理）。 设 (fn)n≥1 是一列非负 A-可测函数。则

0 ≤
∫
X
lim inf
n→∞

fn dµ ≤ lim inf
n→∞

∫
X
fn dµ ≤ +∞.

证明。对每个 n ≥ 1，令
ϕn := inf

k≥n
fk.

由命题 5.7(a)，ϕn 非负且 A-可测；并且 ϕn ≤ ϕn+1，逐点有

ϕn ↑ lim inf
n→∞

fn.

Beppo Levi 定理给出∫
X
lim inf
n→∞

fn dµ =

∫
X

↑
lim
n→∞

ϕn dµ =
↑

lim
n→∞

∫
X
ϕn dµ.

另一方面，ϕn ≤ fn，故 ∫
X
ϕn dµ ≤

∫
X
fn dµ.

于是
↑

lim
n→∞

∫
X
ϕn dµ ≤ lim inf

n→∞

∫
X
fn dµ.

合并以上等式与不等式即得结论。 □
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使用示例。
1. 设 (fn)n≥1 是一列可积函数，逐点收敛到 f，并满足

sup
n≥1

∫
X
|fn| dµ < +∞.

则 f ∈ L1(µ)。事实上，对非负函数 |fn| 使用 Fatou 引理，∫
X
|f | dµ =

∫
X

lim
n→∞

|fn| dµ

≤ lim inf
n→∞

∫
X
|fn| dµ ≤ sup

n≥1

∫
X
|fn| dµ < +∞.

2. 反过来，若非负函数列 (fn) 满足

lim inf
n→∞

fn = +∞,

则只要 µ(X) > 0，Fatou 引理便给出

lim inf
n→∞

∫
X
fn dµ = +∞.

3. 扩展的 Fatou 引理。 设 (fn)n≥1 ⊂ L1
R(µ)，并且存在 g ∈ L1

R(µ)，使

fn ≥ g µ-a.e., n ≥ 1.

若
lim inf
n→∞

fn = +∞ µ-a.e.,

则当 µ(X) > 0 时，

lim inf
n→∞

∫
X
fn dµ = +∞.

确实，对非负函数 fn − g 使用 Fatou 引理，得到

0 ≤
∫
X
lim inf
n→∞

(fn − g) dµ ≤ lim inf
n→∞

∫
X
(fn − g) dµ.

因为可积函数 g 在几乎处处取有限值，

lim inf
n→∞

(fn − g) = +∞ µ-a.e.

于是 ∫
X
(+∞) dµ ≤ lim inf

n→∞

∫
X
fn dµ−

∫
X
g dµ.

右端减去的是有限实数，而
∫
X(+∞) dµ = µ(X)× (+∞) = +∞，故结论成立。

应用 8.1（导数的积分）。 设 f 在 [0, 1] 上递增，在端点 0, 1 处连续，并且在 [0, 1] 上 λ-几乎
处处可导。则 ∫ 1

0
f ′(x) dx ≤ f(1)− f(0).

递增函数几乎处处可导这一事实也可以单独证明。
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对 n ≥ 1，在 [0, 1] 上定义

gn(x) :=

n
(
f(x+ 1/n)− f(x)

)
, x ≤ 1− 1/n,

0, x > 1− 1/n.

各 gn 都非负。对 λ-几乎每个 x ∈ [0, 1)，gn(x)→ f ′(x)。在导数不存在的点令 f ′(x) = 0；在
导数存在处，由单调性有 f ′(x) ≥ 0。Fatou 引理给出∫ 1

0
f ′(x) dx =

∫ 1

0
lim inf
n→∞

gn(x) dx ≤ lim inf
n→∞

∫ 1

0
gn(x) dx.

另一方面， ∫ 1

0
gn(x) dx = n

∫ 1−1/n

0
f(x+ 1/n) dx− n

∫ 1−1/n

0
f(x) dx

= n

∫ 1

1/n
f(x) dx− n

∫ 1−1/n

0
f(x) dx.

令

F (x) :=

∫ x

0
f(t) dt.

则 ∫ 1

0
gn(x) dx = n

(
F (1)− F (1− 1/n)

)
− n

(
F (1/n)− F (0)

)
.

由 f 在端点连续，F ′
−(1) = f(1)、F ′

+(0) = f(0)，所以右端趋于 f(1)− f(0)。结论得证。 □

注。 上述不等式可能严格成立。例如

f := 1[1/2,1]

在 [0, 1] 上递增，在端点连续，且除 1/2 外导数均为零。因此∫ 1

0
f ′(x) dx = 0 < f(1)− f(0) = 1.

第 13 章命题 13.2 将给出一个连续函数仍使不等式严格成立的例子，即由三分 Cantor 集构造
的 Lebesgue 函数。

定理 8.3（控制收敛定理）。 设 (fn)n≥1 ⊂ L1
K(µ)，其中 K = R 或 C，并满足：

(i) fn(x) 在 K 中收敛，µ( dx)-几乎处处成立；
(ii) 存在 g ∈ L1

R+
(µ)，使对每个 n ≥ 1，

|fn(x)| ≤ g(x) µ( dx)-a.e.

则存在 f ∈ L1
K(µ)，满足

fn(x) −→ f(x) µ( dx)-a.e.,

并且

lim
n→∞

∫
X
fn dµ =

∫
X
f dµ.
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事实上还有更强的结论

lim
n→∞

∫
X
|fn − f | dµ = 0.

注。在常见应用中，极限函数 f 往往已经在题目中直接给出。此时可以把条件 (i)换成“fn →
f µ-几乎处处”，而 f 的可积性由控制条件 (ii) 推出。

证明。先设 K = R，并令

C :=

{
lim inf
n→∞

fn = lim sup
n→∞

fn ∈ R
}
∈ A.

在 C 上令 f := limn fn，在 Cc 上令 f := 0。于是 f 在整个 X 上有定义且可测，并由 (i) 有
µ(Cc) = 0。复值情形分别对 Re fn、Im fn 作同样处理。a

令

A :=

⋂
n≥1

{|fn| ≤ g}

 ∩ {g < +∞} ∩ C.

由 (i)、(ii)、g 的可积性以及测度的 σ-次可加性，

µ(Ac) ≤ µ(Cc) + µ({g = +∞}) +
∑
n≥1

µ({|fn| > g}) = 0.

在 A 上，|f | = limn |fn| ≤ g，故∫
X
|f | dµ =

∫
X
|f |1A dµ ≤

∫
X
g dµ < +∞.

因此 f ∈ L1
K(µ)。

再考虑非负可测函数
hn := 2g − 1A|fn − f |.

它们确实非负：在 A 上有 |fn − f | ≤ |fn|+ |f | ≤ 2g，而在 Ac 上第二项为零。又 hn → 2g 处
处成立。Fatou 引理给出

2

∫
X
g dµ ≤ lim inf

n→∞

∫
X
hn dµ = 2

∫
X
g dµ− lim sup

n→∞

∫
A
|fn − f | dµ.

所以

lim sup
n→∞

∫
A
|fn − f | dµ ≤ 0.

这些积分非负，故其极限为零。又 µ(Ac) = 0，从而

lim
n→∞

∫
X
|fn − f | dµ = 0.

最后，由积分的三角不等式，∣∣∣∣∫
X
fn dµ−

∫
X
f dµ

∣∣∣∣ ≤ ∫
X
|fn − f | dµ −→ 0.

□
a校订注：原书直接写 f := limn fn，但假设只保证极限在几乎处处存在，异常零测集上的 f 尚未定义。这里在

异常集上令 f = 0，使 f 成为整个 X 上的可测函数；这不影响任何几乎处处结论或积分。
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关于控制条件 (ii) 的说明。
• 在紧区间 [a, b] 上的初等 Riemann 积分理论中，为了保证积分收敛，通常要求 Riemann
可积函数列 fn 一致收敛到 f（命题 1.4）。此时

C := sup
n≥1
‖fn‖sup < +∞,

所以 |fn| ≤ C。常函数 C 在有限区间上可积，这正是控制条件的一个特殊情形。
• 控制条件并不要求一致收敛。在 ([0, 1],B([0, 1]), λ) 上，令

fn(0) := n, fn(x) := min
(
e−nx

2

√
x
, n

)
(0 < x ≤ 1).

各 fn 连续，因而 Borel 可测；对每个 x ∈ (0, 1]，都有 fn(x)→ 0，所以它们在 λ-几乎处
处收敛到零。另一方面，

sup
x∈[0,1]

|fn(x)| = n,

故收敛并不一致。不过，对 x ∈ (0, 1]，

|fn(x)| ≤ g(x) :=
1√
x

1(0,1](x),

且 g ∈ L1(λ)。控制收敛定理因此给出

lim
n→∞

∫ 1

0
fn(x) dx = 0.

• 控制条件也不能涵盖所有积分收敛情形。在 (R,B(R), λ) 上，取连续非负函数 f，使它在
[0, 1] 外为零且积分非零，并令

fn(x) :=
f(x+ n)

n
, x ∈ R.

这个有时称为“滑动凸峰”的函数列逐点收敛到零，并且∫
R
fn dλ =

1

n

∫ 1

0
f(x) dx −→ 0.

然而不存在可积函数同时控制所有 |fn|。事实上，各 fn 的支集除端点外两两不交，所以
最小的非负控制函数

g(x) := sup
n≥1
|fn(x)|

满足 ∫
R
g dλ =

∑
n≥1

1

n

∫ 1

0
f(x) dx = +∞.

应用 8.2（导数的积分，续）。 设 f 在 [0, 1] 上处处可导，并且 f ′ 有界。则∫ 1

0
f ′(x) dx = f(1)− f(0).

136



分析：积分理论｜中文讲义 第八章 收敛定理及其应用

沿用应用 8.1 中的函数列 (gn)。对每个 x ∈ [0, 1)，gn(x)→ f ′(x)。令

M := sup
x∈[0,1]

|f ′(x)| < +∞.

由中值定理，当 x ≤ 1− 1/n 时 |gn(x)| ≤M；当 x > 1− 1/n 时结论显然。因此 |gn| ≤M 在
[0, 1] 上处处成立，而常函数 M 可积。控制收敛定理给出∫ 1

0
f ′(x) dx = lim

n→∞

∫ 1

0
gn(x) dx.

应用 8.1 已经算出右端极限为 f(1)− f(0)，故结论成立。 □

应用 8.3。 对 n ∈ N∗、α ∈ R，研究

In(α) :=

∫ n

0

(
1 +

x

n

)n
e−αx dx

在 n→∞ 时的极限。
令

fn(x) := 1[0,n](x)
(
1 +

x

n

)n
, x ≥ 0.

对每个 x ≥ 0，有 fn(x)→ ex。Fatou 引理给出∫ +∞

0
e(1−α)x dx ≤ lim inf

n→∞
In(α).

因此，当 α ≤ 1 时，In(α)→ +∞。
下面设 α > 1。对每个 x ≥ 0，二项式展开给出

ex −
(
1 +

x

n

)n
=

+∞∑
k=0

xk

k!
−

n∑
k=0

(
n

k

)
xk

nk

≥
n∑
k=0

(
1

k!
− 1

nk

(
n

k

))
xk ≥ 0,

因为对 0 ≤ k ≤ n，
k!

nk

(
n

k

)
=
n(n− 1) · · · (n− k + 1)

nk
≤ 1.

于是
0 ≤ fn(x)e−αx ≤ e(1−α)x,

而右端在 R+ 上可积。控制收敛定理给出

lim
n→∞

In(α) =

∫ +∞

0
e(1−α)x dx =

1

α− 1
.

综上，

lim
n→∞

In(α) =


+∞, α ≤ 1,

1

α− 1
, α > 1.
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8.2 在函数项级数中的应用

前面的结果尤其适合证明函数项级数中“求和”与“积分”的交换。

定理 8.4。 设 (ϕn)n≥1 是一列取值于 R 或 C 的 A-可测函数。
(a) 若每个 ϕn ≥ 0，则 ∫

X

∑
n≥1

ϕn

 dµ =
∑
n≥1

∫
X
ϕn dµ.

(b) 若 ∑
n≥1

∫
X
|ϕn| dµ < +∞,

则每个 ϕn、函数
∑

n≥1 |ϕn|，以及在 µ-几乎处处定义的函数
∑

n≥1 ϕn 都是 µ-可积的，
而且 ∫

X

∑
n≥1

ϕn

 dµ =
∑
n≥1

∫
X
ϕn dµ.

证明。(a) 对递增的非负函数列

fn :=
n∑
k=1

ϕk

应用 Beppo Levi 定理，再用有限和的线性性：

∫
X

∑
n≥1

ϕn

 dµ = lim
n→∞

∫
X

n∑
k=1

ϕk dµ = lim
n→∞

n∑
k=1

∫
X
ϕk dµ.

(b) 令
g :=

∑
n≥1

|ϕn|.

由 (a) 与假设， ∫
X
g dµ =

∑
n≥1

∫
X
|ϕn| dµ < +∞,

所以 g < +∞ µ-几乎处处。因而级数
∑

n ϕn(x) 在实数域或复数域中几乎处处绝对收敛；在
其余零测集上把和函数定义为零。
部分和 fn 几乎处处收敛到

∑
k≥1 ϕk，并且 |fn| ≤ g。控制收敛定理给出和函数的可积性以及

积分与求和的交换。 □

应用 8.4。
(a) Borel–Cantelli 引理。 设 (An)n≥1 ⊂ A。若

+∞∑
n=1

µ(An) < +∞,

则

µ

(
lim sup
n→∞

An

)
= 0.
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这里
lim sup
n→∞

An :=
⋂
n≥1

⋃
k≥n

Ak = {x ∈ X : x 属于无穷多个An}.

事实上，定理 8.4 给出 ∫
X

∑
n≥1

1An dµ =
∑
n≥1

µ(An) < +∞.

因此
∑

n 1An 在几乎处处取有限值，等价地，1An(x) 在几乎每个 x 处最终恒为零。这正
说明只有一个零测集中的点会属于无穷多个 An。

(b) 积分关于测度的连续性。 若 f ∈ L1
K(µ)，则

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀A ∈ A, µ(A) ≤ δ =⇒
∫
A
|f | dµ ≤ ε.

也就是说，只要可测集的测度充分小，可积函数在这个集合上的积分就任意小。
反证。若结论不成立，则存在 ε0 > 0 以及 (An)n≥1 ⊂ A，使

µ(An) ≤ 2−n,

∫
An

|f | dµ > ε0.

由 Borel–Cantelli 引理，1An |f | → 0 µ-几乎处处。又

0 ≤ 1An |f | ≤ |f | ∈ L1(µ),

故控制收敛定理给出 ∫
An

|f | dµ −→ 0,

矛盾。

8.3 依赖参数的积分

先回顾序列刻画。设 (E, d) 是度量空间，h : E → K，u∞ ∈ E。

(a) limu→u∞ h(u) = `，当且仅当对每个满足 un → u∞、un 6= u∞ 的序列，都有 h(un)→ `。
(b) h 在 u∞ 连续，当且仅当对每个 un → u∞，都有 h(un)→ h(u∞)。

以下给定映射 f : E ×X → K。

定理 8.5（积分号下的连续性）。 设 u∞ ∈ E，并假设：
(i) 对每个 u ∈ E，函数

x 7−→ f(u, x)

从 (X,A) 到 (K,B(K)) 可测；
(ii) 对 µ( dx)-几乎每个 x，函数

u 7−→ f(u, x)

在 u∞ 连续；
(iii) 存在 g ∈ L1

R+
(µ)，使对每个 u ∈ E，

|f(u, x)| ≤ g(x) µ( dx)-a.e.
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则函数

F (u) :=

∫
X
f(u, x)µ( dx)

在每个 u ∈ E 都有定义，并且在 u∞ 连续。

注。
• 条件 (iii) 通常称为控制条件。
• 条件 (ii) 更精确但更冗长的写法是：存在 N ∈ A，使 µ(N) = 0，并且对每个 x /∈ N，
u 7→ f(u, x) 在 u∞ 连续。

• 可以把 (ii) 中的“连续”替换为“当 u→ u∞ 时存在有限极限 `(x)”。此时 ` 可积，而且

lim
u→u∞

F (u) =

∫
X
`(x)µ( dx).

证明。使用连续性的序列刻画。任取 un → u∞，令

fn := f(un, ·), f∞ := f(u∞, ·).

条件 (ii)、(iii) 允许直接使用控制收敛定理，得到

F (un) =

∫
X
fn dµ −→

∫
X
f∞ dµ = F (u∞).

所以 F 在 u∞ 连续。 □

应用 8.5。
(a) 以上限为变量的积分。 本项中 λ 表示 R 上的 Lebesgue 测度。设 f ∈ L1

K(λ)，a ∈
R ∪ {−∞}。定义

F (u) :=

∫ u

a
f(x)λ( dx) :=


∫
(a,u]

f dλ, u ≥ a,

−
∫
[u,a)

f dλ, u ≤ a.

则 F 在 R 上处处连续。
这个定义下的积分满足 Chasles 关系。特别地，∫ u

a
f dλ =

∫ u

−∞
f dλ−

∫ a

−∞
f dλ,

所以只需讨论 a = −∞ 的情形，即

F (u) =

∫
(−∞,u]

f(x)λ( dx).

令
Φ(u, x) := 1(−∞,u](x)f(x) = 1[x,+∞)(u)f(x).

可测性与控制关系 |Φ(u, x)| ≤ |f(x)| 都显然成立。固定 u∞ ∈ R 后，u 7→ Φ(u, x) 在 u∞
不连续的 x 至多只有 u∞；而 λ({u∞}) = 0。定理 8.5 遂给出 F 的连续性。
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推广。 上面的证明只用到了 Lebesgue 测度不赋予单点正质量。若 µ 是 (R,B(R)) 上的
弥散测度，即

∀x ∈ R, µ({x}) = 0,

则对每个 f ∈ L1
K(µ)，函数

u 7−→
∫
(−∞,u]

f(x)µ( dx)

在 R 上连续。初等 Riemann 积分中的“积分号下连续性”定理并不直接包含这种变上
限积分的连续性。
练习。 利用应用 8.4 的积分关于测度的连续性，证明

u 7−→
∫ u

a
f(x)λ( dx)

其实在 R 上一致连续。
(b) Fourier 变换。 若 f ∈ L1

R(λ)，定义

f̂(u) :=

∫
R
eiuxf(x)λ( dx), u ∈ R.

则 f̂ 在 R 上有定义且连续，称为 f 的 Fourier 变换；第 15 章将深入研究这一变换。连
续性由定理 8.5 立即得到，因为对每个 x，u 7→ eiux 连续且模长恒为一。
事实上，f̂ 一致连续。对所有 u, v, x ∈ R，中值不等式给出

|eiux − eivx| ≤ |u− v| |x|,

从而
|eiux − eivx| ≤ min(|u− v| |x|, 2).

因此

|f̂(u)− f̂(v)| ≤
∫
R
|eiux − eivx| |f(x)| dλ(x) ≤ ψ(u− v),

其中

ψ(w) :=

∫
R
min(|w| |x|, 2)|f(x)| dλ(x).

定理 8.5 表明 ψ 连续，故 ψ(w)→ ψ(0) = 0 当 w → 0。这便证明了 f̂ 的一致连续性。a

这里 Lebesgue 测度没有特殊作用，可以换成 (R,B(R)) 上的任意正测度 µ，同时令 f ∈
L1(µ)。

(c) 卷积。 设 f ∈ L1
K(λ)，ϕ : R→ K 连续且有界。定义

(f ∗ ϕ)(u) :=
∫
R
ϕ(u− x)f(x)λ( dx), u ∈ R.

则 f ∗ ϕ 连续且有界。事实上，令

H(u, x) := ϕ(u− x)f(x).

对每个 x ∈ R，u 7→ H(u, x) 连续，并且

|H(u, x)| ≤ ‖ϕ‖∞|f(x)|.

定理 8.5 给出连续性，同时
‖f ∗ ϕ‖∞ ≤ ‖ϕ‖∞‖f‖1.

b 第 14 章将把卷积推广到 ϕ 仅可积的情形。
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(d) 由连续函数项级数定义的函数。取 X = N、A = P(N)，m为计数测度。如果 fn : E → K
在 E 上连续（或都在 u0 ∈ E 连续），并且∑

n≥1

sup
u∈E
|fn(u)| < +∞,

即级数正规收敛，则
u 7−→

∑
n≥1

fn(u)

在 E 上连续（或在 u0 连续）。

a校订注：原书把控制函数写成 min(w|x|, 2)，并在上式中代入 w = u− v。当 u− v < 0 时该表达式可为负，不
可能控制绝对值；应写成 min(|w||x|, 2)。

b校订注：原书此处写“对每个 x ∈ I”，但本项没有定义区间 I，积分变量属于 R；已改为 x ∈ R。

定理 8.6（积分号下求导）。 设 I ⊂ R 是非空开区间，u∞ ∈ I，并假设：
(i) 对每个 u ∈ I，f(u, ·) ∈ L1

K(µ)；
(ii) 对 µ( dx)-几乎每个 x，偏导数

∂f

∂u
(u∞, x)

存在；
(iii) 存在 g ∈ L1

R+
(µ)，使对每个 u ∈ I，

|f(u, x)− f(u∞, x)| ≤ g(x)|u− u∞| µ( dx)-a.e.

则

F (u) :=

∫
X
f(u, x)µ( dx)

在 I 上处处有定义，并且在 u∞ 可导，且

F ′(u∞) =

∫
X

∂f

∂u
(u∞, x)µ( dx).

证明。任取 I 中序列 (un)n≥0，使 un → u∞ 且 un 6= u∞。令

ϕn(x) :=
f(un, x)− f(u∞, x)

un − u∞
.

由 (ii)，ϕn(x)→ ∂f/∂u(u∞, x) 在几乎处处成立；由 (iii)，|ϕn| ≤ g 在几乎处处成立。控制收
敛定理给出

lim
n→∞

F (un)− F (u∞)

un − u∞
=

∫
X

∂f

∂u
(u∞, x)µ( dx).

根据导数的序列刻画，这正是所需结论。 □

注。
• 这个定理也可以直接看作定理 8.5“有限极限”版本的应用。
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• 若把 (ii) 换成“u 7→ f(u, x) 在 u∞ 几乎处处右可导”，则 F 在 u∞ 右可导，而且

F ′
d(u∞) =

∫
X

∂f

∂u
(u∞, x)µ( dx).

左可导的情形相同。
• 同样可以证明复平面开集上的全纯版本，以及 Rd 中开集 Ω 上的可微版本。

推论 8.1（开区间上的整体求导）。 设 I ⊂ R 是非空开区间，并假设：
(i) 对每个 u ∈ I，f(u, ·) ∈ L1

K(µ)；
(ii) 对 µ( dx)-几乎每个 x，函数 u 7→ f(u, x) 在整个 I 上可导；
(iii) 存在 g ∈ L1

R+
(µ)，使对几乎每个 x，对所有 u ∈ I，∣∣∣∣∂f∂u (u, x)

∣∣∣∣ ≤ g(x).
则

F (u) :=

∫
X
f(u, x)µ( dx)

在整个 I 上可导，并且

F ′(u) =

∫
X

∂f

∂u
(u, x)µ( dx).

证明。固定 u∞ ∈ I。由 (ii)、(iii) 与中值定理，对每个 u ∈ I，在几乎处处有

|f(u, x)− f(u∞, x)| ≤ sup
v∈(u,u∞)

∣∣∣∣∂f∂u (v, x)
∣∣∣∣ |u− u∞| ≤ g(x)|u− u∞|.

所以定理 8.6 的控制条件成立，而 (ii) 显然蕴含在 u∞ 处的偏导存在。对每个 u∞ ∈ I 应用定
理 8.6 即得结论。 □

下面四个应用中，前三个可直接由推论 8.1 得到；第四个必须使用定理 8.6，尽管最后得到的
也是整个参数区间上的求导公式。

应用 8.6。
(a) Fourier 变换。 若 f ∈ L1

R(λ)，并且函数 x 7→ xf(x) 也属于 L1
R(λ)，则

f̂(u) :=

∫
R
eiuxf(x)λ( dx)

在 R 上连续可导，而且

∀u ∈ R, f̂ ′(u) = i
∫
R
eiuxxf(x)λ( dx) = i x̂f(u).

第 15 章将深入研究这一泛函。
(b) 卷积。 若 f ∈ L1

R(λ)，而 ϕ 在 R 上可导、有界，且 ϕ′ 也有界，则

(f ∗ ϕ)(u) :=
∫
R
ϕ(u− x)f(x)λ( dx)

在 R 上可导，并且
∀u ∈ R, (f ∗ ϕ)′(u) = (f ∗ ϕ′)(u).
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第 14 章将深入研究这一运算。
(c) 由可导函数项级数定义的函数。 在 (N,P(N)) 上取计数测度 m，并设 (fn)n≥1 是区间 I

上的一列可导函数。如果对每个 u ∈ I，∑
n≥1

(
|fn(u)|+ sup

v∈I
|f ′n(v)|

)
< +∞,

则函数
u 7−→

∑
n≥1

fn(u)

在 I 上可导，其导函数为
u 7−→

∑
n≥1

f ′n(u).

(d) 一个原函数的计算。 设 µ 是 (R,B(R)) 上的正测度，它不在给定点 t0 ∈ R 处取正质量，
即 µ({t0}) = 0。设 f ∈ L1

R(µ)，并且 x 7→ xf(x) 也属于 L1
R(µ)。记

F (t) :=

∫
R
(t− x)+f(x)µ( dx), u+ := max(u, 0) =

0, u ≤ 0,

u, u > 0.

则 F 在 R 上有定义，并且在 t0 可导，且

F ′(t0) =

∫
(−∞,t0]

f(x)µ( dx).

a

a校订注：原书先写“函数 F 定义在 R+ 上”，但 t0 被任意取为实数，紧接着的证明也明确证明 F 在整个 R 上
有定义；故此处改为“定义在 R 上”。

应用 8.6(d) 的证明。 对每个 t ∈ R，有

|(t− x)+f(x)| ≤ (|t|+ |x|)|f(x)| ∈ L1
R+

(µ),

所以 F 在整个 R 上有定义。另一方面，对每个 x 6= t0，从而对 µ( dx)-几乎每个 x，函数
t 7→ (t− x)+f(x) 在 t0 可导，其导数为f(x), x < t0,

0, x > t0,
即 f(x)1(−∞,t0)(x).

此外，由 u 7→ u+ 的 1-Lipschitz 性，

|(t− x)+f(x)− (t0 − x)+f(x)|
= |(t− x)+ − (t0 − x)+| |f(x)| ≤ |t− t0| |f(x)|.

这正是定理 8.6 的控制条件 (iii)。因此

F ′(t0) =

∫
(−∞,t0)

f(x)µ( dx) =
∫
(−∞,t0]

f(x)µ( dx),

最后一个等号来自 µ({t0}) = 0。
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特别地，若 µ 是弥散测度，即它不给 R 中任何单点赋予正质量，则

F (t) :=

∫
R
(t− x)+f(x)µ( dx)

是函数

t 7−→
∫
(−∞,t]

f(x)µ( dx)

的一个原函数。 □

应用 8.7。 设 ϕ ∈ L1
R([0, 1], λ)，研究函数

F (t) :=

∫ 1

0

√
ϕ(x)2 + t dx.

在 R+ 上的存在性与连续性。 令

f(t, x) :=
√
ϕ(x)2 + t.

固定 t ≥ 0 后，x 7→ f(t, x) 是可测函数，因为它是可测函数 ϕ 与连续函数 y 7→
√
y2 + t 的复

合。又有 √
ϕ(x)2 + t ≤ |ϕ(x)|+

√
t,

而 ϕ 按假设在 [0, 1] 上可积，所以 F 在 R+ 上有定义。
对每个 x ∈ [0, 1]，函数 t 7→ f(t, x) 在 R+ 上连续；并且对每个 a > 0，

∀t ∈ [0, a],
√
ϕ(x)2 + t ≤ |ϕ(x)|+

√
a ∈ L1([0, 1], λ).

由定理 8.5，F 在每个区间 [0, a] 上连续，因而在整个 R+ 上连续。
在 R∗

+ 上的可导性。 设 t0 > 0。对每个 x ∈ [0, 1]，函数 t 7→ f(t, x) 在 t0 可导；而且

|f(t, x)− f(t0, x)| =
|t− t0|√

ϕ(x)2 + t+
√
ϕ(x)2 + t0

≤ 1√
t0
|t− t0|.

常数函数 1/
√
t0 在 [0, 1] 上可积。因此由定理 8.6，F 在 t0 可导，并且

F ′(t0) =

∫ 1

0

dx
2
√
ϕ(x)2 + t0

.

在 0 处的可导性。 我们证明：F 在 0 处右可导，当且仅当

1

ϕ
∈ L1([0, 1], λ).

先设 1/ϕ ∈ L1([0, 1], λ)。则 ϕ(x) 6= 0 对 λ-几乎每个 x 成立；在这样的点，t 7→ f(t, x) 在 0 处
的右导数为 1/(2|ϕ(x)|)。此外，对几乎每个 x，

|f(t, x)− f(0, x)| = t√
ϕ(x)2 + t+ |ϕ(x)|

≤ t

|ϕ(x)|
1{φ ̸=0}(x).

定理 8.6 的右导数版本于是给出

F ′
+(0) =

∫ 1

0

dx
2|ϕ(x)|

.
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反过来，设 F 在 0 处右可导。对 n ≥ 1，定义非负函数

hn(x) :=

n
(√

ϕ(x)2 + 1/n− |ϕ(x)|
)
, |ϕ(x)| < +∞,

0, |ϕ(x)| = +∞.

对每个 x ∈ [0, 1]，有

hn(x) −→
1

2|ϕ(x)|
,

其中按通常约定，当 ϕ(x) = 0 时右端为 +∞。由 Fatou 引理，∫ 1

0

dx
2|ϕ(x)|

≤ lim inf
n→∞

∫ 1

0
hn(x) dx

= lim
n→∞

n
(
F (1/n)− F (0)

)
= F ′

+(0) < +∞.

所以 1/ϕ ∈ L1([0, 1], λ)。
也可以用另一种方法证明这一条件的必要性。上面 t > 0 时的导数公式表明，F ′ 在 R∗

+ 上非
负且递减，故极限

` := lim
t→0+

F ′(t) ∈ [0,+∞]

存在。又因为 F 连续，由导数延拓定理，

` = lim
t→0+

F (t)− F (0)
t

.

所以 F 在 0 处右可导，当且仅当 ` < +∞。另一方面，对递增函数列

x 7−→ 1

2
√
ϕ(x)2 + 1/n

应用 Beppo Levi 定理（定理 7.1），得到

` = lim
n→∞

F ′(1/n) = lim
n→∞

∫ 1

0

dx
2
√
ϕ(x)2 + 1/n

=

∫ 1

0

dx
2|ϕ(x)|

,

这再次给出所述条件。

8.4 带密度的测度：初步介绍

仍在测度空间 (X,A, µ) 上工作。回顾：只要积分存在（特别是当 f ∈ L1
K(µ) 时），就把∫

A
f dµ

定义为
∫
X 1Af dµ。

命题 8.1。
(a) 设 f : (X,A)→ R+ 可测。对每个 A ∈ A，令

ν(A) :=

∫
A
f dµ.
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则 ν 是 A 上的测度，记作 ν := f · µ（有时也记作 f dµ），并满足

∀A ∈ A, µ(A) = 0 =⇒ ν(A) = 0, (8.1)

这里采用约定 0× (+∞) = 0。
(b) ν 是有限测度，当且仅当 f ∈ L1

R+
(µ)；此时

ν(X) =

∫
X
f dµ.

(c) 设 g : (X,A)→ R 可测。则

g ∈ L1(ν) ⇐⇒ gf ∈ L1(µ),

并且在这一情形下 ∫
X
g dν =

∫
X
gf dµ.

如果 g 是非负可测函数，则上式总成立，允许两端同时为 +∞。

证明。(a) 显然 ν 把 A 映入 R+，且

ν(∅) =

∫
∅
f dµ =

∫
X
0dµ = 0.

设 (An)n≥1 是 A 中两两不交的集合列，则

1⋃
n≥1 An

=
∑
n≥1

1An = lim
N→∞

N∑
n=1

1An ,

从而
0 ≤ f1⋃

n≥1 An
=
∑
n≥1

f1An .

对级数应用 Beppo Levi 定理，便得

ν

⋃
n≥1

An

 =
∑
n≥1

ν(An).

因此 ν 是测度。若 µ(A) = 0，则 1Af = 0 在 µ-几乎处处成立，所以

ν(A) =

∫
A
f dµ = 0.

(b) 由 ν(X) =
∫
X f dµ 立即得到。

(c) 当 g = 1A（A ∈ A）时，积分恒等式就是 ν 的定义。由积分的线性性，它先推广到非负简
单函数；再由 Beppo Levi 定理推广到一切非负可测函数。若 g 可取任意符号，则分别对 g+

与 g− 应用刚才的恒等式。注意

(gf)+ = g+f, (gf)− = g−f,

因为 f ≥ 0。因此，g 关于 ν 可积，当且仅当 gf 关于 µ 可积；在积分有限时，将正部与负部
的两个等式逐项相减即得结论。 □
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定义 8.1。
(a) 若两个测度 µ 与 ν 满足 (8.1)，则称 ν 关于 µ 绝对连续，记作

ν � µ.

(b) 若 ν = f · µ，则视语境称 f 为 ν 关于 µ 的 密度，或称 ν 关于 µ 的 Radon–Nikodym
导数，常记作

dν
dµ.

注。在对测度 µ, ν 加上若干条件后，命题 8.1有一个证明难度高得多的逆命题，称为 Radon–
Nikodym 定理。例如，当 µ 与 ν 都是有限测度时，该定理断言下列两点等价：
(i) µ 与 ν 满足性质 (8.1)；
(ii) 存在 f ∈ L1

R+
(µ)，使 ν = f · µ。

第 10 章将详细证明 Radon–Nikodym 定理，并把它推广到质量可以无穷但满足适当条件的测
度。

例。
1. 设 D ∈ A。测度 µ 在 D 上的限制

µD(A) := µ(A ∩D)

关于 µ 绝对连续，并且
µD = 1D · µ.

2. 第 12 章将证明重积分中的变量代换定理。该定理会用到测度

|Jφ| · λd,

其中 Jφ 是变量代换 ϕ 的雅可比行列式，λd 是 Rd 上的 Lebesgue 测度。
Radon–Nikodym 导数在概率论中有重要应用，特别是用于构造条件期望。

8.5 习题

本节中，(X,A, µ) 表示一个测度空间。

练习 8.0。 利用 Lebesgue 积分的各个收敛定理，重新完成练习 1.9、1.11、1.12、1.15、1.16
与 1.18。

练习 8.1。 设 A ∈ A。对函数列 (fn)n≥0 应用 Fatou 引理，其中

f2n := 1A, f2n+1 := 1Ac .

可以得到什么结论？
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练习 8.2。 设 (fn)n≥1 是 L1
R(µ) 中一致收敛到 f 的函数列。

(a) 证明：若 µ(X) < +∞，则

lim
n→∞

∫
X
fn dµ =

∫
X
f dµ.

(b) 若 f ∈ L1
R(µ)，并且极限

lim
n→∞

∫
X
fn dµ

存在，(a) 的结论是否仍然成立？

练习 8.3（Scheffé 定理）。 设 (fn)n≥0 ⊂ L1
R(µ) 在 µ-几乎处处收敛到 f ∈ L1

R(µ)，并且

lim
n→∞

∫
X
fn dµ =

∫
X
f dµ.

(a) 证明：如果每个 n ≥ 0 都有 fn ≥ 0 在 µ-几乎处处成立，则

lim
n→∞

∫
X
|fn − f | dµ = 0.

(b) (a) 中得到的收敛结论在一般情形下是否成立？

练习 8.4。 设 (fn)n≥0 ⊂ L1
R(µ) 在 µ-几乎处处收敛到 f ∈ L1

R(µ)。证明

lim
n→∞

∫
X
|fn − f | dµ = 0 ⇐⇒ lim

n→∞

∫
X
|fn| dµ =

∫
X
|f | dµ.

练习 8.5。
(a) 设 (fn)n≥0 ⊂ L1

R(µ)。证明

∑
n≥0

(∫
X
|fn| dµ

)
< +∞ =⇒

∫
X

∑
n≥0

fn

 dµ =
∑
n≥0

∫
X
fn dµ.

(b) 在 R+ 上定义
fn(x) := e−nx − 2e−2nx (n ≥ 0).

计算 ∫
R+

∑
n≥1

fn(x)

 dx 与
∑
n≥1

(∫
R+

fn(x) dx
)
,

并作出结论。

练习 8.6。
(a) 设 (ap,q)p,q∈N 是一族实数。证明∑

p≥0

∑
q≥0

|ap,q| < +∞ =⇒
∑
p≥0

∑
q≥0

ap,q =
∑
q≥0

∑
p≥0

ap,q.
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(b) 令
ap,q :=

2p+ 1

p+ q + 2
− p

p+ q + 1
− p+ 1

p+ q + 3
.

分别计算 ∑
p≥0

∑
q≥0

ap,q

 与
∑
q≥0

∑
p≥0

ap,q

 ,

并作出结论。

练习 8.7。
(a) 证明 ∫ +∞

0

sinx
ex − 1

dx =
∑
n≥1

1

n2 + 1
.

(b) 设 f : R→ R 是 Borel 函数，并且对每个 a ∈ R，函数 x 7→ eaxf(x) 都可积。证明：对
每个 z ∈ C， ∫

R
ezxf(x) dx =

∑
n≥0

zn

n!

∫
R
xnf(x) dx.

练习 8.8。
(a) 证明控制收敛定理可以用于 ∑

n≥0

(−x)n

在测度空间 ([0, 1],B([0, 1]), λ) 上的部分和。由此求出∑
n≥1

(−1)n

n
.

(b) 设 z ∈ C 且 0 < Re(z) < 1。证明∫ +∞

0

xz−1

1 + x
dx =

1

z
+
∑
n≥1

(−1)n 2z

z2 − n2
.

练习 8.9。 设 f ∈ L1
R((0, 1)) 非负且单调。计算

lim
n→∞

∫ 1

0
f(xn) dx.

练习 8.10（Euler–Mascheroni 常数）。 对 n ∈ N、a ∈ R+，令

In(a) :=

∫ +∞

0
e−n sin2 xe−ax dx.

(a) 设 a > 0。严格说明理由并计算
lim

n→+∞
In(a).

150



分析：积分理论｜中文讲义 第八章 收敛定理及其应用

(b) 证明

In(0) :=

∫ +∞

−π
e−n sin2 x dx.

由此求出 In(0) 的值。

练习 8.11（Euler–Mascheroni 常数）。 证明

lim
n→∞

∫ n

0

(
1− x

n

)n
lnx dx = lim

n→∞

(
lnn−

n∑
k=1

1

k

)
=

∫ +∞

0
e−x lnx dx = −γ,

其中按照通常约定

γ := lim
n→∞

(
n∑
k=1

1

k
− lnn

)
是 Euler–Mascheroni 常数。a

a校订注：原书把 limn(lnn −
∑n

k=1 1/k) 直接记为 Euler–Mascheroni 常数 γ。按现代通行约定，γ =

limn(
∑n

k=1 1/k − lnn) > 0，所以原书展示的三个相等量都应为 −γ。

练习 8.12。
(a) 设 f ∈ L1

R([0, 1])。计算

lim
n→∞

∫ 1

0
xnf(x) dx.

(b) 假设 f 在 1 处有极限 ` ∈ R。计算

lim
n→∞

∫ 1

0
nxnf(x) dx.

(c) 假设函数 x 7→ f(x)/(1− x) 属于 L1
R([0, 1])。计算

lim
n→∞

∫ 1

0
nxnf(x) dx.

练习 8.13。 设 (bn)n≥1 是实数列，并令

fn(x) :=
n∑
k=1

bk sin(kx).

假设 fn 在 λ( dx)-几乎处处收敛到 f ∈ L1
R([−π, π])，并且

lim
n→∞

∫ π

−π
|fn(x)− f(x)| dx = 0.

(a) 证明：对每个 n ≥ 1，

bn =
1

π

∫ π

−π
f(x) sin(nx) dx.

(b) 利用 Abel 变换证明：对每个 n ≥ 1、x ∈ R，∣∣∣∣∣
n∑
k=1

sin(kx)
k

∣∣∣∣∣ ≤ π + 1.
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(c) 由此证明级数
+∞∑
n=1

bn
n

收敛。
(d) 证明函数列

x 7−→
n∑
k=2

sin(kx)
ln k

在 R 上逐点收敛。它是否在 L1([−π, π]) 中收敛？

练习 8.14。 设 f : R→ R 是有界的 T -周期 Borel 函数。
(a) 证明：对 R 中每个有界 Borel 集 A，

lim
n→∞

∫
A
f(nx)λ( dx) = λ(A)

T

∫ T

0
f(t) dt.

(b) 设 E 是所有满足“(f(nx))n≥0 收敛到某个实数 g(x)”的 x ∈ [0, T ] 所成的集合。证明下
式有意义，并证明 ∫

E
g(x)λ( dx) = λ(E)

T

∫ T

0
f(t) dt.

(c) 当 f = cos 时，证明 λ(E) = 0。

练习 8.15。 在 R+ 上定义

f(t) :=

∫ +∞

0

sin2 x
x2

e−tx dx.

(a) 证明 f 在 R+ 上连续，并在 R∗
+ 上二次可导。

(b) 计算 f ′′，以及 f, f ′ 在 +∞ 处的极限，并由此求出 f 的一个显式表达式。

练习 8.16。 在 R 上定义

f(t) :=

∫ +∞

0
arctan

(
t

sinhx

)
dx.

(a) 证明 f 在 R 上连续，在 R∗ 上可导，但在 0 处不可导。a

(b) 给出 f ′ 的一个简单表达式，并由此求出 f 在 0 与 +∞ 处的等价无穷小（或等价量）。

a校订注：原书已把 f 定义在整个 R 上，却只要求证明它在 R+ 上连续；结合下一句“在 R∗ 上可导”以及被
积函数关于 t 为奇函数，此处显然应为“在 R 上连续”。

练习 8.17。 对 f ∈ L1
R(R)，定义 Fourier 变换

f̂(t) :=

∫ +∞

−∞
f(x)e−itx dx, t ∈ R.

利用积分号下求导定理，在下列两种情形中计算 f̂：

(a) f(x) := e−x
2
; (b) f(x) :=

1

x2 + 1
.
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情形 (b) 分三步完成：
(i) 对 n ≥ 1，令

gn(t) :=

∫ n

−n

e−itx

x2 + 1
dx.

证明 (g′n)n≥1 在每个区间 [a,+∞)（a > 0）上一致收敛。由此证明 f̂ 在 R∗ 上可导，并
且对每个 t > 0，

(f̂)′(t) =

∫ +∞

−∞

−iu
u2 + t2

e−iu du.

(ii) 证明 f̂ 在 R∗
+ 上二次可导，并满足

(f̂)′′ = f̂ .

(iii) 计算 f̂(0) 与 limt→+∞ f̂(t)，并由此证明

∀t ∈ R, f̂(t) = πe−|t|.

练习 8.18（Γ 函数与 Stirling 公式）。 在 R∗
+ 上定义

Γ(t) :=

∫ +∞

0
xt−1e−x dx, t > 0.

(a) 证明 Γ 在 R∗
+ 上无穷次可导。

(b) 证明：对每个 n ∈ N∗，
Γ(n+ 1) = n!.

(c) 证明：对每个 t > 0，

Γ(t+ 1) =
√
t tte−t

∫ +∞

−
√
t

(
1 +

y√
t

)t
e−

√
t y dy.

(d) 证明：对每个 y ≥ 0，函数

t 7−→ t ln
(
1 +

y√
t

)
− y
√
t

在 R∗
+ 上递减；并且对 y ∈ (−

√
t, 0)，

t ln
(
1 +

y√
t

)
− y
√
t ≤ −y

2

2
.

(e) 利用前面各问以及 ∫ +∞

−∞
e−y

2/2 dy =
√
2π,

推出 Stirling 公式
Γ(t+ 1) ∼

t→+∞

√
2πt tte−t.

a

a校订注：原书把所引用的 Gaussian 积分写成
∫ +∞
0

e−y2/2 dy =
√
2π，少了负半轴；正确的是

∫
R e

−y2/2 dy =√
2π，而半轴积分等于

√
π/2。这里的变量代换区间趋于整个 R，故采用全轴公式。
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练习 8.19。 设 ϕ ∈ L1
R([0, 1])，并在 R 上定义

f(t) :=

∫ 1

0
|ϕ(x)− t| dx.

(a) 证明 f 在 R 上连续。
(b) 设 t ∈ R。证明：若 λ({ϕ = t}) = 0，则 f 在 t 处可导。
(c) 反过来，证明：若 f 在 t 处可导，则 λ({ϕ = t}) = 0。

练习 8.20。设 (X,A, µ) 是有限测度空间。称一族从 X 到 K 的可测函数 (fi)i∈I 依概率等度
可积，如果

lim
c→+∞

(
sup
i∈I

∫
{|fi|≥c}

|fi| dµ
)

= 0.

(a) 证明 L1
K(µ) 中的每个有限函数族都依概率等度可积。

(b) 证明：(fi)i∈I 依概率等度可积，当且仅当
sup
i∈I
‖fi‖1 < +∞,

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀A ∈ A, µ(A) < δ =⇒ ∀i ∈ I,
∫
A
|fi| dµ < ε.

(c) 若 (fi)i∈I 与 (gi)i∈I 都依概率等度可积，证明 (fi + gi)i∈I 也依概率等度可积。
(d) 设 (fn)n≥1 依概率等度可积，并在 µ-几乎处处收敛到函数 f。证明

f ∈ L1
K(µ), lim

n→∞
‖fn − f‖1 = 0.

练习 8.21（Vitali 定理）。 称 L1
K(µ) 中的函数族 (fi)i∈I 等度可积，如果

∀ε > 0, ∃Aε ∈ A, µ(Aε) < +∞, ∀i ∈ I,
∫
Ac

ε

|fi| dµ < ε,

∀ε > 0, ∃δε > 0, ∀A ∈ A, µ(A) < δε =⇒ ∀i ∈ I,
∫
A
|fi| dµ < ε.

设 (fn)n≥1 ⊂ L1
K(µ) 在 µ-几乎处处收敛到 f ∈ L1

K(µ)。我们要证明 Vitali 定理：

lim
n→∞

‖fn − f‖1 = 0 ⇐⇒ (fn)n≥1 等度可积.

(a) 证明 L1
K(µ) 中的每个有限函数族都等度可积。

(b) 证明 Vitali 定理的“=⇒”方向。
(c) 证明 Vitali 定理的“⇐=”方向。
(d) 说明：若删去 Vitali 定理中“在 µ-几乎处处收敛”的假设，仅有等度可积条件并不足够。

练习 8.22。 设 (X,A, µ) 是有限测度空间。对从 X 到 K 的任意两个可测函数 f, g，令

d(f, g) :=

∫
X
(|f − g| ∧ 1) dµ.

(a) 在“µ-几乎处处相等”这一等价关系下，令 E 为从 X 到 K 的可测函数所成的等价类集
合。证明 d 在 E 上定义了一个距离。
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(b) 证明依测度收敛（见练习 6.13）等价于由距离 d 定义的收敛。
(c) 下面分四步证明 (E, d) 完备。设 (fn)n≥1 是 E 中的 Cauchy 列。

(i) 构造一个子列 (fnk
)k≥1，使

d(fnk+1
, fnk

) < k−2, k ≥ 1.

(ii) 令
Ak := {|fnk+1

− fnk
| ≤ 1}.

证明 ∑
k≥1

1Ak
|fnk+1

− fnk
| ∈ L1(X).

(iii) 证明

µ

(
lim sup
k→∞

Ack

)
= 0.

(iv) 由此证明 ∑
k≥1

|fnk+1
− fnk

| < +∞ µ-a.e.,

并完成证明。

练习 8.23。 设 (An)n≥0 ⊂ A，f ∈ L1
R(µ)，并且

lim
n→∞

∫
X
|1An − f | dµ = 0.

(a) 证明：对每个 n ∈ N，
{|f | > 2} ⊂ {|1An − f | > 1}.

(b) 证明 ∫
X

1{|f |>2} dµ ≤
∫
X

1{|1An−f |>1} dµ ≤
∫
X
|1An − f | dµ.

由此推出 |f | ≤ 2 在 X 上 µ-几乎处处成立。
(c) 利用 (b) 证明

lim
n→+∞

∫
X
|1An − f |2 dµ = 0.

(d) 推出 f2 = f 在 X 上 µ-几乎处处成立，并证明 f 几乎处处等于某个集合 A ∈ A 的示性
函数，且 µ(A) < +∞。

(e) 证明：若 ∑
n≥0

µ(An 4A) < +∞,

则
1An −→ 1A µ-a.e.

练习 8.24。 考虑练习 6.18 中的商度量空间 (A/R, d)。设 (An)n≥0 ⊂ A，A ∈ A。
(a) 证明：若

lim
n→∞

d(Ȧn, Ȧ) = 0,
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则存在子列 (Aφ(n))n≥0，使

A R lim inf
n→∞

Aφ(n) 且 A R lim sup
n→∞

Aφ(n).

(b) 假设 µ(X) < +∞。证明：若

A R lim inf
n→∞

An 且 A R lim sup
n→∞

An,

则
lim
n→∞

d(Ȧn, Ȧ) = 0.

练习 8.25。 设 f : R→ R 是凸函数。
(a) 设 ϕ ∈ Cc(R) 非负。证明∫

R

(
f ′+(x)− f ′−(x)

)
ϕ(x) dx ≤ lim

n→∞

[
n

∫
R
f(x)

(
ϕ

(
x+

1

n

)
+ ϕ

(
x− 1

n

)
− 2ϕ(x)

)
dx
]
.

(b) 由此证明 f 在 R 上 λ1-几乎处处可导。

练习 8.26。 设 (X,A, µ) 满足 µ(X) = 1，并设 f ∈ L1
R(µ)。

(a) 在 R 上定义

F (y) :=

∫
X
|f(x)− y|µ( dx).

证明 F 是 1-Lipschitz 函数和凸函数。
(b) 证明：若 y ∈ R 且 µ({f = y}) = 0，则 F 在 y 处可导，并且

F ′(y) = µ({f ≤ y})− µ({f ≥ y}) = 2µ({f ≤ y})− 1.

(c) 若 f 的分布无原子，即对每个 y ∈ R 都有 µ({f = y}) = 0，证明 F 在闭集{
y ∈ R : µ({f ≤ y}) = 1

2

}
上达到最小值。a

a校订注：原书把条件 µ({f = y}) = 0（对所有 y）表述为“测度 µ 是弥散的”。但 µ 本身无原子并不保证随
机变量 f 的各个水平集都是零测集；这里真正需要的是像测度 f#µ，即 f 的分布无原子。

练习 8.27。
(a) 先说明被积函数可积，再计算

lim
n→∞

∫ +∞

0

sin(nxn)
nxn+1/2

dx.

(b) 计算

lim
n→∞

∫ +∞

0

ln(1 + xn)

1 + nx2
dx.
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(c) 计算

lim
n→+∞

∫ +∞

0

sin(xn)
xn

dx.

练习 8.28。 设 µ 是 (R,B(R)) 上的正测度，并且∫
R
|x|p µ( dx) < +∞, p ∈ [1,+∞).

定义失真函数

Dµ,p
n (x) :=

∫
R

min
1≤i≤n

|xi − u|p µ( du), x ∈ S+ := {y ∈ Rn : y1 < y2 < · · · < yn}.

(a) 证明 Dµ,p
n 在 S+ 上连续。

(b) 假设 µ 是弥散测度，即对每个 x ∈ R 都有 µ({x}) = 0。证明 Dµ,p
n 在 S+ 的每一点连续

可微，并且对 i ∈ {1, . . . , n}，

∂Dµ,p
n

∂xi
(x1, . . . , xn) = p

∫ x̃i+1/2

x̃i−1/2

sgn(xi − u)|xi − u|p−1 µ( du),

其中

x̃1/2 := −∞, x̃i−1/2 :=
xi + xi−1

2
(2 ≤ i ≤ n), x̃n+1/2 := +∞.

练习 8.29。 设 z ∈ C \ {0}、Re(z) ≥ 0，并在 R+ 上定义

f(t) :=

∫ +∞

−∞

e−(x2+z)t2

x2 + z
dx.

(a) 证明 f 在 R+ 上连续，在 R∗
+ 上可导，而且

lim
t→+∞

f(t) = 0.

(b) 证明

f(0) =

∫ +∞

−∞

dx
x2 + z

=
π√
z
,

其中 √
z :=

√
|z| ei arg(z)/2, arg(z) ∈

[
−π
2
,
π

2

]
,

是 z 的平方根主值。
(c) 利用练习 1.15 求出 t ∈ R∗

+ 时 f ′(t) 的值。
(d) 由此推出 Fresnel 积分公式∫ +∞

−∞
e−zt

2 dt =
√
π√
z
, z ∈ C \ {0}, Re(z) ≥ 0;

当 Re(z) = 0 时，该积分为半收敛积分。
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练习 8.30。
(a) 设 (bn)n≥1 是递减到 0 的正实数列。证明级数

f(x) :=

+∞∑
n=1

bn sin(nx)

对每个 x ∈ [0, π] 收敛，并且对每个 δ ∈ (0, π]，在 [δ, π] 上一致收敛。
(b) 利用练习 8.13(b) 证明

+∞∑
n=1

bn
n

sin(nx)

在 [0, π] 上一致收敛。
(c) 假设 f ∈ L1([0, π])。利用 (a) 在 [δ, π] 上的收敛以及 (b) 在 [0, π] 上的收敛，证明对每个

n ≥ 1，

bn =
2

π

∫ π

0
f(x) sin(nx) dx.

(d) 证明级数
+∞∑
n=1

bn
n

收敛。
(e) 由此证明函数

x 7−→
+∞∑
n=2

sin(nx)
lnn

不属于 L1([0, π])。
(f) 证明不存在 f ∈ L1([−π, π])，使得

∀n ≥ 2,
1

lnn =
1

π

∫ π

−π
f(x) sin(nx) dx.

练习 8.31。
(a) 设 (an)n∈N 是递减到 0 的正实数列，并且对每个 n ≥ 1，

an−1 + an+1 − 2an ≥ 0.

证明
+∞∑
n=1

n(an−1 + an+1 − 2an) < +∞.

(b) 证明 Fejér 核 Fn 满足

Fn(x) := 1 + 2

n∑
k=1

(
1− k

n

)
cos(kx) = 1

n

(
sin(nx/2)
sin(x/2)

)2

, x ∈ (0, π].

由此证明：在 (0, π] 上定义

fn(x) :=

n∑
k=1

k(ak−1 + ak+1 − 2ak)Fk(x),

则 (fn) 在 L1([0, π]) 中收敛到某个非负函数 f ∈ L1([0, π])。
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(c) 回顾：对实值 2π-周期函数 f ∈ L1([−π, π])，实 Fourier 系数定义为

a0 :=
1

2π

∫ π

−π
f(t) dt, ak :=

1

π

∫ π

−π
f(t) cos(kt) dt (k ≥ 1),

bk :=
1

π

∫ π

−π
f(t) sin(kt) dt.

对 n ≥ 1，计算 Fn 与 fn 的 Fourier 系数，并证明

fn(x) =

n∑
k=0

[
ak + (n− k)an+1 − (n+ 1− k)an

]
cos(kx), x ∈ (0, π].

(d) 推出

f(x) =
+∞∑
k=0

ak cos(kx) 在[0, π] 上λ( dx)-a.e.

(e) 证明函数

x 7−→
+∞∑
n=2

cos(nx)
lnn

属于 L1([0, π])。

注。 练习 8.30 与 8.31 给出了一个颇为意外的结论：

x 7−→
+∞∑
n=2

cos(nx)
lnn ∈ L1([0, π]), x 7−→

+∞∑
n=2

sin(nx)
lnn /∈ L1([0, π]).

练习 8.32（Pratt 引理）。设 (fn)n≥0、(gn)n≥0 是测度空间 (X,A, µ) 上的两列可测函数，满
足

0 ≤ fn ≤ gn µ-a.e., fn → f, gn → g µ-a.e.

(a) 证明 Pratt 引理：

lim
n→+∞

∫
X
gn dµ =

∫
X
g dµ < +∞ =⇒ lim

n→+∞

∫
X
fn dµ =

∫
X
f dµ.

(b) 取 X = R，µ 为 Lebesgue 测度，并令

fn(x) :=
1

(x+ n)2 + 1
, gn(x) := 1, x ∈ R.

研究这一情形，并说明可以得到什么结论。

练习 8.33。 设 f ∈ L1
loc(Rd)，并满足

∀ϕ ∈ C∞
c (Rd),

∫
Rd

f(x)ϕ(x)λd( dx) = 0.

(a) 对 Rd 中每个有界开集 Ω，证明存在 (ϕn) ⊂ C∞
c (Ω)，该函数列由同一个常数控制，并且
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在 Ω 上 λd( dx)-几乎处处收敛到
f

|f |
1{f ̸=0}.

(b) 推出
f = 0 在Rd 上λd( dx)-a.e.

练习 8.34（微分系统流的渐近行为）。设 a ∈ C3(R2) 是 Z2-周期函数，即 a(x1, x2) 分别关于
x1, x2 以 1 为周期；并假设 a 在 R2 上严格为正。设 ξ ∈ R2 \ {0}。对固定的 x ∈ R2，考虑微
分系统 

∂X

∂t
(t, x) = a(X(t, x)) ξ, t ≥ 0,

X(0, x) = x.

向量值函数 X 称为该微分系统的流。a

(a) 说明函数 1/a 的 Fourier 级数展开

∀x = (x1, x2) ∈ R2,
1

a(x)
=
∑
n∈Z2

αne
2iπ(x·n),

其中
(αn)n∈Z2 ∈ `1(Z2), x · n := n1x1 + n2x2.

(b) 证明：对每个 (t, x) ∈ R+ × R2，

X(t, x) = F−1
x (t)ξ + x, Fx(t) :=

∫ t

0

ds
a(sξ + x)

.

(c) 证明

Fx(t) = t
∑
n∈Z2

ξ·n=0

αne
2iπ(x·n)

+
∑
n∈Z2

ξ·n ̸=0

αne
2iπ(x·n)eiπt(ξ·n) sin(πt(ξ · n))

π(ξ · n)
.

(d) 推出：对每个 x ∈ R2，

lim
t→+∞

Fx(t)

t
=
∑
n∈Z2

ξ·n=0

αne
2iπ(x·n) > 0,

进而

lim
t→+∞

X(t, x)

t
=

∑
n∈Z2

ξ·n=0

αne
2iπ(x·n)


−1

ξ.

(e) 假设 ξ = (ξ1, ξ2) 在 R2 中不可公度，即 ξ1/ξ2 /∈ Q。证明：对每个 x ∈ R2，

lim
t→+∞

X(t, x)

t
= a ξ, a :=

(∫
[0,1]2

dy
a(y)

)−1

;

也就是说，a 是 a 的调和平均。
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a校订注：原书只假设 a ∈ C1，却在 (a) 中要求推出二维 Fourier 系数绝对可和。一般的二维 C1 周期函数并
不保证 Fourier 系数属于 ℓ1(Z2)。为使 (a) 及后续逐项运算成立，这里把正则性加强为 C3；此时分部积分给出足
够的三阶衰减。

练习 8.35（Basel 问题 5）。 对 r ∈ [0, 1)，在 R 上定义

fr(x) :=
+∞∑
n=1

rn
sin2(nx)
n2

.

(a) 证明：对每个 t ∈ R，

f ′′r (t) =
d
dt

[
arctan

(
r sin(2t)

1− r cos(2t)

)]
.

(b) 推出：对每个 x ∈ R，

fr(x) =

∫ x

0
arctan

(
r sin(2t)

1− r cos(2t)

)
dt.

(c) 证明：对每个 x ∈ R，

f1(x) := lim
r→1−

fr(x) =

∫ x

0
arctan(cot t) dt.

(d) 推出
+∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
=
π2

8
,

+∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
.

练习 8.36（Apéry 常数 ζ(3)）。 a 对 t ∈ R、n ∈ N∗，令

Cn(t) :=

n∑
k=1

cos(2kt)
k

.

(a) 利用经典的
∑

sin(kt) 求和公式证明：对每个 θ ∈ (0, π/2)，

Cn

(π
2
− θ
)
− Cn(θ) =

∫ π/2−θ

θ

cos((2n+ 1)t)− cos t
sin t dt.

(b) 证明

lim
n→+∞

∫ π/2

0
θ
(
Cn

(π
2
− θ
)
− Cn(θ)

)
dθ =

+∞∑
m=0

1

(2m+ 1)3
.

(c) 利用
sin t ≥ 2

π
t, t ∈ [0, π/2],

证明存在常数 c > 0，使对每个 δ ∈ (0, π/4]，∣∣∣∣∣
∫ δ

0
θ

(∫ π/2−θ

θ

cos((2n+ 1)t)

sin t dt
)

dθ
∣∣∣∣∣ ≤ cδ2| ln δ|.

161



分析：积分理论｜中文讲义 第八章 收敛定理及其应用

(d) 结合 Riemann–Lebesgue 引理（见练习 1.2(a)）与 Lebesgue 控制收敛定理，证明对每个
δ ∈ (0, π/4]，

lim
n→+∞

∣∣∣∣∣
∫ π/2

δ
θ

(∫ π/2−θ

θ

cos((2n+ 1)t)

sin t dt
)

dθ
∣∣∣∣∣ = 0.

(e) 推出
+∞∑
m=0

1

(2m+ 1)3
=

∫ π/2

0
θ ln(tan θ) dθ,

并因此得到 Apéry 常数

ζ(3) :=
+∞∑
n=1

1

n3
=

8

7

∫ π/2

0
θ ln(tan θ) dθ.

b

aR. Apéry, Irrationalité de ζ(2) et ζ(3), Astérisque, 61 (1979), 11–13.
b校订注：原书把奇数项之和

∑
m≥0(2m+1)−3 直接记作 ζ(3)。事实上该和等于 (1− 2−3)ζ(3) = 7

8
ζ(3)；这里

补上因子 8/7。

练习 8.37。 使用右半平面上的主值对数

log z := ln |z|+ i arg(z), Re(z) > 0, arg(z) ∈
(
−π
2
,
π

2

)
,

重新完成练习 8.35 与 8.36。它满足

log′(z) = 1

z
, |z| ≤ 1, Re(z) > 0 =⇒ log(1− z) = −

+∞∑
n=1

zn

n
,

边界点按径向极限理解。
(a) 在练习 8.35 中证明

∀t ∈ R, f ′r(t) = − arg(1− re2it).

(b) 在练习 8.36 中证明

∀t ∈ (0, π), lim
n→∞

Cn(t) = −Re
[
log(1− e2it)

]
.

a

a校订注：原书此题有三处相互关联的符号或陈述错误：log(1 − z) 的幂级数漏写负号；(a) 的辐角公式也因此
漏写负号；(b) 则把依赖 n 的有限和 Cn(t) 直接等同于一个与 n 无关的函数，并同样漏写负号。这里统一改为标
准对数公式及 n → ∞ 的极限式。原书给出的辐角范围只覆盖右半平面，因此正文也明确补出这一对数分支的定
义域。

练习 8.38（Basel 问题 6）。 a

(a) 证明

I :=
+∞∑
n=1

(−1)n−1

n2
= 2

∫ 1

0

ln(1 + x2)

x
dx =

∫ 1

0

ln(1 + x)

x
dx.
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(b) 在 R 上定义

f(t) :=

∫ 1

0

ln(1− 2x cos t+ x2)

x
dx.

证明 f 在 R 上连续。
(c) 证明：对每个 t ∈ (0, π)，

f ′(t) = π − t.

(d) 由 (a)、(c) 推出：对每个 t ∈ [0, π]，

f(t) = 2I − π2

2
+ πt− t2

2
;

进而求出 I，并证明
+∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
.

aH. Haruki & S. Haruki, Euler’s integrals, American Mathematical Monthly, 90(7) (1983), 464–466.
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第九章 Lp 空间

本章研究由“给定次幂可积”的函数组成的向量空间。这些集合推广了 µ-可积函数空间 L1
K(µ)，

并具有许多类似的性质。

本章始终用 K 同时表示实数域或复数域，并用 (X,A, µ) 表示任意测度空间。

9.1 LpK(µ) 空间：定义与初步性质

定义 9.1。 对每个实数 p > 0，定义

LpK(X,A, µ) :=
{
f : (X,A)→ (K,B(K)) 可测 :

∫
X
|f |p dµ < +∞

}
.

在不会引起歧义时，简记为 LpK(µ)。

例。 若 m 是 (N,P(N)) 上的计数测度，即 m(A) = Card(A)，则

LpK(m) = `pK(N) :=

(an)n≥0 ∈ KN :
∑
n≥0

|an|p < +∞

 .

命题 9.1。 对每个 p > 0，LpK(µ) 都是 K-向量空间。

证明。只需验证 LpK(µ) 是所有从 X 到 K 的函数所成向量空间 F(X,K) 的线性子空间。零函
数显然属于 LpK(µ)。设 λ ∈ K，f, g ∈ LpK(µ)。则

|λf + g|p ≤ (|λ| |f |+ |g|)p

≤
(
2max(|λ| |f |, |g|)

)p
≤ 2p|λ|p|f |p + 2p|g|p.

因此 ∫
X
|λf + g|p dµ ≤ 2p|λ|p

∫
X
|f |p dµ+ 2p

∫
X
|g|p dµ < +∞.

所以 λf + g ∈ LpK(µ)。 □

命题 9.2。
(a) 若 µ(X) < +∞，则

0 < p ≤ q =⇒ LqK(µ) ⊂ L
p
K(µ).

(b) 若 m 是 N 上的计数测度，则

0 < p ≤ q =⇒ `pK(N) ⊂ `
q
K(N).
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证明。(a) 若 0 < p ≤ q，则
|f |p ≤ |f |q1{|f |≥1} + 1{|f |≤1}.

所以只要 f ∈ LqK(µ)，就有∫
X
|f |p dµ ≤

∫
X
|f |q dµ+ µ({|f | ≤ 1}) < +∞.

(b) 若 0 < p ≤ q 且 ∑
n≥0

|an|p < +∞,

则 an → 0。因此从某一项 N 起有 |an| ≤ 1，从而

|an|q ≤ |an|p, n ≥ N.

于是
∑

n≥0 |an|q < +∞。 □

注。
• 命题 9.2(b) 立即推广到任意集合 Y 上的计数测度，以及以 Y 为指标集的 p 次幂可和族：

`pK(Y ) :=

(ay)y∈Y ∈ KY :
∑
y∈Y
|ay|p < +∞

 .

• 在赋予 Lebesgue 测度 λ 的 (R,B(R)) 上，

1(0,1]√
·
∈ L1

R(λ) \ L2
R(λ),

1√
(·)2 + 1

∈ L2
R(λ) \ L1

R(λ).

所以 L1
R(λ) 与 L2

R(λ) 之间没有任何包含关系。

9.2 Hölder 不等式与 Minkowski 不等式

对每个函数 f : (X,A)→ K 以及每个实数 p > 0，定义

‖f‖p :=
(∫

X
|f |p dµ

)1/p

≤ +∞, (+∞)1/p := +∞.

称它为 f 的“Lp 范数”。在许多情形下，这一说法并不恰当；当 p ≥ 1 时，定理 9.2 将说明这一术
语为何合理。

注。 ‖·‖p 具有如下单调性：

|f | ≤ |g| =⇒ ‖f‖p ≤ ‖g‖p .

定理 9.1（Hölder 不等式）。 设 f, g : X → K 可测，p, q > 1，并且

1

p
+

1

q
= 1.
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(a) 若 f, g 为非负实值函数，则

0 ≤
∫
X
fg dµ ≤ ‖f‖p ‖g‖q ≤ +∞. (9.1)

此外，当 ‖f‖p + ‖g‖q < +∞ 时，(9.1) 取等号，当且仅当存在

(α, β) ∈ R2
+ \ {(0, 0)},

使
αfp = βgq µ-a.e.

(b) 若 f ∈ LpK(µ)、g ∈ L
q
K(µ)，则

fg ∈ L1
K(µ), ‖fg‖1 ≤ ‖f‖p ‖g‖q . (9.2)

此外，(9.2) 取等号，当且仅当存在

(α, β) ∈ R2
+ \ {(0, 0)},

使
α|f |p = β|g|q µ-a.e.

证明。(a) 第一步：Young 不等式。 对 α ∈ (0, 1)、x ∈ R+，令

ϕα(x) := xα − αx.

函数 ϕα 在 R∗
+ 上可导，而且

ϕ′
α(x) = α(xα−1 − 1).

因此它在 (0, 1) 上递增，在 (1,+∞) 上递减。于是对每个 x ∈ R+，

xα ≤ αx+ 1− α,

等号当且仅当 x = 1。
当 u ≥ 0、v > 0 时取 x = u/v，得到

uαv1−α ≤ αu+ (1− α)v, (9.3)

等号当且仅当 u = v。再直接考察 v = 0 的情形可知，(9.3) 对一切 u, v ∈ R+ 都成立。这就是
Young 不等式。

(a) 第二步：Hölder 不等式。
• 若 ‖f‖p = 0 或 ‖g‖q = 0，则 f = 0 或 g = 0 在 µ-几乎处处成立，因而 fg = 0 几乎处处；
此时显然取等号。

• 若这两个量都非零，但其中一个为 +∞，则不等式显然成立。
• 最后设 ‖f‖p , ‖g‖q ∈ R∗

+。令

α :=
1

p
, 1− α =

1

q
, u :=

fp(x)

‖f‖pp
, v :=

gq(x)

‖g‖qq
.

由 (9.3)，对每个 x ∈ X，
f(x)g(x)

‖f‖p ‖g‖q
≤ 1

p

fp(x)

‖f‖pp
+

1

q

gq(x)

‖g‖qq
,
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并且恰在
fp(x)

‖f‖pp
=
gq(x)

‖g‖qq
时取等号。对 µ 积分得到

0 ≤
∫
X
fg dµ ≤ ‖f‖p ‖g‖q

(
1

p

∫
X

fp(x)

‖f‖pp
µ( dx) + 1

q

∫
X

gq(x)

‖g‖qq
µ( dx)

)
= ‖f‖p ‖g‖q < +∞.

这里括号中的量等于 1/p+ 1/q = 1。
若 0 ≤ ϕ ≤ ψ ∈ L1

R(µ)，则∫
X
ϕ dµ =

∫
X
ψ dµ ⇐⇒ ϕ = ψ µ-a.e.

因此，(9.1) 取等号，当且仅当以下两种情形之一成立：
• f = 0 或 g = 0 在 µ-几乎处处成立；
• 存在 α, β > 0，使

αfp = βgq µ-a.e.

这正是定理中的刻画。

(b) 对 |f | 与 |g| 应用 (a) 即得。 □

定义 9.2。 若 p, q > 1 且
1

p
+

1

q
= 1,

则称 p, q 为一对共轭指数。

注。
• 直接推广。 在定理 9.1(a) 中，可以允许 f, g 取值于 R+，只须在乘积 f(x)g(x) 中采用

0× (+∞) = 0

这一约定。
• 再论等号情形。 若 ‖f‖p = +∞ 或 ‖g‖q = +∞，则 (9.1) 可能取等号，但 fp, gq 并不成
比例。例如在 X = R、p = q = 2、µ = λ 时，令

f(x) := x−3/41[1,+∞)(x), g(x) := x−1/41[1,+∞)(x).

则

0 < ‖f‖2 < +∞, ‖g‖2 = +∞,
∫
R
f(x)g(x)λ( dx) = +∞.

所以 (9.1) 取等号，而 f2, g2 显然不成比例。

推论 9.1。

167



分析：积分理论｜中文讲义 第九章 Lp 空间

(a) 若 f ∈ LpK(µ)、g ∈ L
q
K(µ)，则 ∣∣∣∣∫

X
fg dµ

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖p ‖g‖q .
(b) 当 p = q = 2 时，得到 Cauchy–Schwarz 不等式：

∀f, g ∈ L2
C(µ), fg ∈ L1

C(µ),

∣∣∣∣∫
X
fg dµ

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖2 ‖g‖2 . (9.4)

等号成立，当且仅当 f = 0 在 µ-几乎处处成立，或者存在 c ∈ C，使

g = cf µ-a.e.

证明。(a) 由积分的三角不等式与 Hölder 不等式立即得到∣∣∣∣∫
X
fg dµ

∣∣∣∣ ≤ ∫
X
|fg| dµ ≤ ‖f‖p ‖g‖q .

(b)对 f, g 应用 (a)。下面结合两个不等式的等号情形。假设 f 并非在 µ-几乎处处为零。Hölder
不等式 (9.2) 的等号情形给出

|g|2 = ρ2|f |2 µ-a.e.,

其中 ρ =
√
α/β，因而

|g| = ρ|f | µ-a.e.

积分三角不等式的等号情形（见命题 7.4(b)）又给出

fg = eiθ|fg| µ-a.e.

所以
fg = ρeiθ|f |2 = ρeiθff µ-a.e.

在 {f 6= 0} 上可得
g = cf, c := ρe−iθ.

而在 {f = 0} 上，|g| = ρ|f | 蕴含 g = 0，故同一等式仍成立。反过来，若 g = cf，则 (9.4) 显
然取等号。 □

注。 直接利用
∀λ ∈ C,

∫
X
|λf + g|2 dµ ≥ 0

可以更快地证明推论 9.1(b)，包括其等号情形。实值情形的调整是直接的。

推论 9.2。 若 µ 是概率测度，即 µ(X) = 1，则对每个可测函数 f，映射

r 7−→ ‖f‖r

在 [1,+∞) 上递增。此外，若存在

1 ≤ r < s < +∞
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使
‖f‖r = ‖f‖s < +∞,

则 |f | 在 µ-几乎处处为常数。

证明。设 1 ≤ r < s < +∞。对函数 |f |r 与 1X 应用 Hölder 不等式，取共轭指数

p :=
s

r
, q :=

s

s− r
.

于是

‖f‖rr =
∫
X
|f |r1X dµ

≤
(∫

X
|f |r(s/r) dµ

)r/s(∫
X

1 s/(s−r)X dµ
)(s−r)/s

= ‖f‖rs µ(X)(s−r)/s = ‖f‖rs .

若 ‖f‖r = ‖f‖s ∈ R+，则 Hölder 不等式取等号；它的等号刻画立即说明 |f | 在 µ-几乎处处与
常函数 1 成比例。 □

Hölder 不等式最重要的应用之一就是 Minkowski 不等式。

定理 9.2（Minkowski 不等式）。
(a) 若 p ∈ [1,+∞)，则 (

LpK(µ), ‖·‖p
)

是半赋范 K-向量空间。特别地，

∀f, g ∈ LpK(µ), ‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p . (9.5)

(b) 等号情形。
• 若 p > 1，则 (9.5) 取等号，当且仅当 f = 0 在 µ-几乎处处成立，或者存在 α ≥ 0，
使

g = αf µ-a.e.

• 若 p = 1，则 (9.5) 取等号，当且仅当

fg ≥ 0 µ-a.e.

证明。(a) 唯一不平凡之处是三角不等式。设 p ∈ [1,+∞)。逐点不等式

|f + g|p ≤ |f | |f + g|p−1 + |g| |f + g|p−1 (9.6)

中采用约定 x0 = 1（x ≥ 0）。对 µ 积分，得到

‖f + g‖pp ≤
∫
X
|f | |f + g|p−1 dµ+

∫
X
|g| |f + g|p−1 dµ.

若 p = 1，这已经证明了 (9.5)。否则，对右端两项分别应用 Hölder 不等式，得到

‖f + g‖pp ≤ ‖f‖p
(∫

X
|f + g|(p−1)q dµ

)1/q
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+ ‖g‖p
(∫

X
|f + g|(p−1)q dµ

)1/q

,

其中 p, q 为共轭指数。特别地，(p− 1)q = p，所以

‖f + g‖pp ≤
(
‖f‖p + ‖g‖p

)
‖f + g‖p−1

p .

因为 f + g ∈ LpK(µ)，有 ‖f + g‖p < +∞。当 ‖f + g‖p > 0 时约去其 p− 1 次幂；若该量为零，
不等式显然成立。

(b) 等号情形。
先设 p > 1。对 Hölder 不等式的等号情形应用两次，可得

β|f + g|p = γ|f |p, δ|f + g|p = ε|g|p µ-a.e.,

其中
(β, γ), (δ, ε) ∈ R2

+ \ {(0, 0)}.

若 f = 0 或 g = 0 在 µ-几乎处处成立，则显然取等号。
现在假设 f, g 都不在 µ-几乎处处为零。若 f + g = 0 在 µ-几乎处处成立，则 ‖f‖p , ‖g‖p > 0，
不可能有 ‖f + g‖p = ‖f‖p + ‖g‖p。因此 f + g 并非几乎处处为零，上式中的四个系数均严格
为正。于是

|g|p = γδ

βε
|f |p µ-a.e.,

即存在 α > 0，使
|g| = α|f | µ-a.e.

上述两个比例式还说明，在 {f + g = 0} 上，

f = g = 0 µ-a.e.

另一方面，在 (9.6) 中也必须几乎处处取等号；因此在 {f + g 6= 0} 上，

|f + g| = |f |+ |g| µ-a.e.

平方后得到
|f |2 + |g|2 + 2Re(fg) = |f |2 + |g|2 + 2|f | |g| µ-a.e.

由于
|f | |g| = |fg|, Re z = |z| ⇐⇒ z ∈ R+,

必有
fg = |fg| ≥ 0 在{f + g 6= 0} 上µ-a.e.

从而
f |g|2 = |f | |g| g 在{f + g 6= 0} 上µ-a.e.

在该集合上 f, g 6= 0 几乎处处，故

g =
|g|
|f |
f = αf 在{f + g 6= 0} 上µ-a.e.

在 {f + g = 0} 上已有 f = g = 0，所以同一等式在整个 X 上几乎处处成立。综上，p > 1 时
取等号，当且仅当

f = 0 或 g = αf µ-a.e. (某个α ≥ 0).
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最后，若 p = 1，等号情形就是

|f + g| = |f |+ |g| µ-a.e.,

根据上面的计算，这等价于
fg ≥ 0 µ-a.e.

□

应用 9.1（反向 Hölder 与反向 Minkowski 不等式）。 设 p ∈ (0, 1)。对任意严格正的可测
函数

f, g : (X,A, µ)→ R∗
+,

有反向 Hölder 不等式∫
X
fg dµ ≥

(∫
X
fp dµ

)1/p(∫
X
gq dµ

)1/q

,
1

p
+

1

q
= 1.

注意此时
q =

p

p− 1
< 0.

同样，Minkowski 不等式反向为(∫
X
(f + g)p dµ

)1/p

≥
(∫

X
fp dµ

)1/p

+

(∫
X
gp dµ

)1/p

.

证明。反向 Hölder 不等式。 令

q :=
p

p− 1
< 0, p′ :=

1

p
∈ (1,+∞), q′ := −q

p
= 1− q ∈ (1,+∞).

p′, q′ 是一对共轭指数。写成
fp = g−p(fg)p,

再对 g−p 与 (fg)p 使用指数 p′, q′ 的 Hölder 不等式，得到∫
X
fp dµ =

∫
X
g−p(fg)p dµ

≤
(∫

X
g−pq

′ dµ
)1/q′ (∫

X
(fg)pp

′ dµ
)1/p′

=

(∫
X
gq dµ

)−p/q (∫
X
fg dµ

)p
.

取 p 次方根可得 (∫
X
fp dµ

)1/p

≤
(∫

X
gq dµ

)−1/q ∫
X
fg dµ.

下面区分三个通常的情形：
• 若 (∫

X
gq dµ

)−1/q

= 0,

则 g = 0 在 µ-几乎处处成立，因为 −1/q > 0；在非零测度空间上，这与 g > 0 的假设矛
盾。
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• 若该量为 +∞，则
∫
X g

q dµ = +∞，从而原不等式右端含有的 (
∫
X g

q dµ)1/q 等于 0；结
论是直接的。

• 若该量属于 R∗
+，则把上式两端乘以 (∫

X
gq dµ

)1/q

便得到结论。

反向 Minkowski 不等式。 像证明通常的 Minkowski 不等式那样分解

(f + g)p = f(f + g)p−1 + g(f + g)p−1.

对两项分别应用指数 p, q 的反向 Hölder 不等式，得到∫
X
(f + g)p dµ ≥

[(∫
X
fp dµ

)1/p

+

(∫
X
gp dµ

)1/p
]

×
(∫

X
(f + g)p dµ

)1/q

.

除以右端最后一个因子即可得到反向 Minkowski 不等式；该因子非零，而当它为无穷时结论
是直接的。 □

9.3 Banach 空间 LpK(µ)，1 ≤ p < +∞

9.3.1 半赋范空间预备知识

定义 9.3。 设 E 是 K-向量空间。若映射

N : E → R+

满足：
(i) N(0E) = 0，其中 0E 是 E 的零向量；
(ii) 对每个 λ ∈ K、x ∈ E，

N(λx) = |λ|N(x);

(iii) 对每个 x, y ∈ E，
N(x+ y) ≤ N(x) +N(y),

则称 N 是 E 上的半范数。
每个范数都是半范数。一个半范数成为范数，当且仅当它还满足

N(x) = 0 =⇒ x = 0E .

此外，(iii) 蕴含完整的三角不等式

|N(x)−N(y)| ≤ N(x− y).
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定义 9.4。 设 (E,N) 是半赋范 K-向量空间。集合

V := {x ∈ E : N(x) = 0}

是 E 的 K-线性子空间，称为半范数 N 的核，有时记作 kerN。

事实上 0E ∈ V，且若 x, y ∈ V、λ ∈ K，则

N(λx+ y) ≤ |λ|N(x) +N(y) = 0.

现在希望从半赋范空间 (E,N) 规范地构造一个尽可能接近它的赋范 K-向量空间。为此，在
E 上定义二元关系

∀x, y ∈ E, x ∼ y ⇐⇒ x− y ∈ V.

容易验证，∼ 是等价关系，并且与加法、数乘相容：若

x ∼ x′, y ∼ y′,

则对每个 λ ∈ K，
λx+ y ∼ λx′ + y′.

因此，等价类集合
E := {x : x ∈ E},

可以自然地赋予商向量空间结构：

x+ y := x+ y, λ · x := λx.

这个集合通常记作 E/V，称为 E 关于 V 的商空间。

在 E/V 上定义
N(x) := N(x).

该定义与代表元的选择无关：若 x ∼ y，则 x− y ∈ V，因而

|N(x)−N(y)| ≤ N(x− y) = 0.

于是 (E/V,N) 是赋范 K-向量空间。这就是与半赋范空间 (E,N) 规范对应的赋范空间。实际书写
时，通常仍用 N 表示商空间上的范数，而省去横线；这是一个明显但几乎不可避免的记号滥用。

9.3.2 构造与性质

当 p ≥ 1 时，对半赋范空间 (
LpK(µ), ‖·‖p

)
直接应用上述商空间构造，就得到赋范 Lp 空间。

定义 9.5。 令
LpK(µ) := LpK(µ)

/
{f : ‖f‖p = 0}.

则 (
LpK(µ), ‖·‖p

)
是赋范 K-向量空间；这里仍沿用 ‖·‖p 表示商空间范数。

173



分析：积分理论｜中文讲义 第九章 Lp 空间

解释与记号约定。 因为

‖f‖p = 0 ⇐⇒ |f |p = 0 µ-a.e. ⇐⇒ f = 0 µ-a.e.,

所以 f ∈ LpK(µ) 的等价类为

f = {g ∈ LpK(µ) : g = f µ-a.e.}.

注意。实际使用中，符号 f 将既表示函数 f ∈ LpK(µ)，也表示它的等价类 f ∈ LpK(µ)。这同样
是一种系统而难以避免的记号滥用。

定理 9.3（Riesz–Fischer 定理）。
(a) 对每个 p ∈ [1,+∞)，赋范向量空间 (

LpK(µ), ‖·‖p
)

是完备的；也就是说，每个关于 ‖·‖p 的 Cauchy 列都按此范数收敛。
(b) 设 (fn)n≥1 ⊂ LpK(µ)，f ∈ L

p
K(µ)，并且

‖fn − f‖p −→ 0.

则存在子列 (fφ(n))n∈N 和函数 g ∈ LpR+
(µ)，使

|fφ(n)| ≤ g µ-a.e.,

并且
fφ(n) −→ f µ-a.e.

这个定理建立在下面两个引理上。

引理 9.1（广义 Minkowski 不等式）。 设 fn : (X,A)→ R+（n ≥ 1）是一列非负可测函数。
则对每个 p ∈ [1,+∞)， ∥∥∥∥∥∥

∑
n≥1

fn

∥∥∥∥∥∥
p

≤
∑
n≥1

‖fn‖p ≤ +∞.

证明。对任意两个非负可测函数 f, g，都有

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p ≤ +∞.

若右端有限，这就是通常的 Minkowski 不等式；若右端无穷，则结论显然。归纳可得：对每个
N ≥ 1， ∥∥∥∥∥

N∑
k=1

fk

∥∥∥∥∥
p

≤
N∑
k=1

‖fk‖p ≤
∑
k≥1

‖fk‖p .

注意当 N → +∞ 时， (
N∑
k=1

fk

)p
↑

∑
k≥1

fk

p

.

对左端应用 Beppo Levi 定理便得结论。 □
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引理 9.2。设 (E, ‖·‖) 是赋范 K-向量空间。则 E 是 Banach 空间，当且仅当其中每个绝对收
敛级数都收敛。

证明。=⇒ 设 (un)n≥0 ⊂ E，并令

Sn := u0 + · · ·+ un.

有

‖Sn+r − Sn‖ ≤
n+r∑

k=n+1

‖uk‖ .

所以若数项级数
∑

n ‖un‖ 收敛，则 (Sn) 是 Cauchy 列；由 E 完备，(Sn) 收敛。

⇐= 设 (xn)n∈N 是 Cauchy 列。只要构造出一个收敛子列，就能由 Cauchy 性推出原列收敛。
逐步定义

ϕ(0) := 0,

以及对 n ≥ 1，
ϕ(n) := min

{
k > ϕ(n− 1) : ∀` ≥ k, ‖xℓ − xk‖ < 2−n

}
.

由 Cauchy 性，这一定义良好，而且对每个 n ≥ 1，∥∥xφ(n+1) − xφ(n)
∥∥ < 2−n.

令
u0 := x0, un := xφ(n) − xφ(n−1) (n ≥ 1).

则

xφ(n) =

n∑
k=0

uk, ‖uk‖ < 21−k (k ≥ 2).

因此
∑

n≥0 ‖un‖ < +∞。按假设，级数
∑

n un 在 E 中收敛，于是子列 (xφ(n))收敛，原 Cauchy
列也随之收敛。 □

Riesz–Fischer 定理的证明。
(a) 考虑 LpK(µ) 中绝对收敛的级数∑

n≥0

un,
∑
n≥0

‖un‖p < +∞.

由引理 9.1， ∥∥∥∥∥∥
∑
n≥0

|un|

∥∥∥∥∥∥
p

< +∞.

所以对 µ-几乎每个 x，数项级数 ∑
n≥0

|un(x)|

收敛。由于 K 完备，
∑

n un(x) 在 K 中收敛。令

C :=

x ∈ X :
∑
n≥0

|un(x)| < +∞

 ,
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并定义

U(x) :=


∑
n≥0

un(x), x ∈ C,

0, x ∈ Cc.

对每个 N ≥ 0，在 µ-几乎处处有 ∣∣∣∣∣U −
N∑
k=0

uk

∣∣∣∣∣ ≤ ∑
k≥N+1

|uk|.

于是由引理 9.1， ∥∥∥∥∥U −
N∑
k=0

uk

∥∥∥∥∥
p

≤

∥∥∥∥∥∥
∑

k≥N+1

|uk|

∥∥∥∥∥∥
p

≤
∑

k≥N+1

‖uk‖p −→ 0.

a 因此
∑N

k=0 uk 在 µ-几乎处处以及 ‖·‖p 意义下都收敛到 U。由引理 9.2，LpK(µ) 完备。
(b) 复用引理 9.2 逆向证明中的子列构造可知：若

‖fn − f‖p → 0,

则存在子列 (fφ(n))n≥0，使 ∑
n≥0

∥∥fφ(n+1) − fφ(n)
∥∥
p
< +∞.

(a) 的证明于是说明 fφ(n) 在 µ-几乎处处和 LpK(µ) 中都收敛。由赋范空间中极限的唯一性，其
Lp 极限只能是 f，从而几乎处处极限也是 f。最后，

|fφ(n)| ≤ g := |fφ(0)|+
∑
n≥0

|fφ(n+1) − fφ(n)|,

而引理 9.1 表明 g ∈ LpR+
(µ)。 □

a校订注：原书在第一处把不等式写成了等式
∥∥∥U −

∑N
k=0 uk

∥∥∥
p
=

∥∥∥∑k≥N+1 |uk|
∥∥∥
p
。一般只有逐点控制 |U −∑N

k=0 uk| ≤
∑

k≥N+1 |uk|，所以相应的范数关系也只能写成“≤”。后续结论不受影响。

推论 9.3。 在 L2
K(µ) 上定义

(f, g)2 :=

∫
X
fg dµ.

则 L2
K(µ) 是 K 上的 Hilbert 空间；当 K = C 时，g 表示 g 的复共轭。

证明。当 K = R 时，(·, ·)2 显然双线性、对称且正定；当 K = C 时，它半双线性、Hermite 对
称且正定。并且

(f, f)2 = ‖f‖22 .

L2
K(µ) 的完备性由 Riesz–Fischer 定理得到。 □

第 9.6 节将进一步研究 L2
K(µ)。

最后考察 Lp 收敛与 µ-几乎处处收敛之间的关系。
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Lp 收敛但不几乎处处收敛的例子。 取

X := [0, 1], A := B([0, 1]), µ := λ.

对 n ≥ 0 和 k ∈ {0, . . . , 2n − 1}，令

f2n+k := 1[k/2n,(k+1)/2n).

这确实定义了一列 (fm)m≥1，并且

‖f2n+k‖p = 2−n/p −→ 0.

另一方面，固定 x ∈ [0, 1)，并取它的下方二进逼近：

kxn
2n
≤ x < kxn + 1

2n
, kxn ∈ {0, . . . , 2n − 1}.

则对每个 n ∈ N，
f2n+kxn(x) = 1.

因此对每个 p ∈ [1,+∞)，
‖fm‖p −→ 0,

但该函数列并不在任何 x ∈ [0, 1) 处收敛到 0。

命题 9.3（Lp-控制收敛）。 设 (fn)n∈N ⊂ LpK(µ) 在 µ-几乎处处收敛到函数 f。
(a) 若

sup
n
‖fn‖p < +∞,

则 f ∈ LpK(µ)。
(b) 若存在 g ∈ LpR+

(µ)，使对每个 n ∈ N，

|fn| ≤ g µ-a.e.,

则
‖fn − f‖p −→ 0.

证明。(a) 对函数列 (|fn|p)n∈N 应用 Fatou 引理即得。
(b) 对每个 n ∈ N，令

gn := |f − fn|.

按假设 gn → 0 在 µ-几乎处处成立。在零测集⋃
n∈N
{|fn| > g}

之外，有 |f | ≤ g。因此在 µ-几乎处处，

gpn = |f − fn|p ≤ (2g)p = 2pgp ∈ L1(µ).

Lebesgue 控制收敛定理于是给出 ∫
X
|f − fn|p dµ −→ 0,
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也就是 ‖fn − f‖p → 0。 □

应用 9.2（复合映射 f 7→ g ◦ f 的连续性）。设 r, s ∈ [1,+∞)，并设 g : R→ R 连续。若 g 满
足

∃c ∈ R+, ∀y ∈ R, |g(y)| ≤ c|y|r/s, (9.7)

则映射

Φ :

LrR(X,A, µ) −→ LsR(X,A, µ),
f 7−→ g ◦ f

连续。

证明。设 f ∈ LrR(X,A, µ)。由于 g 连续、f 可测，g ◦ f 可测。由 (9.7)，

|Φ(f)(x)|s = |g(f(x))|s ≤ cs|f(x)|r ∈ L1
R(µ).

所以 Φ(f) ∈ LsR(µ)，且
∀f ∈ LrR(µ), ‖Φ(f)‖s ≤ c ‖f‖

r/s
r .

下面用连续性的序列刻画。设 (fn)n∈N ⊂ LrR(µ) 在 ‖·‖r 下收敛到 f。由上式，(
‖Φ(fn)− Φ(f)‖s

)
n∈N

是 R+ 中的有界数列，因而至少有一个聚点，记为 `。取一个实现该聚点的子列后，再由 Riesz–
Fischer 定理 9.3(b) 抽取子列 (fφ(n))，使

fφ(n) → f µ-a.e., |fφ(n)| ≤ h µ-a.e.

其中 h ∈ LrR(µ)，并且
` = lim

n→∞

∥∥Φ(fφ(n))− Φ(f)
∥∥
s
.

由 g 连续，
Φ(fφ(n))→ Φ(f) µ-a.e.

而且 |f | ≤ h 在几乎处处成立，并有

|Φ(fφ(n))− Φ(f)|s ≤ cs
(
|fφ(n)|r/s + |f |r/s

)s
≤ cs2s|h|r ∈ L1

R(µ).

由控制收敛定理 8.3， ∥∥Φ(fφ(n))− Φ(f)
∥∥
s
−→ 0,

所以 ` = 0。原有界数列的唯一聚点为 0，故它收敛到 0。这就证明了 Φ 在 f 处连续。 □

事实上，当

(X,A, µ) = (R,B(R), µ)

时，条件 (9.7) 也是必要的；见练习 9.12。
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9.4 LpK(µ) 中的稠密性定理，1 ≤ p < +∞（一）

本节初步讨论稠密性定理。除若干初等结果外，主要限于实直线上的 Lebesgue 测度。第 9.7
节将给出更完整的论述，其中包括 Lusin 定理。
我们继续沿用把函数与它在商空间 Lp(µ) 中的等价类混为一谈的记号约定。例如，说某个函

数集合 E ⊂ Lp(µ) 在 (Lp(µ), ‖·‖p) 中稠密，实际是说：Lp(µ) 中那些拥有 E 中代表元的等价类所
成的子集是稠密的。

回顾。 第 7 章已经证明：一个简单函数 ϕ（即可测且只取有限多个有限值的函数）可积，当
且仅当

µ({ϕ 6= 0}) < +∞.

该结论采用约定
0× µ(A) = 0, A ∈ A.

此外，此时对每个 p ∈ [1,+∞)，都有

ϕ ∈ LpK(µ).

命题 9.4。 对每个 p ∈ [1,+∞)，可积简单函数的集合在 LpK(µ) 中稠密。

证明。每个 f ∈ LpK(µ) 都可以写成至多四个 LpR+
(µ) 中函数的线性组合，所以只需考虑 f ≥ 0。

由基本逼近引理 5.1，存在递增到 f 的非负简单函数列 (ϕn)n≥1。于是

ϕn ∈ LpK(µ),

并且
|f − ϕn|p ≤ fp ∈ L1(µ).

控制收敛定理给出
‖ϕn − f‖p −→ 0.

□

后面还要用到一个并不限于 Lp 空间的初等拓扑引理。

引理 9.3。 设
C ⊂ D ⊂ LpK(µ).

若 C 在 D 中关于 ‖·‖p 稠密，而 D 在 LpK(µ) 中关于同一范数稠密，则 C 在 LpK(µ) 中稠密。

证明。设 f ∈ LpK(µ)、n ∈ N∗。由 D 的稠密性，存在 gn ∈ D，使

‖f − gn‖p ≤
1

2n
.

由 C 在 D 中稠密，存在 hn ∈ C，使

‖gn − hn‖p ≤
1

2n
.
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所以

‖f − hn‖p ≤
1

n
,

结论成立。 □

定理 9.4。 在 (R,B(R), λ) 上，λ 为 Lebesgue 测度。
(a) 紧支撑阶梯函数的集合在所有 LpK(λ)（1 ≤ p < +∞）中稠密。
(b) 紧支撑连续函数空间

Cc(R,K)

在所有 LpK(λ)（1 ≤ p < +∞）中稠密。

证明。(a) 由命题 9.4 与引理 9.3，只须在半范数 ‖·‖p 下，用紧支撑阶梯函数逼近一个非负简
单函数。利用线性性，进一步只须逼近

1A,

其中 A ∈ B(R) 且 λ(A) < +∞。
Lebesgue 测度外正则（见第 6.6 节定理 6.10），所以

λ(A) = inf{λ(O) : A ⊂ O, O ⊂ R 为开集}.

因此存在开集列 (Ωn)n≥1，使

A ⊂ Ωn, λ(Ωn) −→ λ(A).

令
Ω̃n := Ωn ∩ (−n, n).

则 1
Ω̃n
有紧支撑，并且∥∥∥1

Ω̃n
− 1A

∥∥∥
p
=
∥∥1(−n,n)(1Ωn − 1A) + 1A∩(−n,n) − 1A

∥∥
p

≤ ‖1Ωn − 1A‖p +
∥∥1A\(−n,n)

∥∥
p

≤
(
λ(Ωn)− λ(A)

)1/p
+
(
λ(A \ (−n, n))

)1/p −→ 0.

这里用了
A \ (−n, n) ↓ ∅, λ(A) < +∞.

最后，R 中每个有界开集 Ω 都可以写成两两不交的有界开区间的可数并：

Ω =
⊔
n≥1

In.

于是

1Ω =
∑
n≥1

1In = lim
N→∞

N∑
k=1

1Ik .

由于 Ω 有界，右侧在 LpK(λ) 中由控制收敛定理收敛。每个有限和都是紧支撑阶梯函数，这便
证明了 (a)。
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(b) 由 (a)，只须在 LpK(λ) 中，用紧支撑连续函数逼近有界开区间 I = (a, b) 的示性函数。对

n >
2

b− a
,

定义 ϕn ∈ Cc(R,R)：它在 [
a+

1

n
, b− 1

n

]
上等于 1，在 [

a, a+
1

n

]
与

[
b− 1

n
, b

]
上仿射，并在 I 外等于 0。直接计算得到

‖1I − ϕn‖p =
(

2

n(p+ 1)

)1/p

−→ 0.

□

注与补充。
• 定理 9.4 可以推广到 Rd。称

f : Rd → K

为阶梯函数，如果

f =
n∑
k=1

αk1Pk
,

其中

Pk =

d∏
i=1

Ik,i

是长方体，Ik,i 为 R 中的区间。调整上面的证明可得：若 µ 是 (Rd,B(Rd)) 上在紧集上有
限的测度，则定理 9.4(a) 仍成立；特别地，它适用于 Rd 上的 Lebesgue 测度 λd。
当 d ≥ 2 时，困难在于 Rd 中的开集通常不能写成两两不交开长方体的并；换言之，它的
连通分支未必是开长方体。不过，每个开集都能写成可数个开长方体的并：

Ω =
⋃
n≥1

Pn.

而每个有限长方体并都能重新写成有限个两两不交长方体的并：

∀n ≥ 1,
n⋃
k=1

Pk =

pn⊔
k=1

P
(n)
k .

因此

1Ω = lim
n→∞

1⋃n
k=1 Pk

= lim
n→∞

pn∑
k=1

1
P

(n)
k

.

后面的证明不变。
• 定理 9.4(b) 也能推广到 (Rd,B(Rd)) 上在紧集上有限的测度；这是第 9.7 节定理 9.10 的
一个特例。
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• 更一般地可以证明（见练习 9.18）：若 X 是可分局部紧度量空间 a （由命题 3.5，这样的
空间有可数开基），且 µ 是 (X,B(X)) 上在紧集上有限的测度，则函数集合{

n∑
k=1

αk1Ok
: αk ∈ K, Ok ⊂ X 开, µ(Ok) < +∞

}

在所有 LpK(µ) 中稠密。
证明的关键是先说明这样的测度外正则，再重复定理 9.4(a) 证明的开头部分。

a若拓扑空间中每一点都有一个紧邻域，则称该空间局部紧。

注。若 (X,A, µ) 中唯一的零测集是 ∅，则唯一几乎处处为零的函数就是恒等于零的函数。因
此，‖·‖p 的核退化为 {0}，而函数空间 LpK(µ)与其商空间 LpK(µ)可以自然等同，因为 f = {f}。
这并非罕见情形：对任意集合取计数测度时都会出现。特别地，

Lp(N,P(N),m) = Lp(N,P(N),m) = `p(N) =

(an)n≥0 :
∑
n≥0

|an|p < +∞

 .

应用 9.3（周期函数的快速振荡极限）。 设

Y := [0, 1]d, d ≥ 1.

对 p ≥ 1，用 Lp#(Y, λd) 表示所有满足下列条件的 Borel 函数 f : Rd → K：
• |f |p 在 Rd 的每个紧集上 λd-可积；
• f 为 Y -周期函数，即对标准基的每个向量 ei（1 ≤ i ≤ d），

f(y + ei) = f(y) λd-a.e.

设 p, q 是两个有限的共轭指数。则对每个

f ∈ Lp#(Y, λd)

以及每个紧支撑函数 g ∈ Lq(Rd)，都有

lim
n→∞

∫
Rd

f(nx)g(x) dx =

(∫
Y
f(y) dy

)(∫
Rd

g(x) dx
)
.

证明。第一步：伸缩公式。设 α > 0、A ∈ B(Rd)，并设 h : Rd → R 在 αA 上非负或可积。则∫
A
h(αx) dx = α−d

∫
αA
h(y) dy, αA := {αx : x ∈ A}.

这是第 12 章将证明的一般变量代换定理（命题 12.1）的一个特例。

第二步：紧长方体上的周期平均。 设

Q :=

d∏
i=1

[ai, bi]
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是紧长方体，h ∈ L1
#(Y, λd)。证明

lim
n→∞

∫
Q
h(nx) dx = λd(Q)

∫
Y
h(y) dy.

当
n > max

1≤i≤d
(bi − ai)−1

时，考虑 Rd 的不交网格剖分

Y (n)
κ :=

κ

n
+

[
0,

1

n

)d
, κ ∈ Zd.

令
In := {κ ∈ Zd : Y (n)

κ ⊂ Q}, Jn := {κ ∈ Zd : Y (n)
κ ∩ ∂Q 6= ∅},

并定义

Q−
n :=

d∏
i=1

[
ai +

1

n
, bi −

1

n

]
⊂ Q ⊂ Q+

n :=
d∏
i=1

[
ai −

1

n
, bi +

1

n

]
.

若 κ ∈ Jn，则
Y (n)
κ ⊂ Q+

n \Q−
n .

由于这些小长方体两两不交，

λd

( ⋃
κ∈Jn

Y (n)
κ

)
=
∑
κ∈Jn

λd(Y
(n)
κ ) = n−dCard(Jn) ≤ λd(Q+

n \Q−
n ) = O(n−1). (9.8)

同理，

λd(Q) = λd

( ⋃
κ∈In

Y (n)
κ

)
+ λd

( ⋃
κ∈Jn

(Y (n)
κ ∩Q)

)
= n−dCard(In) +O(n−1),

即
n−dCard(In) = λd(Q) +O(n−1). (9.9)

另一方面， ∫
Q
h(nx) dx =

∑
κ∈In

∫
Y

(n)
κ

h(nx) dx+
∑
κ∈Jn

∫
Y

(n)
κ ∩Q

h(nx) dx.

由第一步、Y -周期性以及 Lebesgue 测度不给超平面赋予正质量，∫
Y

(n)
κ

h(nx) dx = n−d
∫
nY

(n)
κ

h(y) dy

= n−d
∫
[0,1)d+κ

h(y) dy

= n−d
∫
[0,1)d

h(y) dy = n−d
∫
Y
h(y) dy. (9.10)

同样， ∣∣∣∣∫
Y

(n)
κ ∩Q

h(nx) dx
∣∣∣∣ ≤ n−d ∫

Y
|h(y)| dy. (9.11)
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结合 (9.8)–(9.11)，得到∫
Q
h(nx) dx = n−dCard(In)

∫
Y
h(y) dy +O

(
n−dCard(Jn)

)
= λd(Q)

∫
Y
h(y) dy +O(n−1),

第二步得证。

第三步：一般情形。 设 g ∈ LqK(Rd) 在紧长方体 Q 外为零，并设

1

p
+

1

q
= 1, p > 1.

由定理 9.4 在 Rd 中的推广，对每个 ε > 0，存在函数 ϕ，它是边平行于坐标轴的长方体示性
函数的线性组合，并满足

‖g − ϕ‖q < ε.

把 ϕ 换成 1Qϕ 后，可以假设它也在 Q 外为零，因为

‖g − 1Qϕ‖q ≤ ‖g − ϕ‖q < ε.

由第一步，x 7→ f(nx) 仍属于 Lp#(Y, λd)，其在 Q 上的限制属于 Lp(Q)。因为 g ∈ Lq(Q)，
Hölder 不等式保证

x 7−→ f(nx)g(x)

在 Q 上可积。写成∫
Rd

f(nx)g(x) dx =

∫
Q
f(nx)ϕ(x) dx+

∫
Q
f(nx)(g(x)− ϕ(x)) dx.

令 h := |f |p。因为 Y 上的 Lebesgue 测度有限，

h ∈ L1
#(Y, λd).

对 h 应用第二步可知，

‖f(n·)‖pLp(Q) =

∫
Q
|f(nx)|p dx

收敛到有限实数，因而该范数列有界。Hölder 不等式给出∣∣∣∣∫
Q
f(nx)(g(x)− ϕ(x)) dx

∣∣∣∣ ≤ ‖f(n·)‖Lp(Q) ‖g − ϕ‖Lq(Q) ≤ c1ε,

以及 ∣∣∣∣∫
Q
g(x) dx−

∫
Q
ϕ(x) dx

∣∣∣∣ ≤ λd(Q)1/p ‖g − ϕ‖q ≤ c2ε.

因此存在与 n, ε 无关的常数 c，使∣∣∣∣∫
Q
f(nx)g(x) dx−

(∫
Y
f(y) dy

)(∫
Q
g(x) dx

)∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫
Q
f(nx)ϕ(x) dx−

(∫
Y
f(y) dy

)(∫
Q
ϕ(x) dx

)∣∣∣∣+ cε.
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由于 ϕ 是有限个长方体示性函数的线性组合，第二步给出

lim
n→∞

∫
Q
f(nx)ϕ(x) dx =

(∫
Y
f(y) dy

)(∫
Q
ϕ(x) dx

)
.

所以对每个 ε > 0，

lim sup
n→∞

∣∣∣∣∫
Q
f(nx)g(x) dx−

(∫
Y
f(y) dy

)(∫
Q
g(x) dx

)∣∣∣∣ ≤ cε.
令 ε ↓ 0 即得所求极限。 □

9.5 空间 L∞K (µ)（µ 6= 0）

本节假设 (X,A) 上的测度 µ 不是零测度。

定义 9.6。 设 f : (X,A)→ R+ 可测。定义 f 的 本质上确界为

ess sup(f) := inf{M > 0 : µ({f > M}) = 0} ≥ 0,

并采用通常约定 inf∅ = +∞。

命题 9.5。 若 ess sup(f) < +∞，则

ess sup(f) = min{M : µ({f > M}) = 0}.

换言之：
(a) 若 M ≥ ess sup(f)，则 µ({f > M}) = 0；
(b) 若 M < ess sup(f)，则 µ({f > M}) > 0。

证明。映射
M 7−→ {f > M}

关于集合包含关系递减，所以
M 7−→ µ({f > M})

也是非负递减函数。唯一需要检查的是

M = ess sup(f)

时的取值。由测度的从下连续性，

µ({f > ess sup(f)}) = µ

⋃
n≥1

{f > ess sup(f) + 1/n}


= lim

n→∞
µ({f > ess sup(f) + 1/n}) = 0.

□
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定义 9.7。
(a) 对可测函数 f : (X,A)→ K，令

‖f‖∞ := ess sup(|f |).

(b) 记
L∞
K (µ) := {f : (X,A)→ K 可测 : ‖f‖∞ < +∞}.

其中的函数称为 µ-本质有界函数。

注。
• 若 f = g 在 µ-几乎处处成立，则

ess sup(f) = ess sup(g).

• 若 f : (X,A)→ (K,B(K)) 可测且处处有界，则

f ∈ L∞
K (µ), ‖f‖∞ ≤ ‖f‖sup := sup

x∈X
|f(x)|,

因为
µ({|f | > ‖f‖sup}) = µ(∅) = 0.

• 设 X 是拓扑空间，µ 是 (X,B(X)) 上给每个非空开集赋予正质量的测度。若 f : X → K
连续，则

‖f‖∞ = ‖f‖sup .

事实上，若 ‖f‖∞ < ‖f‖sup，则
{|f | > ‖f‖∞}

是非空开集，按假设必有正测度，与本质上确界的定义矛盾。

本质有界函数可以用通常的有界函数刻画。

引理 9.4。设 f : (X,A)→ K可测。则 f ∈ L∞
K (µ)，当且仅当存在有界可测函数 g : (X,A)→ K，

使
f = g µ-a.e.,

并且
‖g‖∞ = ‖g‖sup = ‖f‖∞ .

证明。=⇒ 令
g := f1{|f |≤∥f∥∞}.

则 f = g 在 µ-几乎处处成立，且
|g| ≤ ‖f‖∞ .

因此
‖g‖sup ≤ ‖f‖∞ = ‖g‖∞ .

另一方面，由上面的注，
‖g‖∞ ≤ ‖g‖sup .
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⇐= 若 f = g 在 µ-几乎处处成立，则 |f | = |g| 几乎处处成立；结论显然。 □

定理 9.5。
(a) (

L∞
K (µ), ‖·‖∞

)
是半赋范 K-向量空间，而且

{‖·‖∞ = 0} = {f : f = 0 µ-a.e.}.

(b) 商空间
L∞
K (µ) := L∞

K (µ)
/
{‖·‖∞ = 0},

配备 ‖·‖∞ 后是完备赋范空间，即 Banach 空间。

证明。(a) 由引理 9.4 很容易验证 L∞
K (µ) 是 F(X,K) 的线性子空间。再利用有界函数空间上

的一致范数 ‖·‖sup，同样可以验证 ‖·‖∞ 是半范数。
具体地，设 f1, f2 ∈ L∞

K (µ)，并为 i = 1, 2 选择有界可测代表元 gi，使

fi = gi µ-a.e., ‖fi‖∞ = ‖gi‖sup .

则 f1 + f2 = g1 + g2 几乎处处，从而

‖f1 + f2‖∞ = ‖g1 + g2‖∞
≤ ‖g1 + g2‖sup

≤ ‖g1‖sup + ‖g2‖sup

= ‖f1‖∞ + ‖f2‖∞ .

若 f ∈ L∞
K (µ)、λ ∈ K，并取有界可测代表元 g = f 几乎处处，且 ‖f‖∞ = ‖g‖sup，则

‖λf‖∞ = ‖λg‖sup = |λ| ‖g‖sup = |λ| ‖f‖∞ .

又 ‖0‖∞ = 0，故确为半范数。
下面确定其核。若 ‖f‖∞ = 0，并取引理 9.4 中对应的有界函数 g，则

‖g‖sup = 0,

所以 g ≡ 0，进而 f = 0 在 µ-几乎处处成立。

(b) 再次借助有界函数空间
B(X,K)

及其一致范数；该空间是完备的。设 (fn)n≥1 是 L∞
K (µ) 中的 Cauchy 列，并选择可测代表元。

令
A∞ :=

⋃
n≥1

{|fn| > ‖fn‖∞} ∪
⋃

n,m≥1

{|fn − fm| > ‖fn − fm‖∞}.

由命题 9.5，µ(A∞) = 0。定义有界函数

gn := fn1Ac
∞ .
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则
|gn − gm| = |fn − fm|1Ac

∞ ≤ ‖fn − fm‖∞ ,

从而
‖gn − gm‖sup ≤ ‖fn − fm‖∞ .

所以 (gn) 在完备空间 (B(X,K), ‖·‖sup) 中是 Cauchy 列，因而一致收敛到某个有界函数 g。特
别地，gn → g 逐点成立，所以 g 可测。
由于 fn = gn 在几乎处处成立，

‖fn − g‖∞ = ‖gn − g‖∞ ≤ ‖gn − g‖sup −→ 0.

a 所以商空间完备。 □
a校订注：原书最后的范数分解把 (fn − gn) 乘在 Ac

∞ 上，并据此把该项写成 0，却没有在等式中表示 A∞ 上
的差。最直接而严格的写法是利用 fn = gn µ-几乎处处，从而两者到 g 的本质上确界范数相同。

下面给出两个经典性质。

命题 9.6。
(a) Hölder 不等式。 设 p, q ∈ [1,+∞] 且

1

p
+

1

q
= 1

（约定 1/∞ = 0）。若
f ∈ LpK(µ), g ∈ LqK(µ),

则

fg ∈ L1
K(µ),

∫
X
|fg| dµ ≤ ‖f‖p ‖g‖q < +∞.

(b) 对每个可测函数 f : (X,A)→ K，

‖f‖∞ ≤ lim inf
p→+∞

‖f‖p .

(c) 记号 ‖·‖∞ 还由下列性质得到说明：

∀f ∈
⋃
r>0

LrK(µ), lim
p→+∞

‖f‖p = ‖f‖∞ .

证明。(a) 唯一尚未处理的是 p = 1, q = +∞ 的情形。此时

|fg| ≤ |f | ‖g‖∞ µ-a.e.,

所以 ∫
X
|fg| dµ ≤ ‖f‖1 ‖g‖∞ .

(b) 若 ‖f‖∞ = 0，则 f = 0 几乎处处，因而对每个 p > 0，‖f‖p = 0。下面设 ‖f‖∞ > 0。对
每个

A ∈ (0, ‖f‖∞),

都有
|f |p ≥ Ap1{|f |≥A}.
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分两种情形：
• 若存在 A0 ∈ (0, ‖f‖∞)，使

µ({|f | ≥ A0}) = +∞,

则对每个 p > 0，‖f‖p = +∞，所以结论显然。
• 若对每个 A ∈ (0, ‖f‖∞)，都有

0 < µ({|f | ≥ A}) < +∞,

则
‖f‖p ≥ Aµ({|f | ≥ A})

1/p.

当 p→ +∞ 时，右端趋于 A。所以

lim inf
p→+∞

‖f‖p ≥ A

对每个 A < ‖f‖∞ 成立，令 A ↑ ‖f‖∞ 即得结论。
(c) 设 f ∈ LrK(µ)。由 (b)，只须证明

lim sup
p→+∞

‖f‖p ≤ ‖f‖∞ .

可以假设
0 < ‖f‖∞ < +∞.

因为
|f(x)|
‖f‖∞

≤ 1 µ-a.e.,

所以对每个 p ≥ r，
|f(x)|p

‖f‖p∞
≤ |f(x)|

r

‖f‖r∞
µ-a.e.

于是

‖f‖p ≤
(
‖f‖r
‖f‖∞

)r/p
‖f‖∞ .

令 p→ +∞ 得到所需上界，再结合 (b) 即得结论。 □

注。
• 在 (R,B(R), λ) 上，常函数 f := 1 不属于任何 Lp(λ)（1 ≤ p < +∞），即

‖f‖p = +∞,

但 ‖f‖∞ = 1。所以
lim inf
p→+∞

‖f‖p > ‖f‖∞ .

同样现象出现在每个满足 µ(X) = +∞ 的测度空间中。
• 在 (N,P(N)) 上取计数测度，则

∀p > 0, `pK(N) ⊂ `
∞
K (N) :=

{
x = (xn)n∈N : sup

n∈N
|xn| < +∞

}
.
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由命题 9.6(b)，对每个 x ∈
⋃
r>0 `

r
K(N)，

lim
p→+∞

∑
n≥0

|xn|p
1/p

= sup
n∈N
|xn|.

• 若 µ(X) < +∞，则对每个 p > 0，

L∞
K (µ) ⊂ LpK(µ).

• 第 9.4 节对 1 ≤ p < +∞ 所述的稠密性定理，在 p = +∞ 时不成立。例如在 (R,B(R), µ)
上，

Cc(R,K)
∥·∥∞ =

f ∈ L∞
K (µ) :

∃g ∈ C(R,K), f = g µ-a.e.,
lim

|x|→+∞
|g(x)| = 0

 .

在 L∞ 中只有下面这个稠密性结论。

定理 9.6。 简单函数的集合在 L∞
K (µ) 中稠密。

证明。这是第 5 章基本逼近引理 5.1 的直接推论。 □

最后给出一个同样能清楚展示 1 ≤ p < +∞ 与 p = +∞ 差异的结果。为简化表述，只在
(Rd,B(Rd), λd) 上陈述。

命题 9.7。 赋范空间 LpR(λd) 在 1 ≤ p < +∞ 时可分，而在 p = +∞ 时不可分。

证明。p < +∞ 的情形。 考虑 Rd 上的阶梯函数子空间

D :=

{
n∑
k=1

αk1∏d
i=1(ai,bi)

: αk, ai, bi ∈ Q, n ∈ N∗

}
.

D 显然是 LpR(λd) 的可数子集。由定理 9.4 在 Rd 上的推广，D 在 LpR(λd) 中稠密。
p = +∞ 的情形。 取 Rd 中有界、Lebesgue 测度非零的 Borel 集 A。证明

∀α, α′ ∈ Rd, α 6= α′, B(1α+A, 1/4) ∩B(1α′+A, 1/4) = ∅,

其中 B(f, r) 表示 L∞
R (λd) 中以 f 为中心、r 为半径的开球。

若存在
ϕ ∈ B(1α+A, 1/4) ∩B(1α′+A, 1/4),

则由三角不等式，

‖1α+A − 1α′+A‖∞ <
1

4
+

1

4
< 1.

该范数只能取 0 或 1，所以必须为 0。又

1α+A(x) = 1A(x− α).

由 L∞ 范数的平移不变性，对每个 n ∈ N∗，∥∥1n(α′−α)+A − 1(n−1)(α′−α)+A
∥∥
∞

= ‖1α′−α+A − 1A‖∞ = ‖1α′+A − 1α+A‖∞ = 0.
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所以对每个 n ∈ N，

∥∥1n(α′−α)+A − 1A
∥∥
∞ ≤

n∑
k=1

∥∥1k(α′−α)+A − 1(k−1)(α′−α)+A
∥∥
∞ = 0.

由于 A 有界，存在 n0，使
A ∩

(
n0(α

′ − α) +A
)
= ∅.

两个不交集合的示性函数却在几乎处处相等，只可能二者都几乎处处为零；这与 λd(A) 6= 0 矛
盾。因此上述开球确实两两不交。
现在反设存在可数稠密集

D = {fn : n ∈ N} ⊂ L∞
R (λd).

对每个 α ∈ Rd，令 n(α) 是满足

fn(α) ∈ B(1α+A, 1/4)

的最小自然数。由开球两两不交，映射

α 7−→ n(α)

从 Rd 到 N 是单射。这与 Rd 不可数矛盾。 □

注。 上面的证明实际上说明：由平移示性函数族

{1α+A : α ∈ Rd}

张成的 L∞
R (λd)的实线性子空间已经不可分；而这个子空间显然远小于整个 L∞

R (Rd,B(Rd), λd)。

应用 9.4（L1
R(µ) 上的局部连续线性算子）。 设 (X,A, µ) 是有限测度空间，Φ 是

L1
R(µ) −→ L1

R(µ)

的连续线性映射。再假设 Φ 是局部的：对每个 f ∈ L1
R(µ)、A ∈ A，

1Af = 0 µ-a.e. =⇒ 1AΦ(f) = 0 µ-a.e.

则存在 ϕ ∈ L∞
R (µ)，使对每个 f ∈ L1

R(µ)，

Φ(f) = ϕf.

证明。第一步。 若 A ∈ A、f ∈ L1
R(µ)，则

Φ(1Af) = 1AΦ(f).

事实上，令
g := Φ(1Af)− 1AΦ(f), h := Φ(1Acf)− 1AcΦ(f).

Φ 的局部性给出
1Ah = 1Acg = 0 µ-a.e.,
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因而
gh = (1Ag + 1Acg)h = 0 µ-a.e.

另一方面，由线性性，

g + h = Φ(1Af + 1Acf)− (1A + 1Ac)Φ(f) = 0 µ-a.e.

所以
g2 = −gh = 0 µ-a.e.,

第一步得证。

第二步。 令
ϕ := Φ(1X).

则
ϕ ∈ L∞

R (µ), ‖ϕ‖∞ ≤ ‖Φ‖ .

由第一步，对每个 A ∈ A，
Φ(1A) = Φ(1A1X) = 1Aϕ.

所以 ∫
A
|ϕ| dµ = ‖1Aϕ‖1 = ‖Φ(1A)‖1 ≤ ‖Φ‖ ‖1A‖1 = ‖Φ‖ µ(A).

特别地，取
A := {|ϕ| > ‖Φ‖},

便有 ∫
A
(|ϕ| − ‖Φ‖) dµ ≤ 0.

被积函数在 A 上严格为正，故 µ(A) = 0。这说明

|ϕ| ≤ ‖Φ‖ µ-a.e.,

从而第二步成立。

第三步。 对每个 f ∈ L1
R(µ)，证明

Φ(f) = ϕf.

第一步已经给出
Φ(1A) = ϕ1A, A ∈ A.

由线性性，该等式对每个可积简单函数成立。可积简单函数在 L1
R(µ) 中稠密（命题 9.4），再

结合 Φ 的连续性以及乘法映射
f 7−→ ϕf

在 L1 上的连续性，就得到所有 f ∈ L1
R(µ) 的结论。 □

9.6 空间 L2
K(µ) 的 Hilbert 空间性质

本节的目的并不是发展完整的 Hilbert 空间理论，而主要是证明 L2 上连续线性泛函的表示定
理；下一节证明 Radon–Nikodym 定理时将会用到它。

192



分析：积分理论｜中文讲义 第九章 Lp 空间

9.6.1 Hilbert 空间 L2
K(µ)

在 L2
K(µ)× L2

K(µ) 上定义

(f, g)2 :=

∫
X
fg dµ.

这是一个半双线性型，即满足：

(i) 对任意 f1, f2, g ∈ L2
K(µ) 与 λ ∈ K，

(λf1 + f2, g)2 = λ(f1, g)2 + (f2, g)2;

(ii) 对任意 f, g ∈ L2
K(µ)，

(f, g)2 = (g, f)2;

(iii) 对任意 f ∈ L2
K(µ)，

(f, f)2 ≥ 0, (f, f)2 = 0⇐⇒ f = 0.

于是
‖f‖2 :=

√
(f, f)2

定义了一个范数，称为 Hilbert 范数。由 Riesz–Fischer 定理，L2
K(µ) 关于这个范数完备，因而它

是一个 Hilbert 空间。

注。正如本章开头所说，我们不在一般框架下系统研究 Hilbert空间，而只给出 L2
K(µ)情形下

的若干基本性质。不过，这个看似特殊的框架并不造成真正的限制：可以证明，每个 Hilbert
空间都等距同构于某个 `2K(I)；若该 Hilbert 空间可分，则指标集 I 可取为可数集。

9.6.2 正交投影定理

定理 9.7（正交投影）。设 F 是 L2
K(µ) 的闭线性子空间。则每个 g ∈ L2

K(µ) 都能唯一地分解为

g = f + h, f ∈ F, (ϕ, h)2 = 0 (∀ϕ ∈ F ). (9.12)

换言之，
L2
K(µ) = F ⊕ F⊥, F⊥ := {u ∈ L2

K(µ) : (ϕ, u)2 = 0, ∀ϕ ∈ F}. (9.13)

函数 f 称为 g 在 F 上的正交投影，它还由下式刻画：

‖g − f‖2 = min
φ∈F
‖g − ϕ‖2 . (9.14)

证明要用到下面的经典恒等式。

引理 9.5（平行四边形恒等式）。 对任意 f, g ∈ L2
K(µ)，

‖f + g‖22 + ‖f − g‖
2
2 = 2

(
‖f‖22 + ‖g‖

2
2

)
. (9.15)

证明。只需注意
‖f + g‖22 = ‖f‖

2
2 + ‖g‖

2
2 + 2Re(f, g)2,

并对 f − g 写出同样的展开式。 □
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定理 9.7 的证明。 令
d := inf

φ∈F
‖g − ϕ‖2 ∈ R+.

存在一个渐近极小列 (ϕn)n≥0 ⊂ F，即

d = lim
n→∞

‖g − ϕn‖2 .

证明它是 L2
K(µ) 中的 Cauchy 列。由式 (9.15)，∥∥∥∥ϕm + ϕn

2
− g
∥∥∥∥2
2

+

∥∥∥∥ϕm − ϕn2

∥∥∥∥2
2

=
1

2
‖ϕm − g‖22 +

1

2
‖ϕn − g‖22 .

由于 (ϕm + ϕn)/2 ∈ F，故

‖ϕm − ϕn‖22 ≤ 2 ‖ϕm − g‖22 + 2 ‖ϕn − g‖22 − 4d2.

结合渐近极小列的定义，立刻得到 Cauchy 性质。
因为 F 闭，而 L2

K(µ) 完备，所以 (ϕn) 收敛到某个 f ∈ F。由构造立即有式 (9.14)。
下面证明正交性 (9.12)。令 h := g − f，并取 ϕ ∈ F。对每个 t > 0，有 f + tϕ ∈ F，于是

‖h‖22 = ‖g − f‖
2
2 ≤ ‖g − (f + tϕ)‖22

= ‖h− tϕ‖22 = ‖h‖
2
2 + t2 ‖ϕ‖22 − 2tRe(h, ϕ)2.

所以
0 ≤ t ‖ϕ‖22 − 2Re(h, ϕ)2.

令 t ↓ 0，得 Re(h, ϕ)2 ≤ 0。再以 −ϕ 代替 ϕ，得到 Re(h, ϕ)2 = 0。当 K = R 时，这就是式
(9.12)。当 K = C 时，取 iϕ 还得到

Im(h, ϕ)2 = Re
(
−i(h, ϕ)2

)
= Re(h, iϕ)2 = 0,

故式 (9.12) 仍成立。
最后证明唯一性。若式 (9.12) 也对另一对 (f ′, h′) 成立，则 f ′ − f = h− h′。又因 f ′, f ∈ F，

(f ′ − f, f ′)2 = (f ′ − f, f)2 = 0,

从而
(f ′ − f, f ′ − f)2 = 0.

故 f ′ = f，进而 h′ = h。 □

9.6.3 连续线性泛函的表示

定理 9.8（Riesz–Fischer 引理）。 设

Φ : L2
K(µ) −→ K
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是连续线性泛函。则存在唯一的 g ∈ L2
K(µ)，使得

Φ(f) =

∫
X
fg dµ

(
∀f ∈ L2

K(µ)
)
. (9.16)

证明。令 F := Φ−1({0})。因为 Φ 连续，所以 F 是 L2
K(µ) 的闭线性子空间。若 Φ = 0，取零

函数即可。否则，由定理 9.7 的分解 (9.13)，存在 h ∈ F⊥ \ {0}。令

g :=
Φ(h)

‖h‖22
h ∈ F⊥.

取 f ∈ L2
K(µ)。因为 Φ(g) 6= 0，可以令

λ :=
Φ(f)

Φ(g)
∈ K.

于是 Φ(f − λg) = 0，故 f − λg ∈ F。由 g ∈ F⊥，

(f − λg, g)2 = 0, λ =
(f, g)2

‖g‖22
.

另一方面，由 g 的定义直接算得
Φ(g) = ‖g‖22 .

因此

Φ(f) =
Φ(g)

‖g‖22
(f, g)2 = (f, g)2 =

∫
X
fg dµ.

若 g1, g2 都满足该表示式，则对所有 f 都有 (f, g1 − g2)2 = 0。取 f = g1 − g2，即得 g1 = g2。
□

9.7 LpK(µ) 中的稠密性定理（II），p < +∞

在进入主题之前，先给出一个在度量空间中用 Lipschitz 函数逼近开集示性函数的方法。它依
赖第一部分第 3.6 节介绍的“点到集合的距离”，是下面各个稠密性定理的基本工具。

引理 9.6。 设 O ∈ O(X) \ {X} 为开集。对每个 k ∈ N∗，定义

ϕk(x) := min
(
kd(x,Oc), 1

)
, x ∈ X.

则 ϕk 是 k-Lipschitz 函数，并且

0 ≤ ϕk ≤ ϕk+1 ≤ 1O, ϕk ↑ 1O.

证明。函数 u 7→ min(ku, 1)从 R+ 到 [0, 1]是 k-Lipschitz的，且只在 u = 0时取零；若 u 6= 0，
则 min(ku, 1) ↑ 1。而 x 7→ d(x,Oc) 是 1-Lipschitz 的。因此 ϕk 是 k-Lipschitz 函数，并且

ϕk ↑ 1{x:d(x,Oc)>0} = 1O.

□
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9.7.1 Lipschitz 函数在 LpK(µ) 中的稠密性

记
Lipb(X,K) := {f : X → K : f 是有界 Lipschitz 函数}, K = R 或C.

定理 9.9。 设 (X, d) 是度量空间，µ 是 (X,B(X)) 上的测度，并且 µ 外正则，即

µ(A) = inf{µ(O) : A ⊂ O, O 为开集}, A ∈ B(X).

则对每个 p ∈ [1,+∞)，
Lipb(X,K) ∩ LpK(µ)

在 LpK(µ) 中关于 ‖·‖p 稠密。

证明。先回忆
1A ∈ LpK(µ)⇐⇒ µ(A) < +∞⇐⇒ 1A ∈ L1

K(µ).

由命题 9.4，对每个 p ∈ [1,+∞)，可积简单函数在 LpK(µ) 中稠密，因此只需逼近这类函数。又
由于每个可积简单函数都是至多四个非负可积简单函数的线性组合，只需证明非负情形。

第一步：示性函数。令 f := 1A ∈ Lp(µ)，并取 ε > 0。因为 µ(A) < +∞，由外正则性可取开
集 Oε ⊃ A，使

µ(Oε \A) ≤
(ε
2

)p
.

若 Oε = X，令 ϕn ≡ 1；否则对 Oε 使用引理 9.6 得到函数 ϕn。它们满足 a

|1Oε − ϕn|p ≤ 1Oε ∈ L1(µ), |1Oε − ϕn|p −→ 0.

由控制收敛定理，存在 nε ≥ 1，使

‖1Oε − ϕnε‖p ≤
ε

2
.

于是
‖ϕnε − 1A‖p ≤

ε

2
+ µ(Oε \A)1/p ≤ ε.

第二步：非负简单函数。 设

f =

N∑
i=1

λi1Ai ∈ L
p
R+

(µ)

为非负简单函数。可以假定每个 λi 6= 0，于是 µ(Ai) < +∞。由第一步，可取

fi,ε ∈ Lipb(X, [0, 1]) ∩ L1
R+

(µ)

使
‖1Ai − fi,ε‖p ≤

ε

Nλi
.

从而 ∥∥∥∥∥f −
N∑
i=1

λifi,ε

∥∥∥∥∥
p

≤ ε.

而
∑

i λifi,ε 是有界 Lipschitz 函数，并属于 LpR+
(µ)。 □

a校订注：引理 9.6 明确排除了开集等于整个 X 的情形，但原书在定理 9.9、推论 9.5 与定理 9.10 的证明中三
次直接调用该引理而没有处理相应开集等于 X 的可能性。此时以常函数 1 代替即可；若 X 紧，它仍具有紧支撑。
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注。 当然也可把 Lipb(X,K) 换成

Cb(X,K) := {f : X → K : f 连续且有界}.

a

a校订注：原书此处定义 Cb(X,K) 时误写成“有界 Lipschitz 函数”，与前面的 Lipb(X,K) 完全相同，也不符
合“更进一步可替换为 Cb”的论述；这里按标准记号改为“有界连续函数”。

结合上述结果与定理 6.9(b) 关于测度外正则性的结论，可以得到下面关于沿一列递增开集
σ-有限的测度的结论。

推论 9.4。 设测度 µ 满足：存在一列递增开集 (En)n≥1，使

µ(En) < +∞ (∀n ≥ 1), X =

↑⋃
n≥1

En. (9.17)

则对每个 p ∈ [1,+∞)，
Lipb(X,K) ∩ LpK(µ)

在 LpK(µ) 中关于 ‖·‖p 稠密。

应用 9.5。
(a) 最重要的例子无疑是 (Rd,B(Rd)) 上的 Lebesgue 测度 λd；可取超立方体 En = (−n, n)d。
(b) 更一般地，定理 6.10 关于 Borel 测度正则性的证明表明：局部紧、可分度量空间 (X, d)

上的每个 Borel 测度都满足条件 (9.17)。

推论 9.5。 设 µ, µ′ 是两个都满足条件 (9.17) 的测度。若∫
X
f dµ =

∫
X
f dµ′

对每个
f ∈ Lipb(X,R) ∩ L1

R(µ) ∩ L1
R(µ

′)

都成立，则 µ = µ′。

证明。取开集 O ∈ O(X) 与 n ≥ 1。若 O ∩En = X，令 ϕk ≡ 1；否则对开集 O ∩En 使用引
理 9.6 得到函数 ϕk。它们同时属于 L1

R(µ) 与 L1
R(µ

′)。由单调收敛定理以及测度的下连续性，
µ 与 µ′ 在所有开集上相同。再由推论 6.2，利用二者的 σ-有限性，便有 µ = µ′。 □

9.7.2 紧支撑 Lipschitz 函数的稠密性

现在考虑 X 局部紧且可分的情形。此时，若 µ 是 Borel 测度，便可把前面的逼近函数进一步
限制为紧支撑 Lipschitz 函数。记

LipK(X,K) := {f : X → K : f 是紧支撑 Lipschitz 函数}.
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定理 9.10。 设 (X, d) 是局部紧可分度量空间，µ 是 Borel 测度。则对每个 p ∈ [1,+∞)，
LipK(X,K) 在 LpK(µ) 中关于 ‖·‖p 稠密。

证明。若 f ∈ LipK(X,K)，则 f 连续且具有紧支撑，故∫
X
|f |p dµ ≤ ‖f‖p∞ µ(supp f) < +∞.

所以
LipK(X,K) ⊂ LpK(µ).

下面只需逼近 Lipb(X,K) ∩ LpK(µ) 中的函数。为此，取一列紧集 (Ln)n≥1，使

X =
⋃
n≥1

Ln, Ln ⊂ L̊n+1.

对固定的 n，若 L̊n = X，令 ϕn,k ≡ 1；否则令

ϕn,k(x) := min
(
kd(x, (L̊n)

c), 1
)
.

当 k → +∞ 时，
ϕn,k ↑ 1L̊n

.

又因为 µ 是 Borel 测度且 L̊n ⊂ Ln 相对紧，

µ(L̊n) < +∞.

所以
ϕn,k −→ 1L̊n

于Lp(µ).

于是对每个 n ≥ 1，可取 ϕ̃n ∈ LipK(X,K)，使∥∥∥1L̊n
− ϕ̃n

∥∥∥
p
≤ 1

n
.

这里 ϕ̃n 的支撑包含于 Ln，因而是紧的。
现在取

f ∈ Lipb(X,K) ∩ LpK(µ).

则

‖f − fϕ̃n‖p ≤
∥∥∥f − f1L̊n

∥∥∥
p
+
∥∥∥f1L̊n

− fϕ̃n
∥∥∥
p

≤

(∫
(L̊n)c

|f |p dµ
)1/p

+ ‖f‖∞
∥∥∥1L̊n

− ϕ̃n
∥∥∥
p
−→ 0.

最后，fϕ̃n 仍是紧支撑 Lipschitz 函数，于是结论成立。 □

应用 9.6。 最重要的情形当然是 Rd（d ≥ 1），其上取任意赋范向量空间范数所诱导的度量，
并配备 Lebesgue 测度 λd；更一般地，也可以配备任意 Borel 测度。
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9.7.3 Lusin 定理

若 µ 是度量空间 (X, d) 上的正则 Borel 测度，定理 9.9 可加强为下面的 Lusin 定理。

定理 9.11（Lusin 定理）。 设 µ 是度量空间 (X, d) 上的正则 Borel 测度，并且 p ∈ [1,+∞)。
则对任意 f ∈ LpK(µ) 与 ε > 0，存在

ϕε ∈ LpK(µ) ∩ C(X,K)

使得
‖ϕε‖sup ≤ ‖f‖∞ , µ({f 6= ϕε}) ≤ ε, ‖f − ϕε‖p ≤ ε. (9.18)

此外，若 f ≥ 0，则还可取 ϕε ≥ 0。

证明建立在下面这个经典的分离引理上。它在度量空间中可利用点到集合的距离函数 x 7→
d(x,A) 初等地证明。

引理 9.7（Urysohn 引理）。 设 O 是开集，K 是包含于 O 的非空紧集，并且 O 6= X。定义

ρK,O(x) :=
d(x,Oc)

d(x,Oc) + d(x,K)
.

则 ρK,O 在整个 X 上有定义且连续，并满足

1K ≤ ρK,O ≤ 1O.

若 K = ∅，可直接取 ρK,O = 0；若 O = X，可直接取 ρK,O = 1。a

a校订注：原书公式使用到 d(x,Oc) 与 d(x,K)，但没有排除 Oc = ∅ 或 K = ∅，此时通常定义下“到空集的
距离”没有意义。这里补齐非空条件，并把两个边界情形单独说明。

证明。函数 x 7→ d(x,Oc) 在紧集 K 上取得最小值，而且这个最小值严格为正：否则某个
x∞ ∈ K 属于闭集 Oc，与 K ⊂ O 矛盾。另一方面，对 X 的每个非空子集 A，函数

x 7−→ d(x,A) := inf
a∈A

d(x, a)

是 1-Lipschitz 的。并且对任意两个非空子集 A,B ⊂ X 及 x ∈ X，

d(A,B) := inf
a∈A
b∈B

d(a, b) ≤ d(x,A) + d(x,B).

因此 ρK,O 是两个连续函数之商，且分母处处不为零，所以它连续。由定义直接看出 1K ≤
ρK,O ≤ 1O。 □

注。 函数 ρK,O 是 Lipschitz 函数，其 Lipschitz 常数可取不超过

1

d(Oc,K)
.
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Lusin 定理的证明。 证明分若干步进行。

第一步：LpR(µ) 中的示性函数。 设 A ∈ B(X)，f := 1A。有

f ∈ Lp(µ)⇐⇒ µ(A) < +∞.

若 µ(A) = 0，直接取 ϕε = 0。下面设 µ(A) 6= 0。由 µ 的正则性，对每个 ε > 0，存在紧集 Kε

与开集 Oε，使
Kε ⊂ A ⊂ Oε, µ(Oε \Kε) ≤ εp.

也就是说，
‖1Oε − 1Kε‖p ≤ ε.

令
ϕε := ρKε,Oε .

因为 ϕε ≤ 1Oε，所以 ϕε ∈ LpR(µ)。又有

|ϕε − 1A| ≤ |1Oε − 1Kε |,

故
‖ϕε − 1A‖p ≤ ε.

此外，
{f 6= ϕε} ⊂ Oε \Kε,

从而
µ({f 6= ϕε}) ≤ εp.

把 ε 换成 ε ∧ 1，总可假设 ε ≤ 1，于是 εp ≤ ε。最后，

‖ϕε‖sup ≤ 1 = ‖1A‖∞ = ‖f‖∞ .

第二步：取值于 [0, 1] 的 LpR(µ) 函数。 设

f : X −→ [0, 1]

非负，f ∈ LpR(µ)，并且 ‖f‖∞ = 1。基本逼近引理（定理 5.1）的一个直接变式表明，对每个
n ≥ 1，令

fn :=
2n−1∑
k=0

k

2n
1{ k

2n
<f≤ k+1

2n
},

则
fn −→ f (n→ +∞).

令 f0 := 0，并对 n ≥ 1 定义
ψn := 2n(fn − fn−1).

于是

f =
+∞∑
n=1

ψn
2n
.
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容易验证，ψn 只能取值 0 或 1。事实上，令

An := {ψn = 1} =
2n−1−1⋃
k=0

{
2k + 1

2n
< f ≤ 2(k + 1)

2n

}
,

则

ψn = 1An , f =
+∞∑
n=1

2−n1An .

因为 f ∈ LpR(µ) 且 1An ≤ 2nf，所以 ψn ∈ LpR(µ)。
固定 ε > 0。由第一步，对每个 n ≥ 1，存在

ψn,ε ∈ LpR(µ) ∩ C(X, [0, 1])

使
‖ψn,ε − ψn‖p ≤

ε

2n
, µ({ψn,ε 6= ψn}) ≤

ε

2n
, ‖ψn,ε‖sup ≤ 1.

令

ϕε :=
+∞∑
n=1

ψn,ε
2n

.

则
‖ϕε − f‖p ≤ ε,

µ({ϕε 6= f}) ≤
+∞∑
n=1

ε

2n
= ε,

并且

‖ϕε‖sup ≤
+∞∑
n=1

1

2n
= 1 = ‖f‖∞ .

定义 ϕε 的级数一致收敛，而各 ψn,ε 连续，所以 ϕε 也连续。a

第三步：非负且本质有界的 LpR(µ) 函数。设 f ∈ LpR(µ) 非负且本质有界。若 f = 0 µ-a.e.，结
论显然。否则令

M := ‖f‖∞ > 0, fM :=
f

M
.

则 fM ∈ LpR(µ)、0 ≤ fM ≤ 1 µ-a.e.，并且 ‖fM‖∞ = 1。固定 ε > 0，令

ε′ := min
{
ε,

ε

M

}
.

由第二步，存在 ψε ∈ C(X, [0, 1]) ∩ LpR(µ)，使

‖ψε − fM‖p ≤ ε
′, µ({ψε 6= fM}) ≤ ε′, ‖ψε‖sup ≤ 1.

令 ϕε :=Mψε。则
{ϕε 6= f} = {ψε 6= fM},

µ({ϕε 6= f}) ≤ ε′ ≤ ε,

‖ϕε − f‖p =M ‖ψε − fM‖p ≤Mε′ ≤ ε,

并且
‖ϕε‖sup ≤M = ‖f‖∞ .
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b

第四步：任意符号的本质有界 LpR(µ) 函数。第三步的结论显然也适用于仅在 µ-a.e. 意义下非
负的函数，因为式 (9.18) 的三个条件都不受零测集上修改函数的影响。现在设 f ∈ LpR(µ) 本
质有界但符号任意。写成

f = f+ − f−, 0 ≤ f± ≤ ‖f‖∞ .

分别对 f+ 与 f− 使用第三步，误差参数取 ε/2，得到连续非负函数 ϕ+
ε 与 ϕ−

ε。令

ϕε := ϕ+
ε − ϕ−

ε .

则
µ({f 6= ϕε}) ≤ µ({f+ 6= ϕ+

ε }) + µ({f− 6= ϕ−
ε }) ≤ ε,

‖f − ϕε‖p ≤
∥∥f+ − ϕ+

ε

∥∥
p
+
∥∥f− − ϕ−

ε

∥∥
p
≤ ε.

又因为
0 ≤ ϕ±

ε ≤ ‖f‖∞ ,

所以
‖ϕε‖sup ≤ ‖f‖∞ .

c

第五步：一般的 LpR(µ) 函数。 对 A > 0，令

f (A) := f1{|f |≤A}.

由于 ∥∥∥f − f (A)∥∥∥
p
−→ 0, µ({|f | > A}) −→ 0 (A→ +∞),

可以选取 Aε > 0，使 ∥∥∥f − f (Aε)
∥∥∥
p
≤ ε

2
, µ({|f | > Aε}) ≤

ε

2
.

对本质有界函数 f (Aε) 使用第四步，误差参数取 ε/2。注意

{f 6= f (Aε)} = {|f | > Aε}.

由三角不等式和不相等集合的并集估计，即得式 (9.18)。d

第六步：LpC(µ) 函数。 设
f = u+ iv ∈ LpC(µ).

分别对 u = Re f 与 v = Im f 使用第五步，误差参数取 ε/2，得到连续实函数 uε, vε。令

ϕ̃ε := uε + ivε.

则
µ({f 6= ϕ̃ε}) ≤ ε, ‖f − ϕ̃ε‖p ≤ ε.

若 ‖f‖∞ = +∞，取 ϕε = ϕ̃ε 即可。若 M := ‖f‖∞ < +∞，定义闭圆盘上的径向收缩

PM (z) :=

z, |z| ≤M,

Mz/|z|, |z| > M.
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这是 C ' R2 到闭圆盘 {z : |z| ≤M} 的正交投影，因而是 1-Lipschitz 的。令

ϕε := PM ◦ ϕ̃ε.

因为 PM (f) = f µ-a.e.，所以
{f 6= ϕε} ⊂ {f 6= ϕ̃ε},

‖f − ϕε‖p ≤ ‖f − ϕ̃ε‖p ≤ ε, ‖ϕε‖sup ≤M.

这就证明了复值情形。e □
a校订注：原书把本步限制为严格正函数，但上述二进逼近对允许取零值的 [0, 1]-值函数同样成立；集合 An 与

估计 1An ≤ 2nf 在 f = 0 处仍然有效。这里采用这个必要的加强，以避免下一步在无限测度空间上加入不可积正
常数。

b校订注：原书令 fδ = (f + δ)/(‖f‖∞ + δ)。当 µ(X) = +∞ 时，即使 f ∈ Lp(µ)，加入正常数 δ 后也通常不
再属于 Lp(µ)，因此不能应用第二步。这里直接用 f/ ‖f‖∞ 归一化；第二步允许取零后，证明完整成立。

c校订注：原书在本步误引“第二步”（应为第三步），并将本应“符号任意”的 f 写成“正函数”。更重要的是，
原书以 f + ‖f‖∞ 平移；当 µ(X) = +∞ 时，这个函数通常不属于 Lp(µ)。这里改用 f = f+ − f− 分别逼近的论
证。

d校订注：原书只要求
∥∥∥f − f (Aε)

∥∥∥
p
≤ ε/2，但为了同时得到 µ({f 6= φε}) ≤ ε，还必须让截断集合 {|f | > Aε}

的测度不超过 ε/2。这里补上这一必要条件；它由 {|f | > A} ↓ ∅（除去零测集）得到。
e校订注：原书把 g = f |f |−11{f ̸=0} 直接交给第四步处理，但一般 g /∈ Lp(µ)（例如 f(x) = e−x 在 R+ 上时，

g ≡ 1），所以该论证并不成立；原书还在 {f = 0} 上误写 (Re g)2 + (Im g)2 = 1。这里改用实部、虚部分别逼近，
再投影到闭圆盘的标准论证。

练习（复值情形的另一种证明）。 利用任意复可测函数的可测三角表示

f(x) = ρ(x)e2iπθ(x),

其中 ρ : X → R+、θ : X → (0, 1] 都可测，重新证明 Lusin 定理的复值情形。

9.8 习题

本节中，(X,A, µ) 表示一个测度空间。

练习 9.1。 设 Kd 是维数 d ∈ N∗ 的标准 K-向量空间。
(a) 设 p, q ∈ [1,+∞]，p ≤ q。求最优常数 a, b，使

a ‖·‖p ≤ ‖·‖q ≤ b ‖·‖p .

(b) 直接证明
lim

p→+∞
‖·‖p = ‖·‖∞ .

(c) 设 p ∈ (1,+∞)。证明

x 6= y, ‖x‖p = ‖y‖p = 1 =⇒ ‖x+ y‖p < 2.

当 p = 1 或 p = +∞ 时，这个结论还成立吗？

203



分析：积分理论｜中文讲义 第九章 Lp 空间

练习 9.2。
(a) 设 f, g : X → R+ 是非负可测函数，并且 fg ≥ 1。证明(∫

X
f dµ

)(∫
X
g dµ

)
≥ µ(X)2.

(b) 若存在 f : X → R∗
+，使 f 与 1/f 都 µ-可积，可以对测度 µ 得出什么结论？

练习 9.3。 设 p, q ∈ [1,+∞]，p ≤ q。
(a) 设 (X,A, µ) 的总质量有限。证明标准嵌入

i : LqK(µ) ↪→ LpK(µ)

是连续线性映射，并计算它的算子范数。哪些函数能使相应不等式取等号？
(b) 证明标准嵌入

i : `pK(N) ↪→ `qK(N)

是连续线性映射，并计算它的算子范数。

练习 9.4。 考虑下面两个命题：
(i) 对任意 p, q ∈ [1,+∞)，若 p 6= q，则

LpK(µ) 6= LqK(µ);

(ii) 存在一列两两不交的集合 (An)n≥0 ⊂ A，使

0 < µ(An) < +∞.

(a) 证明 (i) 蕴含 (ii)。
(b) 设 p, q ∈ [1,+∞)、p 6= q，并且 (an)n≥0 ⊂ R∗

+。证明存在 (bn)n≥0 ⊂ R+，使级数∑
n≥0

bpnan,
∑
n≥0

bqnan

中恰有一个收敛，另一个发散。
(c) 利用 (b) 证明 (ii) 蕴含 (i)。

练习 9.5。 设 p, q ∈ [1,+∞]，p 6= q。构造一列

(fn)n≥1 ⊂ CK(R,R),

使它在 LpR(λ) 中有界，但在 LqR(λ) 中无界。a

a校订注：原书此题把 R 上的积分测度写成了前文任意的 µ；在没有给 µ 加任何条件时，所要求的构造并不成
立。题目的标准缩放构造以 Lebesgue 测度为背景，故这里把 µ 改为 λ。

练习 9.6。 设 p, q ∈ [1,+∞]，并设

(fn)n≥0 ⊂ LpK(µ) ∩ L
q
K(µ).
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若 fn 在 LpK(µ) 中收敛到 0，并且在 LqK(µ) 中是 Cauchy 列，证明 fn 在 LqK(µ) 中也收敛到 0。

练习 9.7。 设 p ∈ (1,+∞)，并设 (fn)n≥0 ⊂ LpR+
(µ) 在 LpR+

(µ) 中收敛到 f。证明：对每个

r ∈ [1, p]，函数列 (f rn)n≥0 在 Lp/rR+
(µ) 中收敛到 f r。

练习 9.8。 设 p ∈ [1,+∞)，并设 (fn)n≥0 ⊂ LpK(µ) 在 µ-a.e. 意义下收敛到 f ∈ LpK(µ)。证明

lim
n→∞

‖fn − f‖p = 0 ⇐⇒ lim
n→∞

‖fn‖p = ‖f‖p .

练习 9.9。设 (X,A, µ) 的总质量有限，p ∈ (1,+∞]，并设 (fn)n≥0 是 LpK(µ) 中的有界列，在
µ-a.e. 意义下收敛到函数 f。
(a) 证明 f ∈ LpK(µ)。
(b) 证明：对每个 r ∈ [1, p)，fn 在 LrK(µ) 中收敛到 f。
(c) 若 µ(X) = +∞，(b) 的结论还成立吗？

练习 9.10。设 (X,A, µ) 的总质量有限，r, s ∈ [1,+∞)，g : R→ R 连续，并在 LrR(µ) 上定义

Φ(f) := g ◦ f.

(a) 假设 g 满足
∃c > 0, ∀y ∈ R, |g(y)| ≤ c

(
|y|r/s + 1

)
. (*)

证明
Φ : LrR(µ) −→ LsR(µ)

连续。
(b) 在测度空间 ([0, 1],B([0, 1]), λ) 上，假设 g 不满足条件 (∗)。证明存在 f ∈ LrR(λ)，使

g ◦ f /∈ LsR(λ).

练习 9.11。 证明：λ-a.e. 收敛不能由某个度量刻画。

练习 9.12。 设 p ∈ [1,+∞]。对 a ∈ R，在 LpK(R, λ) 上定义平移算子

τa(f) := f( ·+ a).

(a) 证明：对每个 a ∈ R，τa 是 LpK(λ) 上的等距映射。
(b) 设 f ∈ LpK(λ) 且 p < +∞。证明

lim
a→0
‖τa(f)− f‖p = 0,

并且
lim

a→+∞
‖τa(f)− f‖p = 21/p ‖f‖p .

(c) (b) 的结论能推广到 p = +∞ 吗？
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a

a校订注：原书 (a) 的量词是 a，结论中却误写成了 τh；这里统一为 τa。

练习 9.13。 设 p ∈ [1,+∞]。对每个 N ∈ N，在 `pK(N) 上定义

sN ((an)n≥0) := (an+N )n≥0.

称 sN 为移位算子（shift）。
(a) 证明：对每个 N ∈ N，sN 是 `pK(N) 上的连续线性映射，并计算其算子范数。
(b) 设 a = (an)n≥0 ∈ `pK(N)，p ∈ [1,+∞)。计算

lim
N→∞

‖sN (a)‖p .

当 p = +∞ 时，这个极限等于什么？

练习 9.14。 设 f : X → R 可测且不在 µ-a.e. 意义下恒为零。对 p ∈ R∗
+，定义

θ(p) :=

∫
X
|f |p dµ, I := {p ∈ R∗

+ : θ(p) < +∞}.

(a) 证明 I 是区间，并给出一个 I 为单点集的例子。
(b) 证明 ln θ 在 I 上凸，并且 θ 在 I 上连续。
(c) 设 p, q ∈ I、p ≤ q，并且 r ∈ [p, q]。证明

θ(r)1/r ≤ max{θ(p)1/p, θ(q)1/q}.

练习 9.15。设 (X,A, µ)是概率空间，即 µ(X) = 1。设 f : X → R可测，并且对某个 q0 ∈ R∗
+，

θ(q0) :=

∫
X
|f |q0 dµ ∈ (0,+∞).

(a) 证明：对每个 p ∈ (0,+∞]，

θ(p)1/p ≥ exp
(∫

X
ln |f | dµ

)
.

约定
exp(−∞) := 0, θ(+∞)1/(+∞) := ‖f‖∞ .

(b) 证明
lim
p↓0

θ(p) = µ({f 6= 0}).

(c) 证明
lim
p↓0

∫
X

|f |p − 1

p
dµ =

∫
X
ln |f | dµ ∈ [−∞,+∞).

(d) 推出

lim
p↓0

θ(p)1/p = exp
(∫

X
ln |f | dµ

)
.
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练习 9.16（Hardy 不等式）。 设 p ∈ (1,+∞)。对每个 f ∈ LpR(R+)，在 R∗
+ 上定义

F (x) :=
1

x

∫ x

0
f(t) dt.

(a) 说明 F 的定义是良好的，并证明每个 f ∈ CK(R∗
+,R+) 都在下式中取等号：∫ +∞

0
F (x)p dx ≤ p

p− 1

∫ +∞

0
f(x)F (x)p−1 dx. (H+)

进而证明 Hardy 不等式
‖F‖p ≤

p

p− 1
‖f‖p . (H)

(b) 证明每个 f ∈ LpR(R+) 都满足 Hardy 不等式。
(c) 证明每个非负 f ∈ LpR+

(R+) 都满足不等式 (H+)。
(d) 证明：f 在 Hardy 不等式中取等号，当且仅当 f = 0 λ-a.e.
(e) 证明 Hardy 不等式中的常数 p/(p− 1) 是最优的。
(f) 研究 p = 1 与 p = +∞ 的情形。
(g) 设 r ∈ (−∞, p− 1)。证明每个 f ∈ CK(R∗

+,R+) 都满足∫ +∞

0
F (x)pxr dx =

p

p− r − 1

∫ +∞

0
f(x)F (x)p−1xr dx.

推出每个 Lebesgue 可测非负函数 f : R+ → R+ 都满足∫ +∞

0
F (x)pxr dx ≤

(
p

p− r − 1

)p ∫ +∞

0
f(x)pxr dx.

a

a校订注：原书 (d) 突然把前文一直使用的函数记作 g，这里统一改回 f。

练习 9.17（Weyl 不等式）。 设 f ∈ L1
R(R+)，并固定 c ∈ R。在 R+ 上定义

F (x) :=

∫ x

0
f(t) dt+ c.

(a) 本问再假设
f ∈ L2

R(R+), (x 7→ xF (x)) ∈ L2
R(R+).

证明 F ∈ L2
R(R+)，并且∫ +∞

0
F (x)2 dx = −2

∫ +∞

0
xF (x)f(x) dx.

(b) 在 (a) 的假设下证明 Weyl 不等式(∫ +∞

0
F (x)2 dx

)2

≤ 4

(∫ +∞

0
x2F (x)2 dx

)(∫ +∞

0
f(x)2 dx

)
. (W)

(c) 在 (a) 的假设下证明：式 (W) 取等号，当且仅当存在 b ∈ R，使

F (x) = ce−bx
2
.
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a

a校订注：原书 (b) 声称上述不等式对任意 f ∈ L1(R+) 成立，却没有要求式中三个二次积分有意义；例如
f = 0, c = 1 就使左端为 +∞，而右端含未定义的 0 ·+∞。这里明确沿用 (a) 的假设，这也正是由 (a) 的恒等式
应用 Cauchy–Schwarz 不等式所需的条件。

练习 9.18。 设 p, q > 1，并且
1

p
+

1

q
= 1.

(a) 证明 Young 不等式
ab ≤ ap

p
+
bq

q
, a, b ≥ 0,

并证明取等号当且仅当 ap = bq。
(b) 设 h ∈ L1

R+
(µ)，并设 f, g 是两个非负可测函数，满足

fp ≤ h, gq ≤ h µ-a.e.

证明 ∫
X
(h− fg) dµ ≥

(∫
X
(h− fp) dµ

)1/p(∫
X
(h− gq) dµ

)1/q

,

并证明取等号当且仅当
fp = gq µ-a.e.

练习 9.19。
(a) 设 p ∈ [1,+∞)。证明 `pR(N) 可分。
(b) 证明 `∞R (N) 不可分。

练习 9.20。 设 X 是局部紧可分度量空间，µ 是 B(X) 上的 Borel 测度（即在紧集上有限），
并且 p ∈ (1,+∞)。
(a) 证明：X 存在一个由相对紧开集构成、且对有限交封闭的可数基

U := {Un : n ≥ 0}.

记 D 为示性函数族
{1Un : n ≥ 0}

所张成的 K-向量空间。
(b) 证明：对每个满足 µ(Ω) < +∞ 的开集 Ω ∈ O(X)，都有

1Ω ∈ D,

其中 D 表示 D 在 LpK(µ) 中的闭包。
(c) 更一般地，证明：对每个满足 µ(A) < +∞ 的 A ∈ B(X)，都有 1A ∈ D。
(d) 推出 D 在 LpK(µ) 中稠密，并进一步推出 LpK(µ) 可分。
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练习 9.21。 证明练习 6.18 中的度量空间

(A/R, d)

是完备的。

练习 9.22。 在 (R,B(R), λ) 上工作。对每个 f ∈ L1
R(λ)，或仅为非负 Borel 可测的 f，以及

每个 h > 0，定义

Mh(f)(x) :=
1

2h

∫ x+h

x−h
f(t) dt.

(a) 证明：对每个 f ∈ L1
R(λ)，

‖Mh(f)‖1 ≤ ‖f‖1 .

(b) 设 f ∈ L1
R(λ)。证明当 h ↓ 0 时，Mh(f) 在 L1

R(λ) 中收敛到 f。

练习 9.23（Marcinkiewicz 空间）。 设 (X,A, µ) 是测度空间，p > 1。若可测函数 f 满足：
存在 c > 0，使对每个 t > 0，

µ({|f | > t}) ≤ c

tp
,

则称 f 属于 Marcinkiewicz 空间或弱 Lp 空间，记作

f ∈ Lpweak(µ).

(a) 设 f ∈ Lpweak(µ)、A ∈ A 且 t > 0。令

An := A ∩ {|f | > tn}, Bn := An \An+1, n ∈ N.

证明存在实常数 C > 0，使∫
A
|f | dµ ≤

∑
n≥0

t(n+ 1)µ(Bn) =
∑
n≥0

tµ(An) ≤ tµ(A) + Ct1−p.

(b) 推出：f ∈ Lpweak(µ) 当且仅当存在 c > 0，使对每个 A ∈ A，∫
A
|f | dµ ≤ c µ(A)1−1/p.

(c) 假设 µ(X) < +∞。证明：若 f ∈ Lpweak(µ)，则对每个 q ∈ [1, p)，

f ∈ Lq(µ).

(d) 给出一个测度空间的例子，使
Lpweak(µ) 6= Lp(µ).

练习 9.24（反向 Minkowski 不等式）。 设 (X,A, µ) 满足 µ(X) > 0。本题中，f−1 表示函
数 1/f。设 p ≥ 1，并且

f, g ∈ LpR+
(µ),

其中 f, g 在 µ-a.e. 意义下非零。
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(a) 利用 (b) 证明：对任意满足

a, b ≥ 0,
√
a+
√
b = 1

的 a, b，都有 ∥∥(f + g)−1
∥∥p
p
≤
∥∥(f + g)−1

∥∥p−1

p

(
a
∥∥f−1

∥∥
p
+ b

∥∥g−1
∥∥
p

)
.

(b) 验证：若 ∥∥(f + g)−1
∥∥
p
= +∞,

则 ∥∥f−1
∥∥
p
=
∥∥g−1

∥∥
p
= +∞.

(c) 推出反向 Minkowski 不等式

1

‖f−1‖p
+

1

‖g−1‖p
≤ 1

‖(f + g)−1‖p
.
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第十章 表示定理及其应用

10.1 Riesz 表示定理

到目前为止，我们采用“抽象测度”的方式介绍 Lebesgue 积分并构造 Lebesgue 测度。这并
不是唯一的途径。这种方法一方面以一种看似矛盾的方式凸显了测度概念的具体性，另一方面却仿
佛在 Lebesgue 积分与 Riemann 积分之间挖出了一道鸿沟：前者虽然更强，却完全不依赖后者而
建立。这在数学中颇为特殊，因为一种工具或理论的改进通常来自对已有结果与概念的深化，而不
是另辟道路。

事实上，还有一种“泛函方法”：它把 Lebesgue 积分看成 Riemann 积分从紧支撑连续函数向
更广泛函数类的自然延拓。这个方法的核心就是 Riesz 表示定理。

10.1.1 正线性泛函的情形

定理 10.1（Riesz 表示定理）。 设 (X, d) 是局部紧可分度量空间，Φ 是紧支撑连续实值函数
空间

CK(X,R)

上的正线性泛函。则存在定义在 Borel σ-代数 B(X) 上的唯一测度 µ，使得

Φ(f) =

∫
X
f dµ, f ∈ CK(X,R). (10.1)

此外，µ 是 Borel 测度，并且由下式刻画：

µ(Ω) = sup{Φ(f) : f ∈ CK(X, [0, 1]), f ≤ 1Ω}, Ω ∈ O(X), (10.2)

或等价地，
µ(K) = inf{Φ(f) : f ∈ CK(X,R), 1K ≤ f}, K ⊂ X 紧. (10.3)

注。
• 事实上，只假设 X 局部紧，就足以得到满足 (10.1)–(10.3) 的测度 µ 的存在性。相反，测
度的唯一性确实需要可分性；下面的反例会说明这一点。

• 在局部紧度量空间中，可分性与 σ-紧性等价；见拓扑补充第 6.6.3 段。

不可分度量空间上的非唯一性例。 令 X := R，并赋予离散超度量

du(x, y) :=

0, x = y,

1, x 6= y.

空间 (R, du) 局部紧，因为每个单点集既开又紧；但它不可分，因为每个子集都闭，因而只有
R 本身在 (R, du) 中稠密，不可能存在可数稠密子集。此外，

Bdu(R) = O(R, du) = P(R).
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(R, du) 的紧集恰为有限集，所以 CK((R, du),R) 由仅在有限多个点上非零的函数组成。
定义两个测度

µ(A) := Card(A ∩ N), ν(A) := µ(A) +m(A \ N), A ⊂ R,

其中

m(A) :=

0, A 可数,

+∞, A 不可数.

测度 µ, ν 在所有有限集，也就是 (R, du) 的所有紧集上相同；但是

µ(R \ N) = 0, ν(R \ N) = +∞.

所以 µ 6= ν，而且 ν 不满足式 (10.2)。尽管如此，对每个 f ∈ CK(X,R)，都有

Φ(f) :=

∫
R
f dµ =

∫
R
f dν =

∑
n∈N

f(n).

10.1.2 Radon 测度

定义 10.1。 设 X 是局部紧度量空间。称赋范空间(
CK(X,K), ‖·‖sup

)
上的连续线性泛函为 X 上的 Radon 测度。

这不是最一般的定义。在目前这个定义下，只要 X 还是可分的，所得表示测度必为有限测度
（见定理 10.2）。本节末尾会简要回到这一点。

定理 10.2。
(a) 设 X 是局部紧度量空间，Φ : CK(X,R) → R 是连续线性泛函。则存在两个有限 Borel
测度 µ+, µ−，使

Φ(f) =

∫
X
f dµ+ −

∫
X
f dµ−, f ∈ CK(X,R). (10.9)

(b) 设 Φ : CK(X,C)→ C 是连续线性泛函。则存在四个有限 Borel 测度 µ±r , µ
±
i ，使

Φ(f) =

∫
X
f dµ+r −

∫
X
f dµ−r + i

∫
X
f dµ+i − i

∫
X
f dµ−i ,

f ∈ CK(X,C). (10.10)

注。 在实值情形，可以把式 (10.9) 简记为

Φ(f) =

∫
X
f dµ, µ := µ+ − µ−,

并称 µ 为符号测度。在复值情形，可以类似地记

Φ(f) =

∫
X
f dµ, µ := µr + iµi,
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其中 µr := µ+r − µ−r、µi := µ+i − µ
−
i 。

定理 10.2 的证明。 先假设实值情形 (a) 已经成立，证明 (b)。在 CK(X,R) 上定义

Φr(g) := ReΦ(g), Φi(g) := ImΦ(g).

它们都是连续实线性泛函。由 (a)，存在四个有限 Borel测度 µ±r , µ
±
i ，使对每个 g ∈ CK(X,R)，

Φr(g) =

∫
X
g dµ+r −

∫
X
g dµ−r ,

Φi(g) =

∫
X
g dµ+i −

∫
X
g dµ−i .

若 f = u+ iv ∈ CK(X,C)，则复线性性给出

Φ(f) = Φ(u) + iΦ(v)

= Φr(u)− Φi(v) + i
(
Φi(u) + Φr(v)

)
.

把 Φr,Φi 的测度表示代入，便得到式 (10.10)。a

下面证明 (a)。它由正线性泛函的 Riesz 表示定理 10.1 与下述定理 10.3 推出。把定理 10.3 应
用于 (

CK(X,R), ‖·‖sup
)

和 Φ，得到两个正连续线性泛函 Φ+,Φ−，满足

Φ = Φ+ − Φ−.

由定理 10.1 的存在性部分，它们分别由两个 Borel 测度 µ+, µ− 表示。再在式 (10.2) 中取开
集 X，得到

µ±(X) = sup{Φ±(ϕ) : ϕ ∈ CK(X, [0, 1])} ≤
∥∥Φ±∥∥ < +∞.

所以 µ± 是有限测度，式 (10.9) 成立。b □
a校订注：原书展开 Φ(u) + iΦ(v) 时把 i2Φi(v) 误写成 +iΦi(v)，随后一行又继续保留了错误符号。这里改为

正确的实部 Φr(u)− Φi(v) 与虚部 Φi(u) + Φr(v)；原书最终的积分表示式 (10.10) 本身是正确的。
b校订注：原书最后一个上确界无故附加了未定义的条件 0 ≤ φ ≤ 1Kn。这里直接按式 (10.2) 对开集 X 取上确

界；由 ‖φ‖sup ≤ 1 即得有限性。

定理 10.3。 设 Y 6= ∅，E 是函数空间 F(Y,R) 的实线性子空间，并赋有范数 ‖·‖。记

E+ := {f ∈ E : f ≥ 0}.

假设：
(i) E 对绝对值稳定，而且

|f | ∈ E+, ‖|f |‖ = ‖f‖ (f ∈ E);

(ii) 范数单调：
f, g ∈ E+, f ≤ g =⇒ ‖f‖ ≤ ‖g‖ .

若 Φ : E → R 是连续线性泛函，则它可以分解为

Φ = Φ+ − Φ−, (10.11)
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其中 Φ+,Φ− 是正连续线性泛函；对每个 f ∈ E+，它们由Φ+(f) = sup{Φ(ϕ) : ϕ ∈ E+, ϕ ≤ f},

Φ−(f) = − inf{Φ(ϕ) : ϕ ∈ E+, ϕ ≤ f}
(10.12)

定义，分别称为 Φ 的正部与负部。
此外，对 f ∈ E+，Φ+(f) = min{Ψ(f) : Ψ, Ψ− Φ 是E 上的正线性泛函},

Φ−(f) = min{Ψ(f) : Ψ, Ψ+Φ 是E 上的正线性泛函}.
(10.13)

a

a校订注：原书把 (10.13) 第二式写成“最大值”。这不可能成立：例如 Φ ≥ 0 时 Φ− = 0，而满足 Ψ ≥ 0、
Ψ+Φ ≥ 0 的 Ψ 可以任意放大。正确结论与正部完全平行，是最小值；原书证明末尾相应也出现了两处符号颠倒。

注。 赋范空间 (
CK(X,R), ‖·‖sup

)
,

(
LpR(µ), ‖·‖p

)
, p ∈ [1,+∞),

都满足定理 10.3 的假设。

定理 10.3 的证明。 先在
E+ = {f ∈ E : f ≥ 0}

上用式 (10.12) 定义 Φ+。

第一步：Φ+ 在 E+ 上非负且有限。 若 f ∈ E+，因为 0 ∈ E+，有 Φ+(f) ≥ 0。若

0 ≤ ϕ ≤ f,

则由 Φ 的连续性及范数的单调性，

Φ(ϕ) ≤ ‖Φ‖ ‖ϕ‖ ≤ ‖Φ‖ ‖f‖ .

取上确界得
0 ≤ Φ+(f) ≤ ‖Φ‖ ‖f‖ < +∞. (10.14)

第二步：Φ+ 在 E+ 上可加。 设 f1, f2 ∈ E+，并取 ϕ ∈ E+ 满足 ϕ ≤ f1 + f2。分解

ϕ = min(f1, ϕ) +max(ϕ− f1, 0).

其中
min(f1, ϕ) ≤ f1, max(ϕ− f1, 0) ≤ f2.

而且
min(f1, ϕ) =

1

2

(
f1 + ϕ− |f1 − ϕ|

)
∈ E+,

max(ϕ− f1, 0) = ϕ−min(f1, ϕ) ∈ E+.

所以
Φ(ϕ) ≤ Φ+(f1) + Φ+(f2).

214



分析：积分理论｜中文讲义 第十章 表示定理及其应用

对 ϕ 取上确界，得到
Φ+(f1 + f2) ≤ Φ+(f1) + Φ+(f2).

反过来，固定 ε > 0。可取 ϕ1, ϕ2 ∈ E+，使

0 ≤ ϕi ≤ fi, Φ+(fi) ≤ Φ(ϕi) + ε, i = 1, 2.

因为 0 ≤ ϕ1 + ϕ2 ≤ f1 + f2，

Φ+(f1 + f2) ≥ Φ(ϕ1 + ϕ2)

≥ Φ+(f1) + Φ+(f2)− 2ε.

令 ε ↓ 0，得到反向不等式。

第三步：把 Φ+ 延拓到 E，并证明可加性。 对 f ∈ E，令

f± :=
1

2
(|f | ± f) = max(±f, 0) ∈ E+,

并定义
Φ+(f) := Φ+(f+)− Φ+(f−).

对 f, g ∈ E，恒等式
(f + g)+ + f− + g− = (f + g)− + f+ + g+

以及 Φ+ 在 E+ 上的可加性给出

Φ+(f + g) = Φ+(f) + Φ+(g).

第四步：Φ+ 在 E 上连续。 正性给出

Φ+(|f | ± f) ≥ 0,

故
|Φ+(f)| ≤ Φ+(|f |).

又有
(−f)± = f∓, Φ+(−f) = −Φ+(f).

对 f1, f2 ∈ E，由式 (10.14)，

|Φ+(f1)− Φ+(f2)| = |Φ+(f1 − f2)|
≤ Φ+(|f1 − f2|)
≤ ‖Φ‖ ‖|f1 − f2|‖
= ‖Φ‖ ‖f1 − f2‖ .

所以 Φ+ 连续。

第五步：Φ+ 是线性泛函。 由可加性与 Φ+(−f) = −Φ+(f)，

Φ+(nf) = nΦ+(f), n ∈ Z.

进而对每个 r ∈ Q，
Φ+(rf) = rΦ+(f).
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再由连续性及 Q 在 R 中稠密，该等式对所有 r ∈ R 成立。因此 Φ+ 是实线性泛函。

第六步：验证 (10.12) 与 (10.13)。 定义

Φ− := Φ+ − Φ.

对 f ∈ E+，

Φ−(f) = sup
ψ∈E+
ψ≤f

Φ(ψ)− Φ(f)

= sup
ψ∈E+
ψ≤f

Φ(ψ − f)

= − inf
φ∈E+
φ≤f

Φ(ϕ),

其中最后令 ϕ = f − ψ。这就是 (10.12) 的第二式。
若 Ψ 与 Ψ− Φ 都是正线性泛函，则对 0 ≤ ϕ ≤ f，

Ψ(f) ≥ Ψ(ϕ) ≥ Φ(ϕ).

取上确界，得
Ψ(f) ≥ Φ+(f).

而 Φ+ 本身满足这些条件，故 (10.13) 第一式成立。
若 Ψ 与 Ψ+Φ 都是正线性泛函，则

Ψ(f) ≥ Ψ(ϕ) ≥ −Φ(ϕ)

对每个 0 ≤ ϕ ≤ f 成立。取上确界，

Ψ(f) ≥ − inf
0≤φ≤f

Φ(ϕ) = Φ−(f).

而 Φ− 本身满足这些条件，故第二式也成立。 □

更一般的 Radon 测度。 当 X 是 σ-紧空间时，可在 CK(X,R) 上考虑如下拓扑：fn → f 当
且仅当存在固定紧集 K ⊂ X，使

{fn 6= 0} ⊂ K (n ≥ 1),

并且 fn|K 一致收敛到 f |K。这不再是由单个范数诱导的拓扑，所以不能直接应用定理 10.3；
但是，对一列满足

X =
⋃
n≥1

Kn, Kn ⊂ K̊n+1

的紧集穷竭，可在每个子空间
CKn(X,R)

上应用定理，再利用表示的唯一性把局部测度粘合起来。
若把对上述拓扑连续的线性泛函称为 Radon 测度，就会得到式 (10.9) 形式的表示，但 µ± 不
必是有限测度，只需在紧集上有限。这是 Riesz 表示定理最一般的常用形式；复值情形同样成
立。
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Riesz表示定理的证明部分依赖 Carathéodory定理第三步中介绍的外测度概念（见第 6.5节）。
下面重述所需结论。另一个重要工具是 Urysohn 引理，即用连续函数分离闭集的经典引理；它又
建立在第 3.6 节的点到集合距离函数之上。

命题 10.1。 设 X 6= ∅，µ∗ 是 X 上的外测度。a 则满足

µ∗(A ∩B) + µ∗(Ac ∩B) ≤ µ∗(B), B ⊂ X, (10.4)

的所有集合 A ⊂ X 构成一个 σ-代数；在这个 σ-代数上，µ∗ 的限制是测度，并且式 (10.4) 实
际取等号。

a即 µ∗ : P(X) → R+ 单调且 σ-次可加，并满足 µ∗(∅) = 0。

引理 10.1（Urysohn 引理）。 设 (X, d) 是局部紧度量空间。
(a) 设 F, F ′ 是 X 中两个不交闭集。则存在两个不交开集 U, V，使

F ⊂ U, F ′ ⊂ V.

此外，若 F, F ′ 中至少一个是紧集，则还可使

U ∩ V = ∅.

(b) 设 K ⊂ X 紧，Ω 是包含 K 的开集。则存在 ϕ ∈ CK(X, [0, 1])，使

1K ≤ ϕ ≺ 1Ω.

这里 ϕ ≺ 1Ω 表示
ϕ ≤ 1Ω, suppϕ ⊂ Ω.

(c) 设 K ⊂ X 紧，(Ωk)1≤k≤n 是有限开覆盖：

K ⊂
n⋃
k=1

Ωk.

则存在 (ϕk)1≤k≤n ⊂ CK(X, [0, 1])，使

ϕk ≺ 1Ωk
(1 ≤ k ≤ n), 1K ≤

n∑
k=1

ϕk ≤ 1.

证明。(a) 若某个闭集为空，结论显然。下面假设二者均非空。开集

U := {x ∈ X : d(x, F ′) > d(x, F )}, V := {x ∈ X : d(x, F ) > d(x, F ′)}

满足第一部分结论。
若例如 F 紧，则连续函数 x 7→ d(x, F ′) 在 F 上取得严格正的最小值

ε0 = d(F, F ′) > 0.

此时取
U := {x : d(x, F ) < ε0/3}, V := {x : d(x, F ′) < ε0/3}.
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若 U ∩ V 6= ∅，三角不等式将给出

d(F, F ′) ≤ 2ε0
3
,

矛盾。因此 U, V 不交。a

(b) 若 K = ∅，取 ϕ = 0。下面设 K 6= ∅。局部紧性保证每个 x ∈ X 都有一个紧邻域 Kx。由
K 的紧性，可取 x1, . . . , xn ∈ K，使

K ⊂
n⋃
i=1

K̊xi .

对紧集 K 与闭集 Ωc 使用 (a)，取开集 U, V，使

K ⊂ U, Ωc ⊂ V, U ∩ V = ∅.

令

O := U ∩
n⋃
i=1

K̊xi .

则 O 开，K ⊂ O，而且 O 是紧集，并满足

O ⊂ U ⊂ Ω.

因此对每个 x ∈ X，
d(x,K) + d(x,Oc) > 0.

定义

ϕ(x) :=
d(x,Oc)

d(x,K) + d(x,Oc)
. (10.5)

则 ϕ 连续，在 K 上恒为 1，并且

suppϕ = O ⊂ Ω.

故 1K ≤ ϕ ≺ 1Ω。

(c) 若 K = ∅，取所有 ϕk = 0。下面设 K 6= ∅。对每个 x ∈ K，选取一个含 x 的开集 Ux，使
Ux 紧且包含在某个覆盖成员 Ωk 中。由紧性，可取

K ⊂
m⋃
j=1

Uxj .

对每个 k ∈ {1, . . . , n}，令 Kk 为所有满足 Uxj ⊂ Ωk 的 Uxj 的并。由 (a)，可取相对紧开集
Ok，使

Kk ⊂ Ok ⊂ Ok ⊂ Ωk.

因为

K ⊂
n⋃
k=1

Kk ⊂
n⋃
k=1

Ok,

所以

d(x,K) +
n∑
ℓ=1

d(x,Ocℓ) > 0, x ∈ X.
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定义

ϕk(x) :=
d(x,Ock)

d(x,K) +
∑n

ℓ=1 d(x,O
c
ℓ)
, 1 ≤ k ≤ n.

这些函数属于 CK(X, [0, 1])，并且

suppϕk ⊂ Ok ⊂ Ωk,

n∑
k=1

ϕk = 1 于K,
n∑
k=1

ϕk ≤ 1 于X.

□
a校订注：原书在紧集情形取 U = {d(x, F ′) > ε0/3} 与 V = {d(x, F ′) < ε0/3}。这只能保证 U, V 不交，不能

保证其闭包不交，因为两个闭包都可能含有水平集 {d(x, F ′) = ε0/3}。这里改用两个闭集各自的 ε0/3-邻域；同时
补上空闭集情形，避免使用到空集的距离。

Riesz 表示定理的证明。 对每个开集 Ω ∈ O(X)，先定义

µ∗(Ω) := sup{Φ(f) : f ∈ CK(X, [0, 1]), f ≺ 1Ω}, (10.6)

这与式 (10.2) 略有不同。再对任意 E ⊂ X 定义

µ∗(E) := inf{µ∗(Ω) : E ⊂ Ω, Ω ∈ O(X)}. (10.7)

第一步：µ∗ 是外测度。 由构造立即有

µ∗(∅) = 0,

并且 µ∗ 关于集合包含关系单调。只需证明 σ-次可加性。先考虑有限个开集：

µ∗

(
n⋃
k=1

Ωk

)
≤

n∑
k=1

µ∗(Ωk), Ω1, . . . ,Ωn ∈ O(X). (10.8)

只需证明 n = 2，一般情形由归纳得到。取

f ∈ CK(X, [0, 1]), f ≺ 1Ω1∪Ω2 ,

并令 K := supp f。由引理 10.1(c)，存在 ϕ1, ϕ2 ∈ CK(X, [0, 1])，使

ϕk ≺ 1Ωk
(k = 1, 2), 1K ≤ ϕ1 + ϕ2 ≤ 1.

因为 f ≥ 0 且 f = f1K，所以
f ≤ ϕ1f + ϕ2f.

正线性泛函 Φ 单调，故

Φ(f) ≤ Φ(ϕ1f) + Φ(ϕ2f) ≤ µ∗(Ω1) + µ∗(Ω2).

对 f 取上确界，得到式 (10.8)。a

现在取任意集合列 (En)n≥1。若某个 µ∗(Ek) = +∞，次可加不等式显然成立。否则固定 ε > 0。
由式 (10.7)，对每个 n ≥ 1，可取开集 Ωn ⊃ En，使

µ∗(Ωn) ≤ µ∗(En) +
ε

2n
.
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令
Ω :=

⋃
n≥1

Ωn.

取 f ∈ CK(X, [0, 1]) 且 f ≺ 1Ω。因为 supp f 紧，存在 nε ≥ 1，使

supp f ⊂
nε⋃
k=1

Ωk.

由式 (10.8)，

Φ(f) ≤ µ∗
(

nε⋃
k=1

Ωk

)

≤
nε∑
k=1

µ∗(Ωk)

≤
nε∑
k=1

(
µ∗(Ek) +

ε

2k

)
≤
∑
n≥1

µ∗(En) + ε.

所以

µ∗

⋃
n≥1

En

 ≤ µ∗(Ω) ≤∑
n≥1

µ∗(En) + ε.

令 ε ↓ 0，即得 σ-次可加性。

第二步：µ∗ 在 B(X)上的限制是测度。由命题 10.1，只需证明每个开集 A都满足 Carathéodory
条件 (10.4)。
若 µ∗(B) = +∞，结论显然。先设 B ∈ O(X) 且 µ∗(B) < +∞。固定 ε > 0。由式 (10.6)，可
取

f ∈ CK(X, [0, 1]), f ≺ 1A∩B,

使
µ∗(A ∩B) ≤ Φ(f) + ε.

闭集 supp f 与 Ac 不交。由引理 10.1(a)，可取不交开集 U, V，使

supp f ⊂ U, Ac ⊂ V.

再取 g ∈ CK(X, [0, 1])，使

g ≺ 1V ∩B, µ∗(V ∩B) ≤ Φ(g) + ε.

于是

µ∗(A ∩B) + µ∗(Ac ∩B) ≤ µ∗(A ∩B) + µ∗(V ∩B)

≤ Φ(f) + Φ(g) + 2ε

= Φ(f + g) + 2ε.

由于
supp f ⊂ U, supp g ⊂ V, U ∩ V = ∅,
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且 0 ≤ f, g ≤ 1，所以
0 ≤ f + g ≤ 1.

又因为二者的支撑都包含于 B，故
f + g ≺ 1B.

因此
Φ(f + g) ≤ µ∗(B),

从而
µ∗(A ∩B) + µ∗(Ac ∩B) ≤ µ∗(B) + 2ε.

令 ε ↓ 0，得到式 (10.4)。b

最后设 B ⊂ X 任意且 µ∗(B) < +∞。固定 ε > 0，由式 (10.7) 取开集 Ω ⊃ B，使

µ∗(Ω) ≤ µ∗(B) + ε.

由开集情形，

µ∗(A ∩B) + µ∗(Ac ∩B) ≤ µ∗(A ∩ Ω) + µ∗(Ac ∩ Ω)

≤ µ∗(Ω) ≤ µ∗(B) + ε.

令 ε ↓ 0，式 (10.4) 对任意 B 成立。
所以所有开集都是 µ∗-可测的。命题 10.1 中的可测集族是包含 O(X) 的 σ-代数，因而包含
B(X)。因此

µ := µ∗|B(X)

是 (X,B(X)) 上的测度，并满足式 (10.6)。

第三步：µ 在紧集上有限。设 K ⊂ X 紧。由局部紧性，可取具有紧闭包的开集 Ω，使 K ⊂ Ω。
由引理 10.1(b)，存在 ϕ ∈ CK(X, [0, 1])，使

1K ≤ ϕ ≺ 1Ω.

若
f ∈ CK(X, [0, 1]), f ≺ 1K̊ ,

则
f ≤ 1K̊ ≤ 1K ≤ ϕ.

由式 (10.6) 以及 Φ 的单调性，

µ(K̊) = sup{Φ(f) : f ∈ CK(X, [0, 1]), f ≺ 1K̊} ≤ Φ(ϕ) < +∞.

把这一结论应用于紧集 Ω。由于
Ω ⊂ Ω̊,

得到
µ(K) ≤ µ(Ω) ≤ µ(Ω̊) < +∞.

第四步：相对紧开集的单调逼近。 设 Ω ∈ O(X) 且 Ω 紧。我们构造递增列

(ϕn)n≥1 ⊂ CK(X, [0, 1])
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使
0 ≤ ϕn ↑ 1Ω, lim

n→∞
Φ(ϕn) ≥ µ(Ω).

若 Ω = X，则 X 紧，取 ϕn ≡ 1 即可。下面设 Ω 6= X，并令

Kn := {x ∈ X : d(x,Ωc) ≥ 1/n}.

则每个 Kn 都是包含于 Ω 的紧集，而且

Kn ↑ Ω.

由引理 10.1(b)，对每个 n 可取 ψn ∈ CK(X, [0, 1])，使

1Kn ≤ ψn ≺ 1Ω.

令
ϕn := max

1≤k≤n
ψk.

于是 ϕn 递增，ϕn ≺ 1Ω，并且在 Kn 上恒为 1。因此

0 ≤ ϕn ↑ 1Ω.

c

下面研究 (Φ(ϕn))。由第三步，µ(Ω) < +∞。固定 ε > 0。由式 (10.6)，存在

f ∈ CK(X, [0, 1]), f ≺ 1Ω,

使
µ(Ω) ≤ Φ(f) + ε.

令
θn := min(f, ϕn).

则 θn ∈ CK(X, [0, 1])。因为 ϕn = 1 于 Kn，θn = f 于 Kn。对 n ≥ 2，又有

Kn−1 ⊂ K̊n,

所以
f − θn ≺ 1Ω\Kn−1

.

由单调性及式 (10.6)，

Φ(f) = Φ(θn) + Φ(f − θn) ≤ Φ(ϕn) + µ(Ω \Kn−1).

而 Kn ↑ Ω 且 µ(Ω) < +∞，故
µ(Ω \Kn−1) −→ 0.

所以
µ(Ω)− ε ≤ Φ(f) ≤ lim

n→∞
Φ(ϕn).

令 ε ↓ 0，得到所需结论。

第五步：证明表示公式 (10.1)。 先设 f ∈ CK(X,R+)，证明

Φ(f) ≤
∫
X
f dµ.
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把 f 除以 1 + ‖f‖sup，可假设
f(X) ⊂ [0, 1).

令 K := supp f。固定 n ≥ 1，并对 k = 0, . . . , n− 1 定义

Ek :=

{
k

n
≤ f < k + 1

n

}
∩K.

这些 Borel 集两两不交，并组成 K。由于 Ek ⊂ K，µ(Ek) < +∞。由外正则性，可取开集 Ωk，
使

Ek ⊂ Ωk ⊂
{
f <

k + 1

n

}
,

并且

µ(Ωk) ≤ µ(Ek) +
µ(K) + 1

n2
.

开集族 (Ωk)0≤k≤n−1 覆盖 K。由引理 10.1(c)，存在 ϕk ∈ CK(X, [0, 1])，使

ϕk ≺ 1Ωk
, 1K ≤

n−1∑
k=0

ϕk ≤ 1.

在 K 上，上式之和恰为 1，故

f =
n−1∑
k=0

ϕkf.

又因 Ωk ⊂ {f < (k + 1)/n}，

0 ≤ ϕkf ≤
k + 1

n
ϕk.

所以

Φ(f) =

n−1∑
k=0

Φ(ϕkf)

≤
n−1∑
k=0

k + 1

n
Φ(ϕk)

≤
n−1∑
k=0

k + 1

n
µ(Ωk)

≤
n−1∑
k=0

k + 1

n
µ(Ek) +

µ(K) + 1

n
.

另一方面， ∫
X
f dµ =

n−1∑
k=0

∫
Ek

f dµ

≥
n−1∑
k=0

k

n
µ(Ek)

=
n−1∑
k=0

k + 1

n
µ(Ek)−

µ(K)

n
.
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因此

Φ(f) ≤
∫
X
f dµ+

2µ(K) + 1

n
.

令 n→∞，便有
Φ(f) ≤

∫
X
f dµ.

缩放回来后，该结论对所有非负 f ∈ CK(X,R) 成立。d

现在设 f ∈ CK(X,R) 符号任意，K := supp f。取相对紧开集 Ω ⊃ K，以及第四步构造的
(ϕn)。由于 K ⊂ Ω 紧，存在 n0，使对每个 n ≥ n0，

K ⊂ Kn, ϕn = 1 于K.

取 c ≥ ‖f‖sup。则
f + cϕn ≥ 0, n ≥ n0.

由已证的非负情形，

Φ(f) + cΦ(ϕn) ≤
∫
X
f dµ+ c

∫
X
ϕn dµ.

第四步给出
lim
n→∞

Φ(ϕn) ≥ µ(Ω),

而单调收敛定理给出

lim
n→∞

∫
X
ϕn dµ = µ(Ω).

令 n→∞，得到
Φ(f) ≤

∫
X
f dµ.

对 −f 应用同一不等式，得到反向不等式，从而式 (10.1) 成立。e

第六步：由 (10.1) 推出 (10.3)，并证明唯一性。 设 ν 是 B(X) 上满足 (10.1) 的测度。若
K ⊂ X 紧，且 f ∈ CK(X,R) 满足 1K ≤ f，则 f ≥ 0，并且

ν(K) =

∫
X

1K dν ≤
∫
X
f dν = Φ(f).

因此
ν(K) ≤ inf{Φ(f) : f ∈ CK(X,R), 1K ≤ f}.

特别地，由引理 10.1(b) 可选这样的 f，故 ν 在紧集上有限。
反过来，取具有紧闭包的开集 Ω ⊃ K，并令

Ωn := {x : d(x,K) < 1/n} ∩ Ω.

则 Ωn ↓ K，且
ν(Ωn) ≤ ν(Ω) < +∞.

所以
ν(Ωn \K) ↓ 0.

由引理 10.1(b)，对每个 n 可取 ϕn ∈ CK(X, [0, 1])，使

1K ≤ ϕn ≺ 1Ωn .
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于是

Φ(ϕn) =

∫
X
ϕn dν ≤ ν(Ωn) = ν(K) + ν(Ωn \K).

从而
ν(K) ≥ inf{Φ(ϕ) : ϕ ∈ CK(X, [0, 1]), 1K ≤ ϕ} − ν(Ωn \K).

令 n → ∞。又对任意 f ∈ CK(X,R) 且 1K ≤ f，函数 min(f, 1) 属于 CK(X, [0, 1])、仍大于
等于 1K，并且 Φ(min(f, 1)) ≤ Φ(f)。因此把下确界限制在 [0, 1]-值函数上并不改变其值。于
是 ν 满足式 (10.3)。f

特别地，前面构造的 µ 也满足式 (10.3)。若 ν 是另一满足 (10.1) 的测度，则由 (10.3)，µ, ν 在
所有紧集上相同。因为 X 局部紧且可分，定理 6.12(b) 给出

µ = ν.

第七步：证明定义 (10.2) 与 (10.6) 等价。 显然，对每个开集 Ω，

µ(Ω) = sup{Φ(f) : f ∈ CK(X, [0, 1]), f ≺ 1Ω}
≤ sup{Φ(f) : f ∈ CK(X, [0, 1]), f ≤ 1Ω}.

反过来，若
f ∈ CK(X, [0, 1]), f ≤ 1Ω,

则由第五步，

Φ(f) =

∫
X
f dµ ≤

∫
X

1Ω dµ = µ(Ω).

对 f 取上确界，即得反向不等式。因此式 (10.2) 成立。 □
a校订注：原书在这里由 f ≤ φ1f +φ2f 错误地写出 Φ(f) = Φ(φ1f) +Φ(φ2f)；一般只能由正性得到“≤”。原

书还把同一个 f 连续引入了两次，这里删除重复句。
b校订注：原书在本步第一种情形误写 µ(B) = +∞，但测度 µ 此时尚未定义，应为 µ∗(B)。此外，原书用

1A∩B + 1V ∩B = 1(A∪V )∩B 说明 f + g ≤ 1，该等式要求 A ∩ V = ∅，而构造只保证 U ∩ V = ∅。正确理由是
supp f ⊂ U、supp g ⊂ V，故二者不在同一点同时非零。

c校订注：原书对每个 Kn 分别应用 Urysohn 引理后，直接断言所得 φn 递增；该引理并不保证不同 n 的选择
彼此相容。这里用 φn = maxk≤n ψk 补出单调性，并单独处理 Ω = X 时到空集距离无定义的问题。

d校订注：原书只要求 Ωk ⊃ Ek，却随后使用 φkf ≤ ((k+1)/n)φk。这还需要 Ωk ⊂ {f < (k+1)/n}。这里把
外正则开邻域与这个开子水平集相交，并把误差写成即使 µ(K) = 0 也可选取的正数。

e校订注：原书声称对所有 n ≥ 1 都有 K ⊂ Kn。一般紧集 K ⊂ Ω 只保证从某个 n0 起成立；这里把论证限制
到 n ≥ n0。

f校订注：原书把引理 10.1(b)的有序对误写为 (Ωn,K)，实际应为 (K,Ωn)；紧接着的下确界中又把条件 1K ≤ φ

的右端变量误植为 f。这里一并改正，并补出将下确界限制为 [0, 1]-值函数的截断理由。

正如本章开头所说，从这个定理的一个略作改写的版本出发，可以在局部紧可分空间上重建整
套 Lebesgue 测度与积分理论。这里我们只说明：它能够从 Riemann 积分出发，给出 Lebesgue 测
度的另一种构造。

应用：Lebesgue 测度的一种新构造。 在 CK(R,R) 上定义

Φ(f) :=

∫ +∞

−∞
f(x) dx,

其中右端是在第 1 章勾勒的、Riemann 意义下的广义积分。显然 Φ 是正线性泛函。由 Riesz
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表示定理，存在唯一的 (R,B(R)) 上的 Borel 测度 µ，满足 (10.1)–(10.3)。
对任意 a ∈ R，作初等变量替换便有

Φ(f) = Φ(f( ·+ a)).

表示测度的唯一性因此推出 µ 的平移不变性。
对每个 n ≥ 2，定义紧支撑连续函数

fn(x) :=
[
min{nx, 1, n(1− x)}

]+
, u+ := max(u, 0).

则
0 ≤ fn ≤ 1(0,1), Φ(fn) = 1− 1

n
−→ 1.

由式 (10.2)，
µ((0, 1)) ≥ 1.

同样，定义
gn(x) :=

[
min{n(x+ 1/n), 1, n(1− x+ 1/n)}

]+
.

这些函数满足
1[0,1] ≤ gn, Φ(gn) −→ 1.

由式 (10.3)，
µ([0, 1]) ≤ 1.

所以
µ((0, 1)) = µ([0, 1]) = 1.

由第 6.1 节 Lebesgue 测度的唯一性，µ 正是 R 上的 Lebesgue 测度：

µ = λ.

10.2 Radon–Nikodym 定理

第 8 章已经说明：若
f : (X,A) −→ R+

是可测函数，则

ν(A) :=

∫
A
f dµ, A ∈ A,

定义了一个测度；而且 ν 有限当且仅当 f ∈ L1
R,+(µ)。称 f 为 ν 关于 µ的密度或Radon–Nikodym

导数，常记为

f =
dν
dµ.

由这种方式定义的 ν 显然满足

µ(A) = 0 =⇒ ν(A) = 0, A ∈ A. (10.15)

这个性质称为 ν 关于 µ 的绝对连续性，记作

ν � µ.

由密度 f 得到的测度 ν 也常写成 f · µ。
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Radon–Nikodym 定理要回答上述构造的逆问题：若 ν � µ，是否一定存在 ν 关于 µ 的密度？
在完全一般的情形下，答案是否定的。

反例。 在可测空间
([0, 1],B([0, 1]))

上，分别考虑计数测度 m 与 Lebesgue 测度 λ。若 m(A) = 0，则 A = ∅，因而 λ(A) = 0。所
以

λ� m.

假设存在 Borel 可测函数
f : [0, 1] −→ R+

使得

λ(A) =

∫
A
f dm, A ∈ B([0, 1]).

由 λ([0, 1]) = 1 可知 f ∈ L1
+(m)。于是集合

D := {f > 0}

至多可数。故 Dc = [0, 1] \D 是 Borel 集，且 λ(Dc) = 1；但 f = 0 于 Dc，所以

λ(Dc) =

∫
Dc

f dm = 0,

矛盾。a

a校订注：原书先把可测空间固定为 ([0, 1],B([0, 1]))，随后却把假设中的函数写成 f : R → R+，并令 A ∈ B(R)。
这里将定义域与 σ-代数统一改回 [0, 1] 上的对象。

这个反例说明必须对参考测度 µ 加入适当条件。在证明 Radon–Nikodym 定理之前，先给出
绝对连续性的一个等价刻画。

命题 10.2。 设 µ, ν 是可测空间 (X,A) 上的两个测度。
(a) 若 µ, ν 满足

∀ε > 0, ∃η > 0, ∀A ∈ A, µ(A) < η =⇒ ν(A) < ε, (10.16)

则 ν � µ。
(b) 反之，若 ν 是有限测度且 ν � µ，则条件 (10.16) 成立。

证明。(a) 若 µ(A) = 0，则对条件 (10.16) 中与任意 ε > 0 对应的 η，都有 µ(A) < η，从而
ν(A) < ε。令 ε ↓ 0，得到 ν(A) = 0。

(b) 用反证法。若 (10.16) 不成立，则存在 ε0 > 0，使对每个 n ≥ 1，都能取 An ∈ A 满足

µ(An) <
1

n2
, ν(An) ≥ ε0.

令
A := lim sup

n→∞
An =

⋂
n≥1

⋃
k≥n

Ak.
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对每个 n ≥ 1，

µ(A) ≤ µ

⋃
k≥n

Ak

 ≤∑
k≥n

1

k2
.

令 n→∞，得到 µ(A) = 0。另一方面，记 Bn :=
⋃
k≥nAk，则 Bn ↓ A，且

ν(Bn) ≥ ν(An) ≥ ε0.

因为 ν 有限，测度的上连续性给出

ν(A) = lim
n→∞

ν(Bn) ≥ ε0.

所以 ν 6� µ，与假设矛盾。 □

10.2.1 参考测度有限的情形

定理 10.4（Radon–Nikodym 定理）。设 µ, ν 是可测空间 (X,A) 上的两个有限测度。则下
列条件等价：

(i) 对每个 A ∈ A，
µ(A) = 0 =⇒ ν(A) = 0;

(ii) 存在 f ∈ L1
R,+(µ)，使对每个 A ∈ A，

ν(A) =

∫
A
f dµ.

此外，f 在 L1
R,+(µ) 中唯一，也就是在 µ-几乎处处相等的意义下唯一。

定理 10.4 的证明。 只需证明 (i) 推出 (ii)。

第一步：ν ≤ µ 的情形。 这里 ν ≤ µ 是指

ν(A) ≤ µ(A), A ∈ A;

等价地，对每个非负可测函数 g， ∫
X
g dν ≤

∫
X
g dµ.

定义线性泛函

Φ : L2
R(µ) −→ R, Φ(g) :=

∫
X
g dν.

由 Cauchy–Schwarz 不等式，

|Φ(g)| ≤
∫
X
|g| dν

≤
(∫

X
|g|2 dν

)1/2

ν(X)1/2

≤
(∫

X
|g|2 dµ

)1/2

ν(X)1/2.
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所以 Φ 连续。由定理 9.8，存在 f ∈ L2
R(µ)，使∫

X
g dν =

∫
X
gf dµ, g ∈ L2

R(µ).

由于 µ 有限，
L∞
R (µ) ⊂ L2

R(µ),

故取 g = 1A 得
ν(A) =

∫
A
f dµ, A ∈ A. (10.17a)

又因 1 ∈ L2
R(µ)，有 f ∈ L1

R(µ)。
下面证明 0 ≤ f ≤ 1 在 µ-几乎处处成立。若 µ({f < 0}) > 0，则对某个 n0 ≥ 1，

µ

({
f ≤ − 1

n0

})
> 0.

由 (10.17a)，

0 ≤ ν
({

f ≤ − 1

n0

})
≤ − 1

n0
µ

({
f ≤ − 1

n0

})
< 0,

矛盾。因此 f ≥ 0 几乎处处。若 µ({f > 1}) > 0，则对某个 n0 ≥ 1，集合

A0 :=

{
f ≥ 1 +

1

n0

}
有正测度，于是

ν(A0) =

∫
A0

f dµ ≥
(
1 +

1

n0

)
µ(A0) > µ(A0),

这与 ν ≤ µ 矛盾。故 f ≤ 1 几乎处处。

第二步：一般情形。 对有限测度 ν 与 µ+ ν 使用第一步。因为 ν ≤ µ+ ν，存在

f ∈ L1
R,+(µ+ ν), 0 ≤ f ≤ 1 (µ+ ν)-几乎处处,

使

ν(A) =

∫
A
f d(µ+ ν), A ∈ A.

因此有测度恒等式
(1− f) · ν = f · µ. (10.17b)

a

令 N := {f = 1}。由 (10.17b)，

µ(N) =

∫
N
f dµ =

∫
N
(1− f) dν = 0.

再由 ν � µ，有 ν(N) = 0。因此对任意 A ∈ A，

ν(A) = ν(A ∩N) +

∫
A∩Nc

1

1− f
(1− f) dν

=

∫
A

1Nc
f

1− f
dµ.
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于是

h := 1Nc
f

1− f
就是所求密度，并且 ∫

X
h dµ = ν(X) < +∞.

第三步：唯一性。 若 f, f̃ ∈ L1
R,+(µ) 都满足 (ii)，则∫

{f>f̃}
f dµ = ν({f > f̃}) =

∫
{f>f̃}

f̃ dµ.

故 ∫
{f>f̃}

(f − f̃) dµ = 0,

从而 µ({f > f̃}) = 0。交换二者，便得 f = f̃ 在 µ-几乎处处成立。 □
a校订注：原书在这里把 0 ≤ f ≤ 1 写成“µ-几乎处处”，但第一步应用于参考测度 µ + ν，故正确的表述是

“(µ+ ν)-几乎处处”。这也同时保证后面对 µ 与 ν 的积分均可使用该界。

注（Lebesgue 分解）。 上面的证明事实上给出了更一般的结论：若 µ, ν 是 (X,A) 上的两个
有限测度，则存在 f ∈ L1

R,+(µ) 与 µ-零集 N ∈ A，使

ν(A) = ν(A ∩N) +

∫
A
f dµ, A ∈ A. (10.17)

若 f̃ , Ñ 也满足 (10.17)，则

f = f̃ µ-几乎处处, 1N = 1
Ñ

µ-几乎处处,

亦即 µ(N 4 Ñ) = 0。

10.2.2 推广到 σ-有限情形

在 µ, ν 都为 σ-有限测度时，定理 10.4 仍然成立；只是 Radon–Nikodym 导数不再必然可积。

定理 10.5（Radon–Nikodym 定理）。设 µ, ν 是可测空间 (X,A) 上的两个 σ-有限测度。则
下列条件等价：

(i) 对每个 A ∈ A，
µ(A) = 0 =⇒ ν(A) = 0;

(ii) 存在可测函数 f : (X,A)→ R+，使

ν(A) =

∫
A
f dµ, A ∈ A.

此外，f 在 µ-几乎处处相等的意义下唯一。
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证明。只需证明 (i) 推出 (ii)。由 σ-有限性，可取两列可测分割 (Fn)n≥0、(Gn)n≥0，使

µ(Fn) < +∞, ν(Gn) < +∞, n ≥ 0.

集合族
Fk ∩Gℓ, k, ` ≥ 0,

仍构成 X 的可测分割，而且每个集合对 µ 与 ν 都具有有限测度。由于 N2 与 N 等势，可把
这些交集重新编号为 (En)n≥0。
对每个 n ≥ 0，定义有限测度

µn(A) := µ(A ∩ En), νn(A) := ν(A ∩ En).

显然 νn � µn。由定理 10.4，存在 fn ∈ L1
R,+(µn)，使

νn = fn · µn = (fn1En) · µ.

令
f :=

∑
n≥0

fn1En .

由 Beppo Levi 定理，对任意 A ∈ A，∫
A
f dµ =

∑
n≥0

∫
X

1Afn1En dµ

=
∑
n≥0

ν(A ∩ En) = ν(A).

唯一性与有限测度情形完全相同。 □

10.3 Lp–Lq 对偶

设 p, q ∈ [1,+∞] 互为共轭指数，即

1

p
+

1

q
= 1.

Hölder 不等式立即表明：对每个 g ∈ LqK(µ)，映射

f 7−→
∫
X
fg dµ

是 LpK(µ) 上的连续线性泛函，其算子范数不超过 ‖g‖q。本节要证明：当 1 ≤ p < +∞ 时，LpK(µ)
上的每个连续线性泛函都以这种方式得到。

10.3.1 正实线性泛函

定理 10.6。 设 (X,A, µ) 是 σ-有限测度空间，p ∈ [1,+∞)，q 是其共轭指数。设

Φ : LpR(µ) −→ R
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是正的连续线性泛函；这里“正”是指对每个 f ∈ LpR,+(µ)，都有 Φ(f) ≥ 0。则存在唯一的
g ∈ LqR,+(µ)，使

Φ(f) =

∫
X
fg dµ, f ∈ LpR(µ).

此外，
‖g‖q = ‖Φ‖ .

定理 10.6 的证明。 先注意，对 A ∈ A，

1A ∈ LpR(µ) ⇐⇒ µ(A) < +∞, ‖1A‖p = µ(A)1/p.

由 σ-有限性，可取递增可测集列 (En)n≥1，使

X =
⋃
n≥1

En, µ(En) < +∞.

令
F1 := E1, Fn := En \ En−1 (n ≥ 2).

第一步：构造 g。 对 n ≥ 1、A ∈ A，定义

νn(A) := Φ(1A∩Fn).

下面验证 νn 是关于 µ 绝对连续的有限测度。由 Φ 的正性，νn(A) ≥ 0，并且

νn(X) = Φ(1Fn) ≤ ‖Φ‖ µ(Fn)1/p < +∞.

显然 νn(∅) = 0。若 (Ak)k≥1 两两不交，则

m∑
k=1

1Ak∩Fn −→ 1(⋃k≥1 Ak)∩Fn
于LpR(µ).

事实上，该差的 p 次方积分就是有限测度集合 Fn 中相应尾集的测度，并趋于零。利用 Φ 的
连续性和有限可加性，得到

νn

⋃
k≥1

Ak

 =
∑
k≥1

νn(Ak).

若 µ(A) = 0，则
0 ≤ νn(A) ≤ ‖Φ‖ µ(A ∩ Fn)1/p = 0.

故 νn � µ。
由定理 10.4，存在 gn ∈ L1

R,+(µ)，使

νn(A) =

∫
A
gn dµ, A ∈ A.

因为 νn(A) = νn(A ∩ Fn)，可把 gn 换成 gn1Fn，从而假定它在 F cn 上为零。a

第二步：证明表示公式。 由于 (Fn) 两两不交，可以定义非负可测函数

g :=
∑
n≥1

gn.
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先设 f ∈ LpR,+(µ)。对支撑在 Fn 上的非负简单函数，Radon–Nikodym 表示式与线性性给出

Φ(f1Fn) =

∫
X
fgn dµ.

再用递增的有界简单函数逼近任意 f1Fn，同时使用 Φ 的连续性与 Beppo Levi 定理，可知该
等式对一般非负 f ∈ Lp 仍成立。
又因为

N∑
n=1

f1Fn −→ f 于LpR(µ),

所以由 Φ 的连续性及 Beppo Levi 定理，

Φ(f) =
∑
n≥1

Φ(f1Fn)

=
∑
n≥1

∫
X
fgn dµ =

∫
X
fg dµ.

把任意实函数写成 f = f+ − f−，表示公式便推广到所有 f ∈ LpR(µ)。

第三步：证明 g ∈ Lq 及范数等式。 先设 p > 1，于是 q < +∞。对 m,n ≥ 1，令

fm,n := gq−11En∩{g≤m}.

因为 µ(En) < +∞，有 fm,n ∈ LpR,+(µ)。记

Im,n :=

∫
En

|g|q1{g≤m} dµ.

由 p(q − 1) = q 与表示公式，

Im,n = Φ(fm,n) ≤ ‖Φ‖ ‖fm,n‖p = ‖Φ‖ I
1/p
m,n.

若 Im,n > 0，约去 I
1/p
m,n；若它为零，结论显然。于是

I1/qm,n ≤ ‖Φ‖ .

先令 m→∞，再令 n→∞，Beppo Levi 定理给出

‖g‖q ≤ ‖Φ‖ .

若 p = 1，则 q = +∞。设存在 t > ‖Φ‖使 A := {g > t}具有正测度。由于 En ↑ X，对某个 n，

0 < µ(A ∩ En) < +∞.

取 f = 1A∩En，便有

tµ(A ∩ En) <
∫
X
fg dµ = Φ(f) ≤ ‖Φ‖ µ(A ∩ En),

矛盾。因此 g ≤ ‖Φ‖ 几乎处处，即
‖g‖∞ ≤ ‖Φ‖ .

b
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反过来，无论 p = 1 还是 p > 1，Hölder 不等式都给出

|Φ(f)| ≤ ‖g‖q ‖f‖p ,

所以 ‖Φ‖ ≤ ‖g‖q。综上，
‖Φ‖ = ‖g‖q .

第四步：唯一性。 若 g′ ∈ LqR(µ) 也表示 Φ，则对每个 A ∈ A，

νn(A) = Φ(1A∩Fn) =

∫
A
g′1Fn dµ.

Radon–Nikodym 导数的唯一性给出

g′1Fn = g1Fn µ-几乎处处

对每个 n 成立。由于 X =
⋃
n≥1 Fn，故 g′ = g 几乎处处。 □

a校订注：原书在验证有限性时写成 νn(X) = µ(Fn) < +∞。左边实际等于 Φ(1Fn)，并不等于 µ(Fn)；这里用
连续性给出正确估计 νn(X) ≤ ‖Φ‖ µ(Fn)

1/p。
b校订注：原书在 p = 1 时声称把前面的论证改取 p0 = r/(r− 1)、q = r，即可得到 ‖g‖r ≤ ‖Φ‖。但 Φ 只已知

在 L1 上连续，不能直接用其 L1 算子范数控制 Lp0 范数；在一般 σ-有限空间上该推导缺少依据。这里改用有限
测度子集上的示性函数，直接得到本质上界。

10.3.2 实或复线性泛函

借助定理 10.3 的正负部分分解，可以把定理 10.6 推广到任意实或复连续线性泛函。

定理 10.7（Lp–Lq 对偶定理）。 设 (X,A, µ) 是 σ-有限测度空间，p ∈ [1,+∞)，q 是其共轭
指数。则 LpK(µ) 的拓扑对偶与 LqK(µ) 等距同构。更明确地说，对每个连续线性泛函

Φ : LpK(µ) −→ K,

存在唯一的 g ∈ LqK(µ)，使

Φ(f) =

∫
X
fg dµ, f ∈ LpK(µ), (10.17c)

并且
‖Φ‖ = ‖g‖q .

当 K = R 时，式 (10.17c) 中的共轭当然可以省略。

定理 10.7 的证明。 先考虑实数情形。由定理 10.3，

Φ = Φ+ − Φ−,

其中 Φ+,Φ− 是正连续线性泛函。定理 10.6 分别给出 g+, g− ∈ LqR,+(µ)，使

Φ±(f) =

∫
X
fg± dµ.

令 g := g+ − g−，便得到所需表示。
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现在考虑复数情形。把 Φ 限制到实函数，并定义实线性泛函

Ψ1(u) := ReΦ(u), Ψ2(u) := ImΦ(u), u ∈ LpR(µ).

由实数情形，存在 a, b ∈ LqR(µ)，使

Φ(u) =

∫
X
u(a+ ib) dµ (u 为实函数).

令 g := a− ib。若 f = u+ iv，复线性性给出

Φ(f) = Φ(u) + iΦ(v) =

∫
X
(u+ iv)g dµ,

故 (10.17c) 成立。
Hölder 不等式给出

‖Φ‖ ≤ ‖g‖q .

若 p > 1，令
fg := 1{g ̸=0}

g

|g|
|g|q−1.

则 fg ∈ LpK(µ)，并且

‖fg‖pp = ‖g‖
q
q , Φ(fg) =

∫
X
|g|q dµ = ‖g‖qq .

当 g 6= 0 时，
‖g‖qq ≤ ‖Φ‖ ‖fg‖p = ‖Φ‖ ‖g‖

q/p
q ,

因而 ‖g‖q ≤ ‖Φ‖；当 g = 0 时结论显然。
若 p = 1，记 M := ‖g‖∞。给定 ε > 0。当 M > 0 时，集合

Aε := {|g| > M − ε}

具有正测度。由 σ-有限性，可取可测集 B ⊂ Aε，满足

0 < µ(B) < +∞.

令

f :=
1

µ(B)
1B1{g ̸=0}

g

|g|
.

则 ‖f‖1 = 1，且

‖Φ‖ ≥ |Φ(f)| = 1

µ(B)

∫
B
|g| dµ ≥M − ε.

令 ε ↓ 0，得到 ‖g‖∞ ≤ ‖Φ‖。因此所有情形下都有

‖Φ‖ = ‖g‖q .

a

最后证明唯一性。设 g′ 也满足 (10.17c)，并令 h := g − g′。若 p > 1，取

fh := 1{h ̸=0}
h

|h|
|h|q−1,
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则

0 =

∫
X
fhh dµ =

∫
X
|h|q dµ,

故 h = 0 几乎处处。若 p = 1 且 h 6= 0 于一个正测度集合，则对某个 ε > 0，集合 {|h| > ε}
有正测度；再取其有限正测度子集 B，并用

f = 1B
h

|h|

代入表示式，得到

0 =

∫
B
|h| dµ > 0,

矛盾。故 g = g′ 几乎处处。 □
a校订注：原书用 fg = 1{g ̸=0}(g/|g|)|g|q−1 同时处理 1 ≤ p < +∞，但在 p = 1、q = +∞ 时 |g|q−1 没有意义。

这里把端点 p = 1 单独处理。

注。
• 当 1 < p < +∞ 时，即使测度空间不是 σ-有限的，上述对偶定理仍然成立；这将在练习

10.8 中证明。
• 当 p = 1 且测度空间不是 σ-有限的，表示性质可能失效（见练习 10.6）。
• p = +∞ 的情形最不理想。只要 A 中存在两两不交的集合列 (An)n≥1，满足

0 < µ(An) < +∞,

就存在 L∞
K (µ) 上不能由可积函数表示的正连续线性泛函。抽象证明依赖 Hahn–Banach

定理（见练习 10.14）。因此，这种表示性质在

`∞K (N,m) 和 L∞
K (Rd, λd)

上都会失效，其中 m 是计数测度。

10.4 Lp 空间上的插值

本节研究作用在 Lp 空间上的算子。

定理 10.8（Marcinkiewicz 插值定理）。 设 (X,A, µ) 与 (Y,B, ν) 是两个 σ-有限测度空间。
设 T 是从

L1
C(X,µ) + L∞

C (X,µ)

到 (Y,B, ν) 上复可测函数空间的算子，它不必线性，但满足

∃k ∈ R+, |T (f + g)| ≤ k
(
|T (f)|+ |T (g)|

)
(f, g 属于定义域). (10.18)

假设存在 p1, p2, q1, q2 ∈ [1,+∞]，使

p1 6= p2, q1 6= q2, pi ≤ qi (i = 1, 2), (10.19)

并且存在 M1,M2 ∈ R+，使对 i = 1, 2，

‖T (f)‖Lqi (ν) ≤Mi ‖f‖Lpi (µ) , f ∈ Lp1C (µ) ∩ Lp2C (µ). (10.20)
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则对每个 θ ∈ (0, 1)，存在只依赖于 k, θ, p1, p2, q1, q2 的常数 C ≥ 0，使

‖T (f)‖Lq(ν) ≤ CM
θ
1M

1−θ
2 ‖f‖Lp(µ) , f ∈ Lp1C (µ) ∩ Lp2C (µ), (10.21)

其中 p, q 由
1

p
=

θ

p1
+

1− θ
p2

,
1

q
=

θ

q1
+

1− θ
q2

(10.22)

定义。a

a校订注：原书把 T 的定义域写成 L1，但 (10.20)–(10.21) 中的函数未必属于 L1，证明中的截断函数也未必属
于 L1。这里按插值定理的标准定义域改为 L1 + L∞，它包含所有 Lr (1 ≤ r ≤ ∞)。此外，原书声称 C 不依赖
(10.18) 中的 k，而其公式 (10.31) 明含因子 (2k)q；这里把 k 正确列入依赖参数。

注（Riesz–Thorin 定理）。 当 T 是线性算子时，对所有 p1, p2, q1, q2 ∈ [1,+∞] 与 θ ∈ [0, 1]，
(10.21) 中都可取 C = 1。这就是 Riesz–Thorin 定理。其证明需要复分析工具，例如最大模原
理与 Phragmén–Lindelöf 定理，超出了本书范围。

定理 10.8 的证明。 证明采用 Zygmund 在文献 [15] 第 XII 章中的思路，其核心是 Lp–Lq 对
偶。

第一步：用分布函数 µ({|f | > t}) 作估计。 取

f ∈ Lp1C (µ) ∩ Lp2C (µ).

由 p 位于 p1, p2 之间及练习 9.14，f ∈ LpC(µ)。固定 u ≥ 0，令

ph(f) := 1{f ̸=0}
f

|f |
,

并分解
f = f1 + f2, f1 := 1{|f |≤u}f + 1{|f |>u}u ph(f), f2 := f − f1.

于是
|f1| = min(|f |, u), |f | = |f1|+ |f2|.

先假设 q1, q2 < +∞；端点情形留到第四步。交换下标后可设 p2 < p1。由 (10.18)，对每个
s ≥ 0，

{|T (f)| > 2ks} ⊂ {|T (f1)| > s} ∪ {|T (f2)| > s}.

结合 Chebyshev 不等式与 (10.20)，得到

ν({|T (f)| > 2ks}) ≤ s−q1 ‖T (f1)‖q1q1 + s−q2 ‖T (f2)‖q2q2
≤M q1

1 s
−q1 ‖f1‖q1p1 +M q2

2 s
−q2 ‖f2‖q2p2 . (10.23)

a

对非负可测函数 h 和 r > 0，层蛋糕公式给出∫
Y
hr dν = r

∫ +∞

0
tr−1ν({h > t}) dt.

将其用于 h = |T (f)|，再作变量替换 t = 2ks，得到

‖T (f)‖qq = q(2k)q
∫ +∞

0
sq−1ν({|T (f)| > 2ks}) ds. (10.24)
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对 f1, f2 也使用同一公式，并注意

µ({|f1| > t}) ≤ 1[0,u](t)µ({|f | > t}),

µ({|f2| > t}) = µ({|f | > t+ u}),

便由 (10.23)–(10.24) 得到

‖T (f)‖qq ≤ q(2k)
qM q1

1 p
q1/p1
1

∫ +∞

0
sq−q1−1

(∫ u

0
tp1−1µ({|f | > t}) dt

)q1/p1
ds

+ q(2k)qM q2
2 p

q2/p2
2

∫ +∞

0
sq−q2−1

(∫ +∞

u
(t− u)p2−1µ({|f | > t}) dt

)q2/p2
ds.

(10.25)

第二步：由 Lr–Lr′ 对偶得到一个积分不等式。 在 σ-有限测度空间上，对 r ∈ (1,+∞) 及
r′ = r/(r − 1)，定理 10.6 的对偶等式可写为

‖h‖Lr(µ) = sup
{∫

X
hϕ dµ : ϕ ≥ 0,

∫
X
ϕr

′ dµ = 1

}
. (10.26)

这个等式对任意非零非负可测函数 h 都成立，允许两边同为 +∞。Hölder 不等式给出“≤”方
向。反向不等式可如下得到：取递增有限测度集合 Hn ↑ X，令

En := Hn ∩ {h ≤ n}, ϕn :=
hr−11En

‖h1En‖
r−1
r

（忽略分母为零的项）。则 ‖ϕn‖r′ = 1，并且∫
X
hϕn dµ = ‖h1En‖r −→ ‖h‖r .

b

下面设 α ∈ R \ {0}、a > 0、γ ∈ R \ {0}、r ∈ [1,+∞)，并设 G : R2
+ → R+、h : R+ → R+ 可

测，且

0 ≤ G(s, t) ≤

1[0,atγ ](s)h(t), α > 0,

1[atγ ,+∞)(s)h(t), α < 0.

对测度 sα−1 ds 使用 (10.26)，再依次应用 Fubini–Tonelli 定理与 Hölder 不等式，可得∫ +∞

0

(∫ +∞

0
G(s, t) dt

)r
sα−1 ds

≤

[∫ +∞

0

(∫ +∞

0
G(s, t)rsα−1 ds

)1/r

dt
]r
.

按 α 的正负分别计算内层积分，得到∫ +∞

0

(∫ +∞

0
G(s, t) dt

)r
sα−1 ds ≤ aα

|α|

(∫ +∞

0
h(t)tαγ/r dt

)r
. (10.27)

当 r = 1 时，同一结论直接由 Fubini–Tonelli 定理得到。
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第三步：q1, q2 < +∞ 时的估计。 先考虑 q2 < q1，于是 q2 < q < q1。另一个情形完全类似，
相应的 γ 为负。记

ri :=
qi
pi
≥ 1, i = 1, 2.

在 (10.25) 中令

α = q − qi, u = u(s) :=
(s
a

)1/γ
, h(t) := tpi−1µ({|f | > t}), (10.28)

并对两个积分分别使用 (10.27)，得到

‖T (f)‖qq ≤ q(2k)
qM q1

1 p
r1
1

aq−q1

q1 − q

[∫ +∞

0
tp1−1+(q−q1)γ/r1µ({|f | > t}) dt

]r1
+ q(2k)qM q2

2 p
r2
2

aq−q2

q − q2

[∫ +∞

0
tp2−1+(q−q2)γ/r2µ({|f | > t}) dt

]r2
.

选择

γ := r1
p1 − p
q1 − q

=
p

q

1/p1 − 1/p2
1/q1 − 1/q2

= r2
p2 − p
q2 − q

, (10.29)

则两个积分中的 t 的幂都化为 p− 1。再用∫ +∞

0
tp−1µ({|f | > t}) dt = 1

p
‖f‖pp ,

得到

‖T (f)‖qq ≤ q(2k)
q

[
(p1/p)

r1

q1 − q
M q1

1 a
q−q1 ‖f‖pr1p

+
(p2/p)

r2

q − q2
M q2

2 a
q−q2 ‖f‖pr2p

]
.

在非平凡情形下取
a :=M

q1/(q1−q2)
1 M

q2/(q2−q1)
2 ‖f‖p(r2−r1)/(q2−q1)p . (10.30)

结合 (10.22)，即得 (10.21)，其中可以取

Cq = q(2k)q
[
(p1/p)

r1

q1 − q
+

(p2/p)
r2

q − q2

]
. (10.31)

若 M1M2 ‖f‖p = 0，结论由直接逼近或令相应参数趋于零得到。

第四步：q1 = +∞ 或 q2 = +∞ 的情形。 只证 q1 = +∞；另一情形交换下标即可。这里的关
键是选择 u = u(s)，使

ν({|T (f1)| > s}) = 0,

从而 (10.23) 中只剩含 f2 的一项。
若 p1 = +∞，取 u(s) := s/M1（M1 = 0 时结论直接）。则

‖T (f1)‖∞ ≤M1 ‖f1‖∞ ≤M1u(s) = s.

于是所需超水平集为零。沿用第三步对剩余一项的估计，得到 (10.21)，且可取

Cq = q(2k)q
(p2/p)

r2

q − q2
.
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现在设 p1 < +∞。此时 p < p1。令

u = u(s) :=
(s
a

)p1/(p1−p)
, a := βM1 ‖f‖p/p1p , (10.32)

其中 β > 0 稍后确定。由端点估计和层蛋糕公式，若

p1M
p1
1

∫ +∞

0
tp1−1µ({|f1| > t}) dt ≤ sp1 ,

则 ‖T (f1)‖∞ ≤ s。因为 |f1| = min(|f |, u) 且 p < p1，∫ +∞

0
tp1−1µ({|f1| > t}) dt ≤

∫ u

0

(u
t

)p1−p
tp1−1µ({|f1| > t}) dt

≤ 1

p
‖f‖pp u

p1−p.

另一方面，由 (10.32)，
sp1 = ap1up1−p = βp1Mp1

1 ‖f‖
p
p u

p1−p.

因此只要
βp1 ≥ p1

p
,

就有 ‖T (f1)‖∞ ≤ s。删除 (10.23) 中第一项后，再按第三步估计第二项，便得到 (10.21)。c □
a校订注：原书定义 f1 时把阈值的一处 u 误写为未定义的 z，并在 (10.23) 最后一项把 ‖f2‖p2 误写成 ‖f1‖p2。

这里均按分解及上一行估计改正。
b校订注：原书要求有限测度集合 En 满足 {|h| ≤ n} ⊂ En ↑ X，这在例如 h = 0、µ(X) = +∞ 时不可能。这

里改为标准截断 En = Hn ∩ {h ≤ n}。
c校订注：原书在 q1 = +∞、p1 = +∞ 的子情形中说“取 γ = 0”，但此前规定 u(s) = (s/a)1/γ，而本处实际

使用 u = s/M1，对应 γ = 1。在 p1 < +∞ 的子情形中，原书又把 ‖f1‖Lp1 (µ) 的测度误写成 ν，并在一处写入未
定义的 z。这里按 (10.32) 的实际计算全部改正。

10.5 练习

除非另有说明，本节中 (X,A, µ) 表示 σ-有限测度空间，即存在递增可测集列 (En)n≥1，使

X =
⋃
n≥1

En, µ(En) < +∞.

并且 p, q ∈ [1,+∞] 表示一对共轭指数：

1

p
+

1

q
= 1.

练习 10.1。 设 g ∈ LqK(µ)，并在 LpK(µ) 上定义

Φ(f) :=

∫
X
fg dµ.

直接计算 ‖Φ‖，并确定单位球中满足 |Φ(f)| = ‖Φ‖ 的函数 f。
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练习 10.2。 设 (an)n≥0 是 K 中的数列，并且对每个 (bn)n≥0 ∈ `qK(N)，级数∑
n≥0

anbn

都在 K 中收敛。证明
(an)n≥0 ∈ `pK(N).

练习 10.3。 设 p ∈ [1,+∞)，f : X → K 可测。
(a) 假设 f /∈ LpK(µ)。证明存在 (An)n≥1 ⊂ A，使对每个 n ≥ 1，

an := ‖f1An‖p 满足 n ≤ an < +∞.

(b) 假设对每个 g ∈ LqK(µ)，都有 fg ∈ L1
K(µ)。证明 f ∈ LpK(µ)。

练习 10.4。 本题用更高阶的方法重新证明练习 10.3。设 p ∈ [1,+∞)，f : X → K 可测，并
且对每个 g ∈ LqK(µ)，都有 fg ∈ L1

K(µ)。定义

Φ : LqK(µ) −→ K, Φ(g) :=

∫
X
fg dµ.

(a) 设 h : X → K 可测，对每个 g ∈ LqK(µ)，都有 hg ∈ L1
K(µ)，并且∫

X
hg dµ = 0.

证明 h = 0 在 µ-几乎处处成立。
(b) 对每个 n ∈ N∗，令

An := En ∩ {|f | ≤ n}, Φn(g) := Φ(g1An).

证明 (Φn)n≥1 是 LqK(µ) 上逐点收敛到 Φ 的连续线性泛函列。由此推出

sup
n≥1
‖Φn‖ < +∞,

并证明 Φ 本身也是连续线性泛函。
(c) 证明 f ∈ LpK(µ)。

a

a校订注：原书 (a) 的假设写成“hg ∈ L1 且 Φ(g) = 0”，但此处 Φ 由 f 定义，与待判定的 h 没有关系，因而
无法推出结论。这里按该小问的目标改为标准条件

∫
hg dµ = 0。

练习 10.5。 在 p = +∞ 时重新完成练习 10.3。

练习 10.6。 令 X := {a, b}，并在 P(X) 上定义测度

µ({a}) = 1, µ({b}) = +∞

（因而 µ(X) = +∞）。刻画 L∞
K (µ) 与 L1

K(µ) 的对偶，并作出结论。
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练习 10.7。 考虑定义在 CK(R,K) 上的线性泛函

Φ(ϕ) := ϕ(0).

证明 L∞
K (R) 的对偶严格包含 L1

K(R)。

练习 10.8。 设 (X,A, µ) 是任意测度空间，1 < p < +∞，Φ 是 LpK(µ) 上的连续线性泛函。
(a) 证明：对每个有限测度集合 A ∈ A，存在唯一的 gA ∈ LqK(µ)，它在 Ac 上为零，并满足

Φ(f1A) =
∫
X
fgA dµ (f ∈ LpK(µ)), ‖gA‖q ≤ ‖Φ‖ .

(b) 若 A,B ∈ A 且 A ⊂ B，证明
gA = gB1A,

以及 ∫
B\A
|gB|q dµ =

∫
X
|gB|q dµ−

∫
X
|gA|q dµ.

(c) 证明存在递增的有限测度集合列 (Xn)n≥1，使

lim
n→∞

‖gXn‖q = sup{‖gA‖q : A ∈ A, µ(A) < +∞},

并且 (gXn)n≥1 在 LqK(µ) 中收敛到某个函数 g。
(d) 证明对每个 f ∈ LpK(µ)，

Φ(f) =

∫
X
fg dµ.

练习 10.9（Lp 的可分性，p < +∞）。 设 X 是局部紧可分度量空间，并且

X =
⋃
n≥1

Xn,

其中 (Xn)n≥1 是递增的、闭包紧的开集列。
(a) 证明存在可数开集基

U := {Un : n ≥ 0},

它包含 X 及所有 Xn，并且对有限交封闭。
设 µ 是 B(X) 上的 Borel 测度，1 ≤ p < +∞，并令 D 为由 {1Un : n ≥ 0} 生成的 Q-向量空
间。
(b) 设 g ∈ LqR(µ)，并且对每个 f ∈ D ∩ LpR(µ)，∫

X
fg dµ = 0.

证明 g = 0 几乎处处。
(c) 证明 D ∩ LpR(µ) 在 LpR(µ) 中稠密。
(d) 推出 LpR(µ) 可分。

a

a校订注：原书 (c)直接说“D 在 Lp 中稠密”，但 D 可能包含不属于 Lp 的开集示性函数；严格表述应为 D∩Lp

在 Lp 中稠密。
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练习 10.10（Lp 中的弱收敛，p > 1）。 设 p ∈ (1,+∞]，q 为共轭指数，并假设 LqK(µ) 可分。
设 (fn)n≥1 是 LpK(µ) 中的有界列，即 (‖fn‖p)n≥1 有界。
(a) 设 D 是 LqK(µ) 的可数稠密子集。证明存在子列 (fφ(n))n≥1，使对每个 h ∈ D，极限

lim
n→∞

∫
X
fφ(n)hdµ

在 K 中存在。
(b) 证明对每个 g ∈ LqK(µ)，极限

Φ(g) := limn→∞

∫
X
fφ(n)g dµ

在 K 中存在。
(c) 推出存在 f ∈ LpK(µ)，使 (fφ(n)) 弱收敛到 f，即∫

X
fφ(n)g dµ −→

∫
X
fg dµ (g ∈ LqK(µ)).

(d) 当 p = 1 时，上述结论是否仍然成立？

练习 10.11（Vitali–Saks 定理）。 若测度族 (νi)i∈I 满足以下两条，则称它关于 µ 一致绝对
连续：

∀ε > 0, ∃Aε ∈ A, µ(Aε) < +∞, νi(A
c
ε) < ε (i ∈ I),

并且
∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀A ∈ A, µ(A) < δ =⇒ νi(A) < ε (i ∈ I).

假设 A = σ(C)，其中 C 是 π-系统，即 X ∈ C，且 C 对有限交封闭。本题要证明如下 Vitali–Saks
定理：
设 (νn)n≥1 是 A 上关于 µ 一致绝对连续的有限测度列，并且对每个 C ∈ C，极限 limn νn(C)

在 R+ 中存在。则对每个 A ∈ A，极限

ν(A) := lim
n→∞

νn(A)

都存在于 R+，而且 ν 是关于 µ 绝对连续的测度。
(a) 令

D := {A ∈ A : lim
n
νn(A) 在R+ 中存在}.

证明 D 对真差封闭。
(b) 设 (Bk)k≥1 是 D 中两两不交的集合列，B :=

⋃
k≥1Bk。证明

lim
n→∞

νn(B) =
∑
k≥1

lim
n→∞

νn(Bk).

(c) 推出 D 是 λ-系统，进而由 π-λ 定理得到 D = A。
(d) 证明 ν 是 A 上关于 µ 绝对连续的测度。

练习 10.12（L1 中的弱收敛）。 假设 A = σ(C)，其中 C 是可数 π-系统。
(a) 证明：若 X 是可分度量空间并赋予 Borel σ-代数，则上述假设成立。
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设 (fn)n≥1 是 L1
R(µ) 中的有界且一致可积的函数列；这里有界是指 (‖fn‖1) 有界，一致可积是

指测度列 (|fn| · µ)n≥1 关于 µ 一致绝对连续。
(b) 证明存在子列 (fφ(n))n≥1，使两列测度

ν±n := f±n · µ

满足：对每个 C ∈ C，极限 limn ν
±
φ(n)(C) 都在 R 中存在。

(c) 证明存在 f ∈ L1
R(µ)，使对每个 A ∈ A，

lim
n→∞

∫
A
fφ(n) dµ =

∫
A
f dµ.

(d) 推出 (fφ(n)) 在 L1
R(µ) 中弱收敛到 f，即对每个 g ∈ L∞

R (µ)，

lim
n→∞

∫
X
fφ(n)g dµ =

∫
X
fg dµ.

(e) 若函数列 (fn) 本身按 (d) 的意义弱收敛到 f，它是否必然在 µ-几乎处处意义下收敛到
f，或在 ‖·‖1 范数下收敛到 f？

练习 10.13。 设 θ ∈ C(R+,R+)，并满足下列两种情形之一：{
θ([0, 1)) ⊂ [0, 1),

θ((1,+∞)) ⊂ (1,+∞),
或

{
θ([0, 1)) ⊂ (1,+∞),

θ((1,+∞)) ⊂ [0, 1).

令 E 为函数族 {
x 7−→ θ

(
p

q
x

)n
: n ∈ N, p, q ∈ N∗

}
生成的实向量空间。
(a) 设 Φ 是 C([0, 1],R) 上的连续线性泛函。由 Riesz 表示定理（见定理 10.2），存在 [0, 1]

上的 Borel 测度 µ+, µ−，使

Φ(f) =

∫
[0,1]

f dµ+ −
∫
[0,1]

f dµ−.

假设 Φ|E = 0。证明对每个 n ∈ N 及 p, q ∈ N∗，∫
[0,1]

e−nθ((p/q)x)
n
µ+( dx) =

∫
[0,1]

e−nθ((p/q)x)
n
µ−( dx).

(b) 推出对每个 r ∈ Q ∩ [0, 1]，
µ+([0, r]) = µ−([0, r]),

并进一步证明 µ+ = µ−。
(c) 证明 E 在 (C([0, 1],R), ‖·‖sup) 中稠密。
(d) 特别地，证明：对每个 a > 0，函数族

{x 7−→ xna : n ∈ N}

生成的实向量空间在 C([0, 1],R) 中稠密；而对每个 a > 0、a 6= 1，函数族

{x 7−→ anx : n ∈ N}

生成的实向量空间也在其中稠密。
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a

a校订注：原书 (d) 对第二个函数族也写成“任意 a > 0”。当 a = 1 时所有函数都恒等于 1，其线性张成只有
常数函数，不可能稠密；因此第二个结论必须排除 a = 1。

练习 10.14（L∞ 的对偶）。设 (X,A, µ)是任意测度空间，并假设存在两两不交的 (An)n≥1 ⊂ A，
满足

0 < µ(An) < +∞.

令
A :=

⋃
n≥1

An,

并令 M 为 {1A} ∪ {1An : n ≥ 1} 生成的 K-向量空间。
(a) 令

fn :=
1An

µ(An)
.

证明存在子列 (fφ(n))n≥1，使对每个 g ∈M，极限

Φ(g) := lim
n→∞

∫
X
fφ(n)g dµ

都在 K 中存在。
(b) 假设 L∞

K (µ) 的对偶可与 L1
K(µ) 等同。由 (a) 推出存在 f ∈ L1

K(µ)，使对每个 g ∈M，

Φ(g) =

∫
X
fg dµ.

(c) 证明 ∫
A
f dµ = 1,

∫
Ak

f dµ = 0 (k ≥ 1).

(d) 推出矛盾，并据此说明 L∞
K (µ) 的对偶不能与 L1

K(µ) 等同。

练习 10.15。设 X 是度量空间，µ 是 B(X) 上的 σ-有限测度，并且每个非空开集 Ω ⊂ X 都
满足

µ(Ω) > 0.

证明：L∞
K (µ) 的对偶可与 L1

K(µ) 等同，当且仅当 X 是有限集。

练习 10.16。 令
Td := Rd/(2πZ)d

为 d ≥ 1 维环面，并把它视为立方体 [−π, π)d。对 p ∈ [1,+∞)，Lp(Td) 表示以 [−π, π)d 为周
期、满足

‖f‖Lp(Td) :=

(
1

(2π)d

∫
[−π,π]d

|f(x)|p dx
)1/p

< +∞

的复 Borel 函数空间。对 f ∈ L1(Td)，定义 Fourier 系数

f̂(n) :=
1

(2π)d

∫
[−π,π]d

f(x)e−i(n|x) dx, n ∈ Zd,
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其中 (n | x) 是 n, x ∈ Rd 的 Euclidean 内积。
(a) 证明 ∥∥∥f̂∥∥∥

ℓ∞(Zd)
≤ ‖f‖L1(Td) .

(b) 证明 Bessel 不等式 ∥∥∥f̂∥∥∥
ℓ2(Zd)

≤ ‖f‖L2(Td) .

(c) 推出：对每个 p ∈ [1, 2]，存在常数 Cp ≥ 0，使∥∥∥f̂∥∥∥
ℓq(Zd)

≤ Cp ‖f‖Lp(Td) , q :=
p

p− 1
.

(d) 证明：对每个 p ∈ [1, 2]，存在常数 Dp ≥ 0，使对每个 c = (cn)n∈Zd ∈ `p(Zd)，级数

f(x) :=
∑
n∈Zd

cne
i(n|x)

按适当的极限意义定义一个 Lq(Td) 元素，并满足

‖f‖Lq(Td) ≤ Dp ‖c‖ℓp(Zd) .

a

a校订注：原书 (d) 把数列空间误写成 ℓp(Td)，又把 f 的范数误写成 Lq(Zd)，并把 c 的范数下标也写成 Td。
这里分别改为 c ∈ ℓp(Zd)、f ∈ Lq(Td) 及相应范数。

练习 10.17。
(a) 设 (an)n≥1 是趋于零的正递减数列，并令

An :=

n∑
k=1

ak.

证明对每个 n ≥ 1、N > n 与 x ∈ (0, π]，∣∣∣∣∣
N∑

k=n+1

cos(kx)
∣∣∣∣∣ ≤ 1

sin(x/2) ≤
π

x
.

推出级数

f(x) :=
+∞∑
n=1

an cos(nx)

在 (0, π] 上有定义，并满足

|f(x)| ≤ An +
πan
x

(n ≥ 1, x ∈ (0, π]).

(b) 设 p ∈ (2,+∞)。证明存在常数 c > 0，使∫ π

0
|f(x)|p dx ≤ c

+∞∑
n=1

Apnn
−2.

从现在起假设
+∞∑
n=1

apnn
p−2 < +∞.
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(c) 定义 a : R+ → R+ 为

a(x) := an 当x ∈ [n− 1, n), n ≥ 1,

并令

A(x) :=

∫ x

0
a(t) dt.

借助练习 9.16(g) 证明∫ +∞

0
a(x)pxp−2 dx < +∞,

∫ +∞

0
A(x)px−2 dx < +∞.

推出
f ∈ Lp([−π, π]).

(d) 令 q = p/(p− 1)，并取

an := bn := n−1/q
(
ln(n+ 1)

)−1/2
, n ≥ 1.

证明 f̂ /∈ `q(Z)。这对练习 10.16 的结论说明了什么？
a

a校订注：原书 (d) 把对数因子印成 (ln(n+ 1))1/2。这样 apnn
p−2 = n−1(ln(n+ 1))p/2，不满足 (b) 后明确规

定的可和性假设，因而不能由 (c) 得到 f ∈ Lp。正确的经典反例取 (ln(n+ 1))−1/2：此时因 p/2 > 1，前述级数
收敛；而因 q/2 < 1，

∑
n |an|q =

∑
n[n(ln(n+ 1))q/2]−1 发散。
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第十一章 乘积测度与 Fubini 定理
本章要从定义在 X 与 Y 上的“长度测度”出发，在乘积空间 X ×Y 上严格定义“面积测度”。

关于这种面积测度——也就是乘积测度——的积分，为多重积分提供自然且严谨的框架。此类积分
的运算与计算规则由两个 Fubini 定理支配。

11.1 乘积 σ-代数

11.1.1 定义与初步性质

定义 11.1。 设 (X,A)、(Y,B) 是两个可测空间。称

A⊗ B := σ
(
{A×B : A ∈ A, B ∈ B}

)
为 A 与 B 的乘积 σ-代数。它由所有“边可测的矩形”生成。

本章以下记
A× B := {A×B : A ∈ A, B ∈ B},

即边可测矩形的全体。因此
A⊗ B = σ(A× B).

还要注意，每个边可测矩形都可写成

A×B = (A× Y ) ∩ (X ×B).

下面的命题说明，A⊗ B 是使两个典范投影都可测的最小 σ-代数。

命题 11.1。 设

πX : X × Y → X, πX(x, y) = x, πY : X × Y → Y, πY (x, y) = y.

(a) πX 是从 (X × Y,A⊗B) 到 (X,A) 的可测映射，πY 是从 (X × Y,A⊗B) 到 (Y,B) 的可
测映射。

(b) 若 T 是 X ×Y 上的 σ-代数，并使 πX , πY 分别成为 (T ,A)-可测与 (T ,B)-可测映射，则

A⊗ B ⊂ T .

a

a校订注：原书 (a) 把 πX、πY 的可测性分别写成“(A,A⊗B)-可测”与“(B,A⊗B)-可测”，颠倒了定义域和
到达域的 σ-代数；证明本身使用的是这里的正确次序。

证明。对任意 A ∈ A，
π−1
X (A) = A× Y ∈ A× B ⊂ A⊗ B,

故 πX 可测；πY 同理。
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若 T 满足 (b) 的假设，则对任意 A ∈ A、B ∈ B，

A×B = π−1
X (A) ∩ π−1

Y (B) ∈ T .

所以 A× B ⊂ T，进而
A⊗ B = σ(A× B) ⊂ T .

□

命题 11.2。 映射

f : (Z, C) −→ (X × Y,A⊗ B), f(z) = (fX(z), fY (z)),

可测，当且仅当 fX : (Z, C)→ (X,A) 与 fY : (Z, C)→ (Y,B) 都可测。

证明。若 f 可测，则
f−1
X (A) = f−1(A× Y ) ∈ C (A ∈ A),

故 fX 可测；同理 fY 可测。
反之，若两个分量都可测，则由 Hausdorff 公式，

f−1(A×B) = f−1
X (A) ∩ f−1

Y (B) ∈ C

对每个边可测矩形成立。因为这些矩形生成 A⊗ B，命题 5.1 推出 f 可测。 □

上述定义与结论可以立即推广到 d 个可测空间：令

A1 ⊗ · · · ⊗ Ad := σ
(
{A1 × · · · × Ad : Ai ∈ Ai, 1 ≤ i ≤ d}

)
.

接下来验证运算 ⊗ 的结合性。

命题 11.3。 设 (Xi,Ai) (i = 1, 2, 3) 是三个可测空间，则

(A1 ⊗A2)⊗A3 = A1 ⊗ (A2 ⊗A3) = A1 ⊗A2 ⊗A3.

证明。只证第一个等式。边可测长方体 A1 ×A2 ×A3 全都属于 (A1 ⊗A2)⊗A3，故

A1 ⊗A2 ⊗A3 ⊂ (A1 ⊗A2)⊗A3.

反过来，固定 A3 ∈ A3，令

TA3 := {D ∈ A1 ⊗A2 : D ×A3 ∈ A1 ⊗A2 ⊗A3}.

它是 X1 ×X2 上的 σ-代数：空集的结论显然；若 D ∈ TA3，则

Dc ×A3 = (X1 ×X2 ×A3) ∩ (D ×A3)
c

仍属于三重乘积 σ-代数；可数并的情形也由⋃
n≥1

Dn

×A3 =
⋃
n≥1

(Dn ×A3)
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得到。又因为 TA3 包含所有 A1 ×A2，所以

TA3 = A1 ⊗A2.

这对每个 A3 ∈ A3 成立，故

(A1 ⊗A2)×A3 ⊂ A1 ⊗A2 ⊗A3.

对左端取生成的 σ-代数即得反向包含。另一个等式同理。 □

11.1.2 Borel σ-代数的情形

若 X,Y 是度量空间（或拓扑空间），则可在 X × Y 上考虑两种自然的 σ-代数：Borel σ-代数
的乘积 B(X)⊗ B(Y )，以及乘积拓扑对应的 B(X × Y )。下面比较二者。

命题 11.4。 设 X,Y 是两个度量空间。
(a) 总有

B(X)⊗ B(Y ) ⊂ B(X × Y ).

(b) 若 X,Y 都有可数开集基，则

B(X)⊗ B(Y ) = B(X × Y ).

证明。乘积拓扑的定义保证 πX , πY 连续，因而关于 Borel σ-代数可测。命题 11.1(b) 给出 (a)。
设

U = {Um : m ≥ 1}, V = {Vn : n ≥ 1}

分别为 X,Y 的可数开集基。则

U × V := {Um × Vn : m,n ≥ 1}

是 X × Y 的可数开集基。每个开集都是其中元素的可数并，故

B(X × Y ) = σ(O(X × Y ))

⊂ σ(U × V)
⊂ σ(B(X)× B(Y )) = B(X)⊗ B(Y ).

结合 (a) 即得等号。 □

注。
• B(X)⊗ B(Y ) 是使两个典范投影可测的最小 σ-代数；而 B(X × Y ) 来自使这两个投影连
续的最小拓扑。

• 对两个以上空间的乘积，结论可由归纳或直接论证得到。

应用 11.1。 以下 K = R 或 C。
(a) 因为

{(α, β) : α, β ∈ Q, α < β}
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给出的开区间族是 R 的可数开集基，故

B(R2) = B(R)⊗ B(R), B(Rd) = B(R)⊗d.

更一般地，若 X,Y 是可分度量空间，则

B(X × Y ) = B(X)⊗ B(Y ).

特别地，
B(Rd+d′) = B(Rd)⊗ B(Rd′),

B(Cd+d′) = B(Cd)⊗ B(Cd′).

(b) 加法与乘法映射
(x, y) 7−→ x+ y, (x, y) 7−→ xy

从 K2 到 K 连续，因此是 (B(K)⊗ B(K),B(K))-可测的。
(c) 若 f, g : (X,A) → K 可测，则命题 11.2 说明 (f, g) 可测；再与上面的加法、乘法复合，
得到 f + g 与 fg 可测。

(d) 更一般地，只要 Ψ : K2 → K连续，甚至只要它 Borel可测，那么对可测函数 f, g，Ψ(f, g)

都可测。

注。 在技术上，直接证明 Ψ 关于 (B(K2),B(K)) 可测，通常比关于 (B(K) ⊗ B(K),B(K)) 可
测更容易；但命题 11.4 表明二者最终是同一件事。

11.1.3 乘积可测集的截面

设 C ⊂ X × Y。对 x ∈ X、y ∈ Y，定义

Cx := {y′ ∈ Y : (x, y′) ∈ C}, Cy := {x′ ∈ X : (x′, y) ∈ C}.

命题 11.5。 若 C ∈ A⊗ B，则对每个 x ∈ X，Cx ∈ B；对每个 y ∈ Y，Cy ∈ A。

证明。固定 x ∈ X，令
Tx := {C ∈ A⊗ B : Cx ∈ B}.

由于

(∅)x = ∅,

(⋃
n

Cn

)
x

=
⋃
n

(Cn)x, (Cc)x = (Cx)
c,

Tx 是 A⊗ B 的子 σ-代数。若 C = A×B，则

Cx =

B, x ∈ A,
∅, x /∈ A,

故每个边可测矩形都属于 Tx。因此 Tx = A⊗ B。另一个方向同理。 □

推论 11.1。 设
f : (X × Y,A⊗ B) −→ R, R 或C
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可测。则对每个 x ∈ X，函数
fx(y) := f(x, y)

是 B-可测的；对每个 y ∈ Y，函数

fy(x) := f(x, y)

是 A-可测的。

证明。若 f = 1C，其中 C ∈ A⊗ B，则

fx = 1Cx ,

结论由命题 11.5 得到。若

f =

n∑
i=1

λi1Ci

是简单函数，则

fx =

n∑
i=1

λi1(Ci)x

可测。最后，用基本逼近引理把一般乘积可测函数逐点逼近为简单函数，并注意(
lim
n→∞

fn

)
x
= lim

n→∞
(fn)x,

即得结论。纵截面完全同理。 □

11.2 σ-有限测度的乘积测度

11.2.1 构造与刻画

定义 11.2。 若可测空间 (X,A) 上的测度 µ 存在递增可测集列 (En)n≥1，满足

X =
⋃
n≥1

En, µ(En) < +∞ (n ≥ 1),

则称 µ 是 σ-有限测度。也称测度空间 (X,A, µ) 是 σ-有限的。

定理 11.1（乘积测度）。 设 (X,A, µ)、(Y,B, ν) 是两个 σ-有限测度空间。
(a) 在 (X × Y,A⊗ B) 上存在唯一测度 m，使

m(A×B) = µ(A)ν(B) (A ∈ A, B ∈ B). (11.1)

这个测度也是 σ-有限的，通常记为
µ⊗ ν.

(b) 对每个 C ∈ A⊗ B，

m(C) =

∫
X
ν(Cx)µ( dx) =

∫
Y
µ(Cy)ν( dy).
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定理 11.1的证明。(a)唯一性。设m,m′都满足 (11.1)。由 σ-有限性，可取递增集列 (An) ⊂ A、
(Bn) ⊂ B，使

X =
⋃
n

An, Y =
⋃
n

Bn, µ(An) < +∞, ν(Bn) < +∞.

令 En := An ×Bn。则

En ↑ X × Y, m(En) = m′(En) = µ(An)ν(Bn) < +∞.

矩形族 A× B 含 X × Y，且对有限交封闭，因为

(A×B) ∩ (A′ ×B′) = (A ∩A′)× (B ∩B′).

由推论 6.2 的 σ-有限测度唯一性判据，m = m′。

(b) 构造。 对 C ∈ A⊗ B，拟定义

m(C) :=

∫
X
ν(Cx)µ( dx).

第一步：验证 (11.2) 有意义。 命题 11.5 已说明 Cx ∈ B，故 ν(Cx) 对每个 x 都有定义。先
设 ν 有限，并令

Λ := {C ∈ A⊗ B : x 7→ ν(Cx) 是A-可测函数}.

利用截面对补集及不交可数并的运算规则，以及 ν(Y ) < +∞，容易验证 Λ 是一个 λ-系统。它
包含 π-系统 A× B，因为

ν((A×B)x) = 1A(x)ν(B).

由 π-λ 定理，
Λ = A⊗ B.

一般情形下，取 Bn ↑ Y、ν(Bn) < +∞，并令

νn(D) := ν(D ∩Bn).

由有限测度情形，x 7→ νn(Cx) 可测；又

νn(Cx) = ν(Cx ∩Bn) ↑ ν(Cx),

故 x 7→ ν(Cx) 也是非负可测函数。因此 (11.2) 有意义。

第二步：m 是测度。 显然

m(∅) =

∫
X
ν(∅)µ( dx) = 0.

若 (Cn)n≥1 是乘积 σ-代数中两两不交的集合列，则对每个 x，((Cn)x)n≥1 也两两不交，且(⋃
n

Cn

)
x

=
⋃
n

(Cn)x.

由 ν 的可数可加性与 Beppo Levi 定理，

m

(⋃
n

Cn

)
=

∫
X
ν

(⋃
n

(Cn)x

)
µ( dx)

=

∫
X

∑
n≥1

ν((Cn)x)µ( dx)

=
∑
n≥1

∫
X
ν((Cn)x)µ( dx) =

∑
n≥1

m(Cn).
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第三步：矩形上的取值与积分次序交换。 若 C = A×B，则

ν(Cx) = 1A(x)ν(B).

所以

m(A×B) =

∫
X

1A(x)ν(B)µ( dx) = µ(A)ν(B),

其中采用正测度积分的通常约定 0 · (+∞) = 0。因此 m 满足 (11.1)。特别地，对前面选取的
An, Bn，

m(An ×Bn) < +∞,

故 m 是 σ-有限测度。
交换 µ, ν 的角色，完全相同的构造给出

m′(C) :=

∫
Y
µ(Cy)ν( dy).

两个测度在所有边可测矩形上都取值 µ(A)ν(B)，由 (a) 的唯一性可知 m′ = m。这同时完成
构造并证明 (b)。 □

关于 σ-有限性的注。
• 若 µ 或 ν 不是 σ-有限的，定理一般会失效，甚至两个迭代积分可能给出不同结果。令
X = Y = R，在 X 上取 Borel σ-代数与 Lebesgue 测度 λ，在 Y 上取幂集 P(R) 与计数
测度 ν(B) = Card(B)。考虑对角线

∆ := {(x, x) : x ∈ R}.

它是 R2 的闭集，故

∆ ∈ B(R2) = B(R)⊗ B(R) ⊂ B(R)⊗ P(R).

由于 ∆x = {x}、∆y = {y}，∫
R
ν(∆x)λ( dx) =

∫
R
1λ( dx) = +∞,

而 ∫
R
λ(∆y)ν( dy) =

∫
R
0ν( dy) = 0.

• 在某些非 σ-有限情形中，乘积测度仍然存在。例如任取集合 X,Y，在幂集上分别赋予计
数测度 mX ,mY，则 X × Y 上的计数测度是满足

m({x} × {y}) = mX({x})mY ({y}) = 1

的自然乘积测度。

定理 11.1 可直接推广到 d 个 σ-有限测度的乘积。测度

µ1 ⊗ · · · ⊗ µd
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由

(µ1 ⊗ · · · ⊗ µd)(A1 × · · · × Ad) =
d∏
i=1

µi(Ai)

完全刻画。

命题 11.6。 σ-有限测度的乘积运算满足结合律：

(µ1 ⊗ µ2)⊗ µ3 = µ1 ⊗ (µ2 ⊗ µ3) = µ1 ⊗ µ2 ⊗ µ3. (11.2)

证明。命题 11.3 表明三个测度都定义在同一个乘积 σ-代数 A1 ⊗A2 ⊗A3 上。它们在每个边
可测长方体 A1 ×A2 ×A3 上都取值

µ1(A1)µ2(A2)µ3(A3).

由乘积测度的唯一性，三者相等。 □

应用 11.2（层蛋糕公式）。 设 µ 是 (X,A) 上的 σ-有限测度，f : (X,A)→ R+ 可测。则∫
X
f dµ =

∫ +∞

0
µ({f > t}) dt.

事实上，令
C := {(t, x) ∈ R+ ×X : f(x) > t}.

由于
C =

⋃
r∈Q∗

+

[0, r)× {f ≥ r},

有 C ∈ B(R+)⊗A。它的截面为

Ct = {x ∈ X : f(x) > t}, Cx = [0, f(x)).

对 λ⊗ µ 使用定理 11.1(b)，一方面

(λ⊗ µ)(C) =
∫
X

(∫
R+

1{f(x)>t}λ( dt)
)
µ( dx)

=

∫
X

(∫ f(x)

0
dt
)
µ( dx) =

∫
X
f(x)µ( dx),

另一方面

(λ⊗ µ)(C) =
∫
R+

(∫
X

1{f(x)>t}µ( dx)
)
λ( dt)

=

∫ +∞

0
µ({f > t}) dt.

两式比较即得结论。
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11.2.2 高维 Lebesgue 测度 λd 的构造

设 d ≥ 2。定义
λd := λ1 ⊗ · · · ⊗ λ1︸ ︷︷ ︸

d 次

,

其中 λ1 是 (R,B(R)) 上的一维 Lebesgue 测度。由于

B(Rd) = B(R)⊗d,

λd 确实是 (Rd,B(Rd)) 上的测度。

引理 11.1。 设 f : (R,B(R))→ R+ 为 Borel 可测函数。则对每个 a ∈ R，∫
R
f(u− a)λ1( du) =

∫
R
f(u)λ1( du).

证明。对任意 Borel 集 A ⊂ R，Lebesgue 测度的平移不变性 λ1(A+ a) = λ1(A) 等价于∫
R

1A(u− a)λ1( du) =
∫
R

1A(u)λ1( du).

由线性性，该等式先推广到非负简单函数；再用基本逼近引理和 Beppo Levi 定理推广到所有
非负 Borel 可测函数。 □

命题 11.7。 乘积测度
λd = λ⊗d1

就是 (Rd,B(Rd)) 上的 Lebesgue 测度。

证明。只需验证定理 6.1 中 Lebesgue 测度存在唯一性刻画的两个条件。由命题 11.6，

λd = λ1 ⊗ λd−1 (d ≥ 2).

对 d 归纳。假设 λd−1 已是 Rd−1 上的 Lebesgue 测度，因而

λd−1([0, 1]
d−1) = 1

并且平移不变。首先
λd([0, 1]

d) = λ1([0, 1])λd−1([0, 1]
d−1) = 1.

再设 a = (a1, . . . , ad) ∈ Rd，C ∈ B(Rd) = B(R)⊗ B(Rd−1)。对每个 x1 ∈ R，

(a+ C)x1 = (a2, . . . , ad) + Cx1−a1 .

于是依次使用乘积测度公式、λd−1 的平移不变性和引理 11.1，

λd(a+ C) =

∫
R
λd−1

(
(a2, . . . , ad) + Cx1−a1

)
λ1( dx1)

=

∫
R
λd−1(Cx1−a1)λ1( dx1)

=

∫
R
λd−1(Cx1)λ1( dx1) = λd(C).

所以 λd 归一化且平移不变，由定理 6.1 的唯一性，它就是 Rd 上的 Lebesgue 测度。 □
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11.3 Fubini 定理

通常所说的 Fubini 定理有两个版本：一个用于非负函数，另一个用于可积函数。在实际应用
中，通常先用第一个版本验证第二个版本的假设。

定理 11.2（Fubini–Tonelli 定理）。 设

f : (X × Y,A⊗ B) −→ R+

可测，µ, ν 分别是 (X,A)、(Y,B) 上的 σ-有限测度。
(a) 处处定义的函数

x 7−→
∫
Y
f(x, y)ν( dy), y 7−→

∫
X
f(x, y)µ( dx)

分别是 A-可测与 B-可测的。
(b) 在 R+ 中有 ∫

X×Y
f d(µ⊗ ν) =

∫
X

(∫
Y
f(x, y)ν( dy)

)
µ( dx)

=

∫
Y

(∫
X
f(x, y)µ( dx)

)
ν( dy).

证明。推论 11.1 表明，对每个 x，截面 fx(y) = f(x, y) 是非负 B-可测函数，所以关于 ν 的积
分处处有定义。若 f = 1C，其中 C ∈ A⊗ B，则定理 11.1 证明第一步已经说明

x 7−→ ν(Cx) =

∫
Y

1C(x, y)ν( dy)

是 A-可测函数。若 f 是有限值非负简单函数，结论由积分的线性性与有限和保持可测性得到。
最后，用递增非负简单函数列逼近一般 f，并应用 Beppo Levi 定理，即得 (a)。另一个积分同
理。
由 (a)，(b) 中的三个积分均有意义。对示性函数 f = 1C，所需等式正是定理 11.1(b)：

(µ⊗ ν)(C) =
∫
X
ν(Cx)µ( dx) =

∫
Y
µ(Cy)ν( dy).

再由线性性推广到非负简单函数，最后用递增逼近与 Beppo Levi 定理推广到任意非负可测函
数。 □

应用 11.3。 设 f ∈ L1
R(R+, λ)，并定义

F (x) :=

∫
[0,x]

f(t) dt, x ≥ 0.

则对每个 a > 0， ∫
R+

F (ax)− F (x)
x

dx = ln(a)
∫
R+

f(x) dx.

先证明一个初等变量替换公式。对 α > 0、A ∈ B(R)，

λ(αA) = αλ(A).
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事实上，
η(A) := α−1λ(αA)

是 B(R) 上平移不变且满足 η([0, 1]) = 1 的测度，故由 Lebesgue 测度的唯一性，η = λ。先对
示性函数，再对非负简单函数，最后由 Beppo Levi 定理对所有非负 Borel 函数 g，得到∫

A
g(αx) dx =

1

α

∫
αA
g(u) du.

先设 a > 1 且 f ≥ 0。在 [1, a]× R+ 上令

Ψ(t, x) := f(tx).

映射 (t, x) 7→ tx连续，而 f Borel可测，所以 Ψ关于 B([1, a])⊗B(R+)可测。由 Fubini–Tonelli
定理， ∫

R+

(∫ a

1
f(tx) dt

)
dx =

∫ a

1

(∫
R+

f(tx) dx
)

dt.

利用上述缩放公式，左边为∫
R+

1

x

(∫ ax

x
f(u) du

)
dx =

∫
R+

F (ax)− F (x)
x

dx,

右边为 ∫ a

1

dt
t

∫
R+

f(u) du = ln(a)
∫
R+

f(u) du.

对一般实值 f，分别应用于 f+、f− 后作差即可。
当 a = 1 时结论显然。若 0 < a < 1，令 b = 1/a > 1，并在 a > 1 的结论中作变量替换，可得∫

R+

F (bx)− F (x)
x

dx = −intR+

F (ay)− F (y)
y

dy.

又 ln b = − ln a，故结论仍成立。a

a校订注：原书的结论陈述为所有 a > 0，但证明直接在 [1, a]×R+ 上使用正测度积分，只覆盖 a ≥ 1。这里补
上 0 < a < 1 时由 b = 1/a 归约的论证。

定理 11.3（Fubini–Lebesgue 定理）。 仍采用定理 11.2 的测度空间。设

f ∈ L1
K(µ⊗ ν), K = R 或C.

则：
(a) 对 µ-几乎每个 x，函数 y 7→ f(x, y) 属于 L1

K(ν)；对 ν-几乎每个 y，函数 x 7→ f(x, y) 属
于 L1

K(µ)。
(b) 在任意零测异常集上把积分定义为零后，

x 7−→
∫
Y
f(x, y)ν( dy) ∈ L1

K(µ),

y 7−→
∫
X
f(x, y)µ( dx) ∈ L1

K(ν).

(c) 有 ∫
X×Y

f d(µ⊗ ν) =
∫
X

(∫
Y
f(x, y)ν( dy)

)
µ( dx)
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=

∫
Y

(∫
X
f(x, y)µ( dx)

)
ν( dy).

证明。先设 f 为实值函数。对非负可测函数 f+, f− 使用 Fubini–Tonelli 定理，得到∫
X

(∫
Y
f±(x, y)ν( dy)

)
µ( dx) =

∫
X×Y

f± d(µ⊗ ν)

≤
∫
X×Y

|f | d(µ⊗ ν) < +∞. (11.3)

因此集合 {
x ∈ X :

∫
Y
f±(x, y)ν( dy) = +∞

}
是 A-可测的 µ-零集。这说明对 µ-几乎每个 x，fx ∈ L1(ν)。交换 X,Y 即得 (a) 的另一半。
对几乎每个 x， ∣∣∣∣∫

Y
f(x, y)ν( dy)

∣∣∣∣ ≤ ∫
Y
|f(x, y)|ν( dy).

而右边由 Fubini–Tonelli 定理和 f ∈ L1(µ⊗ ν) 可知属于 L1
+(µ)，故得到 (b)。对称结论同理。

最后，把 Fubini–Tonelli 定理分别用于 f+、f−，并逐项作差，得到 (c)。若 f 为复值函数，则
分别对 Re f、Im f 应用实值结论。 □

注。 Fubini–Lebesgue 定理中 f 关于乘积测度可积的假设至关重要。即使定理 11.3(b) 中的两
个中间函数都可积，两个迭代积分也未必相等；反过来，即使两个中间函数都可积且两个迭代
积分相等，也不能推出 f 关于乘积测度可积。下面给出两个反例。

反例 1：两个迭代积分不相等。 在 R+ × [0, 1] 上定义

f(x, y) := 2e−2xy − e−xy.

它连续，因而关于 B(R+)⊗ B([0, 1]) 可测。对每个 y > 0，∫
R+

f(x, y) dx =

[
−e

−2xy

y
+
e−xy

y

]+∞

x=0

= 0.

对每个 x > 0， ∫ 1

0
f(x, y) dy =

[
−e

−2xy

x
+
e−xy

x

]1
y=0

=
e−x − e−2x

x
.

右端在 x = 0 处适当延拓后是正的连续可积函数。由应用 11.3，∫ 1

0

(∫
R+

f(x, y) dx
)

dy = 0,

而 ∫
R+

(∫ 1

0
f(x, y) dy

)
dx =

∫ +∞

0

e−x − e−2x

x
dx = ln 2.

因此不能交换积分次序。
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反例 2：两个迭代积分相等仍不能推出乘积可积。 在 [−1, 1]2 上定义

f(x, y) :=


xy

(x2 + y2)2
, (x, y) 6= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0).

该函数在 [−1, 1]2 \ {(0, 0)} 上连续，因而在整个方形上 Borel 可测。对每个固定 x ∈ [−1, 1]，
函数 y 7→ f(x, y) 可积且为奇函数，所以积分为零；固定 y 时同理。因此两个迭代积分都存在
且都等于零。
然而，对非负函数 |f | 使用 Fubini–Tonelli 定理可验证∫

[−1,1]2
|f(x, y)| dx dy = +∞.

所以 f /∈ L1([−1, 1]2)，不能由 Fubini–Lebesgue 定理解释上述等式。

常用书写约定。为了避免过多括号，常把测度紧接在积分号之后，例如把定理 11.2(b)与 11.3(c)
的公式写成 ∫

X×Y
(µ⊗ ν)( dx, dy)f(x, y) =

∫
X
µ( dx)

∫
Y
ν( dy)f(x, y)

=

∫
Y
ν( dy)

∫
X
µ( dx)f(x, y).

本讲义仍优先使用“被积函数在前、测度在后”的标准写法，但读者应能识别上述等价记号。

当 f 的非负性或可积性已经确认时，也常写∫
X
µ( dx)

∫
Y
ν( dy)f(x, y).

本书不另引入二重、三重或更高重积分号。又因 λd = λ⊗d1 ，常把 λd( dx) 写成 dx1 · · · dxd，例如∫
Rd

f(x)λd( dx) =
∫
Rd

f(x1, . . . , xd) dx1 · · · dxd =
∫
Rd

f(x) dx.

应用 11.4（广义分部积分公式）。 设 f, g 在 R 上局部可积，并按通常约定定义

F (x) :=

∫ x

0
f(t) dt, G(x) :=

∫ x

0
g(t) dt.

则 ∫ x

0
f(t)G(t) dt = F (x)G(x)−

∫ x

0
F (t)g(t) dt.

只证 x ≥ 0；负数情形类似。在 [0, x]2 上定义

Φ(t, s) := 1{0≤s≤t≤x}f(t)g(s).

集合 {(t, s) : 0 ≤ s ≤ t ≤ x} 是闭集，故 Φ 乘积可测。又

|Φ(t, s)| ≤ |f(t)||g(s)|,

而 Fubini–Tonelli 定理给出∫
[0,x]2

|f(t)||g(s)| dt ds =
(∫ x

0
|f(t)| dt

)(∫ x

0
|g(s)| ds

)
< +∞.
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所以 Φ 可积，Fubini–Lebesgue 定理允许交换积分次序：∫ x

0

(∫ x

0
Φ(t, s) ds

)
dt =

∫ x

0

(∫ x

0
Φ(t, s) dt

)
ds. (11.4)

左端等于 ∫ x

0
f(t)

(∫ t

0
g(s) ds

)
dt =

∫ x

0
f(t)G(t) dt.

右端等于 ∫ x

0
g(s)

(∫ x

s
f(t) dt

)
ds =

∫ x

0
g(s)(F (x)− F (s)) ds

= F (x)G(x)−
∫ x

0
F (s)g(s) ds.

比较两端即得结论。

应用 11.5（双重级数）。设 (ap,q)p,q∈N 是以 N2 为指标的数族。称双重级数绝对收敛，是指函
数 (p, q) 7→ ap,q 关于 N2 上的计数测度 m2 可积；此时定义∑

p,q∈N
ap,q :=

∫
N2

ap,qm2( dp, dq).

因为 m2 = m1 ⊗m1，且 m1 是 σ-有限的，Fubini–Tonelli 定理给出

∑
p,q∈N

|ap,q| =
∑
p∈N

∑
q∈N
|ap,q|

 =
∑
q∈N

∑
p∈N
|ap,q|

 .

若上述值有限，则 Fubini–Lebesgue 定理进一步给出

∑
p,q∈N

ap,q =
∑
p∈N

∑
q∈N

ap,q

 =
∑
q∈N

∑
p∈N

ap,q

 .

11.4 无限多个概率测度的乘积

定理 11.4（Ionescu–Tulcea–Kolmogorov 定理）。 设

(Xn,An, µn), n ∈ N∗,

是一列概率空间，即 µn(Xn) = 1。在乘积集合

X :=
∏
n≥1

Xn = {(xn)n≥1 : xn ∈ Xn}

上考虑柱集代数

C :=

A× ∏
k≥n+1

Xk : A ∈ A1 ⊗ · · · ⊗ An, n ∈ N∗

 .
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对 A ∈ A1 ⊗ · · · ⊗ An，规定

ν

A× ∏
k≥n+1

Xk

 := (µ1 ⊗ · · · ⊗ µn)(A). (11.5)

则这在 C 上定义了一个概率测度，并且它唯一延拓为

A :=
⊗
n≥1

An := σ(C)

上的概率测度。

这个结论是一般 Ionescu–Tulcea定理的一个特例；后者可用于在典范路径空间上构造 Markov
链。

定理 11.4 的证明。 第一步：定义相容。 若 A ∈ A1 ⊗ · · · ⊗ An，则

ν

A×Xn+1 ×
∏

k≥n+2

Xk


= (µ1 ⊗ · · · ⊗ µn+1)(A×Xn+1)

= (µ1 ⊗ · · · ⊗ µn)(A)µn+1(Xn+1)

= (µ1 ⊗ · · · ⊗ µn)(A).

所以用更多坐标表示同一柱集，不会改变 (11.5) 的值。

第二步：有限可加性。 任意有限多个柱集都可以提升到同一个有限坐标层级，即写成

A×Xn+1 ×Xn+2 × · · · , A ∈ A1 ⊗ · · · ⊗ An.

因此 C 是集合代数，而 ν 的有限可加性直接来自有限乘积测度的可加性；同时 ν(X) = 1。

第三步：验证 Carathéodory 延拓条件。对 p ∈ N 及固定前缀 (x1, . . . , xp) ∈ X1× · · · ×Xp，
在柱集上定义辅助概率测度 ν(x1,...,xp)。若

C = A×
∏

k≥n+1

Xk, A ∈ A1 ⊗ · · · ⊗ An,

则令

ν(x1,...,xp)(C) :=


1A(x1, . . . , xn), p ≥ n,∫
Xp+1×···×Xn

1A(x1, . . . , xn)
n∏

j=p+1

µj( dxj), p < n.

约定 p = 0 时 ν() = ν。这些辅助概率满足：若 p ≥ n，

ν(x1,...,xp)(C) = 1A(x1, . . . , xn),

并且对每个 p ∈ N、每个柱集 C，由 Fubini–Tonelli 定理，

ν(x1,...,xp)(C) =

∫
Xp+1

ν(x1,...,xp,xp+1)(C)µp+1( dxp+1). (11.6)
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设 (Cn)n≥1 ⊂ C 关于包含关系递减。数列 (ν(Cn)) 递减，故趋于某个 ` ≥ 0。假设 ` > 0。由
(11.6)，

ν(Cn) =

∫
X1

ν(x1)(Cn)µ1( dx1).

若对每个 x1，都有 ν(x1)(Cn) ↓ 0，则因这些函数被 1 控制，控制收敛定理将给出 ν(Cn)→ 0，
矛盾。因此存在 x1 ∈ X1，使

inf
n
ν(x1)(Cn) > 0.

再次使用 (11.6)，可选 x2 ∈ X2，使

inf
n
ν(x1,x2)(Cn) > 0.

如此递推，得到序列 (xp)p≥1，满足

inf
n
ν(x1,...,xp)(Cn) > 0 (p ≥ 1).

固定 n，把柱集写成

Cn = Arn ×
∏

k≥rn+1

Xk, Arn ∈ A1 ⊗ · · · ⊗ Arn .

对每个 p ≥ rn，
1Arn

(x1, . . . , xrn) = ν(x1,...,xp)(Cn) > 0.

所以 (xp)p≥1 ∈ Cn。这对每个 n 成立，因而⋂
n≥1

Cn 6= ∅.

我们已经证明：若递减柱集列的交为空，则 ν(Cn) ↓ 0。这正是有限测度在集合代数上的
Carathéodory 连续性条件。故 ν 唯一延拓为 σ(C) 上的概率测度。 □

11.5 练习

本节中，除非另有说明，(X,A, µ) 表示 σ-有限测度空间。

练习 11.1。 考虑测度空间 (R,B(R), λ) 与 (R,P(R), µ)，其中

µ(A) :=

0, A 可数,

+∞, A 不可数.

设 K ⊂ R 是不可数且 Lebesgue 测度为零的紧集，例如第 13 章的 Cantor 集，并令

C := {(x, y) ∈ R2 : x− y ∈ K}.

(a) 证明 C ∈ B(R)⊗ P(R)。
(b) 计算 ∫

R
λ( dx)

∫
R

1C(x, y)µ( dy),
∫
R
µ( dy)

∫
R

1C(x, y)λ( dx),

并作出结论。
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练习 11.2。 在 R 上定义

f(x) :=
∑
n≥1

d
dx

(
x

n2 + x2

)
.

(a) 证明广义积分
∫ +∞
0 f(x) dx 条件收敛，并求其值。

(b) 计算 ∑
n≥1

∫ +∞

0

d
dx

(
x

n2 + x2

)
dx,

并与 (a) 比较。

练习 11.3。 在 [0, 1]2 上定义

f(x, y) :=
x2 − y2

(x2 + y2)2
((x, y) 6= (0, 0)), f(0, 0) := 0.

(a) 计算 ∫ 1

0
dx
∫ 1

0
f(x, y) dy,

∫ 1

0
dy
∫ 1

0
f(x, y) dx.

(b) 推出 f /∈ L1
R([0, 1]

2)。

练习 11.4。 设 f ∈ L1
R,+(µ)，并设 g : R+ → R 是递增的 C1 函数，且 g(0) = 0。证明∫

X
g(f) dµ =

∫ +∞

0
g′(t)µ({f ≥ t}) dt.

练习 11.5。 设 µ, ν 是 B(R) 上的两个 σ-有限测度。
(a) 证明

D := {x ∈ R : µ({x}) > 0}

至多可数。
(b) 设 ∆ := {(x, x) : x ∈ R}。证明

(µ⊗ ν)(∆) =
∑
x∈R

µ({x})ν({x}).

练习 11.6。 设 f : R→ R+ 是非负 Borel 函数。
(a) 证明下图集合

Af := {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ y ≤ f(x)}

是 R2 的 Borel 集，并计算 λ2(Af )。
(b) 对图像

Gf := {(x, f(x)) : x ∈ R}

回答同样的问题。
(c) 推出

λ({x ∈ R : f(x) = y}) = 0 对λ( dy)-几乎每个y.
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练习 11.7。设 (R,A, µ) 是概率空间，f, g ∈ L1
R,+(µ)，并且 fg ∈ L1

R,+(µ)。若 f, g 同向单调，
证明 ∫

R
fg dµ ≥

(∫
R
f dµ

)(∫
R
g dµ

)
.

练习 11.8（Schwarz 定理）。 设 Ω ⊂ R2 为开集，f : Ω→ R 连续，并且混合偏导数

∂2f

∂x∂y
,

∂2f

∂y∂x

都在 Ω 上存在且连续。证明它们在 Ω 上相等。

练习 11.9。 设 a < b，f ∈ L1
R([a, b]

2)。
(a) 证明

I :=

∫ b

a
dx
∫ x

a
f(x, y) dy =

∫ b

a
dy
∫ b

y
f(x, y) dx.

(b) 若
f(x, y) = f(y, x) λ2-几乎处处,

证明

I =
1

2

∫
[a,b]2

f(x, y) dx dy.

练习 11.10（Basel 问题，第七种方法）。
(a) 用两种不同方法计算 ∫

R2
+

dx dy
(1 + y)(1 + x2y)

.

由此求出 ∫ +∞

0

lnx
x2 − 1

dx.

(b) 结合 (a) 与幂级数展开证明
+∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
=
π2

8
,

再把偶数项和奇数项分开，重新得到

+∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
.

练习 11.11。
(a) 借助函数

(x, y) 7−→ 1

1 + y cosx
计算 ∫ π

0

ln(1 + cosx)
cosx dx.
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(b) 证明对每个 y ≥ 0， ∫ π/2

0

cos2 x
1 + y cos2 x dx =

π

2
(
1 + y +

√
1 + y

) .
(c) 推出 ∫ π/2

0
ln(1 + cos2 x) dx

的值。

练习 11.12。 对 t ≥ 0，定义

f(t) :=

∫ +∞

0

sinx
x

e−tx dx, g(t) :=

∫ +∞

0

sin2 x
x2

e−tx dx.

(a) 证明 f 在 R∗
+ 上连续，g 在 R+ 上连续。

(b) 从恒等式
sinx
x

=

∫ 1

0
cos(xy) dy

出发，求出所有 t > 0 时的 f(t)。
(c) 从恒等式

sin2 x
x2

=

∫ 1

0

sin(2xy)
x

dy

出发，求出所有 t > 0 时的 g(t)。
(d) 推出 g(0) 的值。

练习 11.13。 回忆：对 f ∈ L1
R(R)，Fourier 变换定义为

f̂(t) :=

∫ +∞

−∞
f(x)e−itx dx.

(a) 对 a > 0，求函数 x 7→ e−a|x| 的 Fourier 变换。
(b) 对 a > 0，令

fa(t) :=

∫ +∞

−∞

e−itx

1 + x2
e−a|x| dx.

证明

fa(t) =

∫ +∞

−∞

a

a2 + (y + t)2
e−a|y| dy.

(c) 推出函数 x 7→ (1 + x2)−1 的 Fourier 变换。

练习 11.14（Hardy 不等式）。
(a) 设 (X,A, µ)、(Y,B, ν) 是 σ-有限测度空间，p ∈ [1,+∞)，ϕ ∈ L1

R(µ⊗ ν)，并定义

F (x) :=

∫
Y
ϕ(x, y)ν( dy) µ-几乎处处.
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证明

‖F‖Lp(µ) ≤
∫
Y
‖ϕ( cdot, y)‖Lp(µ) ν( dy).

(b) 推出：对 p ∈ (1,+∞)、f ∈ LpR(R+, λ)，函数

F (x) :=
1

x

∫ x

0
f(t) dt

满足 Hardy 不等式
‖F‖p ≤

p

p− 1
‖f‖p .

a

a校订注：原书 (b) 沿用 (a) 的 p ∈ [1,+∞)，但结论常数 p/(p− 1) 在 p = 1 时无定义，且 Hardy 不等式的该
形式在端点 p = 1 不成立。这里明确改为 1 < p < +∞。

练习 11.15（Hardy–Littlewood–Pólya 不等式）。 设 ϕ 是 R+ 上的递减函数，且 ϕ(x)→
0 (x→ +∞)。
(a) 设 f 是 R+ 上的非负 Borel 函数，

F (x) :=

∫ x

0
f(t) dt.

证明 Stieltjes 分部积分公式 ∫
R+

fϕ dλ =

∫
R+

F d(−ϕ),

其中 d(−ϕ) 是递增函数 −ϕ 对应的 Stieltjes 测度。
(b) 设 p > 1、1/p+ 1/q = 1，且 pa+ 1 > 0、qb+ 1 > 0。证明∫ +∞

0
xa+bϕ(x) dx ≤ (pa+ 1)1/p(qb+ 1)1/q

a+ b+ 1

×
(∫ +∞

0
xpaϕ(x) dx

)1/p(∫ +∞

0
xqbϕ(x) dx

)1/q

.

(c) 假设所有积分有限且 pa 6= qb。证明等号成立，当且仅当存在 c, x0 ≥ 0，使 ϕ = c 于
(0, x0)，且 ϕ = 0 于 (x0,+∞)。

练习 11.16（Pólya–Szegő 不等式）。 设 ϕ 在 [0, 1] 上递增。
(a) 假设 ϕ 非常值。对非负 Borel 函数 f，令 F (x) =

∫ x
0 f(t) dt。证明∫ 1

0
fϕ dλ =

∫ 1

0

(
cφF (1)− F

)
dϕ, cφ :=

ϕ(1)

ϕ(1)− ϕ(0)
.

(b) 在练习 11.15(b) 的参数条件下证明∫ 1

0
xa+bϕ(x) dx ≥ (pa+ 1)1/p(qb+ 1)1/q

a+ b+ 1

(∫ 1

0
xpaϕ(x) dx

)1/p(∫ 1

0
xqbϕ(x) dx

)1/q

.

(c) 若 pa 6= qb，证明等号成立，当且仅当 ϕ 在 (0, 1) 上为常数。
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练习 11.17。 在 ([0, 1],B([0, 1]), λ) 上工作。
(a) 对 f ∈ L2

R(λ)，定义

f̃(t) :=

∫
[0,t]

f dλ.

证明 f̃ ∈ C([0, 1],R)，且映射
f 7−→ f̃

从 (L2
R, ‖·‖2) 到 (C([0, 1],R), ‖·‖∞) 连续。

(b) 若 µ 是 [0, 1] 上的有限测度，证明 f̃ ∈ L1(µ)，并求出一个递减函数 P (µ)，使∫
[0,1]

f̃ dµ =

∫
[0,1]

fP (µ) dλ.

(c) 若 µ, ν 都是 [0, 1] 上的有限测度，证明∫
[0,1]

P (µ)P (ν) dλ =

∫
[0,1]2

min(s, t) d(µ⊗ ν)(s, t).

练习 11.18（Mellin 变换）。 设 f ∈ L1
C(R+, λ)，定义余弦 Fourier 变换

F(f)(y) :=
√

2

π

∫ +∞

0
f(x) cos(xy) dx.

若 Borel 函数 g : R+ → C 满足 y 7→ g(y)ys−1 对每个 s ∈ (0, 1) 可积（或具有条件收敛积分），
定义

M(g)(s) :=

∫ +∞

0
g(y)ys−1 dy, Γ(s) :=M(y 7→ e−y)(s).

固定 s ∈ (0, 1)。
(a) 令 P := {z ∈ C : Re z ≥ 0}。证明

z 7−→ zsM(y 7→ e−zy)(s), zs = esLog z,

在 P \ {0} 上连续、在其内部全纯，并推出它恒等于 Γ(s)。这里 Log 是主值对数。
(b) 假设

x 7→ f(x)x−s ∈ L1(R+), y 7→ F(f)(y)ys−1 ∈ L1(R+).

证明

M(F(f))(s) = lim
a→+∞

√
2

π

∫ +∞

0
f(x)x−sM(1[0,ax] cos)(s) dx.

(c) 推出

M(F(f))(s) =
√

2

π
Γ(s) cos

(πs
2

)
M(f)(1− s).

a

(d) 取 f(x) = e−x，并使用 (F ◦ F)(f) = f，证明余元公式

Γ(s)Γ(1− s) = π

sin(πs) .

a校订注：原文此式漏写因子 Γ(s)。由 (a) 中的 Laplace–Mellin 计算可直接得到该因子；补入后才能在 (d) 中
推出 Euler 余元公式。
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练习 11.19（Schur 不等式与 Hilbert 不等式）。 设 Borel 函数 K : R∗
+ × R∗

+ → R∗
+ 为 −1

次齐次，即
K(tx, ty) = t−1K(x, y),

并假设 t 7→ K(1, t) + K(t, 1) 在 R∗
+ 上有界。设 p, q > 1、1/p + 1/q = 1，f ∈ LpR,+(R+)、

g ∈ LqR,+(R+)。
(a) 证明 ∫

(R∗
+)2

f(x)g(y)K(x, y) dx dy =

∫ +∞

0
K(1, t)

(∫ +∞

0
f(x)g(tx) dx

)
dt.

(b) 推出 Schur 不等式 ∫
(R∗

+)2
f(x)g(y)K(x, y) dx dy ≤ I(q) ‖f‖p ‖g‖q ,

其中

I(q) :=

∫ +∞

0
t−1/qK(1, t) dt < +∞.

(c) 设 ϕ,ψ ∈ L1
R,+(R+)，并且对几乎每个 t > 0，存在 α(t) ≥ 0，使

ψ(tx) = α(t)ϕ(x) 对几乎每个x > 0.

证明 ϕ = 0 几乎处处。
(d) 推出：若 f, g 都不几乎处处为零，则 Schur 不等式严格。
(e) 证明 (S) 中的常数 I(q) 最优。a

(f) 对 (an) ∈ `pR,+、(bn) ∈ `qR,+，利用练习 11.18(d) 与练习 12.7(b) 的公式证明 Hilbert 不
等式 ∑

m,n≥1

ambn
m+ n

≤ π

sin(π/p)

∑
m≥1

apm

1/p∑
n≥1

bqn

1/q

.

a校订注：原文此处写成 I(p)，与 (S) 中常数 I(q) 的定义不一致；在未假设核 K 对称时，二者一般不相等，故
改为 I(q)。

练习 11.20。 对 0 ≤ a < b、n ≥ 1，令

In :=

∫ +∞

0

(
e−ax − e−bx

x

)n
dx.

(a) 证明
In =

∫
[a,b]n

dt1 · · · dtn
t1 + · · ·+ tn

.

(b) 求 I2 与 I3。

练习 11.21。 令

I :=

∫ +∞

0

arctan2 x
x2

dx.
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(a) 证明

I =

∫ +∞

0
arctan2(1/x) dx < +∞.

(b) 推出

I =

∫ +∞

0

ln(1 + x2)

1 + x2
dx.

(c) 证明对 x > 0，
arctan2 x

x2
=

(∫ 1

0

dy
1 + x2y2

)(∫ 1

0

dz
1 + x2z2

)
.

(d) 推出

I =

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ +∞

0

dx dy dz
(1 + x2y2)(1 + x2z2)

.

(e) 对 x ≥ 0、y 6= z ∈ (0, 1]，证明

1

(1 + x2y2)(1 + x2z2)
=

1

y2 − z2

(
y2

1 + x2y2
− z2

1 + x2z2

)
.

(f) 利用

arctanx = x

∫ 1

0

dt
1 + (tx)2

和 Fubini–Tonelli 定理，重新求出 I。

练习 11.22。设 (X,A, µ)是有限测度空间，(fn)n≥1 是非负可积函数列，并假设对每个 t ≥ 0，
数列 (µ({fn > t}))n≥1 递减。
(a) 证明

{(x, t) ∈ X × R+ : f1(x) > t} ∈ A ⊗ B(R+).

(b) 推出 t 7→ µ({f1 > t}) 是 Borel 可测函数，且∫ +∞

0
µ({f1 > t}) dt =

∫
X
f1 dµ.

(c) 令 gn := max1≤k≤n fk。证明 gn 可测，且

µ({gn > t}) ≤ nµ({f1 > t}).

(d) 证明
1

n

∫
X
gn dµ ≤

∫ +∞

0
min

(
µ(X)

n
, µ({f1 > t})

)
dt.

(e) 推出
1

n

∫
X
gn dµ −→ 0.

练习 11.23（Lebesgue 测度的刻画）。设 µ 是 Rd 上的 Borel 测度，并假设存在常数 cd，使
对任意中心 x ∈ Rd、半径 r > 0 的球都有

µ(B(x, r)) = cdr
d.
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记
vd := λd(B(0, 1)).

(a) 证明对每个 ϕ ∈ CK(Rd,R+)，∫
Rd

ϕ(x)λd( dx) =
vd
cd

∫
Rd

ϕ(y)µ( dy).

(b) 推出
µ =

cd
vd
λd.

271
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本章的主要目标，是在 (Rd,B(Rd), λd) 上的多重积分中建立一般变量替换定理。它与 Fubini
定理一道，构成显式计算多重积分的基本工具。

在此之前，我们先研究像测度。它可看成一种抽象的变量替换：给定从可测空间 (X,A) 到
(Y,B) 的可测映射 h，可以借助 h 把 X 上的测度搬运到 Y 上。这个概念在概率论中尤其重要，因
为随机变量的分布正是一个像测度。

12.1 像测度

定义 12.1。设 (X,A)、(Y,B) 是两个可测空间，h : (X,A)→ (Y,B) 可测，µ 是 (X,A) 上的
测度。对 B ∈ B 定义

ν(B) := µ
(
h−1(B)

)
.

则 ν 是 (Y,B) 上与 µ 具有相同总质量的测度，称为 µ 在 h 下的像测度，记作 h(µ)、µh，有
时也记作 µ ◦ h−1。

证明。首先 ν(∅) = µ(h−1(∅)) = 0。若 (Bn)n≥1 ⊂ B 两两不交，则 Hausdorff 公式给出

h−1(Bi) ∩ h−1(Bj) = ∅ (i 6= j), h−1

⋃
n≥1

Bn

 =
⋃
n≥1

h−1(Bn).

因此

ν

⋃
n≥1

Bn

 = µ

⋃
n≥1

h−1(Bn)

 =
∑
n≥1

µ(h−1(Bn)) =
∑
n≥1

ν(Bn).

所以 ν 确为测度，而且 ν(Y ) = µ(h−1(Y )) = µ(X)。 □

注。
• ν 实际上可以定义在一个可能比 B 更大的 σ-代数上，即第 4 章第 4.2.2 节定义的像 σ-代
数

{B ⊂ Y : h−1(B) ∈ A}.

这是使 h 从 (X,A) 出发可测的最大 σ-代数。
• 像测度是概率论的基本概念：随机变量的分布就是原概率测度在该随机变量下的像。

定理 12.1（转移定理）。设 µh 是 µ 在 h 下的像测度，f : (Y,B)→ K 可测。则 f 关于 µh 可
积，当且仅当 f ◦ h 关于 µ 可积；此时∫

Y
f dµh =

∫
X
f ◦ h dµ.

若 f ≥ 0，上述等式总是成立，等式两边允许取 +∞。
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证明。先设 f = 1B，其中 B ∈ B。则∫
Y
f dµh = µh(B) = µ(h−1(B)) =

∫
X

1h−1(B) dµ.

而 1h−1(B) = 1B ◦ h，故结论对示性函数成立。由线性性，等式推广到非负简单函数；再利用
基本逼近引理与 Beppo Levi 定理，推广到任意非负可测函数。最后分别对实值函数的正、负
部以及复值函数的实部、虚部应用所得结论，即得可积性等价关系及积分公式。 □

应用 12.1。 设 h : (X,A)→ (X,A)，并且测度 µ 在 h 下不变，即 µh = µ。则

∀f ∈ L1
K(µ),

∫
X
f dµ =

∫
X
f ◦ h dµ.

这就是第一种变量替换公式。

例。 按 Rd 上 Lebesgue 测度 λd 的定义，它在每个平移 τa : x 7→ x − a 下不变。事实上，对
任意 B ∈ B(Rd)，λd(a+B) = λd(B)，亦即 λd(τ

−1
a (B)) = λd(B)。因此

∀a ∈ Rd, ∀f ∈ L1
K(λd),

∫
Rd

f(x± a) dx =

∫
Rd

f(x) dx.

命题 12.1。 设 A ∈ GL(d,R)、b ∈ Rd。则

∀f ∈ L1
K(λd),

∫
Rd

f(Ax+ b) dx =
1

| detA|

∫
Rd

f(x) dx. (12.1)

该等式也适用于非负可测函数，并允许两边取 +∞。等价地，∫
Rd

f(x) dx =

∫
Rd

f(Au+ b)| detA| du. (12.2)

推论 12.1。设 A ∈ GL(d,R)、b ∈ Rd。Lebesgue测度在映射 x 7→ Ax+b下的像为 | detA|−1λd。

证明。把平移不变性应用于 x 7→ f(Ax) 与 a = A−1b，得到∫
Rd

f(Ax+ b) dx =

∫
Rd

f(A(x+A−1b)) dx =

∫
Rd

f(Ax) dx.

因此只需考虑 b = 0。令 ν := A(λd)。对任意 a ∈ Rd、B ∈ B(Rd)，

ν(a+B) = λd(A
−1a+A−1B) = λd(A

−1B) = ν(B),

故 ν 平移不变。
此外，0 < ν([0, 1]d) < +∞。有限性来自 A−1([0, 1]d) 的紧性。若它等于零，则

ν(Rd) ≤
∑
n∈Zd

ν(n+ [0, 1]d) = 0,

与 ν(Rd) = λd(Rd) = +∞矛盾。于是归一化测度 ν ′ := ν/ν([0, 1]d)平移不变，且 ν ′([0, 1]d) = 1。
由 Lebesgue 测度的刻画，存在 c > 0，使 ν = cλd。以下确定 c。
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若 A 正交，则它保持 Euclid 单位球不变，而单位球的 Lebesgue 测度为正（例如它包含
[0, 1/

√
d]d，其测度为 d−d/2 > 0），故 c = 1 = | detA|−1。

若 A 对称正定，则可写成 A = PDPT，其中 P ∈ O(d,R)，D = diag(α1, . . . , αd)，αi > 0。取
B = PD([0, 1]d)；由于 PD 是线性同胚，B = ((PD)−1)−1([0, 1]d) 是 Borel 集。由正交情形
可得

ν(B) = 1, λd(B) =
d∏
i=1

αi = detA.

所以 c = (detA)−1 = | detA|−1。
一般情形使用极分解 A = PS，其中 P ∈ O(d,R)、S = (ATA)1/2 对称正定。于是

ν(B) = λd(S
−1P−1B) = (detS)−1λd(P

−1B) = (detS)−1λd(B).

又 | detA| = detS，故 ν = | detA|−1λd。转移定理随即给出 (12.1)，而 (12.2) 只是同一公式
的改写。 □

12.2 一般变量替换定理

我们希望计算 ∫
D
f(x1, . . . , xd)λd( dx),

其中 D ⊂ Rd 是开集，f : Rd → K 为非负或可积的 Borel 函数。除了上一章的 Fubini 定理，另一
个核心工具就是变量替换定理：它把积分区域 D 搬运到与之微分同胚的另一个开集 ∆。

回顾与记号。
• 若 D ⊂ Rd 为开集，则

B(D) = {B ∈ B(Rd) : B ⊂ D}.

记 λD := 1Dλd，即 λd 在 D 上的限制。
• 若 ϕ : ∆→ D 在开集 ∆ ⊂ Rd 上可微，则 ϕ′(u) 是 Rd 上的线性映射，称

Jφ(u) := detϕ′(u)

为 ϕ 在 u 处的 Jacobian。
• 映射 ϕ : ∆ → D 称为 C1-微分同胚，是指它双射、在 ∆ 上属于 C1，并且 ϕ−1 在 D 上
也属于 C1。在 Rd 的开集上，连续可微等价于所有一阶偏导数处处存在且连续。

以下两个微分学结果将在本章直接使用。

定理 12.2（局部反函数定理）。设 ∆ ⊂ Rd 为开集，ϕ : ∆→ Rd 属于 C1。若 x ∈ ∆ 且 ϕ′(x)

可逆，则存在 x 在 ∆ 中的开邻域 Vx，使 ϕ|Vx 是从 Vx 到开集 ϕ(Vx) 的微分同胚。

定理 12.3。 设 ∆ ⊂ Rd 为开集。映射 ϕ : ∆ → Rd 是从 ∆ 到其像 D := ϕ(∆) 的 C1-微分同
胚，当且仅当：
(i) ϕ 在 ∆ 上单射；
(ii) ϕ ∈ C1(∆)；
(iii) 对每个 u ∈ ∆，ϕ′(u) 可逆，等价地 Jφ(u) 6= 0。
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此时 D 是 Rd 的开集，并且对每个 x ∈ D，

(ϕ−1)′(x) =
(
ϕ′(ϕ−1(x))

)−1
.

定理 12.4（变量替换定理）。 设 ϕ 是开集 ∆, D ⊂ Rd 之间的 C1-微分同胚。则以下三个命题
等价且成立：
(a)

λD = ϕ
(
|Jφ|λ∆

)
,

即 λD 是密度测度 |Jφ|λ∆ 在 ϕ 下的像。
(b) 对每个 Borel 函数 f : D → R+，∫

D
f(x) dx =

∫
∆
f(ϕ(u))|Jφ(u)| du ≤ +∞.

(c) 对每个 Borel 函数 f : D → K，f 在 D 上可积，当且仅当 (f ◦ϕ)|Jφ| 在 ∆ 上可积；此时∫
D
f(x) dx =

∫
∆
f(ϕ(u))|Jφ(u)| du. (12.3)

命题 (a) 与 (c) 的等价性由定理 12.1 立即得到。真正困难的是证明其中任一命题；核心做法
是把 ∆ 细分为足够小的超立方体，再用有限增量公式把 ϕ 在局部替换成其微分。

应用变量替换时，必须认真验证 ϕ 确实是微分同胚，尤其要验证单射性。区域 ∆ 的选择往往
正由这一点决定。仅有 ϕ ∈ C1(∆) 及 Jφ 6= 0 并不足以推出全局微分同胚；例如 ϕ(u) = u2 在 R∗

上处处 Jacobian 非零，却不是单射。
若待积区域是闭集或紧集 F，通常先寻找开集 D，使 F = D 且 λd(F \ D) = 0，再应用定

理。一般闭集的边界当然未必为零测集。实际计算中也经常把变量替换定理与 Fubini 定理结合使
用，后面的应用将反复展示这一点。

启发式说明。下面先从几何直观解释公式。用两两不交、边长很小的半开超立方体 (Ci)i 覆盖
∆，记 ui 为 Ci 的中心。由于 ϕ 双射，D = ϕ(∆) 是 ϕ(Ci) 的不交并。对非负或有界的 Borel
函数 f，形式上有 ∫

D
f(x) dx ≈

∑
i

f(ϕ(ui))λd(ϕ(Ci)).

当 Ci 足够小时，有限增量公式给出

ϕ(Ci) ≈ {ϕ(ui) + ϕ′(ui)(u− ui) : u ∈ Ci}.

令 Ai = (ϕ′(ui))
−1。由平移不变性和推论 12.1，

λd(ϕ(Ci)) ≈ λd(ϕ′(ui)(Ci − ui))
= Ai(λd)(Ci − ui)
= | detAi|−1λd(Ci − ui) = | detϕ′(ui)|λd(Ci).

因此 ∫
D
f(x) dx ≈

∑
i

f(ϕ(ui))| detϕ′(ui)|λd(Ci) ≈
∫
∆
(f ◦ ϕ)(u)|Jφ(u)| du.

严格证明所做的，正是把这段局部线性化与求和过程精确化。
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定理 12.4(a) 的证明。 对 x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd，本证明使用最大范数

‖x‖∞ := max
1≤i≤d

|xi|,

并记
Qa,δ := {u ∈ Rd : ‖u− a‖∞ ≤ δ}

为中心 a、边长 2δ 的闭超立方体。若 A ⊂ Rd，记 ∂A := A \A◦。
由于 ϕ−1 是 Borel 映射，可以定义像测度 ϕ−1(λD)。只需证明

ϕ−1(λD) = |Jφ|λ∆. (12.4a)

事实上，对等式两边再取 ϕ 下的像，左端变成 (ϕ ◦ ϕ−1)(λD) = λD。令 µ := ϕ−1(λD)，则对
A ∈ B(∆)，

µ(A) = λD(ϕ(A)).

所以目标等价于

∀A ∈ B(∆), µ(A) =

∫
A
|Jφ(u)| du. (12.4b)

步骤 1：局部体积比。 对任意 u0 ∈ ∆ 与 ε > 0，存在 δ > 0，使每个满足 u0 ∈ Qa,η ⊂ ∆、
0 < η < δ 的超立方体都有 ∣∣∣∣ µ(Qa,η)λd(Qa,η)

− |Jφ(u0)|
∣∣∣∣ < ε. (12.4c)

先考虑 u0 = 0、ϕ(0) = 0、ϕ′(0) = Id 的情形。选 ε0 > 0，使 (1 + ε0)
d < 1 + ε。由有限增量

公式作用于 ϕ 与 ϕ−1，可取 δ > 0，使

‖ϕ(u)− u‖∞ ≤
ε0
2
‖u‖∞ ,

∥∥ϕ−1(u)− u
∥∥
∞ ≤

ε0
2
‖u‖∞

在相应的 δ-邻域内成立。若 0 ∈ Qa,η ⊂ ∆、η < δ，则

‖ϕ(u)− a‖∞ ≤ (1 + ε0)η (u ∈ Qa,η),

从而
Qa,η/(1+ε0) ⊂ ϕ(Qa,η) ⊂ Qa,(1+ε0)η.

因为 λd(Qa,η) = (2η)d，所以

1− ε < 1

(1 + ε0)d
≤ λd(ϕ(Qa,η))

λd(Qa,η)
≤ (1 + ε0)

d < 1 + ε.

这就证明了标准化情形。
一般情形令

ψ(u) := ϕ′(u0)
−1
(
ϕ(u+ u0)− ϕ(u0)

)
.

它是从 ∆0 = −u0 + ∆ 到 D0 = ϕ′(u0)
−1(−ϕ(u0) + D) 的微分同胚，并满足 ψ(0) = 0、

ψ′(0) = Id。由命题 12.1，

µ(Qa,η)

λd(Qa,η)
= |Jφ(u0)|

λd(ψ(−u0 +Qa,η))

λd(−u0 +Qa,η)
.

对 ψ 应用标准化情形，便得到 (12.4c)。
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步骤 2：超立方体上的一个方向不等式。 对每个 Q ⊂ ∆，证明

µ(Q) ≤
∫
Q
|Jφ(u)| du. (12.4d)

记

m(Q) := µ(Q)−
∫
Q
|Jφ(u)| du.

反设存在 Q(0) ⊂ ∆ 使 m(Q(0)) > 0。把它等分成 2d 个边长减半的闭超立方体 Q
(0)
k 。因为 µ

次可加，而不同小立方体的交集是 Lebesgue 零测集，故

m(Q(0)) ≤
2d∑
k=1

m(Q
(0)
k ).

于是其中至少有一个，记作 Q(1)，满足

m(Q(1)) ≥ m(Q(0))

2d
, λd(Q

(1)) =
λd(Q

(0))

2d
.

迭代可得闭超立方体降链 (Q(n))n≥0，满足

m(Q(n+1)) ≥ m(Q(n))

2d
, λd(Q

(n+1)) =
λd(Q

(n))

2d
. (12.4)

其直径趋于零，故由闭集套定理
⋂
nQ

(n) = {u∞}。步骤 1 与 Jφ 的连续性分别给出

µ(Q(n))

λd(Q(n))
−→ |Jφ(u∞)|, 1

λd(Q(n))

∫
Q(n)

|Jφ(u)| du −→ |Jφ(u∞)|.

所以 m(Q(n))/λd(Q
(n))→ 0。但 (12.4)又说明该比值序列递增，且首项为正，矛盾。故 (12.4d)

成立。
步骤 3：µ 不给超立方体边界赋质量。 边界 ∂Qa,δ 是 2d 个超平面片

Ci,ϵ := {u : ui = ai + εδ, max
j ̸=i
|uj − aj | ≤ δ}, ε ∈ {−1, 1},

的并。对每个 n ≥ 1，Ci,ϵ 包含于厚度为 1/n 的长方体片中；该片最多可由 O(nd−1) 个体积为
n−d 的小超立方体覆盖。步骤 2 与 |Jφ| 在固定紧邻域上的有界性给出

µ(Ci,ϵ) = O(n−1).

令 n→∞，得到 µ(Ci,ϵ) = 0，因而

µ(∂Qa,δ) = 0, µ(Qa,δ) = µ(Q◦
a,δ). (12.4e)

步骤 4：超立方体上取等。 若某个 Q(0) ⊂ ∆ 满足 m(Q(0)) < 0，仍使用步骤 2 的二分构造。
由步骤 3，各小立方体的内部关于 µ 可加，从而

m(Q(0)) ≥
2d∑
k=1

m(Q
(0)
k ).

因此可取 Q(1) ⊂ Q(0)，使

m(Q(1)) ≤ m(Q(0))

2d
, λd(Q

(1)) =
λd(Q

(0))

2d
.
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如步骤 2 一样迭代，又会与步骤 1 矛盾。所以

µ(Q) =

∫
Q
|Jφ(u)| du

对每个 Q ⊂ ∆ 成立。
步骤 5：推广到任意 Borel 集。 取一族逐级细分的网格，使第 n 层由边长 2−n 的闭超立方
体 (Q

(n)
k )k∈N 构成；其内部两两不交，每个第 n 层立方体都由有限个第 n + 1 层立方体组成。

对开集 O ⊂ ∆，令
An :=

⋃
Q

(n+1)
k ⊂O

Q
(n+1)
k .

则 An ↑ O。由步骤 3、4 及测度从下连续性，

µ(O) =

∫
O
|Jφ(u)| du.

最后以开集族作为决定类，并用 (−p, p)d ∩∆ ↑ ∆ 提供有限测度穷竭，由测度唯一性定理得到
(12.4b) 对所有 A ∈ B(∆) 成立。定理得证。 □

应用 12.2（R2 上的极坐标）。 极坐标变换是微分同胚

ϕ : R∗
+ × (−π, π) −→ R2 \ (R− × {0}),

(r, θ) 7−→ (r cos θ, r sin θ).
(12.5)

其逆映射为

ϕ−1(x1, x2) =

(√
x21 + x22,Arg(x1 + ix2)

)
,

其中主辐角取值于 [−π, π)。并且

ϕ′(r, θ) =

(
cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

)
, Jφ(r, θ) = r.

由于 λ2(R− × {0}) = 0，对每个 f ∈ L1
K(R2)，∫

R2

f(x) dx =

∫ +∞

0

∫ π

−π
f(r cos θ, r sin θ)r dθ dr.

由 Fubini–Lebesgue 定理，两种积分次序均可使用。

注。 若把 (12.5) 的同一公式扩展到 R∗
+ × R，那么 ϕ ∈ C1 且 Jφ = r 6= 0，但 ϕ 因角度的周

期性而不是单射。这再次说明定理 12.3 中全局单射假设不可省略。为了使主辐角连续，(12.5)
的像中必须删去负实半轴。

应用 12.3。
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(a) Gaussian 积分。由 Fubini–Tonelli 定理与极坐标变换，(∫ +∞

0
e−x

2 dx
)2

=

∫
R2
+

e−(x2+y2) dx dy

=

∫ π/2

0

∫ +∞

0
e−r

2
r dr dθ = π

4
.

因此 ∫ +∞

0
e−x

2 dx =

√
π

2
.

更一般地，若 α ∈ C、Reα > 0，则∫ +∞

0
e−αx

2 dx =

√
π

2
√
α
,

其中
√
α取主值。事实上，若 F (α) =

∫∞
0 e−αx

2 dx，同样的二维计算给出 F (α)2 = π/(4α)。
在右半平面的任意闭子区域 {Reα ≥ a} 上，被积函数都由 e−ax

2 控制，故参数积分连续
性定理说明 F 在连通的右半平面连续。由 F (1) > 0 选定正确的平方根分支，便得到所
述公式。

(b) Euclid 单位球的体积。 令

Bd := {x ∈ Rd : x21 + · · ·+ x2d ≤ 1}, vd := λd(Bd).

对 d ≥ 2，先对前 d− 2 个变量积分，再对最后两个变量用极坐标，得到

vd = vd−2

∫
x2d−1+x

2
d≤1

(1− x2d−1 − x2d)(d−2)/2 dxd−1 dxd

= 2πvd−2

∫ 1

0
(1− r2)(d−2)/2r dr = 2π

d
vd−2.

取约定 v0 = 1，又 v1 = 2，可得

vd =


πd/2

(d/2)!
, d 为偶数,

2dπ(d−1)/2((d− 1)/2)!

d!
, d 为奇数.

(c) 微分同胚像的体积。 若 ϕ : ∆→ D 是 C1-微分同胚，则

Vol(ϕ(∆)) =

∫
∆
|Jφ(u)| du.

(d) Guldin 第一公式。在 R3 中，设 P = {(u, v, 0) : u, v ∈ R}，并令 S ⊂ {(u, v, 0) : u > 0}
为 Borel 集，满足 0 < λ2(S) < ∞。把 S 绕 v-轴旋转所得立体记为 V。均匀薄片 S 的
重心 G = (uG, vG, 0) 定义为

(uG, vG, 0) =
1

λ2(S)

∫
S
(u, v, 0) du dv.

则
λ3(V ) = 2πuGλ2(S).

也就是说，旋转体体积等于生成平面图形的面积乘以重心所走圆周的长度。
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确实，柱坐标映射
Φ(θ, u, v) = (u cos θ, u sin θ, v)

是从 (−π, π)×R∗
+×R 到删去一个半平面的 C1-微分同胚，且 JΦ = u。端面 {π}×S 的

像是零测集，故变量替换与 Fubini–Tonelli 定理给出

λ3(V ) =

∫
(−π,π)×S

u dθ du dv = 2π

∫
S
u du dv = 2πuGλ2(S).

注。 一维紧区间上的初等变量替换公式，本质上是定理 12.4 的特例。若 f : [a, b] → R 连续，
ϕ : [β, α]→ [a, b] 是 C1-微分同胚，且 ϕ(α) = a、ϕ(β) = b，则 ϕ 递减，ϕ′ ≤ 0，并且∫ b

a
f(x) dx =

∫ β

α
f(ϕ(u))ϕ′(u) du =

∫ α

β
f(ϕ(u))|ϕ′(u)| du.

定理 12.4 也显然包含命题 12.1：对仿射微分同胚 ϕ(u) = Au+ b 应用公式即可。

12.3 应用：Brouwer 拓扑度

极坐标的例子说明，Jacobian 处处非零并不保证映射单射；不过在那个例子中，删去一个
Lebesgue 零测集后便得到微分同胚。本节用拓扑度进一步研究 Jacobian 非退化与单射性的关系。
这里不发展拓扑度的一般理论，只讨论它与变量替换直接相关的部分；完整理论可参阅原书文献
[29]。
本节中 | · | 始终表示 Rd 上的 Euclid 范数，λd( dx) 简写为 dx。若 O ⊂ Rd 为开集、E 是有

限维实向量空间，记

CnK(O,E) := {φ ∈ Cn(O,E) : suppφ 是包含于O 的紧集}.

以下除非另有说明，Ω ⊂ Rd 是非空有界开集，

f ∈ C(Ω,Rd) ∩ C1(Ω,Rd), 0 /∈ f(∂Ω),

并记

εf := dist(0, f(∂Ω)) > 0.

命题—定义 12.2。 对每个 φ ∈ CK((0, εf ),R)，定义

dΩ(f, φ) :=

∫
Ω
φ(|f(x)|)Jf (x) dx.

则

dΩ(f, φ) = dΩ(f)

∫
Rd

φ(|x|) dx, (12.6)

其中数 dΩ(f) 与 φ 无关，称为映射 f 关于开集 Ω 的拓扑度。

证明该命题要用到下面这个 Stokes 公式的特例。
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引理 12.1。 若 ψ ∈ C1
K(Ω,R)，则∫

Ω

∂ψ

∂xi
(x) dx = 0, 1 ≤ i ≤ d. (12.7)

a

a校订注：原文把指标上界写成 n，但本节空间维数记作 d，且 C1
K 中不存在可充当上界的 n；故改为 1 ≤ i ≤ d。

证明。偏导数 ∂iψ 在 Rd 上可积。由 Fubini 定理，∫
Ω
∂iψ(x) dx =

∫
Rd−1

(∫
R
∂iψ(x) dxi

)
dx1 · · · dxi−1 dxi+1 · · · dxd

=

∫
Rd−1

[ψ(x)]xi=+∞
xi=−∞ dx1 · · · dxi−1 dxi+1 · · · dxd = 0,

因为 ψ 具有紧支撑。 □

命题 12.2 的证明。 为避免与本章主旨无关的多重线性代数技术，原书只证明 d = 2 的情形；
一般证明见 [29]。只需证明∫

R2

φ(|x|) dx = 0 =⇒ dΩ(f, φ) = 0. (12.6a)

这会说明，只要分母不为零，比值
dΩ(f, φ)∫

R2 φ(|x|) dx

与 φ 无关。
设 φ ∈ CK(R∗

+,R)，suppφ ⊂ [a, b] ⊂ (0, εf )，且
∫
R2 φ(|x|) dx = 0。证明分四步。

步骤 1：supp(φ ◦ |f |) 紧含于 Ω。 由 f 在 Ω 上的一致连续性，存在 δ > 0，使当 x ∈ Ω、
dist(x, ∂Ω) < δ 时，

dist(f(x), f(∂Ω)) < εf − b.

三角不等式给出
|f(x)| ≥ dist(0, f(∂Ω))− dist(f(x), f(∂Ω)) > b,

故此时 φ(|f(x)|) = 0。所以

supp(φ ◦ |f |) ⊂ {x ∈ Ω : dist(x, ∂Ω) ≥ δ},

右端为 Ω 中的紧集。
步骤 2：把径向函数写成散度。 极坐标变换给出

2π

∫ b

a
φ(r)r dr =

∫
R2

φ(|x|) dx = 0.

定义

θ(r) :=
1

r2

∫ r

0
uφ(u) du.

则 θ ∈ C1
K(R+)，其支撑包含于 [a, b]，并满足

rθ′(r) + 2θ(r) = φ(r).
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令 Ψ(y) = θ(|y|)y。它属于 C1(R2,R2)，而且

divΨ(y) = |y|θ′(|y|) + 2θ(|y|) = φ(|y|).

步骤 3：先设 f ∈ C2(Ω,R2)。 写 f = (f1, f2)、Ψ = (Ψ1,Ψ2)，并令

Φ := (∂2f2Ψ1(f)− ∂2f1Ψ2(f), ∂1f1Ψ2(f)− ∂1f2Ψ1(f)) .

利用混合偏导相等和链式法则，直接计算得

divΦ = (divΨ)(f)Jf = (φ ◦ |f |)Jf .

由步骤 1、2，Φ ∈ C1
K(Ω,R2)。因此引理 12.1 给出

dΩ(f, φ) =

∫
Ω
divΦ(x) dx = 0.

步骤 4：推广到 f ∈ C1(Ω,R2)。 由步骤 1，可取开集 ω，使

supp(φ ◦ |f |) ⊂ ω ⊂ ω ⊂ Ω.

用卷积正则化（见定理 14.8）构造 fk ∈ C2
K(R2,R2)，使

supp(φ ◦ |fk|) ⊂ ω, ‖fk − f‖L∞(ω) + ‖Dfk −Df‖L∞(ω) −→ 0.

步骤 3 给出 dΩ(fk, φ) = 0。而 (φ ◦ |fk|)Jfk 在 ω 上一致收敛于 (φ ◦ |f |)Jf，故令 k →∞ 即得
(12.6a)。 □

在附加条件下，拓扑度可由 Jacobian 简单表示。

命题 12.3。
(a) 若 Jf 在 Ω 上保持同号，或者 1{0<|f |<εf}Jf ∈ L

1(Ω)，则

dΩ(f) =
1

εdfvd

∫
Ω

1{0<|f |<εf}(x)Jf (x) dx, (12.8)

其中 vd 是 Rd 中 Euclid 单位球的体积。
(b) 若 0 /∈ f(Ω)，则 dΩ(f) = 0。
(c) 令 S := {x ∈ Ω : Jf (x) = 0}。若 0 /∈ f(S)，则 f−1({0}) 为有限集，并且

dΩ(f) =
∑

x∈f−1({0})

sgn(Jf (x)), (12.9)

空和约定为 0。

注。 由 (c) 立刻得到：若 Jf 在 Ω 上处处非零且保持同号，则

|dΩ(f)| =
1

εdfvd

∫
Ω

1{0<|f |<εf}(x)|Jf (x)| dx = Card(f−1({0})).

换言之，f 在 Ω 中恰有 |dΩ(f)| 个零点。
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证明。(a) 先设 Jf ≥ 0。取 φk ∈ CK((0, εf ),R+)，使 0 ≤ φk ≤ 1 且 φk ↑ 1 于 (0, εf )。由
Beppo Levi 定理， ∫

Ω
φk(|f(x)|)Jf (x) dx −→

∫
Ω

1{0<|f |<εf}Jf dx,

同时 ∫
Rd

φk(|x|) dx −→ λd({0 < |x| < εf}) = εdfvd.

结合 (12.6) 即得 (12.8)。Jf ≤ 0 时同理；若只假设相应函数可积，则以控制收敛定理代替
Beppo Levi 定理。
(b)因 f(Ω)紧且不含 0，令 δ := dist(0, f(Ω)) > 0。取非零的 φ ∈ CK((0, δ),R+)，则 φ(|f |) = 0

于 Ω。由 (12.6)，
0 = dΩ(f)

∫
Rd

φ(|x|) dx.

右端第二个因子为正，故 dΩ(f) = 0。
(c) 若零点集为空，结论由 (b) 得到。否则，对每个 x ∈ f−1({0})，有 Jf (x) 6= 0。局部反函数
定理给出以 x 为中心的小开球，在其中 f 是微分同胚。因此各零点孤立；又零点不能在边界
附近聚集，所以零点集有限，记为 {x1, . . . , xp}。
可取闭包两两不交的小开球 ωi ⋐ Ω，使 f |ωi 是微分同胚，并且 f(∂ωi) ∩ f(ωi) = ∅。每个
f(ωi) 都包含以 0 为心、半径 εi > 0 的开球。令

δ := min(εf , ε1, . . . , εp),

并取 φ ∈ C1
K((0, δ),R)，使

∫
Rd φ(|x|) dx = 1。

在每个 ωi 上应用变量替换定理。因为 Jf 在该连通小球上不变号，且 φ(|y|) 在 f(ωi) 外为零，
所以 ∫

ωi

φ(|f(x)|)Jf (x) dx = sgn(Jf (xi))
∫
Rd

φ(|y|) dy = sgn(Jf (xi)). (12.9a)

令 Ω0 := Ω \
⋃p
i=1 ωi。这是开集，且 0 /∈ f(Ω0)。又 dist(0, f(∂Ω0)) ≥ δ，故由 (b) 与 (12.6)，∫

Ω0

φ(|f(x)|)Jf (x) dx = 0. (12.9b)

各球面是 Lebesgue 零测集。把 (12.9a)、(12.9b) 相加，即得 (12.9)。a □
a校订注：原文在此直接把拓扑度写在 Ω \ ω 上，其中 ω 是开球之并；该差集一般不是开集，而拓扑度此前只

对开集定义。这里改用开集 Ω \
⋃

i ωi，球面零测性保证积分分解与原论证相同。

推论 12.2。
(a) 设 f ∈ C(Ω,Rd) ∩ C1(Ω,Rd)，Jf 在 Ω 上处处非零且保持同号。则

y 7−→ Card(f−1({y}))

在开集 Rd \ f(∂Ω) 的每个连通分支上为有限常数。
(b) 再假设 f(Ω) 包含于 Rd \ f(∂Ω) 的某个连通分支 Λ，并且存在 y0 ∈ Λ 使 f−1({y0}) 为单
点集。则 f 是从 Ω 到 Λ 的 C1-微分同胚。
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证明。对 y ∈ Rd \ f(∂Ω)，令

εf−y := dist(0, f(∂Ω)− y).

该函数在此开集上连续且严格为正。固定 y0，可取其紧邻域 V0 与 ε0 > 0，使 εf−y ≥ ε0 对
y ∈ V0 成立。再取 φ0 ∈ C1

K((0, ε0),R)，满足
∫
Rd φ0(|x|) dx = 1。

所有 y ∈ V0 对应的 supp(φ0 ◦ |f − y|) 都包含于某个固定紧集 K0 ⋐ Ω。由 (12.6)，

dΩ(f − y) =
∫
K0

φ0(|f(x)− y|)Jf (x) dx.

被积函数在紧集 K0× V0 上连续有界，所以参数积分连续性定理说明 y 7→ dΩ(f − y) 连续。由
(12.9) 及 Jf 保持同号，

|dΩ(f − y)| = Card(f−1({y})) <∞.

因此这个整数值函数连续，必在每个连通分支上为常数，证明了 (a)。
在 (b) 的假设下，对每个 y ∈ Λ，(a) 给出

Card(f−1({y})) = Card(f−1({y0})) = 1.

结合 f(Ω) ⊂ Λ，可知 f : Ω→ Λ 双射；再由 Jf 6= 0 与定理 12.3，f 是 C1-微分同胚。 □

应用 12.4。 设 f ∈ C(Ω,Rd) ∩ C1(Ω,Rd)，并满足

min
x∈∂Ω

|f(x)| = 1, 0 < Jf (x) ≤ 1 (x ∈ Ω).

令闭单位球 Bd = {x : |x| ≤ 1}，开单位球 B◦
d = {x : |x| < 1}。

(a) 若 λd(Ω) < λd(Bd)，则 |f(x)| ≥ 1 对所有 x ∈ Ω 成立。
(b) 若 λd(Ω) = λd(Bd)，且存在 x0 ∈ Ω 使 |f(x0)| < 1，则 f 是从 Ω 到 B◦

d 的 C1-微分同胚，
且 Jf ≡ 1 于 Ω。

a

a校订注：原文 (b) 写“微分同胚到 Bd”，但本章前面把 Bd 定义为闭单位球；开集 Ω 不可能与闭球微分同胚。
原证明实际使用 f(Ω) ⊂ B◦

d，故结论明确改为开单位球。

证明。这里 εf = 1。命题 12.3 的 (12.8)、(12.9) 给出

dΩ(f) = Card(f−1({0})) = 1

λd(Bd)

∫
Ω

1{0<|f |<1}(x)Jf (x) dx ≤
λd(Ω)

λd(Bd)
. (12.10)

若 λd(Ω) < λd(Bd)，(12.10) 左端是非负整数，故只能为零。于是 λd({0 < |f | < 1}) = 0。结
合 Jf > 0 给出的局部开映射性质及 f 的连续性，可得 |f | ≥ 1 于 Ω。
现在设两体积相等，且某个内点满足 |f(x0)| < 1。由局部开映射性质，{0 < |f | < 1} 是非空
开集，故 (12.10) 中

1 ≤ Card(f−1({0})) ≤ 1.

所有不等式均取等。于是 1{0<|f |<1}Jf = 1几乎处处；由连续性，Jf ≡ 1，并且 f(Ω) ⊂ B◦
d。开球

B◦
d 是 Rd \ f(∂Ω) 的连通分支，其中 0 的原像恰有一个点。推论 12.2(b) 因而说明 f : Ω→ B◦

d

是微分同胚。 □
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应用 12.5。 设 Ω ⊂ Rd 是非空有界连通开集，满足 Rd \ Ω 连通且 (Ω)◦ = Ω。若

f ∈ C(Ω,Rd) ∩ C1(Ω,Rd), f(∂Ω) ⊂ ∂Ω, Jf 6= 0 于Ω,

并且存在 y0 ∈ Rd 使 f−1({y0}) 为单点集，则 f 是 Ω 到自身的 C1-微分同胚。

证明。因 Ω 连通且 Jf 连续不为零，Jf 在 Ω 上保持同号。由 f(∂Ω) ⊂ ∂Ω 及推论 12.2(a)，
y 7→ Card(f−1({y})) 在 Rd \ ∂Ω 的两个连通分支 Ω 与 Rd \ Ω 上分别为常数。
因为 f(Ω) 有界，而 Rd \ Ω 无界，外部连通分支不可能全含于 f(Ω)，故其每一点的原像数都
为零。因此 f(Ω) ⊂ Ω。又 f(Ω) 是开集，且 (Ω)◦ = Ω，所以 f(Ω) ⊂ Ω。假设中的 y0 因而属
于 Ω。推论 12.2(a) 再给出

Card(f−1({y})) = 1 (y ∈ Ω).

所以 f : Ω→ Ω 双射；由定理 12.3，它是 C1-微分同胚。 □

12.4 练习

以下 ∆, D 均表示 Rd 中的开集，d ≥ 1，并配备 Lebesgue 测度 λd。

练习 12.1。 设 ϕ : ∆→ Rd 连续，并且 ϕ|∆ 是 ∆ 到 D 的同胚。
(a) 证明 ϕ(∂∆) ⊂ ∂D。
(b) 证明：若 ∆ 有界，则 ϕ(∂∆) = ∂D。

练习 12.2。 设 ϕ 是 ∆ 到 D 的 C1-微分同胚，Jacobian 为 Jφ。
(a) 证明 Jφ 在 ∆ 上可积，当且仅当 λd(D) < +∞。
(b) 证明 Jφ 在 ∆ 上有界，当且仅当存在 c > 0，使对每个开集 Ω ⊂ ∆，

λd(ϕ(Ω)) ≤ cλd(Ω).

练习 12.3（Basel 问题，第八种方法）。本题取自 T. M. Apostol 的文章 “A proof that Euler
missed. Evaluating ζ(2) the easy way”，Math. Intelligencer 5 (1983), 59–60。
(a) 证明 ∫

[0,1]2

dx dy
1− xy

=
∑
n≥1

1

n2
.

(b) 作变量替换 (x, y) = (cos θ − t, cos θ + t)，证明∫
[0,1]2

dx dy
1− xy

= 4

∫ π/2

0

(∫ min(cos θ,1−cos θ)

0

dt
t2 + sin2 θ

)
sin θ dθ.

(c) 由此推出 ∑
n≥1

1

n2
=
π2

6
.
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练习 12.4。 给定 a, b ∈ R，定义

ϕa,b : R2 → R2, ϕa,b(u, v) = (u+ a sin v, v + b sinu).

(a) 给出 a, b 的充要条件，使 ϕa,b 是 R2 到其像的 C1-微分同胚。
(b) 证明在该条件下，ϕa,b(R2) = R2。
(c) 若 Ω ⊂ R2 为开集，计算

lim
|(a,b)|→0

λ2(ϕa,b(Ω)).

练习 12.5。 令

∆ = (0, 1)2 × (−π, π), ϕ(u, v, w) = (u, uv cosw, v sinw).

(a) 证明 ϕ 是 ∆ 到其像的 C1-微分同胚。
(b) 计算 λ3(ϕ(∆))。

练习 12.6。
(a) 对映射

ϕ(u, v) = (u2 + v2, 2uv),

求 (R∗
+)

2 中最大的连通开集 ∆, D，使 ϕ 是 ∆ 到 D 的 C1-微分同胚。
(b) 由此计算 ∫

R2
+

|u4 − v4|e−(u+v)2 du dv.

练习 12.7（广义余元公式）。 对 a, b > 0，定义

Γ(a) :=

∫ +∞

0
ta−1e−t dt, B(a, b) :=

∫ 1

0
ta−1(1− t)b−1 dt.

(a) 证明
Γ(a)Γ(b) = 4

∫
R2
+

e−(u2+v2)u2a−1v2b−1 du dv.

(b) 推出广义余元公式
B(a, b) =

Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)
.

练习 12.8。 利用变量替换
(x, y, z) = (

√
vw,
√
uw,
√
uv),

计算下列区域的 Lebesgue 测度：
(a)

{(u, v, w) ∈ R3 : u, v, w > 0, uv < 1, uw < 1, vw < 1};

(b)
{(u, v, w) ∈ R3 : u, v, w > 0, uv + uw + vw < 1}.
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练习 12.9（应用 12.3 的推广）。设 A ∈ Rd×d、d ≥ 1，且 A为实对称半正定矩阵，即 Ax ·x ≥ 0

对所有 x ∈ Rd 成立。
(a) 证明

IA :=

∫
Rd

e−Ax·x dx =
πd/2√
detA

∈ [0,+∞],

其中当 detA = 0 时右端按 +∞ 理解。
(b) 给出 IA < +∞ 的充要条件。
(c) 若 A 正定、z ∈ C 且 Re z > 0，证明

IA(z) :=

∫
Rd

e−zAx·x dx =

(√
π√
z

)d
1√
detA

,

其中
√
z 取主值。

练习 12.10。 设 f ∈ C2(R∗
+) 为凸函数，即 f ′′ ≥ 0。对 d ≥ 3，定义

I(y) :=

∫
Rd

f ′′(|x− y|)
|x− y| |x|d−2

dx,

其中 | · | 表示 Euclid 范数。
(a) 证明下列极限存在，并满足

` := lim
t→0+

f(t) > −∞, `′ := lim
t→+∞

f ′(t) > −∞.

(b) 给定 ρ ≥ 0，用 `, `′ 和 f(ρ) 表示∫ +∞

0

(
f ′(r + ρ)− f ′(|r − ρ|)

)
dr.

(c) 证明 I(y) 只依赖于 |y|。
(d) 由此求出 I(y)。

练习 12.11。 在 Rd 上使用最大范数 ‖x‖∞ = max1≤i≤d |xi|，记 Qa,r 为该范数下中心 a、半
径 r 的球。设 ∆ ⊂ Rd 为有界开集，ϕ ∈ C1(∆,Rd)。
(a) 证明对每个开集 Ω ⊂ ∆，ϕ(Ω) 是 Rd 的 Borel 集。
(b) 设 A ∈Md(R) 且 detA = 0。证明存在 cA > 0，使对每个紧集 K ⊂ Rd 与每个 r > 0，

λd(AK +Q0,r) ≤ cA(diamK + r)d−1r.

a

(c) 固定 u0 ∈ ∆。由定理 12.4 证明的步骤 1 与 (a) 推出

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀r ∈ (0, δ), u0 ∈ Qa,r =⇒
λd(ϕ(Qa,r))

λd(Qa,r)
≤ |Jφ(u0)|+ ε.

(d) 从 (c) 出发，仿照定理 12.4 证明的步骤 2、3、5，证明

∀Ω ∈ O(∆), λd(ϕ(Ω)) ≤
∫
Ω
|Jφ(u)| du.

(e) 证明 (d) 的不等式对 ∆ 的每个紧子集也成立。
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a校订注：原文在本项量化的是 r > 0，但右端两处突然写成未定义的 δ。这里统一改回 r。

练习 12.12。 设 ∆, D ⊂ Rd 为开集，D 有界；设 ϕ : ∆ → D 是 C1 双射，且 ϕ−1 为 Borel
映射，对 Jφ 不作非退化假设。证明

ϕ−1(λD) = |Jφ|λ∆ ⇐⇒ λd(ϕ(∆)) =

∫
∆
|Jφ(u)| du.

a

a校订注：原文等价式左端把密度写成 Jφ，右端却使用 |Jφ|。由于左端是正测度，其密度也必须非负；故补上
绝对值。

练习 12.13（Sard 定理）。 设 f ∈ C1(∆,Rd)，并令

S := {x ∈ ∆ : Jf (x) = 0}.

证明 f(S) 是 Rd 中的 Borel 零测集。请使用练习 12.11(d)、(e) 中的不等式。

练习 12.14。设 Bd 是 Rd 的 Euclid 单位球，f ∈ C1(Bd,Rd)。利用拓扑度证明：当实数 a 的
绝对值充分小时，映射 af 在 Bd 中有唯一不动点。

练习 12.15。 令

I :=

∫ +∞

0

ln2(x+ 1)

x2
dx.

(a) 证明对每个 x > 0，
ln2(x+ 1)

x2
=

∫
[0,1]2

ds dt
(1 + sx)(1 + tx)

.

并说明两边在 x = 0 处都有连续延拓值 1。a

(b) 对 (s, t) ∈ [0, 1]2、s 6= t，计算 ∫ +∞

0

dx
(1 + sx)(1 + tx)

.

(c) 证明
I =

∫
[0,1]2

ln t− ln s
t− s

ds dt = 2

∫
{0≤s<t≤1}

ln t− ln s
t− s

ds dt.

(d) 证明映射

ϕ(u, v) =

(
uv

1− u
,

v

1− u

)
是从 {0 < v < 1− u < 1} 到 {0 < s < t < 1} 的 C1-微分同胚。

(e) 利用 ϕ 作变量替换，推出

I = 2

∫ 1

0

lnu
u− 1

du.

a校订注：原文把等式直接写为对 x ≥ 0 成立，但左端在 x = 0 按通常定义是 0/0。这里先写 x > 0，再明确给
出其可去奇点。

288



分析：积分理论｜中文讲义 第十二章 像测度与变量替换

练习 12.16。
(a) 已知

∫ +∞
0 e−x

2 dx =
√
π/2，计算 ∫ +∞

0
xe−x

4 dx.

(b) 计算
I :=

∫
R2
+

xy

x2 + y2
e−(x4+y4) dx dy.

(c) 证明 ∫ +∞

0
e−x

4 dx ≥
√
2 I.

练习 12.17。 设 λ 是 R2 上的 Lebesgue 测度。对 α > 0，令

Bα := {(x, y) : x, y > 0, xα + yα < 1}.

(a) 计算 limα→+∞ λ(Bα)。
(b) 把 λ(Bα) 写成一重积分。
(c) 由此计算

lim
α→+∞

1

α

∫ π

0
(sin θ)2/α−1 dθ.

练习 12.18。
(a) 计算

I := lim
R→+∞

∫
{x2+y2<R2}

∣∣∣∣sin(x2 + y2)

x2 + y2

∣∣∣∣ dx dy.
(b) 已知 ∫ +∞

0

sin t
t

dt = π

2
,

计算

J := lim
R→+∞

∫
{x2+y2<R2}

sin(x2 + y2)

x2 + y2
dx dy.

练习 12.19。 计算下列积分：
(a) 对 a ∈ R，

Ia :=

∫
R2

dx dy
(1 + x2 + y2)a

;

(b)

I :=

∫
R2

x2e−(x2+y2)

x2 + y2
dx dy.

练习 12.20（Basel 问题，第九种方法）。本题取自 F. Beukers、E. Calabi与 J. A. C. Kolk的
文章 “Sums of generalized harmonic series and volumes”，Nieuw Arch. Wisk. (4) 11 (1993),
no. 3, 217–224。
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(a) 证明

I :=

∫ 1

0

∫ 1

0

dx dy
1− x2y2

=
+∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
.

(b) 证明映射

ϕ(u, v) = (x, y) :=

(
u

√
1 + v2

1 + u2
, v

√
1 + u2

1 + v2

)
是从

∆ := {u, v > 0 : uv < 1}

到 D = (0, 1)2 的 C1-微分同胚，其 Jacobian 为

Jφ(u, v) =
1− x2y2

(1 + u2)(1 + v2)
.

(c) 推出 I = π2/8。
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第十三章 完备测度、Lebesgue σ-代数与
Cantor 集

13.1 测度的完备化

设 (X,A, µ) 是测度空间。按定义，函数 f : X → R 可测，是指 f−1(B) ∈ A 对每个 B ∈ B(R)
成立。因此 A 中的集合越多，可测函数通常也越多。

另一方面，某些未必属于 A 的集合，从 µ-积分的观点看却应当视为“可忽略”：它们包含于
某个 µ-零测集。自然的问题是，能否把 A 扩大为包含所有这类集合的 σ-代数，同时把 µ 典范地
延拓过去。答案是肯定的。

定义 13.1。 设 (X,A, µ) 为测度空间。
(a) 若 N ⊂ X，且存在 A ∈ A 满足 N ⊂ A、µ(A) = 0，则称 N 是可忽略集 或 µ-可忽略集。
记

Nµ := {N ⊂ X : N 是µ-可忽略集}.

(b) 若 Nµ ⊂ A，则称测度空间 (X,A, µ) 完备。这里的“完备”不要与度量空间或赋范空间
的完备性混淆。

定理 13.1。
(a) A ∪Nµ 生成的 σ-代数为

Aµ := {A ∪N : A ∈ A, N ∈ Nµ}.

(b) 对 A ∈ A、N ∈ Nµ，定义
µ̄(A ∪N) := µ(A).

该定义与分解的选取无关，并在 Aµ 上给出一个测度；µ̄ 在 A 上与 µ 一致，(X,Aµ, µ̄)
完备，而且 µ̄|Nµ = 0。

证明。证明分四步。
步骤 1：用 A 中的集合从内外夹住。 对任意 E ⊂ X，

E ∈ Aµ ⇐⇒ ∃A0, A1 ∈ A, A0 ⊂ E ⊂ A1, µ(A1 \A0) = 0. (13.1)

若 E = A0 ∪N，其中 N ⊂ C ∈ A、µ(C) = 0，取 A1 = A0 ∪C 即得右端。反之，若右端成立，
令 N = E \A0。由于 N ⊂ A1 \A0 且后者为 µ-零测集，N ∈ Nµ，从而 E = A0 ∪N ∈ Aµ。
步骤 2：Aµ 是包含 A ∪ Nµ 的 σ-代数。 因为 ∅ ∈ Nµ，有 A ⊂ Aµ；再取 A = ∅，得到
Nµ ⊂ Aµ。
若 A0 ⊂ E ⊂ A1 满足 (13.1)，则

Ac1 ⊂ Ec ⊂ Ac0, Ac0 \Ac1 = A1 \A0,
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故 Ec ∈ Aµ。若 En = An ∪Nn ∈ Aµ，为每个 Nn 取 Cn ∈ A 使 Nn ⊂ Cn、µ(Cn) = 0。则

⋃
n≥1

Nn ⊂
⋃
n≥1

Cn, µ

⋃
n≥1

Cn

 ≤∑
n≥1

µ(Cn) = 0.

所以
⋃
nNn ∈ Nµ，进而

⋃
n≥1

En =

⋃
n≥1

An

 ∪
⋃
n≥1

Nn

 ∈ Aµ.
这也顺便证明了 Nµ 对可数并封闭。
步骤 3：µ̄ 定义良好且是 µ 的延拓。 若 A0 ⊂ E ⊂ A1 如 (13.1)，又有 E = B ∪ N，其中
B ∈ A、N ⊂ C ∈ A、µ(C) = 0，则

A0 ⊂ B ∪ C, B ⊂ A1.

因此
µ(A0) ≤ µ(B ∪ C) ≤ µ(B) ≤ µ(A1) = µ(A0),

这里最后一个等号来自 µ(A1 \A0) = 0。故 µ(B) = µ(A0) = µ(A1)，说明 µ̄(E) 与分解无关。
显然 µ̄|A = µ，且 µ̄(N) = 0 对 N ∈ Nµ 成立。若 (En) ⊂ Aµ 两两不交，写 En = An ∪Nn，
并令 N =

⋃
nNn ∈ Nµ。由定义的一致性，

µ̄

⋃
n≥1

En

 = µ̄

⋃
n≥1

An ∪N

 = µ

⋃
n≥1

An


=
∑
n≥1

µ̄(En).

其中即使 An 本身不两两不交，它们的交集也包含于可忽略部分；等价地，可用 (13.1) 的内逼
近集合把它们不交化。于是 µ̄ 是 Aµ 上的测度。
步骤 4：完备性。若 N 是 µ̄-可忽略集，则存在 E ∈ Aµ，使 N ⊂ E、̄µ(E) = 0。写 E = A∪N0，
其中 A ∈ A、N0 ∈ Nµ。于是 µ(A) = 0，从而 E ∈ Nµ，故 N ∈ Nµ ⊂ Aµ。这就证明了完备
性。 □

注。 由证明步骤 3，对 E ∈ Aµ 还可等价地写成

µ̄(E) = sup{µ(B) : B ∈ A, B ⊂ E} = inf{µ(B) : B ∈ A, E ⊂ B}.

定义 13.2。称 Aµ 为 A 关于 µ 的 完备化 σ-代数，称 µ̄ 为 µ 的 完备化测度。若参考测度不
会引起歧义，也可省略上标 µ。

在很多论证中，假设底层测度空间完备很方便，但通常并非必需。尤其在乘积空间中，必须谨
慎：两个完备测度空间的乘积一般并不完备。第 13.4 节将详细说明这一点。
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13.2 Lebesgue σ-代数

定义 13.3。 称
L(R) := B(R)λ

为 R 上的Lebesgue σ-代数，即 Borel σ-代数关于 Lebesgue 测度的完备化。相应的完备化
Lebesgue 测度记作 λ̄；在不致混淆时仍简记为 λ。

定理 13.2。
(a) B(R) 与 R 等势。
(b) L(R) 与 P(R) 等势，但

L(R) 6= P(R).

因此 L(R) 是 P(R) 的真子集。

命题 (a) 依赖超限归纳，这里不证，可参阅 [6] 的练习 2.6.11。命题 (b) 中存在非 Lebesgue 可
测集的结论要用到选择公理。

公理 13.1（选择公理）。设 X,Y 是非空集合，F : X → P(Y ) \ {∅}。则存在函数 f : X → Y，
使

f(x) ∈ F (x) (x ∈ X).

也就是说，可以从每个非空集合 F (x) 中同时选出一个代表元。

注。 选择公理看似朴素，却通过与之等价的 Zorn 引理等形式深刻影响分析学。在通常的
Zermelo–Fraenkel 集合论公理体系中，选择公理既不能被证明也不能被否定（在相应的一致性
假设下）。a

a校订注：原文把“不可由集合论证明”笼统归因于 Y 不可数；准确说法是选择公理相对于 ZF 的独立性，而
不是仅由某个固定到达集合是否可数决定。

定理 13.2(b) 中 L(R) 6= P(R) 的证明。 在 [−1, 1] 上定义等价关系

x ∼ y ⇐⇒ x− y ∈ Q.

记 [x] 为 x 的等价类，商集记作 [−1, 1]/Q。选择公理允许我们从每个等价类中选取一个代表。
于是存在 f : [−1, 1]/Q→ [−1, 1]，满足 f([x]) ∈ [x]。令

A := {f([x]) : x ∈ [−1, 1]}, L :=
⋃

r∈[−2,2]∩Q

(r +A).

若 r, s ∈ Q、r 6= s，则 (r + A) ∩ (s + A) = ∅。事实上，若 z = r + f([x]) = s + f([y])，则
f([x])− f([y]) = s− r ∈ Q，所以 [x] = [y]，进而 f([x]) = f([y])，与 r 6= s 矛盾。
给定 x ∈ [−1, 1]，令 a = f([x])。则 r = x − a ∈ Q ∩ [−2, 2]，故 x = r + a ∈ L。另一方面
A ⊂ [−1, 1]，所以

[−1, 1] ⊂ L ⊂ [−3, 3]. (13.2a)

反设 A ∈ L(R)。写 A = B ∪N，其中 B ∈ B(R)、N ∈ Nλ。平移保持 Borel 集、可忽略集及
Lebesgue 测度，因此对每个 r ∈ Q，

r +A ∈ L(R), λ̄(r +A) = λ̄(A).
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集合 [−2, 2] ∩Q 可数，而这些平移两两不交，故

λ̄(L) =
∑

r∈[−2,2]∩Q

λ̄(A) =

0, λ̄(A) = 0,

+∞, λ̄(A) > 0.

这与 (13.2a) 所给出的 2 ≤ λ̄(L) ≤ 6 矛盾。所以 A /∈ L(R)，更不可能是 Borel 集。
最后说明 L(R) 与 P(R) 等势。下一节将构造一个与 R 等势、Lebesgue 测度为零的 Borel 集
K。于是 P(K) ⊂ Nλ ⊂ L(R)，而 P(K) 与 P(R) 等势。结合显然的包含 L(R) ⊂ P(R)，由
Cantor–Bernstein 定理即得结论。 □

13.3 Cantor 集、Lebesgue 函数及其应用

Cantor 集按如下递归过程构造：

A1 :=

[
0,

1

3

]
∪
[
2

3
, 1

]
, An+1 :=

An
3
∪ 2 +An

3
(n ≥ 1). (13.2)

归纳可知，An 是 2n 个两两不交、长度为 3−n 的闭区间之并，其端点恰为
n∑
k=1

xk
3k

+
εn
3n
, xk ∈ {0, 2}, εn ∈ {0, 1}.

这些端点在以后每个 Am (m ≥ n) 中仍是某个区间的端点，因为
1

3n
=

2

3n+1
+

1

3n+1
.

因而
An+1 ⊂ An, ∂An ⊂ ∂An+1.

定义。 Cantor 集定义为
K :=

⋂
n≥1

An. (13.3)

集合 K 是闭集，而且测度从上连续性给出

λ(K) = lim
n→∞

λ(An) = lim
n→∞

(
2

3

)n
= 0.

由于 ∂An ⊂ An+p 对每个 p ≥ 0 成立，∂An ⊂ K。特别地，

K̃ :=

{
+∞∑
k=1

xk
3k

: xk ∈ {0, 2}

}
⊂ K.

这个参数表示是单射。若∑
k≥1

xk
3k

=
∑
k≥1

yk
3k
, xk, yk ∈ {0, 2},

而两序列不同，令 k0 为第一个不同指标。不妨 xk0 = 0、yk0 = 2，则∑
k≥1

yk − xk
3k

≥ 2

3k0
−
∑
k>k0

2

3k
=

1

3k0
> 0,

与两和相等矛盾。所以 K̃ 与 {0, 2}N∗ 等势，也就与 {0, 1}N∗、[0, 1] 及 R 等势。由 K̃ ⊂ K ⊂ [0, 1]

和 Cantor–Bernstein 定理，K 与 R 等势。
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命题 13.1。 Cantor 集满足

K =

{
+∞∑
n=1

xn
3n

: xn ∈ {0, 2}

}
, CardK = CardR, λ(K) = 0.

此外，K 是紧集、K◦ = ∅，因而
K = ∂K.

证明。紧性与零测性已经证明。若 K 含有非空开区间，该区间的 Lebesgue 测度为正，与
λ(K) = 0 矛盾，故 K◦ = ∅。又 K 闭，所以 ∂K = K。
只需证明 K ⊂ K̃。固定 x ∈ K。对每个 n，x 属于构成 An 的某个闭区间，记该区间左端点为

x(n) =

n∑
k=1

x
(n)
k

3k
, x

(n)
k ∈ {0, 2}.

于是 0 ≤ x− x(n) ≤ 3−n。由于第 n+1 层区间嵌在第 n 层的唯一父区间中，前 n 个数字保持
不变；亦可直接由 |x(n+1) − x(n)| ≤ 3−n 和第一个不同数字的上述估计看出这一点。因此对每
个固定 k，x(n)k 在 n ≥ k 时恒定，记极值为 xk ∈ {0, 2}。令 n→∞，得到

x = lim
n→∞

x(n) =
+∞∑
k=1

xk
3k
∈ K̃.

□

注。 表示式允许通常所说的“非正常”三进制展开；例如

1 =
∑
n≥1

2

3n
.

命题 13.2（Lebesgue 函数的构造）。 存在连续递增函数 f : [0, 1]→ [0, 1]，使

f(0) = 0, qquadf(1) = 1, qquadf ′ = 0 λ-几乎处处.

特别地， ∫ 1

0
f ′(x) dx = 0 < f(1)− f(0) = 1.

证明。沿用 Cantor 集构造中的记号，定义

fn(x) :=

(
3

2

)n ∫ x

0
1An(t) dt, x ∈ [0, 1], n ≥ 1. (13.4)

因为 λ(An) = (2/3)n，有 fn(0) = 0、fn(1) = 1。每个 fn 都连续递增。
若 I 是构成 An 的一个闭区间，则 λ(I) = 3−n，且 λ(I ∩An+1) = (2/3)λ(I)。所以(

3

2

)n ∫
I

1An(t) dt =
(
3

2

)n+1 ∫
I

1An+1(t) dt = 2−n. (13.4a)

函数 fn 在组成 Acn 的每个开区间上为常数；由于 Acn ⊂ Acn+1，fn+1 也在这些区间上为常数。
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由 (13.4a)，两函数在各个端点取相同值。故对每个构成 An 的区间 I 与 x ∈ I，

|fn+1(x)− fn(x)| ≤ fn+1(x)− fn+1(min I) + fn(x)− fn(min I)
≤ 2−n + 2−n = 2−n+1.

该估计也适用于 Acn。于是 (fn) 在 [0, 1] 上一致 Cauchy，因而一致收敛于某个连续递增函数
f，并且 f(0) = 0、f(1) = 1。
若 x ∈ Acn，则对所有 m ≥ n，fm 在 x 所属的开区间上相同且为常数，故极限 f 也在该区间
上为常数。于是

f ′(x) = 0

x ∈ ⋃
n≥1

Acn = Kc

 .

因为 λ(K) = 0，故 f ′ = 0 几乎处处。 □

术语提醒。这里的“Lebesgue 函数”主要与 Cantor 集有关，不要把它误解为 Lebesgue 测度
本身所定义的函数。它也常称为Cantor 函数或 魔鬼阶梯。

0 1/3 2/3 1

1/2

1

f1
f2
f3

图 13.1: Lebesgue 函数的前三个逼近：魔鬼阶梯。

最后给出两个基于 Cantor 集的应用：第一个构造 Lebesgue 可测但非 Borel 的集合，第二个
构造 Riemann 可积但非 Borel 可测的函数。

例：Lebesgue 可测但非 Borel 的集合。 用正常二进制展开定义映射

ϕ : [0, 1] −→ [0, 1],

1 7−→ 1,

x =
+∞∑
n=1

xn
2n
7−→ ϕ(x) :=

+∞∑
n=1

2xn
3n

, xn ∈ {0, 1}.

这里对 x < 1 取不以无限多个 1 结尾的正常二进制展开。
映射 ϕ 严格递增。事实上，若 x < y < 1，令 n0 为两个二进制展开第一次不同的位置，则
xn0 = 0、yn0 = 1，且

ϕ(y)− ϕ(x) ≥ 2

3n0
−
∑
n>n0

2

3n
=

1

3n0
> 0.
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因此 ϕ 是 [0, 1] 到其像的双射，而命题 13.1 表明 ϕ([0, 1]) ⊂ K。
令 A ⊂ [−1, 1] 为定理 13.2 证明中构造的非 Lebesgue 可测集，并令

A0 :=

{
x+ 1

2
: x ∈ A

}
⊂ [0, 1].

仿射变换保持 Lebesgue 可测性，故 A0 仍非 Lebesgue 可测。另一方面，ϕ(A0) ⊂ K，所以
ϕ(A0) ∈ L(R)。它却不是 Borel 集：若它是 Borel 集，由于单调函数 ϕ 是 Borel 可测的，

A0 = ϕ−1(ϕ(A0))

将是 [0, 1] 中的 Borel 集，矛盾。

例：Riemann 可积但非 Borel 可测的函数。对 Cantor 集的任意子集 C ⊂ K，示性函数 1C
都在 [0, 1] 上 Riemann 可积，积分为零。因为

0 ≤ 1C ≤ 1K ≤ 1An ,

∫ 1

0
1An(x) dx =

(
2

3

)n
−→ 0,

而 1An 是阶梯函数。
另一方面，1C 是 Borel 可测的，当且仅当 C 是 Borel 集。取上一例中的 C = ϕ(A0)，便得到
一个 Riemann 可积却非 Borel 可测的函数 1φ(A0)。这样的函数有无穷多个；事实上

CardB(K) ≤ CardB(R) < CardP(K) = CardP(R).

13.4 完备测度的乘积与乘积的完备化

本节最重要的结论是否定性的：一般而言，两个完备测度空间的乘积并不完备。

命题 13.3。 设 (X,A, µ)、(Y,B, ν) 是 σ-有限完备测度空间。
(a) (

P(X)×Nν
)
∪
(
Nµ × P(Y )

)
⊂ Nµ⊗ν ,

其中集合族的乘积表示相应矩形的全体。
(b) 若 (

A 6= P(X) 且Nν 6= {∅}
)

或 (
Nµ 6= {∅} 且B 6= P(Y )

)
,

则乘积空间 (X × Y,A⊗ B, µ⊗ ν) 不完备。特别地，即使两个因子空间本身完备，也会
出现这种现象。

证明。若 A ⊂ X、B ∈ Nν，则

A×B ⊂ X ×B ∈ A⊗ B, (µ⊗ ν)(X ×B) = µ(X)ν(B) = 0,

这里采用通常约定 (+∞) · 0 = 0。因此 A×B ∈ Nµ⊗ν；另一项对称。
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若 A ∈ P(X) \ A、B ∈ Nν \ {∅}，则 A×B /∈ A⊗ B。否则固定 y ∈ B，由截面定理

A = (A×B)y ∈ A,

矛盾。但 (a) 又说明 A×B 是乘积测度的可忽略集，所以乘积空间不完备。另一种情形同理。
□

重要例子。 因为 L(R) 6= P(R)，且 Nλ̄ 6= {∅}，所以(
R2,L(R)⊗2, λ̄⊗2

)
不完备。更一般地， (

Rd,L(R)⊗d, λ̄⊗d
)

也不完备。

下面精确说明“先完备化再取乘积”与“先取乘积再完备化”的关系。

定理 13.3。设 (X,A, µ)、(Y,B, ν) 为 σ-有限测度空间，完备化分别记为 (Aµ, µ̄)、(Bν , ν̄)。则(
Aµ ⊗ Bν

)µ̄⊗ν̄
=
(
A⊗ B

)µ⊗ν
, (13.5a)

并且
Nµ̄⊗ν̄ = Nµ⊗ν .

在 (13.5a) 的公共 σ-代数上，两边相应的完备化测度也相同。

证明。步骤 1：比较 σ-代数与可忽略集。 显然

A⊗ B ⊂ Aµ ⊗ Bν ⊂
(
Aµ ⊗ Bν

)µ̄⊗ν̄
.

而 µ̄ ⊗ ν̄ 与 µ ⊗ ν 在 A ⊗ B 上相同：两者 σ-有限，并在所有可测矩形上取同样的值。因此，
每个 (µ⊗ ν)-可忽略集也是 (µ̄⊗ ν̄)-可忽略集，得到 (13.5a) 的一个方向。
反过来，取 A ∪M ∈ Aµ、B ∪N ∈ Bν，其中 A ∈ A、B ∈ B、M ∈ Nµ、N ∈ Nν。则

(A ∪M)× (B ∪N) = A×B ∪
(
(A×N) ∪ (M ×B) ∪ (M ×N)

)
. (13.5)

括号内的集合由命题 13.3(a) 可忽略，所以

Aµ ⊗ Bν ⊂ (A⊗ B)µ⊗ν . (13.5b)

还需证明反向的可忽略集包含。设 C ∈ Aµ ⊗ Bν，且 (µ̄⊗ ν̄)(C) = 0。由 (13.5b) 和完备化刻
画 (13.1)，存在 C0, C1 ∈ A⊗ B，使

C0 ⊂ C ⊂ C1, (µ⊗ ν)(C1 \ C0) = 0.

由于两种乘积测度在 A⊗ B 上一致，(µ̄⊗ ν̄)(C1 \ C0) = 0。又 (µ̄⊗ ν̄)(C0) = 0，故

(µ⊗ ν)(C1) = (µ̄⊗ ν̄)(C1) = 0.

而 C ⊂ C1，所以 C ∈ Nµ⊗ν。至此，σ-代数与可忽略集的结论都已证明。
步骤 2：比较测度。 由 (13.5)，矩形 (A ∪M)× (B ∪N) 与 A×B 只相差一个可忽略集。所
以 µ̄⊗ ν̄ 与 µ⊗ ν 在生成矩形族 Aµ ×Bν 上一致。由 σ-有限测度唯一性，它们在 Aµ ⊗Bν 上
一致，因此其完备化测度也一致。 □
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应用 13.1。 对任意 p, q ≥ 1，有(
L(Rp)⊗ L(Rq)

)λ̄p⊗λ̄q = L(Rp+q).

事实上，由定理 13.3 以及

B(Rp+q) = B(Rp)⊗ B(Rq), λp ⊗ λq = λp+q,

两边都是 B(Rp+q) 关于 λp+q 的完备化。

13.5 完备化与可测函数

以下 K 表示 R 或 C。显然，每个 (A,B(K))-可测函数也关于 (Aµ,B(K)) 可测。下面给出一
种几乎处处意义下的逆命题。

命题 13.4。 若
f : (X,Aµ, µ̄) −→ (K,B(K))

可测，则存在 (A,B(K))-可测函数 f̃ : X → K，使

f = f̃ µ̄-几乎处处.

等价地，{f 6= f̃} ∈ Nµ。若 f 为非负实值函数，还可以要求

0 ≤ f̃ ≤ f.

证明。沿用通常的简单函数逼近。
若 f = 1E、E ∈ Aµ，写 E = A∪N，其中 A ∈ A、N ∈ Nµ，令 f̃ = 1A。于是 f̃ ≤ f，且两者
只在可忽略集上不同。对非负简单函数的每个互不相交水平集分别这样处理，即得同样结论。
若 f ≥ 0，取非负简单函数 fn ↑ f。对每个 n，由上一步取 A-可测简单函数 un，使

0 ≤ un ≤ fn ≤ f, µ̄({un 6= fn}) = 0.

为保证极限存在，令
vn := max

1≤k≤n
uk, f̃ := lim

n→∞
vn.

则 vn 递增、A-可测且 0 ≤ vn ≤ f。此外 vn = fn 几乎处处，所以

{f 6= f̃} ⊂
⋃
n≥1

{fn 6= un} ∈ Nµ.

a

对一般实值函数，分别处理 f+、f−，再令 f̃ = f̃+− f̃−。复值情形再分别处理实部与虚部。□
a校订注：原文直接令 f̃ = limn f̃n，但逐项选出的 f̃n 未必递增，极限未必存在；随后还出现未定义的 gn。这

里用有限最大值 vn 单调化，并统一所有符号。

定义 13.4。 若
f : (Rd,L(Rd)) −→ (K,B(K))
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可测，则称 f Lebesgue 可测。

每个 Borel 函数当然 Lebesgue 可测。命题 13.4 还给出刻画：

f : Rd → K Lebesgue 可测 ⇐⇒ f 与某个 Borel 函数λd-几乎处处相等.

注。也许会想到同时给定义域和到达域都配备 Lebesgue σ-代数；但这样并不能达到扩大可测
函数类的目的，也会失去大量实用的可测性判据。
上述定义也有代价：两个 Lebesgue 可测函数的复合 g ◦ f，即使代数上有意义，一般仍未必
Lebesgue 可测；若外层函数 g 是 Borel 函数则没有这个问题。反例可见 [7] 第 165 页练习 12。

下面回到乘积空间，给出 Fubini 定理对乘积 σ-代数完备化上的函数的推广。可先把两个因子
空间分别完备化，所以假设它们 σ-有限且完备并不构成实质限制。

命题 13.5。 设 (X,A, µ)、(Y,B, ν) 是 σ-有限完备测度空间。若

h :
(
X × Y, (A⊗ B)µ⊗ν

)
−→ (R,B(R))

可测且 h = 0 (µ⊗ ν)-几乎处处，则：
• 对 µ-几乎每个 x，截面 hx : y 7→ h(x, y) 是 B-可测的，且 hx = 0 ν-几乎处处；
• 对 ν-几乎每个 y，截面 hy : x 7→ h(x, y) 是 A-可测的，且 hy = 0 µ-几乎处处。

证明。令 N = {h 6= 0}。由假设，存在 C ∈ A⊗ B，使

N ⊂ C, (µ⊗ ν)(C) = 0.

乘积测度构造定理说明，对每个 x ∈ X，Cx ∈ B，映射 x 7→ ν(Cx) 是 A-可测的，且∫
X
ν(Cx)µ( dx) = (µ⊗ ν)(C) = 0.

所以对 µ-几乎每个 x，ν(Cx) = 0。又 {y : h(x, y) 6= 0} ⊂ Cx，而 B 完备，故这个集合属于 B，
且为 ν-零测集；于是 hx 可测并几乎处处为零。交换 X,Y 即得另一结论。 □

定理 13.4（Fubini）。 设 (X,A, µ)、(Y,B, ν) 是 σ-有限完备测度空间，并且

f :
(
X × Y, (A⊗ B)µ⊗ν

)
−→ R

为可测函数；非负情形也允许 f 取值于 R+。
(a) 若 f ≥ 0，则对 µ-几乎每个 x，fx 是 B-可测的；对 ν-几乎每个 y，fy 是 A-可测的。令

φ(x) :=

∫
Y
fx(y)ν( dy), ψ(y) :=

∫
X
fy(x)µ( dx).

在异常零测集上任意取值后，φ 与 ψ 分别为 A-可测和 B-可测，并且∫
X
φ dµ =

∫
Y
ψ dν =

∫
X×Y

f dµ⊗ ν. (13.6)

(b) 若 f ∈ L1(X × Y, µ⊗ ν)，则 fx ∈ L1(Y,B, ν) 对 µ-几乎每个 x 成立，fy ∈ L1(X,A, µ)
对 ν-几乎每个 y 成立；并且

φ ∈ L1(X,A, µ), ψ ∈ L1(Y,B, ν),
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同时 (13.6) 成立。
a

a校订注：原文 (b) 把 ψ 的空间误写成 L1(X,B, ν)；但 ψ 的变量属于 Y，故改为 L1(Y,B, ν)。

证明。设 f ≥ 0。由命题 13.4，存在 (A⊗ B)-可测函数 g，使

0 ≤ g ≤ f, f = g (µ⊗ ν)-几乎处处.

经典 Fubini–Tonelli 定理适用于 g。定义

h(x, y) :=

f(x, y)− g(x, y), g(x, y) < +∞,
0, g(x, y) = +∞.

则 h = 0 几乎处处。由命题 13.5，对 µ-几乎每个 x，fx = gx ν-几乎处处；对 ν-几乎每个 y，
fy = gy µ-几乎处处。因此对 g 成立的截面可测性、迭代积分与 (13.6)，也对 f 成立。a

可积情形像经典 Fubini 定理一样，对 |f |、正负部（或实部、虚部）应用非负情形即可。 □
a校订注：原文写 (f − g)1{g<+∞}。在 f = g = +∞ 处，f − g 未定义，不能再形式地乘以零；这里用分段定

义明确消除 +∞− (+∞)。
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第十四章 卷积及其应用

卷积是作用在“具有适当可积性”的函数上的一种新运算。它在正则化逼近中具有基础地位：
借助卷积，可以用比原函数更光滑的函数逼近原函数。

记号与回顾。 对 A,B ⊂ Rd，记

A+B := {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}, A−B := {a− b : a ∈ A, b ∈ B},

并记 a+B := {a}+B。符号 | · | 表示 Rd 上的一个范数；必须使用 Euclid范数时会明确说明。
函数 g : Rd → K 具有紧支撑，是指它在某个紧集外恒为零，等价地

supp g := {g 6= 0}

是紧集。记 CK(Rd,K) 为紧支撑连续函数空间。我们会反复使用

CK(Rd,K) 在LpK(λd) 中关于 ‖·‖p 稠密, 1 ≤ p < +∞.

一维结论见第 7 章，一般结论见定理 9.10。

14.1 函数的平移算子

定义 14.1。 设 a ∈ Rd，f : Rd → K 为 Borel 函数。定义 f 的 a-平移为

(τaf)(x) := f(x− a), x ∈ Rd. (14.1)

注。 第 6.1 节还用 τa 表示点的平移 x 7→ x− a。两者满足 τaf = f ◦ τa，但

(τaf)(x) = f(x− a) 6= f(x)− a = τa(f(x))

一般成立。因为点平移连续，τaf 仍是 Borel 函数。

定理 14.1。
(a) 若 Borel 函数 f = g λd-几乎处处，则 τaf = τag λd-几乎处处。因此 (14.1) 在 LpK(λd) 上
定义了线性算子 τa，且对 1 ≤ p ≤ +∞，

‖τaf‖p = ‖f‖p .

(b) 若 1 ≤ p < +∞、f ∈ LpK(λd)，则

lim
a→0
‖τaf − f‖p = 0.
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证明。有
{τaf 6= τag} = a+ {f 6= g}.

Lebesgue 测度的平移不变性说明两边同时为零测集。对 1 ≤ p <∞，变量替换给出

‖τaf‖pp =
∫
Rd

|f(x− a)|p dx =

∫
Rd

|f(x)|p dx.

而 p =∞ 时，{|τaf | > u} = a+ {|f | > u}，故本质上确界不变。
先设 f ∈ CK(Rd,K)。它一致连续。若 |a| 足够小，使 |f(x− a)− f(x)| ≤ ε 对所有 x 成立，则

‖τaf − f‖pp ≤
(
λd(a+ {f 6= 0}) + λd({f 6= 0})

)
εp

≤ 2λd(supp f)εp.

所以结论对紧支撑连续函数成立。
一般地，取 fn ∈ CK(Rd,K)，使 ‖fn − f‖p → 0。由 (a)，

‖τaf − f‖p ≤ 2 ‖fn − f‖p + ‖τafn − fn‖p .

先固定足够大的 n，再令 a→ 0，即得结论。 □

由

‖τaf − τbf‖p = ‖τa−bf − f‖p

立即得到：

推论 14.1。 若 1 ≤ p < +∞、f ∈ LpK(λd)，则

a 7−→ τaf

是从 Rd 到 LpK(λd) 的一致连续映射。

注。 当 p =∞ 时，定理 14.1(b) 一般不成立；事实上 CK 在 L∞ 中并不关于 ‖·‖∞ 稠密。结
论也强烈依赖 Lebesgue 测度的平移不变性。例如对 µ = δ0，τaf → f 于 Lp(µ) 当且仅当 f 在
0 连续。

14.2 Rd 上的卷积

14.2.1 非负函数情形

定义 14.2。 设 f, g : Rd → R+ 为非负 Borel 函数，定义

(f ∗ g)(x) :=
∫
Rd

f(x− y)g(y) dy, x ∈ Rd. (14.2)

命题 14.1。
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(a) f ∗ g 是良定义的非负 Borel 函数，并且∫
Rd

f ∗ g dλd =
(∫

Rd

f dλd
)(∫

Rd

g dλd
)
.

(b) 非负 Borel 函数的卷积满足交换律与结合律：

f ∗ g = g ∗ f, (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h).

(c)
{f ∗ g 6= 0} ⊂ {f 6= 0}+ {g 6= 0}.

证明。映射 (x, y) 7→ (x − y, y) 连续，而 (u, v) 7→ f(u)g(v) 关于 B(Rd) ⊗ B(Rd) 可测；所以
(x, y) 7→ f(x− y)g(y) 可测。Fubini–Tonelli 定理说明 x 7→ (f ∗ g)(x) 可测，并给出∫

Rd

(f ∗ g)(x) dx =

∫
Rd

g(y)

(∫
Rd

f(x− y) dx
)

dy

=

(∫
Rd

f dx
)(∫

Rd

g dy
)
.

固定 x，作仿射变量替换 y = x− u，得到

(f ∗ g)(x) =
∫
f(u)g(x− u) du = (g ∗ f)(x).

结合律由 Fubini–Tonelli 定理与 y = u+ z 得到：

f ∗ (g ∗ h)(x) =
∫ ∫

f(x− y)g(y − u)h(u) du dy

=

∫ ∫
f(x− u− z)g(z)h(u) dz du = ((f ∗ g) ∗ h)(x).

若 x /∈ {f 6= 0}+ {g 6= 0}，则对每个 y，g(y) = 0 或 f(x− y) = 0，所以 (f ∗ g)(x) = 0。 □

例。
1. f ∗ 0 = 0。
2.

(f ∗ 1)(x) = (1 ∗ f)(x) =
∫
Rd

f dλd.

3. 在一维中，

(1[0,1] ∗ 1[0,1])(x) =


0, x /∈ [0, 2],

x, 0 ≤ x ≤ 1,

2− x, 1 ≤ x ≤ 2.

等价地，在 [0, 2] 上其值为 (x ∧ 1)− ((x− 1) ∨ 0)。

14.2.2 一般情形

设 f, g : Rd → K 为 Borel 函数。函数 y 7→ f(x− y)g(y) 可积，当且仅当

(|f | ∗ |g|)(x) < +∞.
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在这种情形下定义

(f ∗ g)(x) :=
∫
Rd

f(x− y)g(y) dy.

定义 14.3。 上述数 (f ∗ g)(x) 称为 f 与 g 在 x 处的卷积。

命题 14.2。
(a) 只要 (f ∗ g)(x)、(g ∗ f)(x) 中有一个存在，另一个也存在，并且

(f ∗ g)(x) = (g ∗ f)(x), |(f ∗ g)(x)| ≤ (|f | ∗ |g|)(x).

(b) 若 |f | ∗ |g| < +∞ 处处成立，则 f ∗ g 是处处定义的 Borel 函数。
(c)

{f ∗ g 6= 0} ⊂ {f 6= 0}+ {g 6= 0}.

(d) 若 f1 = f2、g1 = g2 几乎处处，则两对卷积在每个点同时存在，且存在时取值相同。

证明。(a) 来自仿射变量替换和积分三角不等式。实值情形下写 f = f+ − f−、g = g+ − g−，
若 |f | ∗ |g| <∞，则四个非负卷积都有限，且

f ∗ g = f+ ∗ g+ + f− ∗ g− − f+ ∗ g− − f− ∗ g+.

命题 14.1 给出 Borel 可测性；复值情形分解实部、虚部同理。支撑包含关系对 |f |, |g| 应用命
题 14.1(c) 即得。
最后固定 x。有

{y : f1(x− y)g1(y) 6= f2(x− y)g2(y)} ⊂ (x− {f1 6= f2}) ∪ {g1 6= g2},

右端为零测集，证明了 (d)。 □

注意：在上述最一般框架中，卷积不满足结合律。例如在一维取

f = 1R+ , g = 1[−1,0] − 1[0,1], h = 1.

有 |f | ∗ |g| ≤ 2，并且

(f ∗ g)(x) =
∫ x

−∞
g(y) dy =


0, x /∈ [−1, 1],
x+ 1, x ∈ [−1, 0],
1− x, x ∈ [0, 1].

因此

(f ∗ g) ∗ h =

∫
R
f ∗ g dλ = 1, f ∗ (g ∗ h) = f ∗ 0 = 0.
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14.3 存在条件与性质

定义 14.4。 记 L1
loc,K(λd) 为局部可积 Borel 函数空间：

f ∈ L1
loc,K(λd) ⇐⇒

∫
K
|f | dλd < +∞ 对每个紧集K ⊂ Rd.

这是一个 K-向量空间，并对有限次 min,max 封闭（实值情形）。Hölder 不等式给出

LpK(λd) ⊂ L
1
loc,K(λd), 1 ≤ p ≤ +∞.

命题 14.3。 若 f ∈ L1
loc,K，而 g ∈ L∞

K 具有紧支撑，则 (f ∗ g)(x) 对每个 x ∈ Rd 都存在，且
(f, g) 7→ f ∗ g 双线性。

证明。对每个 x，

(|f | ∗ |g|)(x) ≤ ‖g‖∞
∫
x−supp g

|f(y)| dy < +∞,

因为 x− supp g 是紧集。双线性来自积分的线性。 □

定理 14.2（Lp–Lq 卷积）。 设 f ∈ LpK(λd)、g ∈ L
q
K(λd)，其中

1

p
+

1

q
= 1, p, q ∈ [1,+∞].

(a) (f ∗ g)(x) 对每个 x 存在，f ∗ g 一致连续，且

‖f ∗ g‖∞ ≤ ‖f‖p ‖g‖q .

映射 (f, g) 7→ f ∗ g 双线性。
(b) 若 1 < p, q < +∞，则

lim
|x|→+∞

(f ∗ g)(x) = 0.

证明。Hölder 不等式与平移不变性给出

(|f | ∗ |g|)(x) ≤
(∫
|f(x− y)|p dy

)1/p

‖g‖q = ‖f‖p ‖g‖q .

因为 p, q 至少有一个有限，不妨设 p <∞。有

(f ∗ g)(x+ a)− (f ∗ g)(x) = ((τ−af − f) ∗ g)(x),

从而
|(f ∗ g)(x+ a)− (f ∗ g)(x)| ≤ ‖τ−af − f‖p ‖g‖q .

右端与 x 无关，并由定理 14.1 在 a→ 0 时趋于零，所以 f ∗ g 一致连续。
为证 (b)，先设 f ∈ CK(Rd,K)，记 K = supp f。Hölder 不等式给出

|(f ∗ g)(x)| ≤ λd(K)1/p
(∫

Rd

|f(x− y)g(y)|q dy
)1/q

.
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对每个固定 y，当 |x| → ∞ 时 f(x− y)→ 0，而

|f(x− y)g(y)|q ≤ ‖f‖q∞ |g(y)|
q ∈ L1.

控制收敛定理说明右端趋于零。
一般地，取 fn ∈ CK(Rd,K)，使 ‖fn − f‖p → 0。由 (a)，

‖f ∗ g − fn ∗ g‖∞ ≤ ‖f − fn‖p ‖g‖q .

先取 n 使这一项足够小，再令 |x| → ∞，即得结论。 □

推论 14.2。 若 f, g ∈ CK(Rd,K)，则

f ∗ g ∈ CK(Rd,K).

推论 14.3。 若 f, g 为非负 Borel 函数，则 f ∗ g 下半连续，即

{f ∗ g ≤ a} 对每个a ∈ R 都是闭集.

证明。令 Kn = [−n, n]d，

fn = (f ∧ n)1Kn , gn = (g ∧ n)1Kn .

则 fn ↑ f、gn ↑ g，Beppo Levi 定理给出

fn ∗ gn(x) ↑ f ∗ g(x).

每个 fn, gn ∈ L2，所以定理 14.2(a) 说明 fn ∗ gn 连续。因此

{f ∗ g ≤ a} =
⋂
n≥1

{fn ∗ gn ≤ a}

为闭集。 □

应用 14.1（Steinhaus 定理）。 若 Borel 集 A ⊂ Rd 的 Lebesgue 测度为正，则

A−A = {a− a′ : a, a′ ∈ A}

是 0 在 Rd 中的一个邻域。
校订注：原文结论末尾写成“R 中的邻域”，但本应用从头到尾在 Rd 上，故改为 Rd。

证明。令 φA = 1A ∗ 1−A。推论 14.3 说明 φA 下半连续，故 {φA > 0} 是开集。又

φA(0) =

∫
1−A(−y)1A(y) dy = λd(A) > 0,

所以这个开集包含 0。命题 14.2(c) 给出

{φA > 0} ⊂ A+ (−A) = A−A.
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因此 A−A 包含 0 的一个开邻域。 □

定理 14.3（L1 卷积代数）。
(a) 若 f, g ∈ L1

K(λd)，则 (f ∗ g)(x) 对几乎每个 x 存在，且 f ∗ g ∈ L1
K，并满足

‖f ∗ g‖1 ≤ ‖f‖1 ‖g‖1 ,
∫
f ∗ g dλd =

(∫
f dλd

)(∫
g dλd

)
.

(b) (L1
K(λd),+, ·, ∗) 是无单位元的交换 K-代数。

证明。命题 14.1 给出 ∫
|f | ∗ |g| dx = ‖f‖1 ‖g‖1 <∞.

所以 |f | ∗ |g| <∞ 几乎处处。在异常零测集上令 f ∗ g = 0，便得到 Borel 可积代表，并且

‖f ∗ g‖1 ≤ ‖|f | ∗ |g|‖1 = ‖f‖1 ‖g‖1 .

积分乘积公式由 Fubini 定理得到。
分配律与交换律已经证明。对 f, g, h ∈ L1，非负情形的结合律给出

(|f | ∗ |g|) ∗ |h| = |f | ∗ (|g| ∗ |h|) <∞ 几乎处处. (14.3)

在满足 (14.3) 的每个 x 上，(y, z) 7→ f(x − y)g(y − z)h(z) 可积；Fubini–Lebesgue 定理使命
题 14.1 中的形式计算合法，从而得到结合律。
最后反设存在单位元 u ∈ L1。对每个 ρ > 0，令 Fρ(x) = e−ρ|x|

2。则 Fρ ∗ u = Fρ 几乎处处。
定理 14.2(a) 说明左端连续，右端也连续；两个连续函数若几乎处处相等，便处处相等。因此
在 x = 0 有 ∫

Rd

e−ρ|y|
2
u(y) dy = 1.

但控制收敛定理在 ρ→∞ 时给出左端趋于 0，矛盾。 □

注。 更一般地，只要某点 x 满足 (|f | ∗ |g| ∗ |h|)(x) <∞，卷积结合律就在该点成立。上一节
反例不满足这个条件。

定理 14.4。若 f ∈ LpK(λd)、1 ≤ p ≤ +∞，且 g ∈ L1
K(λd)，则 f ∗ g 几乎处处存在、属于 LpK，

并且
‖f ∗ g‖p ≤ ‖f‖p ‖g‖1 .

证明。先设 p <∞，令 q 为其共轭指数，并对测度 η( dy) = |g(y)| dy 使用 Hölder 不等式：(∫
|f(x− y)||g(y)| dy

)p
≤ ‖g‖p/q1

∫
|f(x− y)|p|g(y)| dy.

对 x 积分并用 Fubini–Tonelli 定理，得到

‖|f | ∗ |g|‖pp ≤ ‖g‖
p/q
1 ‖f‖pp ‖g‖1 = ‖f‖

p
p ‖g‖

p
1 .

当 p =∞ 时，直接估计 |f ∗ g| ≤ ‖f‖∞ ‖g‖1。 □
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14.4 近似恒等族

由于 L1
K(λd)的卷积没有单位元，我们引入一类在渐近意义下充当单位元的函数列。也就是说，

希望在某种适当意义下有
αn ∗ f“近似于”f, n→ +∞.

定义 14.5。 若函数列 (αn)n≥1 ⊂ L1
K(λd) 满足

(i) 对每个 n ≥ 1， ∫
Rd

αn dλd = 1;

(ii)
sup
n≥1

∫
Rd

|αn| dλd < +∞;

(iii) 对每个 ε > 0，

lim
n→+∞

∫
{|x|≥ε}

|αn| dλd = 0,

则称 (αn)n≥1 为一个近似恒等族。

若各 αn 非负，则条件 (ii) 直接由 (i) 得到。除了函数列，也常用以 t > 0 为参数的族 (αt)t>0；
这时把条件 (iii) 中的 n→ +∞ 改成 t→ 0。

一般构造。 取任意 α ∈ L1
K(λd)，满足

∫
Rd α dλd = 1，并令

αn(x) := ndα(nx), n ≥ 1.

变量替换 x = u/n 给出∫
Rd

αn dλd = 1,

∫
Rd

|αn| dλd =
∫
Rd

|α| dλd.

而对每个 ε > 0， ∫
{|x|≥ε}

|αn(x)| dx =

∫
{|u|≥nε}

|α(u)| du −→ 0.

故 (αn) 是近似恒等族。

下面列出几类常用的近似恒等族；其中 | · | 表示 Euclid 范数。

例。
1. Laplace 核（R 上）：

αt(x) =
1

2t
e−|x|/t, t > 0.

2. Cauchy 核（R 上）：
αt(x) =

t

π(t2 + x2)
, t > 0.

3. Gauss 核（Rd 上）：

αt(x) =
1

(2
√
π t)d

exp
(
−|x|

2

4t2

)
, t > 0.

这里使用了
∫ +∞
−∞ e−x

2 dx =
√
π （见第 12.2 节例 2）。
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4. 紧支撑核（Rd 上）：若 α ∈ CK(Rd,R) 且
∫
α dλd = 1，则

αt(x) =
1

td
α
(x
t

)
, t > 0.

定理 14.5（Lp 收敛）。 设 (αn)n≥1 是近似恒等族，1 ≤ p < +∞，f ∈ LpK(λd)。则对每个
n ≥ 1，f ∗ αn ∈ LpK(λd)，并且

‖f ∗ αn − f‖p −→ 0.

证明。第一项结论由定理 14.4 得到。记 q 为 p 的共轭指数，并令

M := sup
n≥1
‖αn‖1 < +∞.

由于
∫
αn = 1，在 f ∗ αn(x) 存在处有

(f ∗ αn)(x)− f(x) =
∫
Rd

(
f(x− y)− f(x)

)
αn(y) dy.

按照定理 14.4 的估计，并应用 Fubini–Tonelli 定理，得到

‖f ∗ αn − f‖pp ≤M
p/q

∫
Rd

‖τyf − f‖pp |αn(y)| dy,

其中当 p = 1 时约定 Mp/q = 1。对任意 ε > 0，∫
Rd

‖τyf − f‖pp |αn(y)| dy ≤ 2p ‖f‖pp
∫
{|y|≥ε}

|αn(y)| dy

+M sup
|y|≤ε
‖τyf − f‖pp .

先令 n → +∞，第一项由定义 14.5(iii) 趋于零；再令 ε → 0，第二项由定理 14.1(b) 趋于零。
因此结论成立。 □

下面研究当 f 至少局部具有正则性时的逐点逼近。

定义 14.6。 设 f : Rd → K，B ⊂ Rd。若

∀ε > 0, ∃η > 0, ∀x ∈ B, ∀y ∈ Rd, |x− y| ≤ η =⇒ |f(x)− f(y)| ≤ ε,

则称 f 在 B 上相对一致连续（或称 B-一致连续）。等价地，

lim
η→0

sup
x∈B
|h|≤η

|f(x+ h)− f(x)| = 0.

若 f 在 B 上相对一致连续，则它在 B 的每一点连续，而且限制 f |B 一致连续；反之一般不
成立，例如取 f = 1Q、B = Q。

例。
1. f 在 Rd 上相对一致连续，当且仅当 f 在 Rd 上一致连续。
2. f 在 {x0} 上相对一致连续，当且仅当 f 在 x0 连续。

311



分析：积分理论｜中文讲义 第十四章 卷积及其应用

3. Heine 定理的推广：若 f 在紧集 K ⊂ Rd 的每一点连续，则 f 在 K 上相对一致连续。
事实上，若结论不成立，则存在 ε0 > 0 以及 xn ∈ K、hn ∈ Rd，使

|hn| ≤
1

n
, qquad|f(xn + hn)− f(xn)| > ε0.

由紧致性可取子列 xφ(n) → x ∈ K。f 在 x 连续，故 f(xφ(n) + hφ(n)) 与 f(xφ(n)) 都趋于
f(x)，矛盾。

定理 14.6（逐点收敛）。 设 (αn)n≥1 是近似恒等族，f ∈ L∞
K (λd)。则：

(a) 对每个 n ≥ 1，f ∗ αn 在 Rd 上一致连续，且

‖f ∗ αn‖∞ ≤ ‖f‖∞ ‖αn‖1 .

(b) 若 f 在 B ⊂ Rd 上相对一致连续，则

lim
n→+∞

sup
x∈B

∣∣(f ∗ αn)(x)− f(x)∣∣ = 0.

校订注：原文定理 14.6(b) 的上确界中漏印绝对值；证明中使用的正是绝对误差，故在此补全。

证明。(a) 是定理 14.2(a) 的直接推论。证明 (b) 时，令 Mf = ‖f‖∞，并把 f 的代表元替换为
闭球 {z ∈ K : |z| ≤Mf} 上的度量投影与 f 的复合。实值情形下，这个投影就是

z 7−→ (−Mf ) ∨ (z ∧Mf ).

投影是 1-Lipschitz 的；而 f 在 B 的每一点连续，所以 |f(x)| ≤ Mf 对 x ∈ B 成立。故替换
后的代表元与原函数在 B 上相同，仍在 B 上相对一致连续，并处处满足 |f | ≤ ‖f‖∞。仍记这
个代表元为 f，并令 M = supn ‖αn‖1。对任意 x ∈ Rd、n ≥ 1 和 η > 0，

|(f ∗ αn)(x)− f(x)| ≤
∫
Rd

|f(x− y)− f(x)| |αn(y)| dy

≤M sup
|y|≤η

|f(x− y)− f(x)|+ 2 ‖f‖∞
∫
{|y|>η}

|αn(y)| dy.

对 x ∈ B 取上确界，再先令 n→∞，后令 η → 0，即得 (b)。 □

推论 14.4。 设 f ∈ L∞
K (λd)。则：

(a) 若 f 在 x0 ∈ Rd 连续，则 (f ∗ αn)(x0)→ f(x0)；
(b) 若 f 在 Rd 上一致连续，则 ‖f ∗ αn − f‖∞ → 0；
(c) 若 f 在紧集 K 的每一点连续，则

sup
x∈K
|(f ∗ αn)(x)− f(x)| −→ 0.

14.5 用卷积正则化

第 14.3 节已经说明：若 f 局部可积、ϕ 本质有界且具有紧支撑，则 f ∗ ϕ 在 Rd 每一点存在。
本节将证明 f ∗ ϕ 还会继承 ϕ 的光滑性，并由此得到若干重要的光滑函数逼近定理。
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定义 14.7。
(a) 对 n ∈ N ∪ {∞}，记

CnK(Rd,K) := {f : Rd → K : f 具有紧支撑且属于Cn}.

(b) 对多重指标 p = (p1, . . . , pd) ∈ Nd，记

|p| :=
d∑
i=1

pi.

(c) 一个 m 阶微分算子是指形如

Df :=
∑
|p|≤m

λp
∂|p|f

∂xp11 · · · ∂x
pd
d

, λp ∈ K,

的算子。

回忆：函数 f 在 Rd 上属于 Cn，当且仅当它的所有阶数不超过 n 的偏导数都连续。

定理 14.7。 设 ϕ ∈ CnK(Rd,K)，n ∈ N ∪ {∞}，且 f ∈ L1
loc,K(λd)。则 f ∗ ϕ 在 Rd 每一点有

定义，并且
f ∗ ϕ ∈ Cn(Rd,K).

若 D 是阶数 m ≤ n 的微分算子，则

D(f ∗ ϕ) = f ∗ (Dϕ).

证明。用归纳法，只需对基本算子 ∂/∂xi 证明结论。令

Kφ := suppϕ+B(0, 1),

这是紧集。固定 x ∈ Rd，记 ei 为第 i 个标准基向量。当 0 < |h| ≤ 1 时，

(f ∗ ϕ)(x+ hei)− (f ∗ ϕ)(x)
h

=

∫
Rd

f(y)
ϕ(x− y + hei)− ϕ(x− y)

h
dy.

由一元中值不等式，积分核的绝对值不超过

|f(y)|
∥∥∥∥ ∂ϕ∂xi

∥∥∥∥
∞

1Kφ(x− y).

这个控制函数可积，因为 f 局部可积且 x−Kφ 是紧集。另一方面，对每个 y，被积函数趋于

f(y)
∂ϕ

∂xi
(x− y).

控制收敛定理于是给出
∂

∂xi
(f ∗ ϕ) = f ∗ ∂ϕ

∂xi
.

右端连续性可由同一控制收敛论证得到，随后归纳即可。 □
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命题 14.4。 设 f ∈ L1
K(λd)，而

ϕ ∈ Cnb (Rd,K) := {u : Rd → K : u ∈ Cn, u 及其所有不超过n 阶的偏导数均有界},

其中 n ∈ N ∪ {∞}。则定理 14.7 的结论仍然成立。

为了把上述正则性结论与近似恒等族结合起来，最有用的是 n =∞ 的情形。空间 C∞
K 并非只

有零函数。例如，在 Euclid 范数下，

ϕ(x) :=

exp
(

1

|x|2 − 1

)
, |x| < 1,

0, |x| ≥ 1

属于C∞
K (Rd, [0, 1]). (14.4)

这可由一元函数

u 7−→

e−1/u, u > 0,

0, u ≤ 0

属于 C∞(R, [0, 1]) 直接推出。

定义 14.8。 若函数列 (αn)n≥1 既是近似恒等族，又满足

αn ∈ C∞
K (Rd,K), n ≥ 1,

则称它为一个光滑化近似恒等族，也称磨光核族。

基本例。 取 α ∈ C∞
K (Rd,K) 且

∫
Rd α dλd = 1，令

αn(x) = ndα(nx).

例如可取 α = ϕ/
∫
ϕdλd，其中 ϕ 由 (14.4) 给出；更一般地，任取积分非零的实值 C∞

K 函数
作同样归一化即可。

定理 14.8（稠密性）。
(a) C∞

K (Rd,K) 在 CK(Rd,K) 中关于 ‖·‖∞ 稠密。
(b) 对每个 1 ≤ p < +∞，C∞

K (Rd,K) 在 LpK(λd) 中关于 ‖·‖p 稠密。
(c) C∞

b (Rd,K) 在所有有界一致连续函数组成的空间 CU,b(Rd,K) 中关于 ‖·‖∞ 稠密。
(d) C∞

b (Rd,K) 在 Cb(Rd,K) 中关于紧集上一致收敛稠密：对每个有界连续函数 f，存在
(fn)n≥1 ⊂ C∞

b (Rd,K)，使对每个紧集 K ⊂ Rd，

sup
x∈K
|fn(x)− f(x)| −→ 0.

证明。固定一个光滑化近似恒等族 (αn)。以下各情形中的函数 f 都局部可积，故 f ∗ αn 处处
存在。
(a) 若 f ∈ CK，则 f ∗αn ∈ CK；定理 14.7 又说明它属于 C∞，故 f ∗αn ∈ C∞

K。因为 f 一致
连续，推论 14.4(b) 给出一致收敛。
(b)设 f ∈ Lp，并令 fm = f1{|x|≤m}。控制收敛定理给出 ‖f − fm‖p → 0。固定 m后，αn∗fm ∈
C∞
K，且由定理 14.5，‖αn ∗ fm − fm‖p → 0。用对角选取即可得到所需稠密性。

(c) 对 f ∈ CU,b，定理 14.2(a) 与定理 14.7 说明 f ∗ αn ∈ C∞
b ，推论 14.4(b) 给出一致收敛。
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(d) 对 n ≥ 1，令闭球上的径向投影为

Pn(x) :=

x, |x| ≤ n,
n
x

|x|
, |x| > n,

f̃n := f ◦ Pn.

映射 Pn是从 Rd到闭球 B(0, n)的 1-Lipschitz映射，而 f |B(0,n)一致连续且有界，故 f̃n ∈ CU,b。

由 (c)，可取 fn ∈ C∞
b 使

∥∥∥f̃n − fn∥∥∥
∞
≤ 1/n。任给紧集 K，当 n 充分大时 Pn(x) = x 对所有

x ∈ K 成立，因而
sup
x∈K
|fn(x)− f(x)| ≤

1

n
−→ 0.

□

卷积的光滑化性质还有许多其他用途。下面给出 Rd 上光滑版的 Urysohn 闭集分离引理。

定理 14.9（Lebesgue–Urysohn 引理）。 设 K ⊂ Rd 为紧集，ω ⊂ Rd 为开集，且 K ⊂ ω。
则存在 f ∈ C∞

K (Rd, [0, 1])，使

f ≡ 1 于K, f ≡ 0 于ωc.

证明。若 K = ∅，取 f = 0 即可。以下设 K 6= ∅。若 ωc 6= ∅，连续函数 x 7→ d(x, ωc) 在 K

上达到正的最小值，记为 ρ；若 ω = Rd，则任取 ρ > 0。令

Kη := {u ∈ Rd : d(u,K) ≤ η}.

于是当 0 < η < ρ 时 Kη ⊂ ω。取非负函数 αρ ∈ C∞
K (Rd,R)，使

suppαρ ⊂ B(0, ρ/3),

∫
αρ dλd = 1,

并定义
f := 1Kρ/3

∗ αρ.

由定理 14.2(a)，0 ≤ f ≤ 1；由定理 14.7，f ∈ C∞。又

{f 6= 0} ⊂ Kρ/3 +B(0, ρ/3) ⊂ K2ρ/3 ⊂ ω,

所以 f 具有紧支撑并在 ωc 上恒为零。最后，若 x ∈ K，则 B(0, ρ/3) ⊂ x−Kρ/3，故

f(x) =

∫
x−Kρ/3

αρ(y) dy =

∫
Rd

αρ(y) dy = 1.

□

14.6 其他卷积

14.6.1 函数的其他卷积

在其他空间上，也可以定义具有类似性质的卷积。例如，在所有双边序列

KZ := {u = (un)n∈Z : un ∈ K}
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上，可以形式地写成
(u ∗ v)n :=

∑
k∈Z

un−kvk, n ∈ Z.

特别地，当 u, v 都属于

`1K(Z) :=

{
(un)n∈Z ∈ KZ :

∑
n∈Z
|un| < +∞

}

时，上式确实定义了卷积序列。

再看带有归一化 Lebesgue 测度 λ1|[0,2π)/(2π) 的圆环 [0, 2π)。任意 Borel 函数 f : [0, 2π)→ K
都可周期延拓为

f(x) := f
(
x− 2π

⌊ x
2π

⌋)
, x ∈ R.

于是可以定义周期卷积

(f ∗ g)(x) :=
∫ 2π

0
f(x− y)g(y) dy

2π
.

例如，当 f, g ∈ L1
K([0, 2π), dy/(2π)) 时，该卷积几乎处处存在。前述关于 Rd 的结论可相应移植到

周期情形。连续 2π-周期函数空间记为

C#
2π(R,K) := {f : R→ K : f 连续且2π-周期}, ‖f‖#2π := sup

x∈[0,2π)
|f(x)|.

这些构造也都有多维版本。

更一般地，只要空间具有阿贝尔群结构，并且所用测度关于群平移不变，就可以建立类似的卷
积理论。这便导向局部紧阿贝尔群及其 Haar 测度上的卷积。

14.6.2 非负测度的卷积

先在 Rd 上说明抽象定义。设 µ, ν 是 (Rd,B(Rd)) 上的非负 σ-有限测度。把乘积测度 µ⊗ ν 在
加法映射

(x, y) 7−→ x+ y

下的像测度称为 µ 与 ν 的卷积，记作 µ ∗ ν。由像测度的换元公式，对每个非负 Borel 函数 f（以
及每个使积分有意义的函数）有∫

Rd

f(z)(µ ∗ ν)( dz) =
∫
Rd×Rd

f(x+ y)(µ⊗ ν)( dx, dy)

=

∫
Rd

∫
Rd

f(x+ y)µ( dx)ν( dy).

卷积满足交换律。若把讨论限制在有限非负测度上，则卷积仍是有限测度，并满足结合律，且
δ0 是单位元；概率测度因而也在卷积下封闭。

校订注：原文把上述结论直接表述为“σ-有限测度之间的运算”，但两个 σ-有限测度的卷积未必仍是 σ-有限的。例如
Lebesgue 测度与自身的卷积不是 σ-有限测度。因此这里把封闭的代数性结论准确地限制为有限非负测度；一般情形仍
可用像测度定义一次卷积。

函数卷积与测度卷积自然相容：若 µ、ν 关于 λd 的密度分别是 f、g，则 µ ∗ ν 关于 λd 的密
度为 f ∗ g。习题 14.15 将对此作更细致的说明。在概率论中，两个独立随机向量之和的分布，正
是它们各自分布的卷积。
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14.7 习题

以下均在测度空间 (Rd,B(Rd), λd) 上讨论，其中 d ≥ 1。

习题 14.1。 设 a, b ∈ R、a < b，令 χ = 1[a,b]，并对 n ≥ 1 定义

χn := χ ∗ · · · ∗ χ︸ ︷︷ ︸
n 次

.

(a) 画出 χ2 的图像，并证明对每个 n ≥ 2，χn ∈ Cn−2
K (R)。

(b) 对 n ≥ 1 计算 ‖χn‖1；计算 ‖χ2‖∞，并证明当 n ≥ 3 时

‖χn‖∞ < ‖χn‖1 .

(c) 令 ϕ =
∑

n≥2 χn。给出 ϕ ∈ L1
R(λ1) 的充要条件。证明在此条件下 ϕ ∈ C0(R)，且

ϕ = χ ∗ ϕ+ χ2.

函数 ϕ 在 R 上可微吗？

习题 14.2。 考察与函数 1[0,1] 的卷积，证明 L1
R(λ1) 关于卷积没有单位元。

习题 14.3。 设 f ∈ L1
K(λd)。定义 f 的傅里叶变换

f̂(t) :=

∫
Rd

f(x)e−i(t·x) dx, t ∈ Rd,

其中 · 表示 Rd 上的内积。
(a) 证明 f̂ ∈ C0(Rd)。
(b) 若 f, g ∈ L1

K(λd)，证明
f̂ ∗ g = f̂ ĝ.

(c) 由此再次证明 L1
K(λd) 关于卷积没有单位元。

习题 14.4（卷积的 Young 不等式）。 设 p, q, r ∈ [1,+∞] 满足

1

p
+

1

q
= 1 +

1

r
,

且 f ∈ LpK(λd)、g ∈ L
q
K(λd)。证明 f ∗ g 几乎处处有定义，并且

f ∗ g ∈ LrK(λd), ‖f ∗ g‖r ≤ ‖f‖p ‖g‖q .

习题 14.5。 设 f ∈ L1
K(λd)、g ∈ L

p
K(λd)，其中 1 ≤ p ≤ +∞。证明：对每个满足

|a| < ‖f‖−1
1

的 a ∈ K，方程
h− af ∗ h = g
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在 LpK(λd) 中有唯一解。

习题 14.6。 设 1 ≤ p < +∞、f ∈ LpK(λd)，并设 (αn)n≥1 是非负近似恒等族。对概率测度
αn(x) dx 应用 Jensen 不等式（参见习题 7.10），证明

‖αn ∗ f − f‖p −→ 0.

习题 14.7。 设 f ∈ L1
K(λd)、g ∈ L∞

K (λd)，且

lim
|x|→+∞

g(x) = 0.

证明 f ∗ g ∈ C0(Rd)。若去掉 g 在无穷远处趋于零的条件，结论是否仍然成立？

习题 14.8。设 (Bn)n≥1 是以原点为中心、半径 rn > 0 的开球列，且 rn → 0。对 f ∈ L1
K(λd)，

定义球平均

fn(x) :=
1

λd(Bn)

∫
x+Bn

f(y) dy, x ∈ Rd.

证明存在子列 (fφ(n))n≥1，使它几乎处处收敛于 f。

习题 14.9。 设 f ∈ L1
K(λd) 在某个紧集外恒为零，并满足：对每个 ϕ ∈ C∞

K (Rd)，∫
Rd

f(x)∆ϕ(x) dx = 0,

其中 ∆ 是 Rd 上的 Laplace 算子。
(a) 设 α ∈ C∞

K (Rd)。证明 α ∗ f ∈ C∞
K (Rd)，并且对每个 ϕ ∈ C∞

K (Rd)，∫
Rd

(α ∗ f)(x)∆ϕ(x) dx = 0.

(b) 由此证明 α ∗ f = 0，再证明 f = 0 λd-几乎处处。

习题 14.10。 本题使用习题 6.14 中研究的可测函数的本质支撑。设 f, g ∈ L1
K(λd)，并令

A := Sλdf ∪ {f = 0}, B := Sλdg ∪ {g = 0}, F := Sλdf + Sλdg .

(a) 证明 λd(A
c) = λd(B

c) = 0，并且对每个 x ∈ F c，

{y ∈ Rd : f(x− y)g(y) 6= 0} ⊂ (x−Ac) ∪Bc.

(b) 由此证明
Sλdf∗g ⊂ S

λd
f + Sλdg .

校订注：原文在本题中写成了未定义的上标 µ；本章的环境测度是 λd，故统一改为 S
λd
f 、S

λd
g 。此外，本质支集

按定义是闭集，而两个闭集的和未必闭；由 (a) 能推出的一般结论是包含于和集的闭包，故在 (b) 中补上闭包。
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习题 14.11（傅里叶反演公式）。 设 f ∈ L1
C(λd)。定义

f̂(t) :=

∫
Rd

f(x)e−i(t·x) dx, t ∈ Rd.

对每个 n ≥ 1，令

an(t) := (2π)−d exp
(
−|t1|+ · · ·+ |td|

n

)
, t ∈ Rd.

(a) 计算 αn := ân，并证明它是 Rd 上的卷积核（参见第 14.4 节）。
(b) 若 f̂ ∈ L1

C(λd)，证明对每个 x ∈ Rd，

(αn ∗ f)(x) =
∫
Rd

an(t)f̂(t)e
i(x·t) dt.

(c) 推出傅里叶反演公式

(2π)df(x) =

∫
Rd

f̂(t)ei(x·t) dt = ̂̂f(−x) 对λd-几乎处处的x.

校订注：原文在本题的 d 维积分中沿用了一维上下限 −∞,+∞；这里改为正确的积分域 Rd。

习题 14.12。
(a) 设 g, h ∈ L1

C(R)，ĝ ∈ L1
C(R)，且

∥∥∥ĥ∥∥∥
∞
< 1。在 L1

C(R) 中求解

f = g + h ∗ f.

(b) 设实数 a > b > 0，并定义

g(x) = e−a|x|, h(x) = (a− b)1R+(x)e
−ax.

用微分方程求解 f = g + h ∗ f。
(c) 由此求函数

x 7−→ 1

(a− ix)(b+ ix)
的傅里叶变换。

习题 14.13。 在 R∗
+ = (0,+∞) 上定义测度

µ( dx) := x−1 dx.

对可测函数 f, g : R∗
+ → K，在积分有意义时定义

(f ? g)(x) :=

∫
R∗
+

f(xy−1)g(y)µ( dy).

(a) 若 f, g : R∗
+ → R+ 为 Borel 函数，证明 f ? g 仍为非负 Borel 函数，且∫

R∗
+

f ? g dµ =

(∫
R∗
+

f dµ
)(∫

R∗
+

g dµ
)
.
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(b) 若 f, g ∈ L1
K(µ)，证明

f ? g ∈ L1
K(µ), ‖f ? g‖L1(µ) ≤ ‖f‖L1(µ) ‖g‖L1(µ) .

(c) 若 p ∈ [1,+∞]、(f, g) ∈ LpK(µ)× L1
K(µ)，证明

f ? g ∈ LpK(µ), ‖f ? g‖Lp(µ) ≤ ‖f‖Lp(µ) ‖g‖L1(µ) .

习题 14.14（带权 Hardy 不等式）。 沿用习题 14.13 的测度 µ( dx) = x−1 dx 与卷积 ?。设
α ∈ R \ {1}、1 ≤ p < +∞，且 f : R∗

+ → K 为 Borel 函数，满足 idα f ∈ LpK(µ)。
(a) 证明对每个 x > 0，

F (x) :=


1

x

∫ x

0
f(t) dt, α < 1,

1

x

∫ +∞

x
f(t) dt, α > 1

有定义，并存在 gα ∈ L1
R(µ) ∩ L

p
R(µ)，使

idα F = (idα f) ? gα.

(b) 推出带权 Hardy 不等式∫ +∞

0
xpα−1|F (x)|p dx ≤ 1

|α− 1|p

∫ +∞

0
xpα−1|f(x)|p dx. (Hp)

并说明它如何推广习题 9.16 中的 Hardy 不等式。
(c) 证明 (Hp) 中的常数 1/|α− 1|p 是最优的。
(d) 证明当 α = 1 时不存在与 (Hp) 类似的不等式。

校订注：原文在 (a) 中只写 gα ∈ Lp(µ)，但由习题 14.13(c) 推出 (b) 还需要 gα ∈ L1(µ)。实际构造的 gα 同时属

于这两个空间，故在题目中补全。

习题 14.15。 设 µ, ν 是 (Rd,B(Rd)) 上的有限非负测度，µ ∗ ν 表示乘积测度 µ ⊗ ν 在映射
(u, v) 7→ u+ v 下的像测度。
(a) 对有界 Borel 函数 ϕ，证明∫

Rd

ϕ d(µ ∗ ν) =
∫
Rd×Rd

ϕ(u+ v)µ( du)ν( dv).

(b) 证明这里定义的卷积满足交换律、结合律，并以 δ0 为单位元。
(c) 设 f, g ∈ L1

R+
(λd)，并令

µ = fλd, ν = gλd.

证明
µ ∗ ν = (f ∗ g)λd.

(d) 设 g ∈ L1
R+

(λd)、µ = gλd。证明存在 h ∈ L1
R+

(λd)，使

µ ∗ ν = hλd.

(e) 证明
supp(µ ∗ ν) ⊂ suppµ+ supp ν.

校订注：原文 (c) 将 ν 误记为 µ，且 (e) 漏写闭包；均已改正。
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第十五章 Fourier 变换与 Laplace 变换
Fourier 变换是纯数学与应用数学许多领域中的基本工具。不同领域会根据关注点采用略有差

异的规范，例如在复指数的自变量中加入因子 2π，或者把所变换的测度乘以 (2π)−d/2。本章采用
概率论中最常见的规范。章末还将联系 Fourier 变换，较简略地介绍 Laplace 变换。

本章补充记号。 本章中的 | · | 一律表示 Rd 上的标准 Euclid 范数，并记

〈x, x′〉 :=
d∑
j=1

xjx
′
j , x, x′ ∈ Rd.

复数 z 的共轭记为 z，模仍记为 |z|。记中心对称

Ǐd : x 7−→ x̌ := −x.

若 f 是 Rd 上的函数，则
f̌ := f ◦ Ǐd, f̌(x) = f(−x).

这个变换是对合，即 ˇ̌f = f。对测度也采用相同记号：µ̌ 表示 µ 在 x 7→ −x 下的像测度。

我们将频繁使用如下稠密性结论：

CK(Rd,K) 在(LpK(λd), ‖·‖p) 中稠密, 1 ≤ p < +∞.

一维情形见第 7 章，一般情形见第 9.7 节定理 9.10。

15.1 定义与初步性质

定义 15.1。
(a) 设 µ 是 Rd 上的有限非负测度。定义 µ 的 Fourier 变换为

µ̂(ξ) :=

∫
Rd

ei⟨ξ,x⟩µ( dx), ξ ∈ Rd. (15.1)

(b) 设 f ∈ L1
C(λd)。定义 f 的 Fourier 变换为

f̂(ξ) :=

∫
Rd

ei⟨ξ,x⟩f(x) dx, ξ ∈ Rd. (15.2)

因为 |ei⟨ξ,x⟩| = 1，上述积分都绝对收敛。若 f ≥ 0 且 f ∈ L1
R(λd)，令 µf = fλd，则两个定义

相容：

f̂(ξ) = f̂λd(ξ) =

∫
Rd

ei⟨ξ,x⟩f(x) dx. (15.3)

基本性质。
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P1 对每个 ξ ∈ Rd，
µ̂(−ξ) = µ̂(ξ) =

∫
Rd

ei⟨ξ,x⟩µ̌( dx) = ̂̌µ(ξ).
亦即 ̂̌µ = µ̂ = ˇ̂µ.

特别地，若 µ 关于原点对称，则 µ̂ 为实值函数。
对 f ∈ L1

C，相应地有

f̂(−ξ) = f̂(ξ) =

∫
Rd

ei⟨ξ,x⟩f(−x) dx = ̂̌f(ξ),
即 ̂̌f = f̂ =

ˇ̂
f.

特别地，若 f 为实值函数，则 f̂(−ξ) = f̂(ξ)；若 f 还为偶函数，则 f̂ 为实值函数。
P2 对有限非负测度 µ, µ′ 和 ρ ≥ 0，

ρ̂µ+ µ′ = ρµ̂+ µ̂′, ρ̂µ = ρµ̂.

函数 Fourier 变换在 L1
C 上是 C-线性的，在 L1

R 上是 R-线性的。

命题 15.1。
(a) µ̂ 与 f̂ 都有界且一致连续。更准确地，

‖µ̂‖∞ ≤ µ(R
d),

∥∥∥f̂∥∥∥
∞
≤ ‖f‖1 ,

并且

|µ̂(ξ)− µ̂(ξ′)| ≤
∫
Rd

min{2, |ξ − ξ′| |x|}µ( dx),

|f̂(ξ)− f̂(ξ′)| ≤
∫
Rd

min{2, |ξ − ξ′| |x|}|f(x)| dx.

(b) Riemann–Lebesgue 定理：对每个 f ∈ L1
C(λd)，

lim
|ξ|→+∞

f̂(ξ) = 0.

因此
f̂ ∈ C0(Rd,C) := {g ∈ C(Rd,C) : g(x)→ 0 当|x| → ∞}.

证明。对任意 ξ, ξ′ ∈ Rd，

µ̂(ξ)− µ̂(ξ′) =
∫
Rd

(
ei⟨ξ,x⟩ − ei⟨ξ′,x⟩

)
µ( dx).

由中值不等式和三角不等式，

|eiu − eiv| ≤ min{2, |u− v|},

再用 Cauchy–Schwarz 不等式 |〈ξ − ξ′, x〉| ≤ |ξ − ξ′| |x|，便得到 (a) 中关于测度的估计。令
ξ − ξ′ → 0，控制收敛定理给出一致连续性。有界性直接来自复指数的模为 1。函数情形完全
相同，只需用 |f(x)| dx 代替 µ( dx)。
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证明 (b)。对 ξ 6= 0，令

hξ := π
ξ

|ξ|2
.

由于 ei⟨ξ,hξ⟩ = eiπ = −1，平移变量后得到

f̂(ξ) = −
∫
Rd

ei⟨ξ,x⟩f(x− hξ) dx.

与 (15.2) 相加可得
f̂(ξ) =

1

2

∫
Rd

ei⟨ξ,x⟩(f(x)− f(x− hξ)) dx,
从而

|f̂(ξ)| ≤ 1

2

∥∥f − τhξf∥∥1 −→ 0,

因为 |hξ| = π/|ξ| → 0，再应用定理 14.1(b)。 □

注。 Riemann–Lebesgue 定理一般不能推广到所有有限测度。例如对 a ∈ Rd，

δ̂a(ξ) = ei⟨ξ,a⟩,

其模恒为 1。

推论 15.1。 Fourier 变换是连续线性映射(
L1
C(λd), ‖·‖1

)
−→

(
C0(Rd,C), ‖·‖∞

)
.

命题 15.2。
(a) 若有限测度 µ 满足 ∫

Rd

|x|µ( dx) < +∞,

则 µ̂ ∈ C1(Rd)，并且对 1 ≤ k ≤ d，

∂µ̂

∂ξk
(ξ) = i

∫
Rd

xke
i⟨ξ,x⟩µ( dx). (15.4)

(b) 若 x 7→ |x| |f(x)| 属于 L1
R(λd)，则 f̂ ∈ C1(Rd)，且

∂f̂

∂ξk
(ξ) = i

∫
Rd

xke
i⟨ξ,x⟩f(x) dx. (15.5)

证明。这是含参积分的连续性定理与积分号下求导定理的直接应用。 □

推论 15.2。
(a) 若有限测度 µ 具有任意阶多项式矩，即∫

Rd

|x|nµ( dx) < +∞ 对每个n ∈ N,
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则 µ̂ ∈ C∞(Rd)。
(b) 若 ∫

Rd

|x|n|f(x)| dx < +∞ 对每个n ∈ N,

则 f̂ ∈ C∞(Rd)。

命题 15.3。 设 f ∈ C1(Rd)，并满足

lim
|x|→+∞

f(x) = 0, f ∈ L1(λd),
∂f

∂xk
∈ L1(λd) (1 ≤ k ≤ d).

则
∂̂f

∂xk
(ξ) = −iξkf̂(ξ), ξ ∈ Rd. (15.6a)

特别地，

f̂(ξ) = o

(
1

|ξ|

)
(|ξ| → +∞).

校订注：原文把 f 的定义域印成 R，并把 (15.6a)左端写成只对 xk 的一维积分，却把右端写成完整的 d维 Fourier
变换；这里统一改为 Rd 上偏导数的 Fourier 变换。

注。 当 d = 1 时，条件 f(x)→ 0 是多余的。事实上，

|f(x)− f(y)| ≤
∫ y

x
|f ′(u)| du.

由 f ′ ∈ L1，函数 f 在 +∞和 −∞都满足 Cauchy判别条件，因而存在有限极限；再由 f ∈ L1，
两个极限只能都是 0。

证明。固定 k。对其余变量几乎处处固定，并在 xk 上分部积分；边界项由 f(x)→ 0 消失。再
用 Fubini 定理对其余变量积分，得到

∂̂f

∂xk
(ξ) = −iξkf̂(ξ).

因此

max
1≤k≤d

|ξk| |f̂(ξ)| ≤ max
1≤k≤d

∣∣∣∣∣ ∂̂f∂xk (ξ)
∣∣∣∣∣ . (15.6)

又有
|ξ| ≤

√
d max

1≤k≤d
|ξk|.

右端各项由 Riemann–Lebesgue 定理在 |ξ| → ∞ 时趋于零，所以得到所需的 o(|ξ|−1) 估计。□

推论 15.3。设 f ∈ Cn(Rd)，n ≥ 1。若对所有满足 |α| ≤ n、|β| ≤ n−1的多重指标 α, β ∈ Nd，
都有

Dαf ∈ L1(λd), lim
|x|→+∞

Dβf(x) = 0,
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则

|f̂(ξ)| = o

(
1

|ξ|n

)
(|ξ| → +∞).

证明。对阶数作递推：先把命题 15.3 用于所有 n − 1 阶偏导数，再逐阶向下，每一步使用估
计 (15.6)，即可得到结论。 □

上述结果显示出一种对偶：函数越光滑，其 Fourier 变换在无穷远处衰减得越快；反过来，函
数自身衰减越快，其 Fourier 变换越光滑。这启发我们引入同时具有两类性质的函数空间。

定义 15.2（Schwartz 空间）。 定义实 Schwartz 空间

S(Rd) :=
{
f ∈ C∞(Rd,R) : ∀α ∈ Nd, ∀m ∈ N, Dαf(x) = O(|x|−m) 当|x| → ∞

}
.

又定义复 Schwartz 空间

SC(Rd) := {f : Rd → C : Re f, Im f ∈ S(Rd)}.

推论 15.4。 若 f ∈ S(Rd)，则
f̂ ∈ SC(Rd).

校订注：原文把结论写成 f̂ ∈ S，但原文刚把 S 定义为实值函数空间；一般实值 Schwartz 函数的 Fourier 变换可
为复值，故正确的目标空间是 SC。

证明。任取 m ≥ 1。由快速衰减性，可取常数 C > 0，使

|x|m|f(x)| ≤ C

(1 + |x|2)d
.

又因 |x| ≥ |xk|，

(1 + |x|2)d ≥
d∏

k=1

(1 + x2k).

所以 Fubini–Tonelli 定理给出∫
Rd

|x|m|f(x)| dx ≤ C
d∏

k=1

∫
R

dxk
1 + x2k

= Cπd < +∞.

推论 15.2 因而说明 f̂ ∈ C∞。另一方面，f 对任意阶数都满足推论 15.3 的假设，故

f̂(ξ) = O(|ξ|−n) 对每个n.

最后，由命题 15.2 反复求导，
Dαf̂ = i|α|x̂αf.

函数 xαf 仍属于 SC，对它重复上述衰减论证，便知 f̂ 的每一阶偏导数都快速衰减。 □
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例（Gauss 函数）。 在 Rd 上令
ϕd(x) := e−|x|2 .

显然 ϕd ∈ S(Rd)。由 Fubini 定理，

ϕ̂d(ξ) =

d∏
k=1

ϕ̂1(ξk).

命题 15.2(b) 与分部积分给出
ϕ̂1

′(ξ) = −ξ
2
ϕ̂1(ξ).

因此
ϕ̂1(ξ) = ϕ̂1(0)e

−ξ2/4 =
√
π e−ξ

2/4.

最终得到
ϕ̂d(ξ) = πd/2e−|ξ|2/4, ξ ∈ Rd. (15.7)

命题 15.4（卷积公式）。
(a) 若 µ, ν 是有限非负测度，则

µ̂ ∗ ν = µ̂ ν̂.

(b) 若 f, g ∈ L1
C(λd)，则

f̂ ∗ g = f̂ ĝ.

证明。由测度卷积是 µ⊗ ν 在加法映射下的像测度，再用 Fubini–Lebesgue 定理，

µ̂ ∗ ν(ξ) =
∫
Rd×Rd

ei⟨ξ,x+y⟩(µ⊗ ν)( dx, dy)

=

(∫
Rd

ei⟨ξ,x⟩µ( dx)
)(∫

Rd

ei⟨ξ,y⟩ν( dy)
)

= µ̂(ξ)ν̂(ξ).

当 f, g ≥ 0 时，(b) 由 (a) 对密度测度应用即得；一般情形可用卷积与复数乘法的双线性，或
直接重复上述 Fubini 计算。 □

15.2 单射性与反演公式

本节首先证明 Fourier 变换的单射性。在概率论中，这将允许我们只用一个函数刻画 Rd-值随
机向量的分布。

定理 15.1（Fourier 变换的单射性）。
(a) 映射 µ 7→ µ̂ 在 (Rd,B(Rd)) 上所有有限非负测度组成的集合上是单射。
(b) 映射 f 7→ f̂ 在 L1(λd) 上是单射。换言之，若 f, g ∈ L1(λd)，则

f̂ = ĝ =⇒ f = g λd-几乎处处.

证明需要下面两个引理。
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引理 15.1。
(a) 设 f ∈ L1

C(λd)、θ > 0，并令 fθ(x) = f(x/θ)。则

f̂θ(ξ) = θdf̂(θξ).

(b) 对 σ > 0，定义

gσ(x) :=
1

(2π)d/2σd
exp
(
−|x|

2

2σ2

)
.

则 gσ 是中心为 0、协方差为 σ2Id 的 Gauss 概率密度，并且

ĝσ(ξ) = exp
(
−σ

2|ξ|2

2

)
. (15.8)

证明。(a) 在 (15.2) 中作伸缩变量替换 x = θy 即得。(b) 由 (a) 取 θ =
√
2σ，再使用 Gauss

公式 (15.7)。 □

引理 15.2。 设 µ 是有限非负测度。对 σ > 0，定义

(gσ ∗ µ)(ξ) :=
∫
Rd

gσ(ξ − x)µ( dx).

则对每个 ξ ∈ Rd，
(gσ ∗ µ)(ξ) = (2π)−d

∫
Rd

µ̂(y)e−i⟨ξ,y⟩e−σ
2|y|2/2 dy. (15.9)

若把 µ( dx) 与 µ̂ 分别替换为 f(x) dx 与 f̂，其中 f ∈ L1
C(λd)，同一公式仍然成立。

证明。由 Gauss 公式 (15.7) 及伸缩变换，

gσ(z) = (2π)−d
∫
Rd

e−i⟨z,y⟩e−σ
2|y|2/2 dy.

把 z = ξ − x 代入并对 µ( dx) 积分。由于∫
Rd

∫
Rd

e−σ
2|y|2/2 dy µ( dx) < +∞,

Fubini–Lebesgue 定理允许交换积分次序，于是

(gσ ∗ µ)(ξ) = (2π)−d
∫
Rd

e−i⟨ξ,y⟩e−σ
2|y|2/2

(∫
Rd

ei⟨x,y⟩µ( dx)
)

dy,

这就是 (15.9)。函数情形同理。 □

定理 15.1 的证明。 先证 (a)。若 µ̂ = ν̂，则引理 15.2 给出

gσ ∗ µ = gσ ∗ ν, σ > 0.

设 h : Rd → R 有界且 Lipschitz。由 Fubini 定理和 x = y + z，∫
Rd

h(x)(gσ ∗ µ)(x) dx =

∫
Rd

∫
Rd

gσ(z)h(y + z) dz µ( dy).
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由于 gσ 是概率密度，∣∣∣∣∫ h(gσ ∗ µ) dλd −
∫
hdµ

∣∣∣∣ ≤ [h]Lip µ(Rd)
∫
Rd

|z|gσ(z) dz

= σ[h]Lip µ(Rd)
∫
Rd

|u|g1(u) du −→ 0.

(15.10)

因此
∫
h dµ =

∫
h dν 对所有有界 Lipschitz 函数成立。若 F ⊂ Rd 闭，令

hp(x) := (1− p d(x, F ))+.

则 hp ↓ 1F。控制收敛定理给出 µ(F ) = ν(F )。有限测度在生成 Borel σ-代数的闭集 π-系统上
一致，故 µ = ν。
证明 (b)。令 u = f − g。若 û = 0，引理 15.2 的函数版本说明

gσ ∗ u = 0 (σ > 0).

而 (gσ)σ>0 是近似恒等族，故定理 14.5 给出 ‖gσ ∗ u− u‖1 → 0。于是 u = 0 于 L1，即 f = g

几乎处处。 □

推论 15.5。
(a) 有限非负测度 µ 关于原点对称，当且仅当 µ̂ 为实值函数。
(b) 实值函数 f ∈ L1(λd) 几乎处处为偶函数，当且仅当 f̂ 为实值函数。若 f 连续，则可删
去“几乎处处”。

定理 15.2（Fourier 反演）。
(a) 设 µ 是有限非负测度，且 µ̂ ∈ L1(λd)。则 µ� λd，其密度 ϕ 非负、有界且一致连续，并
由

ϕ(x) = (2π)−d
∫
Rd

µ̂(ξ)e−i⟨x,ξ⟩ dξ = (2π)−d̂̂µ(−x) (15.11a)

给出。
(b) 若 f, f̂ ∈ L1

C(λd)，则

f(x) = (2π)−d
∫
Rd

f̂(ξ)e−i⟨x,ξ⟩ dξ = (2π)−d
̂̂
f(−x) λd-几乎处处. (15.11)

右端是有界、连续且在无穷远处趋于零的函数。因而，在 d 维情形下，若 f 在 x 连续，
则等式在 x 逐点成立；当 d = 1 时，只要 f 在 x 右连续或左连续，等式也在 x 成立。

校订注：原文在一般 d 维陈述后直接使用“右连续或左连续”；这两个概念只适用于一维。这里把一般情形写为在

x 连续，并把原有的单侧连续结论明确限制在 d = 1。

证明。(a) 在 (15.9) 中令 σ → 0。由于 µ̂ ∈ L1，控制收敛定理给出

lim
σ→0

(gσ ∗ µ)(x) = (2π)−d
∫
Rd

µ̂(ξ)e−i⟨x,ξ⟩ dξ =: ϕ(x). (15.12)

命题 15.1 说明 ϕ 有界且一致连续。由 µ̂(−ξ) = µ̂(ξ) 可知 ϕ 为实值。
对 h ∈ CK(Rd,R)，(15.9) 还给出与 σ 无关的界

|h(x)(gσ ∗ µ)(x)| ≤ (2π)−d ‖µ̂‖1 |h(x)|.
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因此可在 x 上应用控制收敛定理。再结合 (15.10)（先对 Lipschitz 紧支撑函数证明，再用定理
9.10 的一致稠密性推广），得到 ∫

Rd

h dµ =

∫
Rd

h(x)ϕ(x) dx. (15.13)

若某点有 ϕ(x0) < 0，由连续性可在其邻域内取非零的 h ∈ CK、h ≥ 0，使右端为负，与左端
非负矛盾。因此 ϕ ≥ 0。Riesz 表示的唯一性于是给出 µ = ϕλd。
(b) 令

ψ(x) := (2π)−d
∫
Rd

f̂(ξ)e−i⟨x,ξ⟩ dξ.

引理 15.2 的函数版本与控制收敛定理说明 gσ ∗ f(x)→ ψ(x) 对每个 x 成立。另一方面，定理
14.5 给出 gσ ∗ f → f 于 L1，故可取子列几乎处处收敛于 f。于是 f = ψ 几乎处处。
函数 ψ 连续，而它与 f 相等的满测集在 Rd 中稠密。若 f 在 x 连续，从该稠密集取趋于 x 的
点列即可得到 f(x) = ψ(x)。当 d = 1 且 f 只在一侧连续时，从相应一侧选取点列，同样得到
结论。 □

例。 设 f(x) = 1/(1 + x2)，x ∈ R。则

f̂(ξ) = πe−|ξ|, ξ ∈ R.

事实上，直接计算

ê−|·|(ξ) =

∫ 0

−∞
e(1+iξ)x dx+

∫ +∞

0
e(−1+iξ)x dx =

2

1 + ξ2
.

函数 2/(1 + ξ2) 可积，Fourier 反演公式给出

e−|x| =
1

2π

∫
R
e−ixξ 2

1 + ξ2
dξ = 1

2π

∫
R
eixξ 2

1 + ξ2
dξ,

从而得到所述公式。

校订注：原文在这个一维例子的结论中误写“ξ ∈ Rd”；这里改为 ξ ∈ R。

推论 15.6。 对每个 f ∈ SC(Rd)， ̂̂
f = (2π)df̌ .

因此 Fourier 算子 F : f 7→ f̂ 满足

F(SC) = SC, F−1g = (2π)−dˇ̂g.

校订注：原文再次把空间写成只含实值函数的 S。为使 Fourier 算子对该空间封闭，正确空间应为 SC。

下面给出一维 Fourier 变换的局部反演定理。若相应极限存在，记 f(x+)、f(x−) 分别为 f 在
x 的右极限与左极限。

定理 15.3（局部 Fourier 反演）。设 f ∈ L1(λ1)、x ∈ R。假设 f(x+)、f(x−) 都存在，并且
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函数

t 7−→
f(x+ t) + f(x− t)−

(
f(x+) + f(x−)

)
t

(15.15)

在 0 的某个邻域内可积。则

f(x+) + f(x−)
2

=
1

2π
lim

M→+∞

∫ M

−M
f̂(ξ)e−ixξ dξ. (15.16)

校订注：原文把这个明确的一维定理写成 f ∈ L1(λd)；这里改为 L1(λ1)。

注。 这与 Fourier 级数的经典局部收敛定理相对应。条件 (15.15) 在 f 于 x 两侧分别局部
Lipschitz 连续时成立；更一般地，两侧分别局部 Hölder 连续也足够。这里不要求 f̂ 可积。

引理 15.3。 设 F ∈ L1(R+, λ1) 为实值函数，并且对某个 η > 0，

t 7−→ F (t)− F (0+)

t
1(0,η](t) 属于L1(R+, λ1).

则

lim
M→+∞

∫ +∞

0
F (t)

sin(Mt)

t
dt = π

2
F (0+).

证明。由 Dirichlet 积分， ∫ +∞

0

sin(Mt)

t
dt =

∫ +∞

0

sinu
u

du =
π

2
.

因此 ∫ ∞

0
F (t)

sin(Mt)

t
dt− π

2
F (0+) =

∫ ∞

0

F (t)− F (0+)

t
sin(Mt) dt.

给定 ε > 0，先取 0 < a ≤ η，使 ∫ a

0

|F (t)− F (0+)|
t

dt < ε

3
.

在 (a,+∞) 上令

Ga(t) :=
F (t)

t
1(a,+∞)(t).

因为 |Ga| ≤ a−1|F |，故 Ga ∈ L1。Riemann–Lebesgue 定理给出∫ ∞

a
Ga(t) sin(Mt) dt −→ 0.

同时，由
∫∞
0 sinu/u du 的收敛性，

F (0+)

∫ ∞

a

sin(Mt)

t
dt = F (0+)

∫ ∞

Ma

sinu
u

du −→ 0.

三项合并即得结论。 □
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定理 15.3 的证明。 对 M > 0，Fubini–Lebesgue 定理给出∫ M

−M
e−ixξ f̂(ξ) dξ =

∫
R

(∫ M

−M
ei(u−x)ξ dξ

)
f(u) du

= 2

∫
R

sin(M(u− x))
u− x

f(u) du

= 2

∫ ∞

0

sin(Mv)

v

(
f(x+ v) + f(x− v)

)
dv.

令

F (v) :=
f(x+ v) + f(x− v)

2
, v > 0.

则 F ∈ L1(R+)，且 (15.15) 正是引理 15.3 所需的局部可积条件；此外

F (0+) =
f(x+) + f(x−)

2
.

应用引理 15.3，再除以 2π，便得到 (15.16)。 □

15.3 Fourier–Plancherel 变换

本节把可积函数的 Fourier 变换延拓到平方可积函数空间 L2
C(λd)。严格地说，“延拓”一词略

有滥用，因为 L1
C(λd) 并不包含于 L2

C(λd)。

引理 15.4。 若 f, g ∈ L1
C(λd)，则 f̂ , ĝ ∈ C0(Rd,C)，并且∫

Rd

f̂(ξ)g(ξ) dξ =
∫
Rd

f(x)ĝ(x) dx.

证明。被积函数的绝对值在乘积空间上可积，故 Fubini–Lebesgue 定理给出∫
Rd

(∫
Rd

ei⟨ξ,x⟩f(x) dx
)
g(ξ) dξ =

∫
Rd

f(x)

(∫
Rd

ei⟨x,ξ⟩g(ξ) dξ
)

dx.

□

若 ϕ,ψ ∈ SC(Rd)，对引理 15.4 取 f = ϕ、g = ψ̂，并使用推论 15.6，得到∫
Rd

ϕ̂ ψ̂ dλd = (2π)d
∫
Rd

ϕψ dλd.

特别地，
‖ϕ̂‖2 = (2π)d/2 ‖ϕ‖2 .

由于 SC 包含 C∞
K (Rd,C)，定理 14.8(b) 说明它在 L2

C(λd) 中稠密。因此 ϕ 7→ ϕ̂ 唯一延拓为 L2
C(λd)

上的连续线性算子 Φ，满足
‖Φ(f)‖2 = (2π)d/2 ‖f‖2 .

定义 15.3。 上述算子 Φ 称为 Fourier–Plancherel 变换。
校订注：原文直接称未归一化的 Φ 为“等距映射”，但它把范数放大 (2π)d/2 倍。真正的等距映射是 (2π)−d/2Φ，

故这里把 Φ 准确称为常数倍等距映射。
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定理 15.4（Plancherel 定理）。 Fourier–Plancherel 变换具有下列性质：
(a) 对每个 f ∈ L2

C(λd)，
Φ(Φ(f)) = (2π)df̌ .

(b) 对所有 f, g ∈ L2
C(λd)， ∫

Rd

Φ(f)Φ(g) dλd = (2π)d
∫
Rd

fg dλd.

(c) 若 f ∈ L1
C(λd) ∩ L2

C(λd)，则

Φ(f) = f̂ λd-几乎处处.

证明。(a) 在 SC 上由推论 15.6 成立。等式两端都是 L2 上的连续算子，而 SC 稠密，故等式
推广到整个 L2

C。
(b) 由 (15.17) 在 SC 上成立，再以稠密性推广；也可由复 Hilbert 空间范数的极化恒等式直接
得到。
(c) 取由某个 α ∈ C∞

K (Rd,R) 构造的非负磨光核族 (ρn)，并令

fn := ρn ∗
(
f1[−n,n]d

)
.

由定理 14.7，fn ∈ C∞
K (Rd,C)。对 p = 1, 2，

‖fn − f‖p ≤
∥∥∥ρn ∗ (f1[−n,n]d)− ρn ∗ f

∥∥∥
p
+ ‖ρn ∗ f − f‖p

≤ ‖ρn‖1
∥∥∥f1([−n,n]d)c

∥∥∥
p
+ ‖ρn ∗ f − f‖p −→ 0,

这里使用了定理 14.4、定理 14.5 和控制收敛定理。在 fn 上 Φ(fn) = f̂n。又

Φ(fn)→ Φ(f) 于L2, f̂n → f̂ 一致.

从第一种收敛取几乎处处收敛的子列，再与第二种收敛比较，得到 Φ(f) = f̂ 几乎处处。

校订注：原文把 fn 的光滑性误引作“定理 14.8”；真正给出卷积可微性的是定理 14.7，定理 14.8 是稠密性定理。
□

命题 15.5。 对所有 f, g ∈ L2
C(λd)，卷积 Φ(f) ∗ Φ(g) 处处存在，并满足

Φ(f) ∗ Φ(g) = (2π)df̂g.

右端中的 fg ∈ L1
C(λd)，故使用通常的 L1-Fourier 变换。

证明。先设 f, g ∈ SC。由命题 15.4 与推论 15.6，

̂̂
f ∗ ĝ =

̂̂
f ̂̂g = (2π)2df̌ ǧ = (2π)2d ˇ(fg).

对两端使用 Fourier 反演，便得到
f̂ ∗ ĝ = (2π)df̂g.
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一般地，取 Schwartz 函数列 fn → f、gn → g 于 L2。由定理 14.2，

‖Φ(fn) ∗ Φ(gn)− Φ(f) ∗ Φ(g)‖∞ → 0,

而 Cauchy–Schwarz 不等式给出 fngn → fg 于 L1，故∥∥∥f̂ngn − f̂g∥∥∥
∞
→ 0.

令 n→∞ 即得结论。 □

记号。 对 L2 函数，也常把 Φ(f) 记为 f̂。这一记号不会造成歧义，因为定理 15.4(c) 说明它
与 L1-Fourier 变换在交集上一致。此外，对任意 f ∈ L2

C(λd)，

Φ(f) = L2- lim
n→∞

[
ξ 7−→

∫
[−n,n]d

ei⟨ξ,x⟩f(x) dx
]
.

15.4 Laplace 变换

本节以比 Fourier变换更简略的方式研究 Laplace变换，尽量少用复分析，而主要采用 Lebesgue
积分方法。更深入的应用见本章习题 15.28–15.40。

15.4.1 定义与初步例子

定义 15.4。
(a) 设 f : R+ → C 局部可积。定义

L(f)(z) :=
∫ +∞

0
f(t)e−zt dt, z ∈ DL(f), (15.17)

其中
DL(f) := {z ∈ C : t 7→ f(t)e−zt ∈ L1(R+)}.

(b) 设 µ 是 R+ 上的非负 Borel 测度。定义

L(µ)(z) :=
∫ +∞

0
e−ztµ( dt), z ∈ DL(µ), (15.18)

其中
DL(µ) := {z ∈ C : t 7→ e−zt ∈ L1(R+, µ)}.

校订注：原文在测度情形的定义域中误留了函数情形的因子 f(t)；这里删去该未定义函数。

(c) 设 f : R→ C 局部可积。定义双边 Laplace 变换

Lb(f)(z) :=
∫ +∞

−∞
f(t)e−zt dt, z ∈ DLb

(f), (15.19)

其中
DLb

(f) := {z ∈ C : t 7→ f(t)e−zt ∈ L1(R)}.
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若 z0 = x0 + iy0 ∈ DL(f)，则

|f(t)e−(x+iy)t| = |f(t)|e−xt ≤ |f(t)|e−x0t

对每个 x ≥ x0 成立。因此令

xf := inf{x ∈ R : t 7→ f(t)e−xt ∈ L1(R+)}. (15.20)

若 DL(f) 6= ∅，则实数集合

If := {x ∈ R : f(t)e−xt ∈ L1(R+)}

等于 (xf ,+∞) 或 [xf ,+∞)，从而

DL(f) = {x+ iy : x ∈ If , y ∈ R}, D̊L(f) = {z ∈ C : Re z > xf}. (15.21)

校订注：原文先说明端点 xf 可能属于定义域，随后却把定义域一律写成开半平面，前后矛盾。这里区分端点是否可积；

其内部始终是 Re z > xf。

例。
1. f(t) = et

2 没有 Laplace 变换，即 DL(f) = ∅。
2. 对 n ∈ N，反复分部积分得到

L(tn)(z) = n!

zn+1
, Re z > 0,

且 xtn = 0。右端可亚纯延拓到 C \ {0}。
3. 对 a ∈ C，

L(eat)(z) = 1

z − a
, Re z > Re a,

且 xeat = Re a。
4. 由 Euler 公式，

L(sin t)(z) = 1

z2 + 1
, L(cos t)(z) = z

z2 + 1
, Re z > 0.

15.4.2 Laplace 变换的性质

命题 15.6。 设 f, g 在 R+ 上局部可积。则：
(a) L(f) 在 D̊L(f) 上全纯，而且对每个 n ∈ N，(

L(f)
)(n)

= L
(
(−t)nf(t)

)
. (15.22)

(b) 若 DL(f) 6= ∅，则
L(f)(z) −→ 0 (Re z → +∞).

(c) 对每个 a ≥ 0 与 z ∈ DL(f)，

e−azL(f)(z) = L
(
f(t− a)1[a,+∞)(t)

)
(z).

(d) 在 R+ 上定义

(f ∗ g)(t) :=
∫ t

0
f(t− s)g(s) ds, t ≥ 0. (15.23)
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则在 DL(f) ∩DL(g) 上，
L(f ∗ g) = L(f)L(g). (15.24)

校订注：原文 (c) 允许任意 a ∈ R，但 f 只定义在 R+，且所写延迟公式在 a < 0 时一般不成立；故改为 a ≥ 0。

证明。(a) 来自全纯含参积分的逐阶求导；在定义域内部可留出一个正的实部余量，从而用可
积指数权作统一控制。(b) 取 x0 > xf。当 Re z ≥ x0 时，

|f(t)e−zt| ≤ |f(t)|e−x0t ∈ L1(R+),

控制收敛定理给出结论。(c) 作变量替换 u = t − a。(d) 对三角区域 {(s, t) : 0 ≤ s ≤ t} 使用
Fubini–Lebesgue 定理，再作 u = t− s 即得。 □

例。 由 (15.22)，
L(t)(z) = −

(
L(1)

)′
(z) = z−2.

因此当 Re z > 1 时，

L
(
et − t− 1

)
(z) = L(t ∗ et)(z) = 1

z2(z − 1)
.

命题 15.7（导数的 Laplace 变换）。设 n ≥ 1，f : R→ C 可导 n 次，且 f (n) 在 R+ 上局部
可积。假设

∆n
f :=

n⋂
k=0

D̊L(f
(k)) 6= ∅.

则对 z ∈ ∆n
f，

L(f (n))(z) = znL(f)(z)−
n−1∑
k=0

zn−1−kf (k)(0). (15.25)

证明。对 n 作归纳。基本情形由分部积分得到。若公式对 n 成立，则对 z ∈ ∆n+1
f ，

L(f (n+1))(z) =
[
f (n)(t)e−zt

]+∞

0
+ zL(f (n))(z).

这里无穷远处的边界项为零。事实上，

d
dt
(
f (n)(t)e−zt

)
= f (n+1)(t)e−zt − zf (n)(t)e−zt

可积，所以 f (n)(t)e−zt 在 +∞ 有有限极限；该函数本身又可积，故极限只能为 0。代入归纳
假设，得到

L(f (n+1))(z) = zn+1L(f)(z)−
n∑
k=0

zn−kf (k)(0).

□

用 Laplace 变换解常系数微分方程。 设 f : R+ → R 满足

f ′′(t) + f(t) = e−t, f(0) = α, f ′(0) = β.
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令 F = L(f)。由 (15.25)，在 Re z 充分大时

(z2 + 1)F (z)− αz − β =
1

z + 1
.

作部分分式分解并使用 Laplace 变换的单射性，得到

f(t) =
1

2
e−t +

(
α− 1

2

)
cos t+

(
β +

1

2

)
sin t.

用 Laplace 变换解变系数微分方程。 设

f ′′(t) + tf ′(t)− 2f(t) = 4, f(0) = −1, f ′(0) = 0.

由 (15.22) 与 (15.25)，F = L(f) 满足

F ′(z) +

(
3

z
− z
)
F (z) = − 4

z2
+ 1.

在 z = x > 0 上解此一阶线性方程，得到

F (x) =
2

x3
− 1

x
+

c

x3
ex

2/2.

命题 15.6(b) 强迫 c = 0，故由 Laplace 变换的单射性，

f(t) = t2 − 1.

命题 15.8（终值 Abel 型结论）。设 f : R+ → C 局部可积，并在 +∞ 有有限极限 ` ∈ C。则
DL(f) 包含所有正实数，并且

lim
x→0+

xL(f)(x) = ` = lim
t→+∞

f(t). (15.26)

校订注：原文误写成“f 的 Fourier 变换定义域非空”；本命题讨论的是 Laplace 变换。事实上由局部可积和无穷
远处有有限极限，正半轴已自动包含在 Laplace 定义域中。

证明。固定 a > 0。对每个 x > 0，

|xL(f)(x)− `| ≤ x
∫ a

0
|f(t)− `|e−xt dt+ sup

t≥a
|f(t)− `|

∫ ∞

a
xe−xt dt

≤ x
∫ a

0
|f(t)− `| dt+ sup

t≥a
|f(t)− `|.

先固定足够大的 a，使第二项任意小，再令 x→ 0+，第一项趋于零。 □

15.4.3 Laplace 反演

Laplace 反演公式可由 Fourier 反演直接推出。
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定理 15.5（Laplace 反演；Bromwich–Mellin 公式）。设 f 在 R+ 上局部可积，并把它在
R∗
− 上延拓为 0。记 F = L(f)。设 x > xf，且

y 7−→ F (x+ 2πiy)

属于 L1(R)。则

f(t) =
1

2πi

∫
{Re z=x}

F (z)ezt dz 对λ1-几乎处处的t ∈ R+. (15.27)

积分路径沿竖直直线 Re z = x 自下向上。若 f 在 t 连续，则公式在该点逐点成立。

证明。令 g(t) = f(t)e−xt，并在负半轴上取 0。对 y ∈ R，

F (x+ 2πiy) =
∫
R
g(t)e−2πiyt dt = ĝ(−2πy).

由假设，ĝ ∈ L1。对 g 应用定理 15.2 的 Fourier 反演公式，作变量替换 z = x+ 2πiy，得到

f(t) =

∫
R
F (x+ 2πiy)e(x+2πiy)t dy

=
1

2πi

∫
{Re z=x}

F (z)ezt dz.

几乎处处结论与连续点结论都由 Fourier 反演定理得到。 □

推论 15.7（Laplace 变换的单射性）。 设 f 在 R+ 上局部可积，并在负半轴上延拓为 0。若
L(f) 在其定义域内部所含的某个非退化线段上恒为零，则

f = 0 λ1-几乎处处于R+.

校订注：原文只说“在 C 中某条正长度线段上为零”，却未要求线段位于全纯定义域内部；只有补上这一条件，复

分析恒等定理才可应用。

证明。L(f) 在连通开半平面 D̊L(f) 上全纯。其零点集含有位于该开集内的非退化线段，因而
有内点聚点。由全纯函数恒等定理，

L(f) ≡ 0 于D̊L(f).

任取 x > xf，函数 y 7→ L(f)(x + 2πiy) 恒为零，当然可积。定理 15.5 遂给出 f = 0 几乎处
处。 □

定理 15.6（Bernstein–Widder 定理）。 设 f : R+ → R 完全单调，即

f ∈ C0(R+) ∩ C∞(R∗
+), (−1)nf (n)(x) ≥ 0 (n ∈ N, x > 0). (15.28)

则存在一个有界非减函数 α : R+ → R，把它在 R∗
− 上延拓为 0，并满足

lim
t→+∞

α(t) = f(0),
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使 f 是 Stieltjes 测度 dα 的 Laplace 变换：

f(x) =

∫
R+

e−xt dα(t), x ≥ 0.

约定
L( dα)(z) := zL(α)(z)− α(0−), z ∈ D̊L(α). (15.29)

校订注：原文在完全单调条件中漏写了量词 n ∈ N；该不等式必须对所有阶导数成立。

注。 定理证明见习题 15.39。按 (15.29) 的约定，Heaviside 函数 1R+ 的 Stieltjes 导数是 δ0，
并且

L(δ0) = 1.

因此 δ0 是 R+ 上测度卷积的单位元。

15.4.4 概率论中的两个例子

例 1（Gamma 分布）。 当 a, b > 0 时，Gamma 分布 γ(a, b) 在 R+ 上的密度为

fa,b(t) =
1

baΓ(a)
ta−1e−t/b, Γ(a) =

∫ ∞

0
sa−1e−s ds.

其 Laplace 变换为
L(fa,b)(z) =

1

(1 + bz)a
, Re z > −1

b
.

对实数 x > −1/b，作变量替换 s = (x+ 1/b)t 即得该公式；一般复数 z 的结论由全纯函数恒
等定理推广。

例 2（Gauss 分布）。 均值为 m、方差为 σ2 的 Gauss 分布密度为

gm,σ(t) =
1√
2πσ

exp
(
−(t−m)2

2σ2

)
, t ∈ R.

其双边 Laplace 变换在整个复平面上有定义，并满足

Lb(gm,σ)(z) = exp
(
−mz + σ2z2

2

)
, z ∈ C.

对实数 x，配方得到

−xt− (t−m)2

2σ2
= −mx+

σ2x2

2
− (t+ σ2x−m)2

2σ2
,

积分后即得公式；复数情形再由全纯函数恒等定理推出。
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15.5 习题

习题 15.1。 设 f ∈ L1(Rd)，且 f > 0 几乎处处。证明：

∀ξ ∈ Rd \ {0}, |f̂(ξ)| < f̂(0).

习题 15.2。 设 µ 是 (R,B(R)) 上的有限非负测度。证明下列两条等价：

(i) ∃ξ ∈ R∗, µ̂(ξ) = µ(R),

(ii) ∃ξ ∈ R∗, µ

((
2π

ξ
Z
)c)

= 0.

更深入的讨论见习题 15.18。

习题 15.3。 设 E 是 R 中 Lebesgue 测度有限的 Borel 集，并且

∀n ∈ N∗,

∫
E
eix/n dx = 0.

证明 E 是零测集。

校订注：原文把 E 写成 Rd 的 Borel 集，但积分中的 x、指数 eix/n 和后续结论均为一维写法；据题意统一改为

E ⊂ R。

习题 15.4。 证明：存在唯一一个 f ∈ L1(R)，它在 R 上二次可微并满足

f ′′(x)− f(x) =
(
x2 − 3

4

)
e−x

2
, x ∈ R.

对该微分方程作 Fourier 变换以求出 f。

习题 15.5。 定义
f(x) :=

1

x2 log |x|1{|·|>2}(x), x ∈ R.

(a) 证明
∫
R
|x|f(x) dx = +∞。

(b) 证明 f 的 Fourier 变换在 0 点可微。

习题 15.6。给出一个函数 f ∈ L2(Rd)\L1(Rd)，使它的 Fourier–Plancherel变换属于 L1(Rd)。

习题 15.7。 对 a > 0，定义

fa(t) :=
a

π(t2 + a2)
, t ∈ R.

证明对任意 a, b > 0，均有 fa ∗ fb = fa+b。
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习题 15.8。 考虑下列极限（只要它存在）：

f(x) := lim
n→+∞

∫ n

−n

sin t
t
eixt dt, x ∈ R.

(a) 证明 f 在 R 上有定义；在 R \ {−1, 1} 上有

f = f(0)1(−1,1),

并且 f(±1) = f(0)/2。
(b) 利用 Plancherel 定理证明 f = π1(−1,1) 几乎处处，并由此求出 f 在 R 每一点的值。

习题 15.9。 对 n ∈ N、n ≥ 2，定义

In :=

∫
R

sinn t
tn

dt.

(a) 证明 0 < In ≤ I2 = π。可以考虑

fn :=
(
1[−1/2,1/2]

)∗n
,

即 1[−1/2,1/2] 的 n 次卷积。
(b) 证明：对所有满足 n = p+ q 的 n, p, q ∈ N∗，

I2n ≤ I2pI2q.

习题 15.10。 设 f ∈ C1
K(R)。利用 Plancherel 定理证明 f̂ 与 t 7→ tf̂(t) 都属于 L2(R)，继而

证明 f̂ ∈ L1(R)。由此说明 f 是某个 L1(R) 函数的 Fourier 变换。

习题 15.11。
(a) 证明：f ∈ L1(Rd) 当且仅当存在 g, h ∈ L2(Rd)，使 f = gh 几乎处处。
(b) 由此证明：ϕ 是某个 L1(Rd) 函数的 Fourier 变换，当且仅当存在 φ, ψ ∈ L2(Rd)，使

ϕ = φ ∗ ψ 几乎处处。
(c) 证明集合

{f ∈ L1(Rd) : f̂ 的支集紧}

在 L1(Rd) 中稠密。

习题 15.12。 令
ϕ(x) := e−|x|2/2, x ∈ Rd,

令 φ ∈ C∞
K (Rd) 为偶函数，并置

f := ϕ ∗ (φ̂)2.

(a) 用 ϕ 与 φ 显式计算 f̂。
(b) 由此证明：存在一个在 Rd 上严格为正的函数，其 Fourier 变换属于 C∞

K (Rd)。
本题由作者在法国雷恩国立应用科学学院的同事 D. Guibourg 提供。

340



分析：积分理论｜中文讲义 第十五章 FOURIER 变换与 LAPLACE 变换

习题 15.13。设 f ∈ CK(R,R)。证明 f̂ 可自然延拓为 C 上的整函数。由此证明：除非 f ≡ 0，
否则 f 与 f̂ 不可能同时具有紧支集。

习题 15.14。
(a) 在配备通常 L2 Hilbert 范数的 L2

C([−1, 1], λ) 中，证明函数族(
einπ(·)
√
2

)
n∈Z

是正交归一族。
(b) 例如利用 Stone–Weierstrass 定理证明：上述函数族实际上是 L2

C([−1, 1], λ) 的 Hilbert
正交归一基。

(c) 设 f ∈ L1(R, λ)。若 supp(f) ⊂ [−1, 1]，并且对每个 n ∈ Z 都有 f̂(nπ) = 0，证明 f = 0

几乎处处。
(d) 对承载于 [−1, 1] 的 R 上有限非负测度的 Fourier 变换，证明类似结论。
(e) 把以上结论推广到多维情形，即 Rd 上的函数与测度。

习题 15.15。 定义
ϕ(t) := (1− |t|)1{|t|≤1}, t ∈ R.

(a) 证明
ϕ̂(ξ) =

2(1− cos ξ)
ξ2

(ξ ∈ R∗), ϕ̂(0) = 1.

(b) 由此证明，按通常在 ξ = 0 处的约定，

µ( dξ) = 1− cos ξ
πξ2

dξ

定义了一个概率测度；并求它的 Fourier 变换。
(c) 在 (R,B(R)) 上定义测度 ν：ν

((
{0} ∪ {(2n− 1)π : n ∈ Z}

)c)
= 0,

ν({0}) = 1

2
, ν({nπ}) = 2

n2π2
(n ∈ Z 为奇数).

把 ν̂ 写成级数并计算。
(d) 计算函数 t 7→ ν̂(t)1{|t|≤1} 的 Fourier 变换。由此证明 µ̂ 与 ν̂ 在 [−1, 1] 上相同（可使用
习题 15.14 的结论）。

本题取自 J. Stoyanov 的专著 Counterexamples in Probability 第 8.2 节。

习题 15.16（Poisson 求和公式）。 设 f ∈ L1(R)，并且存在常数 C ≥ 1，使

∀x ∈ R, x2|f(x)| ≤ C,

以及

∀x, y ∈ R, |x− y| ≤ 1 =⇒ |f(x)− f(y)| ≤ C |x− y|
1 + x2 + y2

.
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(a) 对 x ∈ R，令
F (x) :=

∑
k∈Z

f(x+ 2πk).

证明 F 在 R 上连续且以 2π 为周期。
(b) 计算 F 的 Fourier 系数

cn :=
1

2π

∫ π

−π
F (x)e−inx dx, n ∈ Z. (15.30)

(c) 推出 Poisson 求和公式 ∑
n∈Z

f̂(n) = 2π
∑
k∈Z

f(2πk).

(d) Basel 问题。把 (c) 用于 f(x) = e−a|x|，其中 a ∈ C、Re a > 0。推出

∀a ∈ C, Re a > 0,

∞∑
n=1

1

a2 + n2
=

π

2a

(
coth(πa)− 1

πa

)
,

以及
∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
.

(e) 证明对每个 α ∈ R \ Z，

π cot(πα) = 1

α
+

∞∑
n=1

2α

α2 − n2
.

习题 15.17（卷积的不动点）。
(a) 求出所有满足 f ∗ f = f 的 f ∈ L1(R, λ)。
(b) 当

f ∈ Φ
(
L1(R, λ)

)
∩ L2(R, λ)

时，求解方程 f ∗ f = f。

习题 15.18。 设 µ 是 (R,B(R)) 上的有限非负测度，其 Fourier 变换定义为

µ̂(u) :=

∫
R
eiuxµ( dx), u ∈ R.

(a) 假设存在 u0 ∈ R∗，使 µ̂(u0) = µ(R)。证明∫
R

(
1− cos(u0x)

)
µ( dx) = 0,

∫
R
sin(u0x)µ( dx) = 0.

由此证明：存在一个应明确求出的可数集 D，使 µ(R \D) = 0；并证明 µ̂ 是周期函数。
(b) 证明 µ̂ 连续。由此证明：若 µ 6= µ(R)δ0，则 µ̂ 存在最小正周期 T > 0。
(c) 现在假设存在 u0 ∈ R∗，使 |µ̂(u0)| = µ(R)。证明：存在一个应明确求出的可数集 D，使

µ(R \D) = 0。
(d) 设 f ∈ L1

R+
(λ)，且

∫
R f dλ 6= 0。证明

∀u ∈ R∗,

∣∣∣∣∫
R
eiuxf(x)λ( dx)

∣∣∣∣ < ∫
R
f dλ.
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习题 15.19（Berry–Esseen 不等式与 Paul Lévy 定理）。设 µ 是 (R,B(R)) 上的有限非负
测度。
(a) 证明对每个 ε > 0，

µ
(
{|x| ≥ 2/ε}

)
≤ 1

ε

∫ ε

−ε

[
µ(R)− Re

(
µ̂(ξ)

)]
dξ.

(b) 现设 (µn)n≥1 是 (R,B(R)) 上的有限非负测度列，并且 µ̂n 简单收敛于 χ。证明

lim sup
n→∞

µn
(
{|x| ≥ 2/ε}

)
≤ 2 sup

|ξ|≤ε
|χ(ξ)− χ(0)|.

再证明：若 χ 在 0 处连续，则 (µn)n≥1 是紧的，即

lim
A→+∞

(
lim sup
n→∞

µn({|x| ≥ A})
)

= 0.

本题后续允许使用 Prokhorov 定理：若 (µn)n≥1 是紧测度列，则它关于弱收敛（亦称窄
收敛）拓扑是序列相对紧的。换言之，从 (µn) 的任意子列 (µφ(n)) 中，都能抽出子子列
νn = µφ◦ψ(n)，使它弱收敛于某个有限非负测度 ν，即

∀h ∈ Cb(R,R), lim
n→+∞

∫
R
hdνn =

∫
R
h dν.

(c) 证明：若 χ 在 0 处连续，则 χ 是某个有限非负测度的 Fourier 变换。

习题 15.20（Fourier 变换的非满射性）。 取 ρ ∈ C∞(R)，使

supp(ρ) ⊂
(
−1

2
,
1

2

)
, ρ(0) = 2π,

并定义

g(x) :=
∑
n∈Z

cnρ(x+ n), cn :=
sign(n)
2i log |n|1{|n|≥2}, x ∈ R.

(a) 证明 g ∈ C∞(R,C)，且
lim

|x|→+∞
g(x) = 0.

(b) 假设存在 f ∈ L1(R)，使 g = f̂。证明级数

F (x) :=
∑
k∈Z

f(x+ 2πk)

在几乎处处有定义，F (x+ 2π) = F (x) 几乎处处，并且 F ∈ L1([−π, π])。
(c) 计算 F 的 Fourier 系数（参见习题 8.31），并对每个 n ∈ N∗ 计算

bn :=
1

π

∫ π

−π
F (x) sin(nx) dx,

n∑
k=1

bk
k
.

(d) 根据以上各问、习题 8.30(b) 的估计以及控制收敛定理导出矛盾。说明 L1(R) 在 Fourier
变换下的像不是整个 C0(R,C)。

校订注：原文把 (a) 中的值域写成 R，但 cn = sign(n)/(2i log |n|) 为纯虚数，而各平移函数的支集互不相交，故
所得 g 一般为复值函数；改为 C∞(R,C)。

本题取自 B. R. Gelbaum 与 M. H. Olmsted 的 Counterexamples in Analysis，例 I.26。
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习题 15.21（Hausdorff–Young 不等式）。
(a) 证明：对每个 p ∈ [1, 2]，存在常数 Cp ≥ 0，使

∀f ∈ L1
C(Rd) ∩ L2

C(Rd),
∥∥∥f̂∥∥∥

q
≤ Cp ‖f‖p , q :=

p

p− 1
.

(b) 设 z ∈ C、Re z > 0，并定义

fz(x) := e−z|x|
2
, x ∈ Rd.

对 p, q ∈ [1,+∞]，利用公式 (15.7) 和 Fresnel 积分的值（见习题 8.29），证明∥∥∥f̂z∥∥∥
q

‖fz‖p
=
(
41/qp1/pq−1/qπ 1+1/q−1/p|z| 2/q−1(Re z) 1/p−1/q

)d/2
,

其中约定 (+∞)1/(+∞) = 1。
(c) 由此证明：Schwartz 空间 S(Rd) 上的 Fourier 变换能够延拓成连续线性映射

LpC(R
d) −→ LqC(R

d)

当且仅当 1 ≤ p ≤ 2 且 q = p/(p− 1)。

习题 15.22（Shannon 采样公式）。
(a) 设 f ∈ L1

C(R) 连续，并且

supp(f̂) ⊂ [−π, π],
∑
n∈Z
|f(n)| < +∞.

证明

∀x ∈ R, f(x) =
1

2π

∫ π

−π

∑
n∈Z

cne
i(n−x)ξ dξ,

其中 cn 是 f̂ 的 Fourier 系数，定义见 (15.30)。
(b) 推出 Shannon 采样公式

∀x ∈ R, f(x) =
∑
n∈Z

f(n)
sin
(
π(n− x)

)
π(n− x)

,

其中 x = n 时相应因子按连续延拓取值 1。

习题 15.23（一条反演公式）。
(a) 证明引理 15.4 在 L2

C(Rd) 上的推广：

∀f, g ∈ L2
C(Rd),

∫
Rd

Φ(f)(x)g(x)λd( dx) =
∫
Rd

f(x)Φ(g)(x)λd( dx).

(b) 设 f ∈ L1
C(Rd)、g ∈ L2

C(Rd)，并且 f̂ = Φ(g) 几乎处处。证明

∀ϕ ∈ SC,
∫
Rd

f(x)ϕ̂(x)λd( dx) =
∫
Rd

g(x)ϕ̂(x)λd( dx).

再利用习题 8.33 推出 f = g 几乎处处。
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(c) 设 f ∈ L2
C(Rd)，且 Φ(f) ∈ L1

C(Rd)。证明

∀ϕ ∈ SC,
∫
Rd

Φ̂(f)(−x)ϕ(x)λd( dx) = (2π)d
∫
Rd

f(x)ϕ(x)λd( dx).

由此推出反演公式
f(x) = (2π)−dΦ̂(f)(−x) 几乎处处。

本题由作者与法国雷恩国立应用科学学院教授 L. Hervé 合作拟定。

习题 15.24（正弦基数函数满足的积分–级数公式）。 设 a, α > 0，且 aα < 1。设 ϕ : R→ C
分段 C1、在 0 处连续，并且

ϕ = 0 于R \ [−a/2, a/2].

令 ψ 是 2π-周期函数，在 [−π, π] 上定义为

ψ(t) :=
1

α
ϕ

(
t

2πα

)
,

并令
f(x) := ϕ̂(2παx), x ∈ R.

(a) 证明对每个 n ∈ Z，

cn(ψ) :=
1

2π

∫ π

−π
ψ(t)e−int dt = f(n).

(b) 证明 ∑
n∈Z

f(n) =
1

α
ϕ(0).

(c) 证明 ∑
n∈Z
|f(n)|2 = 1

α

∫
R
|ϕ(t)|2 dt =

∫
R
|f(x)|2 dx.

(d) 取 a = 1、α = 1/π 及 ϕ = 1[−1/2,1/2]。
(i) 证明 ∫

R

sin2 x
x2

dx =

∫
R

sinx
x

dx.

(ii) 推出 ∑
n∈Z

sinn
n

=
∑
n∈Z

sin2 n
n2

=

∫
R

sinx
x

dx =

∫
R

sin2 x
x2

dx = π,

其中各商在 0 处均按连续延拓取值。

习题 15.25（习题 15.24 的积分–级数公式之推广）。设 ϕ : R→ R+ Lebesgue 可测，在每个
整数点连续，并且

∃α > 1, ∃C > 0, ∀t ∈ R, 0 ≤ ϕ(t) ≤ C

(1 + |t|)α
.
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还假设 ϕ̌ = ϕ，并且

∃a > 0,

(
t 7→ ϕ(t)− ϕ(0)

t

)
∈ L1([−a, a]).

令
F (t) :=

∑
k∈Z

ϕ(t+ 2πk), t ∈ R,

并假设这个 2π-周期函数在 R 上分段 C1。再定义

f(x) :=
1

2π
ϕ̂(x), x ∈ R,

并假设 ∑
n∈Z
|f(n)| < +∞,

∫
R
f(x) dx 收敛.

(a) 在上述条件下重新得到 Poisson 求和公式：∑
n∈Z

f(n) =
∑
n∈Z

ϕ(2πn).

(b) 证明 ∫
R
f(x) dx = lim

n→+∞

1

2π

∫ n

−n
ϕ̂(x) dx

= lim
n→+∞

∫
R
ϕ(t)

sin(nt)
πt

dt = ϕ(0).

(c) 证明下列两个断言等价：

(i)
∑
n∈Z

f(n) =
∑
n∈Z

f(n)2 =

∫
R
f(x) dx =

∫
R
f(x)2 dx;

(ii) ϕ(0) =
1

2π
(ϕ ∗ ϕ)(0),

∀n ∈ Z∗, ϕ(2πn) = 0, ϕ(2πn− ·)ϕ(·) = 0 几乎处处.

(d) 取 ϕ = π1[−1,1]，重新得到习题 15.24(d)(ii) 的结论。
(e) 若 ϕ 满足 (i)（等价地满足 (ii)），并且 ϕ > 0 在 [−π, π] 上几乎处处成立，证明

ϕ = 0 在R \ [−π, π] 上几乎处处,

亦即 ϕ 具有紧支集。

校订注：原文在本题中有一组相互关联的缩放与引用错误：F (t) =
∑

k φ(t + 2πk) 应为 2π-周期；为使 (a) 的
Poisson 公式成立，应取 f = (2π)−1φ̂；相应地，(b) 的截断积分须带因子 (2π)−1，核为 sin(nt)/(πt)；(d) 所引
也应是习题 15.24(d)(ii)，而非习题 15.16(d)(ii)。这些修正彼此一致，并可直接由本章 Fourier 规范验算。

习题 15.26（Heisenberg 不等式）。 在 Schwartz 空间 S(R) 上定义三个 C-线性算子

A(f) := if ′, B(f)(x) := xf(x) (x ∈ R), C(f) := f.

(a) 证明
A ◦B −B ◦A = iC,
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并证明 A,B 都是对称算子，即

∀f, g ∈ S(R), 〈A(f), g〉 = 〈f,A(g)〉, 〈B(f), g〉 = 〈f,B(g)〉,

其中

〈f, g〉 :=
∫
R
f(x)g(x) dx.

(b) 推出
∀f ∈ S(R), ‖f‖22 ≤ 2 ‖xf(x)‖2

∥∥f ′∥∥
2
.

(c) 证明 Heisenberg 不等式

∀f ∈ S(R), ‖f‖22 ≤
√

2

π
‖xf(x)‖2

∥∥∥xf̂(x)∥∥∥
2
.

因此，Schwartz 函数与其 Fourier 变换不可能同时把支集集中在原点。
这个不等式体现了 Heisenberg 不确定性原理：某些物理量不能同时被任意精确地测定，例如
粒子的位置与动量。

习题 15.27。设 f ∈ L1
C(R)∩L2

C(R)，f 在 0处连续，并且对某个 a > 0有 supp(f̂) ⊂ [−a, a]。
(a) 证明

|f(0)| ≤
√
aI

π
‖f‖2 , I :=

∫
R

sin2 x
x2

dx.

(b) 证明：上式取等号，当且仅当存在 α ∈ R+，使

|f(x)| = α

∣∣∣∣sin(ax)x

∣∣∣∣ 对几乎处处的x ∈ R.

(c) 由此推出 I = π。

习题 15.28（用 Laplace 变换求解常系数微分方程）。 设 P 是次数为 n ∈ N∗ 的实多项式，
并令 D 为相应微分算子：

P (X) := Xn +

n−1∑
k=0

akX
k, D(x) := x(n) +

n−1∑
k=0

akx
(k).

给定 f ∈ C0(R)，假设 f = 0 于 R∗
−。考虑 Cauchy 问题D(x) = f 于R+,

x(0) = · · · = x(n−2)(0) = 0, x(n−1)(0) = η,
(C)

其中 η ∈ R。
(a) 暂且假设存在

a ≥ max
0≤k≤n−1

|ak|, b > 0,

使对 k = 0, . . . , n 和 t ∈ R+ 均有

|f(t)|+ |x(k)(t)| ≤ beat.
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证明对每个满足 Re z > a 的 z ∈ C，

L(x(k))(z) = zkL(x)(z) (k = 0, . . . , n− 1),

以及
L(x(n))(z) = znL(x)(z)− η.

以下假设 P 有 n 个互异复根 α1, . . . , αn。
(b) 设 xg 是 (C) 在齐次情形 f = 0 下的解。证明

xg(t) = η
n∑
j=1

βje
αjt,

1

P (X)
=

n∑
j=1

βj
X − αj

.

(c) 证明：当 η = 0 时，(C) 的解为

y(t) =

∫ t

0
f(t− s)

 n∑
j=1

βje
αjs

 ds, t ∈ R.

(d) 推出 (C) 的一般解，并事后验证 (a) 中关于各阶导数的指数增长假设确实成立。
(e) 对任意满足上述条件、在 R∗

− 上为零的 f ∈ C0(R)，求解 (C)。
校订注：原文把 (C) 的方程误写为 D(x) = 0，但随后 (b) 又特称“右端 f = 0 的情形”，(c)–(e) 也都使用非零右
端 f；故应为 D(x) = f。原文还在 max |ak| 中写到 k = n，但多项式只定义了 a0, . . . , an−1，现一并修正。为避

免与增长常数 a 混淆，初值常数改记为 η。

习题 15.29（一族非常系数线性微分方程）。给定 a ∈ R，考虑带有 0 点奇性的 Cauchy 型问
题

tx′′(t) + ax′(t) + tx(t) = 0 (t ≥ 0), x(0) = x′(0) = 0. (Ca)

零函数显然是它的一个解。
(a) 假设 x 的 Laplace 变换定义域非空。证明

∀z ∈ DL(x), (z2 + 1)L(x)′(z) + (2− a)zL(x)(z) = 0.

由此求出 L(x) 的一个简单表达式。
(b) 设 a ≥ 2。

(i) 证明：若 (Ca) 存在非零解 x ∈ C2(R+)，则 DL(x) = ∅。
(ii) 当 a = 2 时，用幂级数展开求相应微分方程在 R∗

+ 上的一组解基，并结合 (i) 作出
结论。

(c) 设 a = −2。
(i) 利用恒等式

1

(z2 + 1)2
=

1

2

d
dz

(
z

z2 + 1

)
+

1

2

1

z2 + 1
,

作 Laplace 反变换，求出 (C−2) 的一个简单解 ϕ−2。
(ii) 证明：所有 Laplace 变换定义域非空的 (C−2) 解，恰好组成由 ϕ−2 张成的一维向
量空间。

(iii) 用常数变易法证明：(C−2) 的全部解仍恰好组成由 ϕ−2 张成的一维向量空间。
(d) 设 a = 1。

(i) 求相应微分方程在 R∗
+ 上唯一的解 ϕ1，使它能在 R 上展开成幂级数且 ϕ1(0) = 1。
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(ii) 证明

ψ1(t) := ϕ1(t)

∫ t

1

ds
sϕ1(s)2

, t ∈ R∗
+,

是相应微分方程在 R∗
+ 上的一个解。由此证明零函数是 (C1) 的唯一解。

(iii) 推出：不存在
f ∈ C(R) ∩ C2(R+)

使它的 Laplace 变换定义域非空并且

f ∗ f = sin 于R+,

这里的卷积是 R+ 上的卷积，参见命题 15.6(c)。

习题 15.30（波动方程）。
(a) 设 f ∈ L1(R)，且 f = 0 于 R∗

−。证明：对 a, x ∈ R+ 及满足 Re z ≥ 0 的 z ∈ C，∫ +∞

ax
f(t− ax)e−zt dt = e−axzL(f)(z).

(b) 利用关于 t 的 Fourier 变换，求出所有 u ∈ C2(R2)，它们满足：对每个 a > 0，存在
ha ∈ L1(R)，使

∀x ∈ [−a, a], ∀t ∈ R, |u(t, x)|+
∣∣∣∣∂u∂x(t, x)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∂2u∂x2
(t, x)

∣∣∣∣ ≤ ha(t),
并且对某个 c > 0 在 R× R 上满足波动方程

∂2u

∂t2
− c2∂

2u

∂x2
= 0.

(c) 设
f, g ∈ C2(R+) ∩ L1(R+)

并在 R∗
− 上延拓为零，且 α, β ∈ R。利用关于 t 的 Laplace 变换，求出在 R2

+ 上次线性
增长的 u ∈ C2(R2

+)，使
∂2u

∂t2
− c2∂

2u

∂x2
= 0

并满足边界条件 

u(0, x) = α, x ≥ 0,
∂u

∂t
(0, x) = β, x ≥ 0,

u(t, 0) = f(t), t ≥ 0,

u(t,+∞) = g(t), t ≥ 0.

校订注：原文 (a) 的右端积分含有未量化的 x，下限却写成 a，同时漏掉平移产生的指数因子；现改为标准且可直

接换元验证的延迟公式。原文 (b) 还把二元函数 u(t, x) 的空间误写为 C2(R)，现改为 C2(R2)。
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习题 15.31（有限差分方程）。 设 n ∈ N∗，并令

P (X) := Xn +

n−1∑
k=0

akX
k, a0, . . . , an−1 ∈ R.

设 f 在 R+ 上局部可积，并把它延拓到 R；假设其 Laplace 变换定义域非空，并且满足

f(t+ n) +

n−1∑
k=0

akf(t+ k) = 1 对几乎处处的t ∈ R+, (D)

以及
f = 0 在(−∞, n] 上几乎处处.

(a) 证明
∀k = 0, . . . , n, ∀z ∈ DL(f), L

(
f(·+ k)

)
(z) = ekzL(f)(z).

以下假设 P 有 n 个互异复根 α1, . . . , αn，并置

α := max
1≤j≤n

|αj |.

(b) 若
1

P (X)
=

n∑
j=1

βj
X − αj

,

证明

∀z ∈ DL(f), Re z > logα, L(f)(z) =
n∑
j=1

βje
−z

z(1− αje−z)
.

(c) 证明对每个 α ∈ C，

+∞∑
k=1

αk−11[k,+∞) =
+∞∑
k=1

(
αk − 1

α− 1

)
1[k,k+1) 在R+ 上几乎处处,

其中 α = 1 时右端商按极限解释为 k。
(d) 推出 (D) 有唯一解，并且在 R+ 上几乎处处满足

f(t) =
n∑
j=1

βjhαj (t),

其中

hα(t) :=


α[t] − 1

α− 1
, α 6= 1,

[t], α = 1.

校订注：原文在多项式系数表中多列了一个未被使用的 an；现与求和范围统一为 a0, . . . , an−1。

习题 15.32（整数部分函数的一个刻画）。
(a) 证明

∀z ∈ C, Re z > 0, L([t])(z) = 1

z(ez − 1)
.
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(b) 设 f : R+ → C 局部可积，Laplace 变换定义域非空，且

f(t+ 1)− f(t) = 1 对几乎处处的t ∈ R+,

并在 [0, 1] 上几乎处处为零。证明 f 在 R+ 上几乎处处等于整数部分函数 t 7→ [t]。

习题 15.33（再论整数部分函数）。 设 f : R+ → C 局部可积，且 Laplace 变换定义域非空。
(a) 证明对每个 z ∈ DL(f)，

L
(
t 7→

∫ t

0
f(s) ds

)
(z) =

1

z
L(f)(z).

(b) 证明

∀t ∈ R+,

∫ t

0
[s] ds = 1

2
[t](2t− [t]− 1).

(c) 假设 f 满足

f(t+ 2)− 2f(t+ 1) + f(t) = 1 对几乎处处的t ∈ R+,

并在 [0, 2] 上几乎处处为零。证明对 z ∈ DL(f)、Re z > 0，

L(f)(z) = − d
dz

(
1

z(ez − 1)

)
− 1

z2(ez − 1)
− 1

z(ez − 1)
.

再利用习题 15.32(a) 和前两问证明

f(t) =
[t][t− 1]

2
对几乎处处的t ∈ R+.

习题 15.34（二阶线性递推数列）。 设 a, b, γ ∈ C、b 6= 0，并设 α, β 是方程

x2 − ax− b = 0

的两个复根。给定 u0, u1 ∈ C，考虑递推数列

un+2 = aun+1 + bun + γn, n ∈ N,

并定义
f(t) := u[t], t ∈ R+.

(a) 设 σ, τ, υ ∈ C 两两不同。利用控制收敛定理与有限增量不等式证明：只要

Re z > max{log |σ|, log |τ |, log |υ|},

就有

L(σ[t])(z) = ez − 1

z(ez − σ)
,

L

(
σ[t] − τ [t]

σ − τ

)
(z) =

ez − 1

z(ez − σ)(ez − τ)
,

L
(
[t]σ[t]−1

)
(z) = lim

ε→0
L

(
(σ + ε)[t] − σ[t]

ε

)
(z) =

ez − 1

z(ez − σ)2
,
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L

(
σ[t]

(σ − τ)(σ − υ)
+

τ [t]

(τ − σ)(τ − υ)
+

υ[t]

(υ − σ)(υ − τ)

)
(z)

=
ez − 1

z(ez − σ)(ez − τ)(ez − υ)
,

L

(
[t]σ[t]−1

σ − τ
τ [t] − σ[t]

(σ − τ)2

)
(z) =

ez − 1

z(ez − σ)2(ez − τ)
,

以及

L
(
[t]([t]− 1)

2
σ[t]−2

)
(z) = lim

ε→0
L

(
(σ + ε)[t] + (σ − ε)[t] − 2σ[t]

2ε2

)
(z)

=
ez − 1

z(ez − σ)3
.

这里约定 00 = 1。
(b) 证明：若

Re z > max{log |α|, log |β|, log |γ|},

则

L
(
f(·+ 1)

)
(z) = ezL(f)(z) + u0

1− ez

z
,

L
(
f(·+ 2)

)
(z) = e2zL(f)(z) + u0

ez − e2z

z
+ u1

1− ez

z
.

由此推出

L(f)(z) = ez − 1

z(ez − α)(ez − β)

(
u1 − au0 + u0e

z +
1

ez − γ

)
.

(c) 若 α, β, γ 两两不同，证明

un =
u1 − au0
α− β

(αn − βn) + u0
α− β

(αn+1 − βn+1)

+
αn

(α− β)(α− γ)
+

βn

(β − α)(β − γ)
+

γn

(γ − α)(γ − β)
.

(d) 若 α = β 6= γ，证明

un = u0α
n + (u1 − au0 + αu0)nα

n−1 +
nαn−1

α− γ
+
γn − αn

(γ − α)2
.

(e) 若 α = γ 6= β，证明

un =
u1 − au0 + αu0

α− β
αn +

u1 − au0 + βu0
β − α

βn

+
nαn−1

α− β
+
βn − αn

(β − α)2
.

(f) 若 α = β = γ，证明

un = u0α
n + (u1 − au0 + αu0)nα

n−1 +
n(n− 1)

2
αn−2.
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习题 15.35（Weierstrass 变换）。 对函数 f : R→ C，在相应积分存在时定义

W (f)(x) := (f ∗G)(x), G(y) :=
1√
4π
e−y

2/4, x, y ∈ R.

(a) 对适当范围内的 a ∈ R，计算函数 y 7→ e−ay
2 的 Weierstrass 变换，并确定 a 的范围。

(b) 证明对每个 p ∈ [1,+∞] 及 f ∈ Lp(R)，

‖W (f)‖p ≤ ‖f‖p .

(c) 证明
W (f)(x) =

√
4πG(x)Lb(Gf)

(
−x
2

)
,

只要等式两端的表达式有定义；这里 Lb 是定义 15.4(c) 中的双边 Laplace 变换。
(d) 若

S(x) =
∑
n≥0

anx
n

是收敛半径为无穷的幂级数，D 是微分算子，记

S(D) :=
∑
n≥0

anD
n.

设 f ∈ C∞(R)，其在 0 点的 Taylor 级数在整个 R 上收敛；以下等式均在相应积分与级
数绝对收敛时理解。
(i) 证明

∀x, y ∈ R, f(x− y) =
(
e−yD(f)

)
(x).

(ii) 对 n ∈ N 作归纳，证明 ∫ +∞

−∞
y2nG(y) dy =

(2n)!

n!
.

(iii) 推出
W (f) = eD

2
(f) 于R.

校订注：原文只假设 f 的 Taylor 级数在 R 上收敛，这并不足以保证 W (f) 存在或允许逐项积分，例如增长过快

的整函数即可使卷积发散。因此在 (d) 中补上相应积分与级数绝对收敛的条件。

习题 15.36（Gauss–Weierstrass 变换与热方程）。 对 t > 0，定义

Wt(f)(x) := (f ∗Gt)(x), Gt(y) :=
1√
4πt

e−y
2/(4t), x, y ∈ R.

函数 (t, y) 7→ Gt(y) 称为热核。
(a) 在表达式有定义时证明

Wt(f)(x) =W
(
f(
√
t ·)
)( x√

t

)
.

(b) 设 f ∈ C∞(R)，其在 0 点的 Taylor 级数在 R 上收敛。在习题 15.35(d) 的收敛条件下，
证明对每个 t > 0，

Wt(f) = etD
2
(f) 于R.

(c) 证明半群性质

∀p ∈ [1,+∞), ∀s, t > 0, Ws ◦Wt =Ws+t 于Lp(R).
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(d) 利用不等式 y1{y>δ} ≥ δ1{y>δ}，证明

∀t, δ > 0, ‖Gt‖Lq({|y|>δ}) ≤


(
4t

qδ

)1/q

Gt(δ), q ∈ [1,+∞),

Gt(δ), q = +∞.

由此证明：对
ϕ ∈ Lp(R) ∩ C0(R) ⊃ C∞

K (R), p ∈ [1,+∞],

有
∀x ∈ R, lim

t→0+
Wt(ϕ)(x) = lim

t→0+
(ϕ ∗Gt)(x) = ϕ(x).

换言之，当 t→ 0+ 时，(Gt)t>0 在分布意义下收敛到 δ0；后者是卷积的单位元。
(e) 设 f 满足 (b) 的条件。证明(

∂

∂t
−D2

)
Wt(f) = 0 于R∗

+ × R.

因此 Wt(f) 是一维热方程的解；若再有 f ∈ Lp(R)、p ∈ [1,+∞]，则由 (d) 得初值条件
W0+(f) = f。

习题 15.37（Abel 滑道问题）。 对在 R+ 上局部可积的 u : R→ R，定义 Abel 积分变换

A(u)(t) :=
∫ t

0

u(s)√
t− s

ds, t ∈ R+. (15.31)

(a) 计算函数

a(t) :=
1R+(t)√

t

的 Laplace 变换。
(b) 计算 A(u) 与 A(A(u)) 在 R∗

+ 上的 Laplace 变换。
(c) 推出

∀x ∈ R+, A(A(u))(x) = π

∫ x

0
u(t) dt.

设 c ∈ R∗
−，并设 f : [c, 0] → R+ 是 C1 函数且 f(0) = 0。一个有质量的粒子在 f 的图像所

构成的滑道上无摩擦运动，并受到重力势能 V 的作用。沿图像的弧长坐标记为 x(t)，粒子从
x = c 处以零初速度释放。为简化公式，把质量取为 2，则 x 满足

2
d2x
dt2 (t) = −V

′(x(t)), t ≥ 0,

V (x(0)) = E,
dx
dt (0) = 0,

其中
V ∈ C1([c, 0],R+), V ′ < 0, V (0) = 0,

而 E ≥ 0 是粒子的总能量。以 τ(E) 表示粒子到达滑道底部 x(τ(E)) = 0 所需的时间。
Abel 定理：τ 唯一确定势函数 V。换言之，运动的到达时间确定由弧长坐标描述的滑道形状。
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(d) 利用总能量守恒证明

∀E ≥ 0, τ(E) =

∫ 0

c

dx√
E − V (x)

.

(e) 记 W := V −1，证明
τ = −A(W ′).

(f) 推出
W = − 1

π
A(τ).

校订注：原文在 Abel 变换 (15.31) 中把积分微元误写为 dy，而被积变量是 s；现改为 ds。
本题取自 Y. C. de Verdière与 J. P. Truc的论文 Du problème du toboggan d’Abel au problème
inverse semi-classique（HAL-00400153，2009）。

习题 15.38（Abel 算子的不动点）。设 A 是 (15.31)定义的 Abel算子。给定 a ∈ R、k ∈ R∗，
考虑 R+ 上的方程

f = a+ kA(f),

其中 f : R+ → R 在 R+ 上局部可积。
(a) 利用习题 15.37(c) 证明：若 f 是该方程的解，则

∀x ∈ R∗
+, f ′(x) =

ak√
x
+ πk2f(x), f(0) = a.

(b) 推出
∀x ∈ R+, f(x) = aeπk

2x + akA
(
t 7→ eπk

2t
)
(x).

(c) 反过来证明，(b) 中得到的函数确实是方程 f = a+ kA(f) 在 R+ 上的解。

校订注：原文 (a) 误引习题 15.35(c)；这里使用的是 A(A(u))(x) = π
∫ x

0
u(t) dt，故正确引用为习题 15.37(c)。

习题 15.39（定理 15.6，即 Bernstein–Widder 定理的证明）。 设 f : R+ → R 在定义
(15.28) 的意义下完全单调。
(a) 对

Fn(x) :=

n∑
k=0

(−1)k

k!
xkf (k)(x), x ∈ R∗

+,

求导并作归纳，证明对每个 n ∈ N，极限

`n := lim
x→+∞

[
(−1)n

n!
xnf (n)(x)

]
存在且属于 R+。

(b) 设 n ∈ N∗，并定义

Mn :=

n−1∑
k=0

`k.

(i) 利用 (a) 作归纳，证明

∀x ∈ R∗
+, f(x)−Mn =

(−1)n

(n− 1)!

∫ +∞

0
un−1f (n)(u+ x) du.
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(ii) 在 (i) 中取 x = 1/k、k ∈ N∗，并对 k 使用 Beppo Levi 定理，证明

f(0)−Mn =
(−1)n

(n− 1)!

∫ +∞

0
un−1f (n)(u) du.

(iii) 在 (i) 中取 x = k、k ∈ N∗，结合 (ii) 对 k 使用控制收敛定理，证明

` := lim
x→+∞

f(x) =Mn.

(c) 对 n ∈ N∗、n ≥ 2，研究

gn(x) := e−nx − (1− x)n−1, x ∈ (0, 1),

并证明

max
x∈[0,1]

∣∣e−nx − (1− x)n−1
∣∣ ≤ 1

n− 1
.

(d) 固定 x ∈ R∗
+。

(i) 证明

f(x)− ` = (−1)n

(n− 1)!

∫ +∞

x

(
1− x

u

)n−1
un−1f (n)(u) du.

(ii) 利用 (i)、(b)(ii) 和 (c)，证明

f(x)− ` = lim
n→+∞

[
(−1)n

(n− 1)!

∫ +∞

x
e−nx/uun−1f (n)(u) du

]
.

(iii) 利用估计以及 (b)(ii)、(b)(iii)，证明

lim
n→+∞

[
(−1)n

(n− 1)!

∫ x

0
e−nx/uun−1f (n)(u) du

]
= 0.

(iv) 推出

f(x)− ` = lim
n→+∞

[
(−1)n

(n− 1)!

∫ +∞

0
e−nx/uun−1f (n)(u) du

]
.

(e) 设 n ∈ N∗。
(i) 作变量替换 u 7→ n/u，证明在 0 处可能不连续的函数 αn：

αn(t) :=


`+

(−1)n

n!

∫ t

0

(n
u

)n+1
f (n)

(n
u

)
du, t ∈ R∗

+,

0, t ∈ R−,

在 0 处右连续、非负、非减，并满足

lim
t→+∞

αn(t) = f(0).

(ii) 利用 (d)(iv) 证明
∀x ∈ R∗

+, f(x) = lim
n→∞

xL(αn)(x). (15.32)

下面允许使用：
Helly 选择定理。定义在 R 的某个区间上、一致有界且全变差一致有界的任意函数列，都有
一个子列逐点收敛于某个有界的有界变差函数。
该定理还允许在 Stieltjes 积分中取极限。因而，抽取子列后，非减函数列 (αn)n≥1 逐点收敛
于 R∗

+ 上某个非负非减函数 α。由 αn 的定义、极限 (15.32) 以及约定 (15.29)，得到

∀x ∈ R∗
+, f(x) = lim

n→∞
(L( dαn)(x) + αn(0−)) = L( dα)(x).

这便完成 Bernstein–Widder 定理的证明。
校订注：原文在 (b) 中直接使用 Mn 却从未定义；由 (a) 的极限及 (b)(i) 的分部积分结构，应为 Mn =

∑n−1
k=0 ℓk。

原文末段还把已证明为非减的 αn 与极限 α 误称为递减函数；现均改为非减。
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习题 15.40（Riemann–Liouville 分数积分）。 设 α ∈ R∗
+，并设 a, b ∈ R、a < b。对 [a, b]

上的 Borel 函数 f : [a, b]→ C，定义

Iα(f)(x) :=
1

Γ(α)

∫ x

a
f(t)(x− t)α−1 dt, x ∈ [a, b],

只要 f ≥ 0，或 t 7→ f(t)(x− t)α−1 在 [a, x] 上可积。
(a) 设 p ∈ [1,+∞)。利用 Jensen 不等式（见习题 7.10）和 Fubini–Tonelli 定理证明：对每
个 α > 0，Iα 是 (Lp([a, b]), ‖·‖p) 到自身的连续线性算子，并满足

∀f ∈ Lp([a, b]), ‖Iα(f)‖p ≤
(b− a)α

αΓ(α)
‖f‖p .

(b) 设 p ∈ [1,+∞)。
(i) 对 α > 0、y ∈ [a, b) 及 x ∈ [y, b]，定义

ραy (x) :=
(x− y)α

αΓ(α)
.

证明对每个 y ∈ [a, b)，

∀x ∈ (y, b], lim
α→0+

ραy (x) = 1,

以及
∀α ∈ (0, 1], ‖ραa‖L∞([a,b]) ≤ 2max{1, b− a}.

(ii) 设 ϕ ∈ C0([a, b])。证明对 x ∈ [a, b]、y ∈ [a, x)，

|Iα(ϕ)(x)− ϕ(x)| ≤ ραa (b) max
t∈[y,x]

|ϕ(t)− ϕ(x)|

+ 2 ‖ϕ‖sup
(
ραa (x)− ραy (x)

)
+ |ϕ(x)| |ραa (x)− 1|,

且
|Iα(ϕ)(x)| ≤ ‖ϕ‖sup ρ

α
a (x).

由此推出
lim
α→0+

‖Iα(ϕ)− ϕ‖p = 0.

(iii) 证明对每个 f ∈ Lp([a, b])，

lim
α→0+

‖Iα(f)− f‖p = 0.

(c) 对 α > 0 与 f ∈ C0([a, b])，证明 (
Iα+1(f)

)′
= Iα(f).

(d) 证明对所有 α, β > 0，
Iα ◦ Iβ = Iα+β 于L1([a, b]).

(e) 本问取 a = 0。设 α ∈ (0, 1) 且 f ∈ L1(R+)。证明

∀x ∈ R∗
+, xL

(
I1−α(f)

)
(x) = xαL(f)(x).
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解释。若 α ∈ (0, 1) 且 f ∈ C0(R+) ∩ L1(R+)，则由命题 15.7，

L
((
I1−α(f)

)′)
(x) = xL

(
I1−α(f)

)
(x)− I1−α(f)(0)

= xL
(
I1−α(f)

)
(x),

从而
∀x ∈ R+, L

((
I1−α(f)

)′)
(x) = xαL(f)(x).

因此，函数 I1−α(f) 的通常导数可视为 f 的 α 阶分数导数。

校订注：原文 (b)(i) 声称 ‖ραa‖∞ ≤ 1
2

max(1, b − a)，这在 b − a = 1、α = 1 时已给出 1 ≤ 1/2 的矛盾。由

αΓ(α) = Γ(α+ 1) 及 Γ(α+ 1) 在 [1, 2] 上有正下界，可取简洁统一估计 2max(1, b− a)。
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第十六章 多项选择题

说明。下面的大多数多项选择题取自法国雷恩国立应用科学学院自 2010年起开设的三年级公
共基础课“工程师分析”的考试题。答案见第 19 章。
在本章题目中，空间 LpC(R

d, λd) 简记为 Lp(Rd)。Fourier 变换记为 F，并采用

F(f)(ξ) :=
∫
Rd

e−2πi⟨x,ξ⟩f(x) dx, f ∈ L1(Rd). (16.1)

与第 15 章相比，指数中多了因子 −2π。这样一来，L2(Rd) 上同样记为 F 的 Fourier 变换满
足

(F ◦ F)(f)(x) = f(−x), F(f) ∗ F(g) = F(fg),

并有不带第 15 章中 (2π)d 因子的 Plancherel 公式

∀f, g ∈ L2(Rd),
∫
Rd

F(f)F(g) dx =

∫
Rd

fg dx.

校订注：原文在 (16.1) 的积分中漏写了 f(x)，致使右端与 f 无关；现补回 Fourier 变换定义所必需的因子。

每题可能有一个或多个正确选项。请选出全部正确选项。

16.1 选择题 1

1. 下列命题中正确的是：

□ e−x
2

√
x
∈ L1(R+)

□ x

x2 + 1
∈ L1(R)

□ sinx
x
∈ L1(R)

□ e−x
2

√
x
∈ L2(R+)

□ x

x2 + 1
∈ L2(R)

□ sinx
x
∈ L2(R)

2. 下列极限中等于 0 的是：

□ lim
n→+∞

∫ 1

0
n2xe−nx dx = 0

□ lim
n→+∞

∫ 1

0

(
1 + x

2

)n
dx = 0

□ lim
n→+∞

∫ +∞

0

e−nx√
x

dx = 0

□ lim
n→+∞

∫ +∞

−∞
e−(x+n)2 dx = 0

3. 二重积分 ∫
R2
+

e−(x2+y2)/2 dx dy

等于：

□ π

□ π/
√
2

□ π/2

□ π/(2
√
2)

□ π/4

□ π/(4
√
2)
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4. 定义

f(x) :=

x2e−x, x ≥ 0,

0, x < 0.

F(f)(ξ) 等于：

□ 1

(1 + 2πiξ)2

□ 2

(1 + 2πiξ)2

□ 1

(1 + 2πiξ)3

□ 2

(1 + 2πiξ)3

5. 利用 F(e−2π|x|) 计算 ∫
R

dξ
(1 + ξ2)2

.

所得结果为：

□ 1/2

□ 1

□ 2

□ π/2

□ π

□ 2π

6. 利用 F(1[−1/(2π), 1/(2π)]) 计算 ∫
R

(
sin ξ
ξ

)2

dξ.

所得结果为：

□ 1/2

□ 1

□ 2

□ π/2

□ π

□ 2π

7. 设 f(x) := e−πx
2。则 F(f ∗ f)(ξ) 等于：

□ e−πξ
2

□ 2e−πξ
2

□ e−2πξ2

□ 2

1 + ξ2

□ 1

(1 + ξ2)2

16.2 选择题 2

1. 下列命题中正确的是：

□ arctan
√
x

x
∈ L1(R+)

□ 1√
x4 + x

∈ L1(R+)

□ cosx
x
∈ L1(R)

□ arctan
√
x

x
∈ L2(R+)

□ 1√
x4 + x

∈ L2(R+)

□ cosx
x
∈ L2(R)

2. 二重积分 ∫
R

∫
R
e−(x2+2xy+3y2) dx dy

等于：
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□ π

□ π/
√
2

□ π/3

□ π/(2
√
3)

□ π/4

□ π/(4
√
2)

3. 二重积分 ∫ +∞

0

∫ +∞

0
e−x(1+y

2) dx dy

等于：

□ π

□ π/2

□
√
π

2

∫ +∞

0
e−t

2 dt

□ 2

(∫ +∞

0
e−t

2 dt
)2

□
√
π

∫ +∞

0

e−x√
x
dx

4. 对 f(x) := xe−πx
2，F(f) 等于：

□ f

□ −f
□ if
□ −if

□ 2f

□ −2f

5. 设
f(x) := −4π2x21[−1/2, 1/2](x).

则 F(f)(1) 等于：

□ −π
□ 0

□ 1

□ 2

□ π

□ 2π

6. 定义

f(x) :=

x2e−x, x ≥ 0,

0, x < 0.

则
∫ +∞
0 f(x)2 dx 等于：

□ 2

π

∫
R

dξ
(1 + ξ2)2

□ 2

π

∫
R

dξ
(1 + ξ2)3

□ 2

π

∫
R

dξ
(1 + ξ2)4

□ 2

π

∫
R

dξ
(1 + ξ2)5

□ 2

π

∫
R

dξ
(1 + ξ2)6

□ 2

π

∫
R

dξ
(1 + ξ2)8

7. 对 a > 0，令
fa(x) :=

1

x2 + a2
, x ∈ R.

则 f1 ∗ f1 在相差一个乘法常数的意义下等于：

□ f1
□ f2

□ f21
□ f22

□
(
F(f1)

)2
□
(
F(f2)

)2
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16.3 选择题 3

1. 下列命题中正确的是：

□ 1

x
sin
(
1

x

)
∈ L1(R+)

□ 1√
x3 + x

∈ L1(R+)

□ sin2 x
x
∈ L1(R)

□ 1

x2
sin
(

1

x2

)
∈ L1(R+)

□ 1√
x3 + x

∈ L2(R+)

□ sin2 x
x
∈ L2(R)

2. 二重积分 ∫
R

∫
R
(x2 + y2)e−(x2+y2) dx dy

等于：

□ 1

□ 1/
√
2

□ 1/2

□ π/2

□ π/
√
2

□ π

3. 令

I := lim
n→+∞

∫ +∞

−∞

dx
1 + (x+ n)2

, J := lim
n→+∞

∫ +∞

0

dx
1 + (x+ n)2

.

则：

□ I = +∞
□ I = π

□ I = 0

□ J = 0

□ J = π/2

□ J = π

4. 对 f(x) := x2e−πx
2，F(f)：

□ = 1 + f

□ 是实值函数
□ = if
□ > 1 + f

□ > −f
□ < −f

5. 定义

f(x) :=

x, x ∈ [−1/2, 1/2],
0, 其他.

积分
∫
R 4πf(x)2 dx 等于：

□
∫
R

(
sin t
t

)2

dt

□
∫
R

(
1− cos t

t2

)2

dt

□
∫
R

(
t cos t− sin t

t

)2

dt

□
∫
R

(
t cos t− sin t

t2

)2

dt

□
∫
R

(
1− cos t+ t sin t

t2

)2

dt

6. 对 a > 0，定义

fa(x) :=

e−ax, x ≥ 0,

0, x < 0.
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从 fa ∗ fa 的 Fourier 变换出发，积分∫ +∞

−∞

dt
(a2 + 4π2t2)2

等于：

□
∫ +∞

−∞
e−2ax dx

□
∫ +∞

−∞
x2e−2ax dx

□
∫ +∞

−∞
x4e−2ax dx

□
∫ +∞

0
e−2ax dx

□
∫ +∞

0
x2e−2ax dx

□
∫ +∞

0
x4e−2ax dx

7. 从
∫
R e

−x2 dx =
√
π 出发，积分 ∫

R

1− e−x2

x2
dx

等于：

□ 1

□ 1/
√
2

□
√
π/2

□ √π
□
√
2π

□ 2
√
π

16.4 选择题 4

1. 下列命题中正确的是：

□ 1− e−
√
x

x
∈ L1([0, 1])

□ 1√
x2 + x

∈ L1(R+)

□ sinx√
x2 + 1

∈ L1(R)

□ 1− e−
√
x

x
∈ L2([0, 1))

□ 1√
x2 + x

∈ L2(R+)

□ sinx√
x2 + 1

∈ L2(R)

2. 对 t > 0，令

f(t) :=

∫ +∞

0

e−t(1+x)

1 + x
dx.

则 f ′(1) 等于：

□ −e2
□ −e

□ −1/e
□ 0

□ 1/e

□ e

□ e2

3. 二重积分 ∫
R

∫
R
e−
√
x2+y2 dx dy

等于：

□ 1/
√
2

□ 1

□ 2

□ π/
√
2

□ π

□ 2π
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4. 对 f(x) := xe−πx
2，F(f) 满足：

□ F(f)(0) = 0

□ F(f)(0) = √π
□ F(f) = −f
□ F(f) = f

□ F(f) = −if
□ F(f) = if

5. 积分 ∫ +∞

−∞

∣∣∣∣∫ +∞

0
e−2πx(x+iy) dx

∣∣∣∣2 dy

等于：

□ 1/4

□ 1/2

□ 1

□ √π/4
□ √π/2
□ √π

6. 设
f(x) :=

sin(πx)
πx

, x 6= 0.

F 表示 L2(R) 上的 Fourier 变换。则 f ∗ f 等于：

□ f2

□ f

□ F(f)
□
(
F(f)

)2 □ F(f2)
□ F(f) ∗ F(f)

7. 二重积分 ∫ +∞

0

∫ +∞

0

e−(x+y) − e−2(x+y)

x+ y
dx dy

等于：

□ 1/2

□ (log 2)/2
□ log 2
□ 1

□ 2 log 2
□ 1 + log 2

16.5 选择题 5

1. 下列命题中正确的是：

□ 1√
x| logx|

∈ L1((0, 1))

□ 1√
x logx ∈ L

1((0, 1))

□ 1√
x| logx|

∈ L2((0, 1))

□ 1√
x logx ∈ L

2([2,+∞))

□ 1√
logx (1 + x

√
logx)

∈ L1((1,+∞))

□ 1√
logx (1 + x

√
logx)

∈ L2((1,+∞))

2. 对 t > 0，令

f(t) :=

∫ +∞

0

e−t
2(x2+i)

x2 + i dx.

则 f ′(
√
π) 等于：
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□ −2√π
□ −2

□ −√π
□ −1

□ 1

□ √π
□ 2

3. 二重积分 ∫
R

∫
R

dx dy
(1 + x2 + y2)2

等于：

□ 1/
√
2

□ 1

□ 2

□ π/
√
2

□ π

□ 2π

4. 对
f(x) := (4π2x2 − π)e−πx2 ,

F(f) 满足：

□ F(f) = −if
□ F(f) = −2f

□ F(f) = −f
□ F(f) = f

□ F(f) = 2f

□ F(f) = if

5. 对 a, b > 0，积分 ∫ +∞

−∞

sin(ax) sin(bx)
x2

dx

等于：

□ π(a+ b)

□ 2π(a+ b)

□ πmin(a, b)
□ 2πmin(a, b)

□ πmax(a, b)
□ 2πmax(a, b)

6. 设 f ∈ L1(R)。若下列某个函数为 f(x)，则 (f ∗ f)(x) = xf(x) 对几乎处处的 x ∈ R 成立。
该函数是：

□ e−|x|

□ 1R+(x)e
−x

□ −1R+(x)e
−x

□ 1R−(x)e
x

□ −1R−(x)e
x

□ 1R+(x)e
−2x

7. 对 y ≥ 0，置
g(y) := log

(
1 + 2y + 2

√
y2 + y

)
.

当 a ≥ 0 时，积分 ∫ +∞

0

log(1 + a+ ax2)

1 + x2
dx

等于：

□ g(a)/2

□ g(a)

□ 2g(a)

□ (π/2)g(a)

□ πg(a)

□ 2πg(a)
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16.6 选择题 6

1. 下列命题中正确的是：

□
∫ 1

0

√
x log

(
e2/x − e1/x

)
dx = +∞

□ lim
a→+∞

∫ a

1

sinx√
x− sinx dx = +∞

□
∫ 1

0
x log2

(
e2/x − e1/x

)
dx = +∞

□ lim
a→+∞

∫ a

1

sinx
√
x− sin2 x

dx = +∞

□ lim
a→+∞

∫ a

e

logx sinx
x(logx+ sinx) dx = +∞

□ lim
a→+∞

∫ a

e

logx sinx
x(logx− sinx) dx = +∞

2. 设 ϕ ∈ S(R)。则

lim
n→+∞

∫
R

sin(nπx)
x

ϕ(x) dx

等于：

□ 0

□
∫
R
ϕ(x) dx

□ π

∫
R
ϕ(x) dx □ ϕ(0)

□ πϕ(0)

3. 二重积分 ∫
R

∫
R

[
+∞∑
n=1

(x2 + y2)n−1

1 + (n+ 1)2(x2 + y2)2n

]
dx dy

等于：

□ 1

□ π/2

□ 2

□ π

□ π2/2

□ +∞

4. 下列方程中，至少有一个 L1(R) 中的非零实值解的是：

□ f ∗ f = 1 + f

□ f ∗ f = f

□ f ∗ f = ixf
□ f ∗ f = e−πx

2

□ f ∗ f = −e−πx2

5. 对 a, b > 0，积分 ∫ +∞

−∞

dx
(a+ ix)(b+ ix)

等于：

□ 0

□ π/(a+ b)

□ 2π/(a+ b)

□ π(a+ b)/2

□ π(a+ b)

□ 2π(a+ b)

6. 设 F : R→ R。若对每个偶函数 f ∈ L1(R)，都有

F
(
F(f)

)
∈ F

(
L1(R)

)
,

则 F 可以是：
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□ 1[1,+∞)(x)

□ ex
□ xex

□ cosx
□ sinx
□ 1

1 + x2

7. 利用 Fubini 定理，当 a ∈ R 时，积分∫ π

0

arctan(a sinx)
sinx dx

等于：

□ πa

□ πa√
a2 + 1

□ π sin a
□ π arctan a

□ π sinh a
□ π arsinh a
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说明。 下面各题曾用于巴黎东克雷泰伊大学（UPEC）和皮埃尔–玛丽·居里大学（UPMC）
数学本科积分理论课程的考试。除题目本身偶尔给出的提示外，它们原则上不需要额外预备知
识。这些题通常综合运用多章内容；若把它们拆散到各章中，反而会破坏论证的连贯性，故集
中置于本书末尾。

17.1 问题 1

问题 1。 设 f : R+ → R 是 Borel 函数，并假设 f ∈ L1
R(R+,B(R+), λ)，即∫

R+

|f(x)| dx < +∞.

对 t ∈ R+，定义

Lf (t) :=

∫ +∞

0
e−txf(x) dx.

1(a). 验证 t 7→ Lf (t) 在 R+ 每一点都有定义，并且

Lf (0) =

∫ +∞

0
f(x) dx.

1(b). 证明 Lf 在 R+ 上连续。
1(c). 证明

lim
t→+∞

Lf (t) = 0.

定义 g(x) := xf(x)，并假设 g ∈ L1
R(λ)。

2(a). 证明 Lf 在 R+ 上可微，导函数连续，且

∀t ∈ R+, L′
f (t) = −Lg(t).

2(b). 推出 ∫ +∞

0
Lg(t) dt =

∫ +∞

0
f(x) dx.

2(c). 证明：若 ∫ +∞

0

|f(x)|
x

dx < +∞,

则 ∫ +∞

0
Lf (t) dt =

∫ +∞

0

f(x)

x
dx.

对 n ≥ 1，定义
fn(x) := sinx 1[0,n](x).
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3(a). 证明

∀t ∈ R+, Lfn(t) =
1− e−nt(cosn+ t sinn)

1 + t2
.

提示：注意

Lfn(t) = Im
(∫ n

0
ex(i−t) dx

)
, i2 = −1.

3(b). 迅速证明对每个 x ∈ R，ex ≥ 1 + x，并推出

∀n ∈ N, ∀t ∈ R+, e−nt(cosn+ t sinn) ≤ e−(n−1)t ≤ 1.

3(c). 证明估计
∀t ∈ R+, |Lfn(t)| ≤

2

1 + t2
.

3(d). 证明

lim
n→+∞

∫ +∞

0
Lfn(t) dt =

∫ +∞

0

dt
1 + t2

=
π

2
.

3(e). 利用 2(c) 证明 ∫ +∞

0
Lfn(t) dt =

∫ n

0

sinx
x

dx,

并由此推出

lim
n→+∞

∫ n

0

sinx
x

dx =
π

2
.

本问假设 f ≥ 0，并且 Lf 在 0 处可微。
4(a). 证明函数

ϕ(u) :=
1− e−u

u
, u ∈ R∗

+,

单调递减。
4(b). 证明函数列

ϕn(x) := n
(
1− e−x/n

)
, n ≥ 1, x ∈ R+,

非负且关于 n 单调递增。
4(c). 证明 ∫ +∞

0
xf(x) dx = −L′

f (0).

17.2 问题 2

问题 2。
1. 利用 Fubini 定理与变量替换证明

I :=

∫ +∞

0
e−x

2/2 dx =

√
π

2
.

可以引入 I2。

对 n ≥ 1、x ∈ R，定义

fn(x) :=

(
1 +

x2

n

)−(n+1)/2

, an :=

∫
R
fn(x) dx.
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2(a). 证明对每个 u ∈ R+ 及 p ∈ N，

(1 + u)p ≥ 1 + pu.

2(b). 推出
∀x ∈ R, fn(x) ≤

2

1 + x2
.

2(c). 计算
lim

n→+∞
an.

3. 求出一个可积函数 f : R→ R，使

lim
n→+∞

∫
R

∣∣∣∣fn(x)an
− f(x)

∣∣∣∣ dx = 0.

4. 证明对每个 λ ≥ 1/2，

lim
n→+∞

∫
R
eλx

2
fn(x) dx = +∞.

校订注：原文把 fn 定义为对所有 n ∈ N 成立，但公式含有 x2/n，在 n = 0 时无意义；现改为 n ≥ 1。

17.3 问题 3

问题 3。 设 (X,A, µ) 是概率空间，即 µ(X) = 1。
回顾：可微函数 ϕ : I → R（I 为 R 的区间）是凸函数，当且仅当下面任一等价条件成立：

(i) ϕ(θu+ (1− θ)v) ≤ θϕ(u) + (1− θ)ϕ(v),
θ ∈ [0, 1], u, v ∈ I;

(ii) ϕ(u) ≥ ϕ(v) + ϕ′(v)(u− v), u, v ∈ I.

1(a). 设 f : X → I、ϕ : I → R，其中 ϕ 凸，且 f, ϕ(f) ∈ L1
R(µ)。证明 Jensen 不等式

ϕ

(∫
X
f dµ

)
≤
∫
X
ϕ(f) dµ.

可以在 (ii) 中取 v =
∫
X f dµ，并适当选择 u。

1(b). 证明定义在 I = R+ 上的 ϕ(x) = xα 为凸函数，当且仅当 α ≥ 1。

现考虑非负函数 g ∈ L1
R+

(µ)。
2(a). 利用 Jensen 不等式证明：若 p ≥ 2 且 g ∈ LpR+

(µ)，则

gp/(p−1) ∈ L1
R+

(µ)

并且 (∫
X
gp/(p−1) dµ

)p−1

≤
∫
X
gp dµ.

2(b). 直接利用 Hölder 不等式重新证明 2(a)。
2(c). 推出：若 f, g ≥ 0 且 f, g ∈ LpR+

(µ)，其中 p ≥ 2，则(∫
X
fg dµ

)p
≤
(∫

X
fp dµ

)(∫
X
gp dµ

)
.
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现设 ψ : R+ → R+ 连续、递增，满足

ψ(0) = 0, ψ(1) > 0,

以及
∀x, y ≥ 0, ψ(xy) ≤ ψ(x)ψ(y),

并假设 t 7→ ψ(
√
t) 在 R+ 上为凸函数。

3(a). 证明对每个 x ≥ 1，
ψ(x) ≥ x2ψ(1).

3(b). 设 f : (X,A, µ)→ R+。证明

ψ(f) ∈ L1
R+

(µ) =⇒ f ∈ L2
R+

(µ).

3(c). 对满足 ψ(f), ψ(g) ∈ L1
R+

(µ) 的任意非负 Borel 函数 f, g，证明

ψ

(∫
X
fg dµ

)
≤ ψ(‖f‖2)ψ(‖g‖2).

再推出

ψ

(∫
X
fg dµ

)
≤
(∫

X
ψ(f) dµ

)(∫
X
ψ(g) dµ

)
.

3(d). 证明 2(c) 是上述结论的一个特例。
校订注：原文在本题第 2 问开头把 g 写成属于 L1

R+
(λ)，但本题始终在概率空间 (X,A, µ) 上积分；现把测度统一

为 µ。

17.4 问题 4

问题 4。 本题始终在配备 Lebesgue 测度 λ 的可测空间 (R∗
+,B(R∗

+)) 上进行。积分
∫
f dλ 与∫

f(x) dx 混用。
1(a). 证明映射

(u, v) 7−→ (u/v, v)

是 (R∗
+)

2 到自身的 Borel 映射。
1(b). 设 f, g : R∗

+ → R 为 Borel 函数。证明

(u, v) 7−→ f(u/v)g(v)

是从
(
(R∗

+)
2,B(R∗

+)
⊗2
)
到 (R,B(R)) 的可测函数。

2(a). 设 f, g : R∗
+ → R+ 为非负 Borel 函数。证明∫
R∗
+×R∗

+

f(u/v)g(v)
du dv
v

=

(∫
R∗
+

f(x) dx
)(∫

R∗
+

g(x) dx
)
.

2(b). 推出：若 f, g : R∗
+ → R 关于 Lebesgue 测度可积，则对几乎处处的 u ∈ R∗

+，可以定义

(f ?M g)(u) :=

∫
R∗
+

f(u/v)g(v)
dv
v
.
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在积分无定义的点以及非正实数上，把 f ?M g 定义为 0。证明这样定义的 f ?M g : R→ R 是
Borel 函数。
2(c). 证明：若 f, g ∈ L1(R∗

+, λ)，则

f ?M g = g ?M f.

约定。以下 f ?M g(u) 均指 2(b) 中定义的积分，只要该积分存在。
3(a). 假设 f 连续，并在包含于 R∗

+ 的某个紧区间 [a, b] 外为零；又设 g 在 R∗
+ 的每个紧区间

上可积。证明 f ?M g 在 R∗
+ 上处处存在且连续。

3(b). 设 f : R∗
+ → R 为 Borel 函数，满足∫

R∗
+

|f(x)| dx
x

< +∞.

设 (fn)n≥0 是 R∗
+ 上的连续紧支集函数列，并且∫

R∗
+

|f(x)− fn(x)|
dx
x
−→ 0.

本问不要求证明这类函数列存在。若 Borel 函数 g 被某个实数 M 一致控制，证明对每个
x ∈ R∗

+，f ?M g(x) 有定义，且

|f ?M g(x)− fn ?M g(x)| ≤M
∫
R∗
+

|f(y)− fn(y)|
dy
y
.

推出 fn ?M g 一致收敛于 f ?M g，并证明后者连续。
4(a). 令

g := 1[a,b], 0 < a < b.

证明对每个 f ∈ L1(R∗
+, λ)，f ?M g 都存在且在 R∗

+ 上连续。可以把它写成一个积分上下限依
赖于 u 的积分。
4(b). 由此证明：不存在 e ∈ L1(R∗

+, λ)，使对每个 g ∈ L1(R∗
+, λ) 都有

e ?M g = g 几乎处处.

设 f : R∗
+ → R+ 为非负 Borel 函数，并满足

∃α > 0,

∫
R∗
+

f(x)eαx dx < +∞. (C)

对 t ≥ 0，定义

Lf (t) :=

∫
R∗
+

f(x)xt dx.

5(a). 证明对每个 t ∈ R+，Lf (t) < +∞。例如可先证明对 u ∈ R+，un ≤ n!eu。
5(b). 证明：只要两个非负 Borel 函数 f, g 都满足 (C)，便有

Lf⋆Mg = LfLg.

5(c). 给出一个不满足 (C) 的非负 Borel 函数 f，但 Lf (t) 对每个 t ≥ 0 仍然有限。
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17.5 问题 5

问题 5。 设 (X,A, µ) 是抽象测度空间，且 µ(X) < +∞。本题旨在给出比控制收敛定理更弱
的条件，使几乎处处收敛能够推出 L1(µ) 收敛。
称一列 A-可测函数 (fn)n≥1 : X → R 一致可积，如果

lim
c→+∞

sup
n≥1

∫
{|fn|≥c}

|fn| dµ = 0.

预备问题。设 g ∈ L1
R+

(µ)，对 A ∈ A 定义

µg(A) :=

∫
A
g dµ.

证明 µg 是 (X,A) 上的有限测度。

本问假设 (fn)n≥1 一致可积。
1(a). 证明对每个 n ≥ 1、A ∈ A 与 c > 0，∫

A
|fn| dµ ≤

∫
{|fn|≥c}

|fn| dµ+ cµ(A).

1(b). 推出
sup
n≥1
‖fn‖1 < +∞.

1(c). 仍由 1(a) 证明：对每个 ε > 0，存在 ηε > 0，使对任意集合列 (An)n≥1 ⊂ A，

sup
n≥1

µ(An) ≤ ηε =⇒ sup
n≥1

∫
An

|fn| dµ ≤ ε.

现假设 (fn)n≥1 一致可积，并且几乎处处收敛于函数 f。
2(a). 证明 f ∈ L1

R(µ)，且
‖f‖1 ≤ sup

n≥1
‖fn‖1 .

2(b). 证明对每个 A ∈ A， ∫
A
|f | dµ ≤ sup

n≥1

∫
A
|fn| dµ.

2(c). 对 n ≥ 1，置
Ac,n := {|f − fn| ≥ c}.

证明

sup
n≥1

µ(Ac,n) ≤
2 supn≥1 ‖fn‖1

c
.

2(d). 证明对每个 n ≥ 1 及 c > 0，∫
X
|f − fn| dµ ≤

∫
X
min{|f − fn|, c}dµ+ 2 sup

m≥1

∫
Ac,n

|fm| dµ.

2(e). 由以上各问推出 ∫
X
|f − fn| dµ −→ 0.

3(a). 证明：若存在 g ∈ L1
R+

(µ)，使对每个 n ≥ 1 都有 |fn| ≤ g 几乎处处，则 (fn) 一致可积。
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3(b). 推出：对任意 f ∈ L1
R(µ)，常值函数列 fn := f 一致可积。

4. 证明：若 (fn) 与 (gn) 都一致可积，则 (fn + gn) 也一致可积。可先证明∫
{|fn+gn|≥ε}

|fn + gn| dµ ≤
∫
{|fn|≥ε/2}

|fn| dµ+

∫
{|gn|≥ε/2}

|gn| dµ

+

∫
{|fn|≥ε/2}

|gn| dµ+

∫
{|gn|≥ε/2}

|fn| dµ,

再使用 1(c)。

本问假设 fn → f 于 L1(µ)。
5(a). 证明

sup
n≥1
‖fn‖1 < +∞.

5(b). 证明：对每个 ε > 0，存在整数 nε ≥ 1，使对每个 c > 0，

sup
n≥1

∫
{|fn−f |≥c}

|fn − f | dµ ≤ max
{
ε,

∫
{|f1−f |≥c}

|f1 − f | dµ, . . . ,∫
{|fnε−f |≥c}

|fnε − f | dµ
}
.

5(c). 推出 (fn − f) 一致可积；再由第 4 问推出 (fn) 本身一致可积。
6. 仅在本问中取 (X,A, µ) = (R+,B(R+), λ)。证明

f(x) :=
1√
x

满足

lim
c→+∞

∫
{|f |≥c}

f(x) dx = 0,

但 f 甚至不可积。

17.6 问题 6

问题 6。 对 t ∈ R∗
+，定义

Γ(t) :=

∫ +∞

0
xt−1e−x dx.

A 部分。
1(a). 证明 Γ(t) 对每个 t > 0 都有定义且属于 R+。
1(b). 证明

Γ(t+ 1) = tΓ(t), t > 0,

并推出
Γ(n) = (n− 1)!, n ∈ N∗.

2(a). 证明

Γ

(
1

2

)
= 2

∫ +∞

0
e−u

2 du.
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2(b). 证明 ∫ +∞

0
e−u

2/2 du =

√
π

2
.

可以把等式左端平方，将一重积分化为二重积分，再作适当且严格论证的变量替换。
3(a). 特别考虑变量替换

v = ϕ(u) :=
u√
t
−
√
t,

证明

Γ(t+ 1) = tt
√
t e−t

∫ +∞

−
√
t

(
1 +

v√
t

)t
e−v

√
t dv.

3(b). 推出：对任意趋于 +∞ 的实数列 (tn)，

lim inf
n→+∞

(
e

tn

)tn Γ(tn + 1)√
tn

≥
∫
R
e−u

2/2 du =
√
2π.

可以对每个 v ∈ R 计算

lim
t→+∞

[
t log

(
1 +

v√
t

)
− v
√
t

]
.

4(a). 证明 ∫ 0

−
√
t

(
1 +

v√
t

)t
e−v

√
t dv =

∫ √
t

0

(
1− w√

t

)t
ew

√
t dw.

4(b). 证明对每个 x ∈ (−1, 0]，

log(1 + x) ≤ x− x2

2
.

4(c). 推出对每个 w, t ∈ R+，(
1− w√

t

)t
ew

√
t1[0,√t](w) ≤ e

−w2/2.

4(d). 证明

lim
t→+∞

∫ 0

−
√
t

(
1 +

v√
t

)t
e−v

√
t dv =

√
π

2
.

5(a). 研究函数

x 7−→ log(1 + x)− x+
x2

2(1 + x)

在 R+ 上的单调性。
5(b). 推出对 u ∈ R+、t ≥ 1，(

1 +
u√
t

)t
e−u

√
t ≤ e−u2/(2(1+u)).

5(c). 证明

lim
t→+∞

∫ +∞

0

(
1 +

u√
t

)t
e−u

√
t du =

√
π

2
.

6. 建立推广的 Stirling 公式

Γ(t+ 1) ∼
t→+∞

(
t

e

)t√
2πt.

B 部分。
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1(a). 证明对每个 s, t > 0，

Γ(s)Γ(t) =

∫
R2
+

xs−1yt−1e−(x+y) dx dy.

1(b). 对 u, v ∈ R，令
ϕ(u, v) := (u(1− v), uv).

找出一个 R2 中的开矩形，使 ϕ 是它到 (R∗
+)

2 的 C1-微分同胚，并加以证明。
1(c). 证明对每个 s, t > 0，

Γ(s)Γ(t) = Γ(s+ t)

∫ 1

0
(1− v)s−1vt−1 dv.

2. 证明 ∫ 1

0

dv√
v(1− v)

= π.

注。可参考习题 8.18 所附提示。

17.7 问题 7

问题 7。 本题三个部分彼此独立。
A 部分。定义

f(t) :=

∫
R2

e−t(x
4+y4)

1 + x4 + y4
dx dy, t ≥ 0.

1. 证明
f(0) ≤

∫
R2

2

2 + (x2 + y2)2
dx dy,

并用一个经典变量替换计算右端积分。
2. 证明 f 在 R+ 上连续，并且

lim
t→+∞

f(t) = 0.

提示：先注意 f(0) < +∞。
3. 证明 f 在 R∗

+ 上可微，并满足微分方程

f ′(t) = f(t)− I2√
t
, I :=

∫
R
e−u

4 du.

4. 推出对每个 t ∈ R+，

f(t) = 2I2
∫ +∞

√
t

et−u
2 du.

可以先验证右端是第 3 问微分方程的一个特解，再使用第 2 问中的极限。

B 部分。考虑测度空间 ([0, 1],B([0, 1]), λ)。要证明蕴含关系

∀A ∈ B([0, 1]),
∫
A

λ( dx)
x

< +∞ =⇒ lim
ε→0

λ(A ∩ [0, ε])

ε
= 0.

1. 设 A ∈ B([0, 1])，且 ∫
A

λ( dx)
x

< +∞.
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证明

lim
ε→0

∫
A∩[0,ε]

λ( dx)
x

= 0.

可使用极限的序列刻画。
2. 证明

λ(A ∩ [0, ε])2 ≤

(∫
A∩[0,ε]

λ( dx)
x

)(∫
A∩[0,ε]

xλ( dx)
)
.

3. 推出所求蕴含关系。
4（选做）. 利用集合

A :=
⋃
k≥2

[
1

k
,
1

k
+ ak

]
, ak :=

1

k log k −
1

(k + 1) log(k + 1)
,

证明逆命题不成立。提示：用级数估计 λ(A ∩ [0, 1/n]) 的上界，用和式估计∫
A∩[1/n,1]

λ( dx)
x

的下界，并注意

ak ∼
1

k2 log k .

C 部分。 设 (X,A, µ) 为测度空间，并设 Φ : R+ → R 连续且严格递增，满足

∃a, b > 0, ∀t ∈ R+, at ≤ Φ(t) ≤ bt.

设 (fn)n≥1 与 f 是 L2
R+

(X,µ) 中的非负函数，并且

lim
n→+∞

∫
X

(
Φ(fn)− Φ(f)

)
(fn − f) dµ = 0.

1. 证明：从 (fn) 的每个子列中都能抽出子子列 (fkn)，使(
Φ(fkn)− Φ(f)

)
(fkn − f)

几乎处处收敛于 0，并且几乎处处被一个固定的 L1
R+

(µ) 函数控制。
2. 证明存在 g ∈ L2

R+
(µ)、h ∈ L1

R+
(µ)，使

f2kn ≤ gfkn + h 几乎处处,

再证明 fkn 几乎处处被一个固定的 L2
R+

(µ) 函数控制。
3. 证明 fkn → f 几乎处处。可以利用第 1 问、Φ 的连续性与严格递增性，证明对几乎处处的
x，f(x) 是 fkn(x) 的唯一聚点。
4. 用控制收敛定理证明

fkn −→ f 于L2
R+

(µ),

并进一步证明整个函数列 fn → f 于 L2
R+

(µ)。
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17.8 问题 8

问题 8。 λ 表示单位区间 [0, 1] 上的 Lebesgue 测度。给定函数 f0 : [0, 1]→ R 和参数 α ∈ R+。
只要下式有意义，就对 Borel 函数 f : [0, 1]→ R 定义

Φ(f)(x) := α

∫ x

0

f(t)√
x− t

dt+ f0(x), x ∈ [0, 1].

A 部分。
1. 证明：若 f 有界或非负，则 Φ(f)(x) 在 [0, 1] 每一点都有定义。
2. 证明：若 f ≥ 0，则∫ 1

0

(∫ x

0

f(t)√
x− t

dt
)

dx = 2

∫ 1

0

√
1− t f(t) dt.

3(a). 证明：若 f ∈ L1([0, 1], λ)，则 Φ(f)(x) 对几乎处处的 x ∈ [0, 1] 有定义，并且 Φ(f) 在
[0, 1]上的任意补定义都属于 L1([0, 1], λ)。推出：若 f0 ∈ L1([0, 1], λ)，则 Φ定义了 L1([0, 1], λ)

到自身的映射。
3(b). 证明对每个 f, g ∈ L1([0, 1], λ)，

‖Φ(f)− Φ(g)‖1 ≤ 2α ‖f − g‖1 .

由此证明：当 α ∈ (0, 1/2) 时，存在 f1 ∈ L1([0, 1], λ)，使

Φ(f1) = f1 几乎处处.

可以暂时把 L1([0, 1], λ) 看作完备度量空间。再证明这个不动点在 L1 中唯一。
4(a). 固定 x ∈ [0, 1]，验证

νx(A) :=

∫
A∩[0,x]

dt√
x− t

, A ∈ B([0, 1]),

定义了 ([0, 1],B([0, 1])) 上的有限非负测度，并用 x 表示其总质量。
4(b). 设 µ 是 (X,A) 上的有限非负测度。证明对任意非负可测函数 f，∫

X
f dµ ≤

√
µ(X)

√∫
X
f2 dµ.

推出
L2(X,A, µ) ⊂ L1(X,A, µ).

4(c). 证明对任意 [0, 1] 上的非负可测函数 f 与 x ∈ [0, 1]，(∫ x

0

f(t)√
x− t

dt
)2

≤ 2
√
x

∫ x

0

f(t)2√
x− t

dt.

4(d). 推出：若 f0 ∈ L2([0, 1], λ)，则 Φ 把 L2([0, 1], λ) 映到自身，并且对 ‖·‖2 满足与 3(b) 类
似的不等式。
5. 此时能对 Φ 的不动点 f1 的可积性作出什么更强结论？

B 部分。以下假设 f0 ≡ 0、α = 1。
1(a). 证明 Φ : L1([0, 1], λ)→ L1([0, 1], λ) 是线性算子，并且

‖|Φ|‖ ≤ 2, ‖|Φ|‖ := sup{‖Φ(f)‖1 : ‖f‖1 ≤ 1}.
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1(b). 对 n ≥ 1，令
fn := n1[0,1/n].

证明 ‖fn‖1 = 1，并且

‖Φ(fn)‖1 =
4n

3

(
1−

(
1− 1

n

)3/2
)
.

推出
‖|Φ|‖ = 2.

2(a). 设 f ∈ L1([0, 1], λ)。证明对 x ∈ [0, 1]，

Φ(f)(x) =
√
x

∫ 1

0

f(xu)√
1− u

du.

2(b). 推出：若 f 有界且在 0 处连续，则

lim
x→0

Φ(f)(x)√
x

= 2f(0).

2(c). 仍由 2(a) 推出：若 f ≥ 0 且递减，则

lim
x→0

Φ(f)(x)√
x

= 2f(0+).

2(d). 如果 f 只假设非负并在 0 处存在右极限，2(c) 的结论还保留多少？

现假设 f 在 [0, 1] 上有界且在 0 处可微。
3(a). 证明存在 c > 0，使

∀t ∈ [0, 1], |f(t)− f(0)| ≤ ct.

3(b). 定义
Ψ(f)(x) :=

Φ(f)(x)√
x

, x ∈ (0, 1], Ψ(f)(0) := 2f(0).

证明 Ψ(f) 在 0 处可微，且

Ψ(f)′(0) =
4

3
f ′(0).

3(c). 推出 Φ(f) 在 0 附近的一个渐近展开。

17.9 问题 9

问题 9。 在 (R,B(R)) 上，对任意有限测度 µ，定义

µ̂(u) :=

∫
R
eiuxµ( dx), u ∈ R.

本题研究映射 µ 7→ µ̂ 的若干性质。
A 部分。
1(a). 说明 µ̂ 在 R 每一点都有定义，并证明它是处处连续的复值函数。
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1(b). 若 ∫
R
|x|µ( dx) < +∞,

证明 µ̂ 在 R 上连续可微，并给出其导函数。
1(c). 归纳证明：若对某个整数 n ≥ 1，∫

R
|x|nµ( dx) < +∞,

则 µ̂ 可 n 次连续微分，并写出各阶导函数的简洁公式。
1(d). 若测度 µ 在中心对称映射 x 7→ −x 下不变，证明 µ̂ 为偶函数且只取实值。
2(a). 证明对任意 u, v ∈ R，

|µ̂(u)− µ̂(v)| ≤
∫
R
min{2, |u− v| |x|}µ( dx).

2(b). 推出 µ̂ 在 R 上一致连续。

B 部分。 仅在本部分中，假设

µ( dx) = f(x)λ( dx), f ∈ L1
R+

(R, λ),

其中 λ 是 R 上的 Lebesgue 测度。
1(a). 假设 f 是阶梯函数。证明

lim
|u|→+∞

µ̂(u) = 0.

1(b). 证明对任意 f ∈ L1
R+

(R, λ)，仍有

lim
|u|→+∞

µ̂(u) = 0.

可以使用适当的稠密性定理。

考虑
f(x) := e−x

2/2.

2(a). 用任意方法计算 µ̂(0)。
2(b). 用分部积分建立 µ̂ 与 µ̂′ 之间的一个简单关系，并推出

µ̂(u) =
√
2π e−u

2/2, u ∈ R.

C 部分。
1(a). 用 Fubini 定理和简单变量替换证明：对 u ∈ R、ε > 0，∫

R
e−(x−u)2/(2ε)µ( dx) =

∫
R
e−iuvµ̂(v)e−εv

2/2

√
ε√
2π

dv.

1(b). 设 µ, ν 是 (R,B(R))上的有限测度。由此证明：若 µ̂ = ν̂，则对任意紧支集函数 ϕ : R→ R
与 ε > 0，∫

R
ϕ(u)

(∫
R
e−(x−u)2/(2ε)µ( dx)

)
du =

∫
R
ϕ(u)

(∫
R
e−(x−u)2/(2ε)ν( dx)

)
du.

两边均为有限实数。

381



分析：积分理论｜中文讲义 第十七章 若干考试问题

2. 利用适当的 Fubini 定理与简单变量替换推出∫
R

∫
R
ϕ(x− v)e−v2/(2ε) dv√

2πε
µ( dx) =

∫
R

∫
R
ϕ(x− v)e−v2/(2ε) dv√

2πε
ν( dx).

3(a). 再假设 ϕ 为 Lipschitz 函数。证明

lim
ε→0

∫
R
|ϕ(x− v)− ϕ(x)|e−v2/(2ε) dv√

2πε
= 0.

3(b). 推出：对任意紧支集 Lipschitz 函数 ϕ 及 x ∈ R，∫
R
ϕ(x− v)e−v2/(2ε) dv√

2πε
−→ ϕ(x).

4. 利用第 2 问作出结论：
µ̂ = ν̂ =⇒ µ = ν.

校订注：原文 A.1(c) 在矩条件下误称“µ 可 n 次连续微分”；测度本身没有这里所说的导数，按上下文应为 µ̂ 可

n 次连续微分。

17.10 问题 10

问题 10。设 (X,A, µ)、(Y,B, ν) 是两个 σ-有限测度空间，p ∈ [1,+∞)，q 是其共轭指数。设

ϕ : X × Y → R+

为 A⊗ B-可测、非负且关于 µ⊗ ν 可积。
1. 对 x ∈ X，令

Φ(x) :=

∫
Y
ϕ(x, y)ν( dy).

不作计算，说明 Φ 是 A-可测函数，并且对几乎处处的 x 取有限非负值。

设 (An)n≥1 ⊂ A 关于包含关系递增，满足⋃
n≥1

An = X, µ(An) < +∞.

2(a). 证明对每个 n ≥ 1，∫
X

1{Φ≤n}∩An
(x)Φ(x)pµ( dx) =

∫
X×Y

1{Φ≤n}∩An
(x)Φ(x)p−1ϕ(x, y)(µ⊗ ν)( dx, dy).

2(b). 证明∫
X

1{Φ≤n}∩An
(x)Φ(x)pµ( dx)

≤
(∫

X
1{Φ≤n}∩An

(x)Φ(x)pµ( dx)
)1/q ∫

Y

(∫
X
ϕ(x, y)pµ( dx)

)1/p

ν( dy).

2(c). 记
ϕy(x) := ϕ(x, y).
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推出 ∥∥1{Φ≤n}∩An
Φ
∥∥
Lp(µ)

≤
∫
Y
‖ϕy‖Lp(µ) ν( dy).

2(d). 建立 Minkowski 积分不等式

‖Φ‖Lp(µ) ≤
∫
Y
‖ϕy‖Lp(µ) ν( dy).

2(e). 说明为什么 2(a) 中要引入 An ∩ {Φ ≤ n}。
2(f). 证明：若 ϕ ∈ Lp(µ⊗ ν) 且 ν 是有限测度，则∫

Y
‖ϕy‖Lp(µ) ν( dy) < +∞.

下一问只需使用 2(d)。设 p ∈ (1,+∞)，并设

f ∈ LpR+
(R+,B(R+), λ).

对 A > 0，置
ϕ(x, y) := f(xy)1[0,A](x)1[0,1](y), µ = λ, ν = λ|[0,1].

3(a). 证明 ϕ 非负且关于 λ ⊗ λ|[0,1] 可积；计算 Φ(x) （对 x ∈ R+）以及 ‖ϕy‖Lp(λ)（对
y ∈ (0, 1]）。
3(b). 推出 Hardy 不等式：对每个 p ∈ (1,+∞) 与 f ∈ Lp(R+, λ)，

‖F‖p ≤
p

p− 1
‖f‖p , F (x) :=

1

x

∫ x

0
f(u) du, x ∈ R∗

+.

校订注：原文第 3 问仍沿用章首的 p ≥ 1，但
∫ 1

0
y−1/p dy 只在 p > 1 时有限，且最终 Hardy 常数 p/(p − 1) 在

p = 1 时也无定义；故第 3 问应限制为 p ∈ (1,+∞)。原文还从 3(a) 直接跳到 3(c)，现把后者按顺序编号为 3(b)。

17.11 问题 11

问题 11。 在半赋范空间
LpR(R+,B(R+), λ), p ≥ 1,

上工作，并以 ‖·‖p 表示通常的 Lp 半范数。
1. 证明：若 f ∈ LpR(R+, λ)，则

u 7−→ f(u)

u

在每个 [a,+∞)、a > 0 上可积。
以下考虑函数

F (0) := 0, F (x) :=

∫ +∞

x

f(u)

u
du, x > 0.

F (0) 的值只为书写方便，不影响后文。

本问假设 f 连续，并在包含于 (0,+∞) 的某个紧区间 [a, b] 外为零。
2(a). 证明 F 在 R∗

+ 上连续可微，在 0 附近为常数，并在 +∞ 附近为零。
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2(b). 利用分部积分证明严格恒等式∫
R+

|F (x)|p dx = p

∫
R+

|F (x)|p−2F (x)f(x) dx,

其中 p = 1 时把 |F |p−2F 理解为 sgn(F )（在 F = 0 处任取 0）。

仍假设 f 连续且在某个 [a, b] ⋐ (0,+∞) 外为零。
3(a). 再假设 f ≥ 0。证明存在与 f 无关的常数 Cp，求出它，并使

‖F‖p ≤ Cp ‖f‖p .

可以对 2(b) 的右端使用 Hölder 不等式，并验证 F ∈ Lp。
3(b). 证明即使 f 不非负，上述不等式仍成立。

设 f ∈ LpR(R+, λ)。允许使用如下稠密性结论：存在连续函数列 (fn)，每个 fn 都在某个 In ⋐
(0,+∞) 外为零，并且

‖f − fn‖p −→ 0.

4(a). 利用课程中的某个定理证明，可以抽取一个仍记为 (fn) 的子列，除上述性质外还满足

fn(x) −→ f(x) 对几乎处处的x.

以下只使用这个子列。
4(b). 证明对每个 x ∈ R∗

+，

|F (x)| ≤ lim inf
n→+∞

∫ +∞

x

|fn(u)|
u

du.

4(c). 推出 F ∈ LpR(R+, λ)，并且
‖F‖p ≤ Cp ‖f‖p .

5. 设 ρ > 1/p，并令
fρ(x) := x−ρ1{x≥1}.

计算比值
‖F‖p
‖f‖ρ p

.

由此能推出什么？

校订注：原文 2(b) 对一般实值 f 写
∫
F p = p

∫
F p−1f。当 p 非整数且 F < 0 时，F p 不一定是实数。现改为适

用于任意实值 f 的 |F |p 恒等式；当 f ≥ 0 时它退化为原书后续实际使用的公式。
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18.1 第 1 章习题

习题 1.1(b)。 先用一致逼近把问题化到 g 在某个紧区间上连续可微、因而为 Lipschitz 函数
的情形。
习题 1.2。 (a) 先假设 f 是阶梯函数，再使用 Riemann 可积性的定义。
(b) 得到

α = −1, β =
1

2π
.

(c) 用 eikx 计算相应和式。
(d) 由 (a)，

lim
n→∞

∫ π

δ
(αx+ βx2)

(
n∑
k=1

cos(nx)
)

dx = −1

2

∫ π

δ
(αx+ βx2) dx.

另一方面， ∫ δ

0
(αx+ βx2)

(
sin((n+ 1/2)x)

sin(x/2) − 1

)
dx = O(δ) −→ 0.

习题 1.3。 定义

ϕn(x) :=

f(x), x = k/n! (k ∈ {0, . . . , n!}),
0, 其他,

则
‖f − ϕn‖sup ≤

1

n
.

习题 1.4。 反证；构造一列嵌套闭区间 (In)n≥1，使

sup
x∈In

f(x) ≤ 1

n
.

习题 1.5。

logun =
1

n

n∑
k=1

log
(
1 +

k

n

)
−→

∫ 1

0
log(1 + x) dx = 2 log 2− 1.

习题 1.6。 设 Sn 是 f 在 [0, 1] 上、对应分点 (k/n)1≤k≤n 的 Riemann 和。利用步长 2/n 的
分点 (2k/n)1≤k≤[n/2]，得到

Sn + Tn =
2

n

[n/2]∑
k=1

f

(
2k

n

)
−→

∫ 1

0
f(x) dx.

故 Tn → 0。
习题 1.7。 (a) 若 f 递增，且

xk := a+
k

n
(b− a), 1 ≤ k ≤ n− 2,
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则
b− a
n

f(xk) ≤
∫ xk+1

xk

f(x) dx ≤ b− a
n

f(xk+1).

(b) 在 X = 1 处计算

n−1∑
k=0

Xk =
Xn − 1

X − 1
=

n−1∏
k=1

eikπ/n
(
e−ikπ/nX − eikπ/n

)
.

(c) 在 (0, π) 上把 (a) 用于 log(sin)；该函数分别在 (0, π/2] 与 [π/2, π) 上单调。再对 (b) 的等
式取对数。
习题 1.8。 设 F,G,H 分别是 f, g, fg 在 0 点取零值的原函数。证明

H − F ◦G

在 [0, 1] 上递减。
习题 1.9。 对 p, q ∈ N∗、q > p，

N1(fq − fp) ≤
q∑

n=p+1

1

n2
−→ 0.

(fn) 与 (f ′n) 在每个 [0, a]、a < 1 上正规收敛，从而一致收敛于 f 与 f ′。有

f ′(x) =
1

1− x
, f(x) = − log(1− x).

若 fn → g 于 (C([0, 1],R), N1)，则对 a < 1，∫ a

0
|g(x) + log(1− x)| dx = lim

n→∞

∫ a

0
|g(x)− fn(x)| dx ≤ lim

n→∞
N1(g − fn) = 0.

故 g(x) = − log(1− x) 于 [0, 1)，与 g 在 1 处连续矛盾。
习题 1.10。 (a) 对 a ∈ (0, 1)，在 [0, a] 上一致收敛，因为充分大的 n 满足 max[0,a] fn =

fn(a)→ 0。但在 [0, 1] 上不一致：

max
[0,1]

fn = fn(1/
√
n) =

2n−2

√
n
−→ +∞.

(b) ∫ 1

0
fn(x) dx =

log(n2n + 1)

2n
−→ log 2

2
.

习题 1.11。 (a) 使用 e−x logx 在 [0, 1] 上一致收敛的幂级数展开，从而交换级数与积分。
(b) 1/(x− 1) 的幂级数在 [0, a]、a < 1 上一致收敛，因此∫ a

0

logx
x− 1

dx = − log a
∞∑
n=0

an+1

n+ 1
+

∞∑
n=0

an+1

(n+ 1)2

= − log a log(1− a) +
∞∑
n=0

an+1

(n+ 1)2
−→

∞∑
n=1

1

n2
.

习题 1.12。 (a) 展开 ex 并使用 Newton 二项式。fn 的幂级数系数为
1

k!

(
1− n(n− 1) · · · (n− k + 1)

nk

)
≥ 0, k ≤ n,

0, k > n.
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(b) 固定 a > 0。当 n ≥ a 时，

0 ≤
∫ n

0
fn(x)e

−2x dx ≤ afn(a) +
∫ +∞

a
e−x dx

= afn(a) + e−a −→ e−a.

右端可令 a 充分大而任意小，故

lim
n→∞

∫ n

0

(
1 +

x

n

)n
e−2x dx = 1.

习题 1.13。 为证明在 0 处可微，在 [ε, 1] 上引入

t 7−→ 1

t2
sin
(
1

t

)
并作分部积分，再令 ε ↓ 0。
习题 1.14。 为在 1 处连续延拓，估计

1

log t −
1

t− 1
.

习题 1.15。 (a) 对 f 的两个表达式之差求导，所得导数为 0。
(b) 由 f(0) = π/4 及 lim+∞ f = 0，得到

I2 =
π

4
.

(c) 令

gn(x) :=

∫ n

−n

e−x
2(1+t2)

1 + t2
dt.

(gn) 在 R+ 上一致收敛，且 (g′n) 在每个紧子集上一致收敛；事实上对 a > 0、x ∈ [0, a]，尾项
可由

2

∫ +∞

an
e−t

2 dt

控制。因此可以在积分号下求导。
(d) 对 x > 0，

g′(x) = −2I2e−x2 , g(x) = −2I2
∫ x

0
e−t

2 dt,

且
g(0) =

π

2
= 2I2.

习题 1.16。 (a) 第一个等式由对 In 作分部积分得到，其中 x 7→ x/
√
1− x2 有简单原函数；

第二个等式再由归纳得到。由于 (In) 递减，

InIn+1 ≤ I2n ≤ In−1In,

结合第二个等式即得等价式。
(b) 用 (a) 的第一个等式归纳，再用 0 点 Taylor–Lagrange 公式及 (a) 的等价式：

∀n ∈ N, ∀x ∈ [0, 1), 0 ≤ 1√
1− x

−
n∑
k=0

xk

(2k + 1)I2k+1
≤ xn+1(1− x)−n−3/2

(2n+ 3)I2n+3
.
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校订注：原稿在本式中把求和项的指标 k 误印成 n，并把 Taylor–Lagrange 余项中的 xn+1 误印成 xn+2。此处按

f (n+1)(ξ)xn+1/(n+ 1)! 改正。

(c) 对 x < 1，(b) 中级数在 [0, x] 上一致收敛；逐项积分即可得到 arcsin 的幂级数。
(d) 对 a < 1，一致收敛给出∫ a

0

arcsinx√
1− x2

dx =

∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2I2n+1

∫ a

0

x2n+1

√
1− x2

dx.

令 a ↑ 1。左端趋于
1

2
[arcsin2 x]10,

右端由在 [0, 1] 上的一致收敛趋于
∑

n≥0(2n+ 1)−2。
习题 1.17。 (a) 先对常数 1、再对 θ，连续两次对 I2n 分部积分。
(b) 把 (a) 的等式除以 n2I2n，并用

2nI2n = (2n− 1)I2n−2.

(c)

Jn ≤
π2

4
(I2n − I2n+2).

(d) 由习题 1.16(a) 的等价式与 (c)，
Jn
I2n
→ 0.

对 (b) 的等式作望远镜求和，得到
∞∑
n=1

1

n2
=

2J0
I0

=
π2

6
.

习题 1.18。 (a) 该函数在 (0, 1) 上导数为零，且在 0+ 的极限为 0。
(b) 对

log(1− t)
t

= −
∞∑
n=1

tn−1

n

在 [0, x] 与 [1− x, 1] 上积分；当 x ∈ (0, 1) 时该级数正规收敛，故一致收敛。
(c) 在 (b) 的公式中取 x = 1/2。

18.2 第 2 章习题

习题 2.3。 (a) 对 n 作归纳。(b) 注意

card(A) =
∑
x∈X

1A(x).

习题 2.5。 若 n 7→ xn = 0.dn1d
n
2 · · · 是 N∗ 到 [0, 1) 的双射，取

x = 0.d1d2 · · · , dn /∈ {dnn, 9}.

习题 2.6。 考虑 N 的所有有限子集所成的集合。
习题 2.7。 证明 A 可以写成一族有限集的并，而这族有限集由可数集 Z[X] 编号。
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习题 2.8。 对 k, n ∈ N∗，考虑

{x ∈ (−k, k) : |f(x+)− f(x−)| ≥ 1/n}.

习题 2.9。 按等价关系

x ∼ y ⇐⇒ x, y 属于同一个包含于Ω 的区间

把 Ω 分成等价类。

18.3 第 3 章习题

习题 3.1(a)。 固定 p，对 n 作 Euclid 除法，并证明

lim
n→∞

an
n
≤ ap

p
.

习题 3.2。仿照习题 3.1。
习题 3.3。调整习题 3.2 的论证。

18.4 第 4 章习题

习题 4.3。 刻画 Bn，并证明 {1/2} 不属于
⋃
nBn。

习题 4.4。 证明
{A ∈ P(X) : A×B ∈ C ⊗ D}

是一族 σ-代数。
习题 4.5。 (b) 使用对可数交的稳定性，并注意对 A ∈ A，

A =
⋃
x∈A

ẋ.

(c) 假设 A 可数；若
X =

⋃
i∈I

ẋi,

证明
Φ : P(I)→ A, Φ(J) :=

⋃
j∈J

ẋj

是双射。

18.5 第 5 章习题

习题 5.3(b)。 第一种情形考虑 f−1({y,−y})，第二种情形考虑 f−1({y})，其中 y ∈ R。
习题 5.4(b)。 用阶梯函数列 (sn) 逼近 g；写成 sn = tn ◦ f，并在 (tn) 的收敛集上定义 h。
习题 5.5(b)。使用习题 5.4(b) 的刻画。
习题 5.6(a)。使用定义 1.4。
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习题 5.7。 证明对 z ∈ C \ R−，

z = eiθ|z|, θ = 2 arctan
(

Im z

Re z + |z|

)
.

习题 5.8。考虑点到集合的距离函数。
习题 5.9。 (a) 考虑

A := lim inf
n

f−1
n (Ω).

(b) 考虑开集
Ωk := {x ∈ Ω : d(x,Ωc) > 1/k}, k ∈ N∗,

的并。

18.6 第 6 章习题

习题 6.4(a)。 考虑集合 {|f | ≤ n}、n ∈ N。
习题 6.5。 (a) 对 x ≤ y 计算 µ([x, y))。(b) 使用测度 µ 的左、右连续性。(c) D 可数。
习题 6.6(b)。 证明对补集的稳定性时使用 (a)。
习题 6.8(a)。 考虑以有理点为中心的开区间之并。
习题 6.9。分别考虑 [0, 1) 中二进制展开的所有偶数位系数为零的点集，和所有奇数位系数为
零的点集。
习题 6.10。在 Rd 的闭立方体上写出 f 的一致连续性，再把立方体分割成边长足够小的小立
方体。
习题 6.11(b)。 调整第 6.6 节命题 6.5 的证明。
习题 6.12。 (a) 使用 Cauchy 判别准则。(b) 证明对 k ∈ N∗，

C ⊂ lim inf
n

Ak,n.

(c) 考虑
Aε :=

⋂
k≥1

Ak,nk,ε
.

习题 6.13。 (a) 使用习题 6.12 的 Egoroff 定理。(b) 构造子列 (fnk
)，使

µ({|fnk
− f | > 1/k}) < 1/k2,

并考虑
A := lim inf

k
{|fnk

− f | ≤ 1/k}.

习题 6.14。 (a) 为证明等式，先证明：若 f 在开集 Ω 上几乎处处为零，则在 Ω 上处处为零。
(b) 取 X 的可数开基 (Un)，并把 suppµ f 的补集写成相应开基元素之并。(c) 使用 (b)。
习题 6.15。 (a) 在可数开基中选取属于 Oµ 的元素，并用测度的 σ-次可加性。(c) 使用∫

A
f dµ = 0⇐⇒ f = 0 µ-几乎处处于A.

习题 6.16。 (b) 对可数族 (An) ⊂ P(X) 与 δ > 0，选取 Rε(An) 的覆盖 (Bn
k )，使∑

k≥1

(diamBn
k )
α − δ/2n < µαε (An).
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(c) 注意 µα ≤ µαε。
习题 6.17。 (a) 用直径不超过 ε 的小超立方体铺砌 Q。(c) 使用习题 6.16(d)。(d) 使用 (a)，
并证明存在 bd > 0，使

µd(Q) ≥ bdλd(Q).

习题 6.18。 (b) 证明
A4B ⊂ (A4A′) ∪ (B4B′) ∪ (A′4B′).

(c) 证明
A4B ⊂ (A4C) ∪ (B4C),

以及
arctan(x+ y) ≤ arctanx+ arctan y, x, y ≥ 0.

(d) 若 (Ȧn) 在 A/R 中收敛于 Ȧ，利用

ν(An) ≤ ν(A) + ν(An4A)

先取上极限，再类似处理下极限。
习题 6.19。 (a) 用

A+ := A ∩ R+, A− := (−A) ∩ R+

表示 |A|。(b) 使用 λ 的一个刻画，并注意

A− = −(A ∩ R−).

习题 6.20。 (a) 先证明

µ(A ∩B)− µ(A)µ(B) =

∫
X
(1A − µ(A))(1B − µ(B)) dµ.

(b) 第二个不等式使用
µ(B) = µ(A ∪B) + µ(A ∩B)− µ(A).

(c) 使用 min(a, b) ≤
√
ab（a, b ≥ 0）。

习题 6.21。 (b) 定义
λ0(B) := µ0(e

B).

证明 λ0 平移不变且等于 Lebesgue 测度 λ。(c) 使用 (b) 的表示。
习题 6.22。 (a) 先归纳证明 µ 对 n 个两两不交的 A 元素可加，再用条件 (iii)。(b) 用“有上
界的递增实数列收敛于其上确界”把 limn 换成 supn。
习题 6.23。 (a) 使用命题 6.3。(b) 使用阶梯函数逼近基本引理。

18.7 第 7 章习题

习题 7.1(b)。 把 F c 写成可数个开区间 I 的并，并用反证法证明 µ(f−1(I)) = 0。
习题 7.2。 必要性考虑

f :=
∑
n≥0

an1En ;

充分性考虑 En := {f ≥ 1/n}。
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习题 7.4。 (a)
[|f |] =

∑
n≥1

n1{n≤|f |<n+1}.

(c) 证明对 p ≥ n ≥ 1，
n∑
k=1

uk − nup+1 ≤ vp.

习题 7.5(a)。 对
An := {2−n ≤ |f | ≤ 2n}

及函数列 (|f |1An) 使用 Beppo Levi 定理。
习题 7.6。 使用习题 7.5。
习题 7.7(b)。 在带计数测度的 N 上，把 (a) 用于

fp(q) := ap,q.

习题 7.8(b)。 在 N 上考虑
fn(k) :=

1

k + 1
1{k≥n}.

习题 7.9。 (b) 若 x /∈ D :=
⋃
n≥1 σn，证明：对每个 n 存在 k，使充分小的 h 满足

Ih(x) ⊂ In,k;

反之，对每个 h > 0，充分大的 n 存在 k，使

x ∈ In,k ⊂ Ih(x).

(c) 对 (ϕn)、(ψn) 使用 Beppo Levi 定理和第 1 章关于 Riemann 和的定理 1.4，再用 (a)。
习题 7.10(b)。 证明

x0 :=

∫
X
f dµ ∈ I.

习题 7.11。 对 f/g，以 g dµ 为测度、以 x 7→ x logx 为凸函数使用 Jensen 不等式。
习题 7.12。 令 x = nt，并对

gn(x) :=
n

n+ x
1[0,n](x)

使用 Beppo Levi 定理。
习题 7.13。 (a)

inf
t∈(0,1)

(
a

t
+

b

1− t

)
= (
√
a+
√
b)2.

(b) 在 (a) 中取

a :=

(
‖f‖1

‖f‖1 + ‖g‖1

)2

.

习题 7.14。 I0 = 0。若 a > 0，则

lim
x→+∞

(
(1 + x)a − xa

)2
= +∞,

故 Ia = +∞。若 a < 0，则 (
(1 + x)a − xa

)2 ∼x→0+ x2a,

且 (
(1 + x)a − xa

)2
= x2a

(
1− (1 + 1/x)a

)2 ∼x→+∞ a2x2a−2.

由 Riemann 型积分判别，Ia < +∞ 当且仅当

2a > −1.
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18.8 第 8 章习题

习题 8.1。 Fatou 引理给出
0 ≤ min

(
µ(A), µ(Ac)

)
.

习题 8.2(b)。 在 R 上考虑
fn(x) :=

1

n
e−x/n1[n,+∞)(x).

习题 8.3。 (a) 对几乎处处定义的函数列

gn := fn + f − |fn − f |

使用 Fatou 引理。
(b) 在 N 上考虑

fn := 1{n} − 1{n+1}.

习题 8.4(a)。 对
gn := |fn|+ |f | − |fn − f |

使用 Fatou 引理。
习题 8.5。 (a) 使用定理 8.4(b)。
(b) 积分等于 ∫

R+

dx
ex + 1

> 0,

而和式等于 0，所以 (a) 的假设不成立。
习题 8.6。 (a) 在计数测度下使用定理 8.4(b)。
(b) 由望远镜消去，第一重和等于 ∑

p≥0

1

(p+ 1)(p+ 2)
> 0,

第二重和等于 0。所以 (a) 的假设不成立。
习题 8.7(a)。 当 x > 0 时，把

1

1− e−x

展开成级数。
习题 8.8(b)。把积分拆成 [0, 1] 与 [1,+∞) 上的两部分，在第二部分作变量代换 y = 1/x，再
使用 (a)。
习题 8.9。 根据 f 的单调方向，使用控制收敛定理或 Beppo Levi 定理。
习题 8.10。 (a) 对每个 x /∈ πN，

lim
n→+∞

e−n sin2 x = 0, λ(πN) = 0.

由控制收敛定理即得结论。
(b) 作平移 x 7→ x− π，得到

In(0) = In(0) +

∫ 0

−π
e−n sin2 x dx.

若 In(0) 有限，这与右端新增积分严格为正矛盾；故 In(0) = +∞。

394



分析：积分理论｜中文讲义 第十八章 习题提示与解答

习题 8.11。 第一个等式中作变量代换 x = n(1− t)，并使用∫ 1

0
(1− tn+1) log(1− t) dt = 0.

第二个等式可仿照应用 7.1 证明。
习题 8.12。 (b) 对接近 1 的 a，估计

lim
n→∞

∫ 1

a
nxnf(x) dx.

(c) 令

un :=

∫ 1

0
xn|f(x)| dx.

证明 (un)n≥0 递减且
∑

n≥0 un < +∞，再推出 nun → 0。
习题 8.13。 (a)

bn = lim
k→+∞

1

π

∫ π

−π
fk(x) sin(nx) dx =

1

π

∫ π

−π
f(x) sin(nx) dx.

(b) 由周期性与奇偶性，只需考虑 x ∈ [0, π]。若 nx ≤ π，则由 | sinu| ≤ |u|，和式的绝对值至
多为 nx ≤ π。否则取满足 px ≤ π 的最小 p ∈ {1, . . . , n− 1}，并写成

n∑
k=1

sin(kx)
k

=

p∑
k=1

sin(kx)
k

+
n∑

k=p+1

sin(kx)
k

.

第一项的绝对值至多为 π。对第二项，以

Sk(x) :=
k∑

j=p+1

sin(jx), |Sk(x)| ≤
1

sin(x/2) ≤
π

x
,

作 Abel 变换，得到∣∣∣∣∣∣
n∑

k=p+1

sin(kx)
k

∣∣∣∣∣∣ ≤ |Sn(x)|n+ 1
+

n∑
k=p+1

|Sk(x)|
k(k + 1)

≤ π

(p+ 1)x
≤ 1.

于是得到所需一致上界。
(c) 借助 (b) 的上界，对

1

π

∫ π

−π
f(x)

(
n∑
k=1

sin(kx)
k

)
dx =

n∑
k=1

bk
k

使用控制收敛定理。
(d) 由 Abel 判别法，该级数在 R 上逐点收敛。根据 (c)，它不可能在 L1([−π, π]) 中收敛，因
为

∞∑
n=2

1

n logn

发散。
习题 8.14。 (a) 先对 R 的每个有界区间 I 证明该关系，再证明 I 的所有满足该关系的 Borel
子集构成 I 上的 σ-代数。
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(c) 借助 (a) 计算

lim
n

∫
E∩{g≥0}

cos(nx) dx, lim
n

∫
E∩{g≤0}

cos(nx) dx, lim
n

∫
E
cos(2nx) dx.

习题 8.16。 (a) 用一个收敛定理计算 f 在 0 处的极限。
(b) 在 f ′(t) 的表达式中作变量代换 u = coshx。
习题 8.17。 (a) 使用 ∫ +∞

−∞
e−x

2 dx =
√
π.

(b)(i) 在 g′n 的表达式中分部积分，并在 f̂ ′ 中作 u = tx。
(b)(ii) 在 (f̂)′′ 的表达式中分部积分，并在 f̂ 中作 u = tx。
(b)(iii) 使用 f̂ 关于 u 的积分表达式。
习题 8.18。 (c) 作变量代换

y := t+
√
t, x.

(d) 对函数 log(1 + cdot ) 在 0 点使用三阶 Taylor–Lagrange 公式证明不等式。
(e) 在 (c) 的积分中分别处理 R+ 与 R−，借助 (d) 使用控制收敛定理。
习题 8.19。 (b) 仿照应用 8.6(d)。
(c) 化到 t = 0。先证明

2(1− n|ϕ|)1{n|φ|≤1} ≤ |nϕ+ 1|+ |nϕ− 1| − 2n|ϕ|,

再对左端使用控制收敛定理。
习题 8.20。 (b) 若 A ∈ A、i ∈ I、c > 0，则∫

A
|fi| dµ ≤

∫
{|fi|≥c}

|fi| dµ+ cµ(A).

(c) 例如可直接使用 (b)。
(d) 借助 (a)、(c) 证明 (fn − f)n≥1 依概率等度可积，再使用∫

X
|fn − f | dµ ≤

∫
X
(|fn − f | ∧ c) dµ+

∫
{|fn−f |≥c}

|fn − f | dµ.

习题 8.21。 (a) 使用习题 7.5 的结果。
(b) 先把 (a) 用于有限多个 fn 以及 f。
(c) 注意 (fn − f)n≥1 也等度可积；在 Aε 上对它使用 Egoroff 定理（见习题 6.12）。
(d) 在 [0, 1] 上考虑

fn(x) := sin(nx).

习题 8.22。 (b) 使用习题 6.13(b) 与控制收敛定理。
(c)(iv) 使用习题 6.13(b) 与 (b)。
习题 8.23。 (a) 证明

{|f | > 2} ⊂ {|f − 1An | > 1},

再使用 Markov 不等式。
(b) 证明

lim
n

∫
X
|1An − f2| dµ = 0.

(c) 考察 lim infnAn4A，并证明其补集为零测集。
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习题 8.24。 (a) 使用习题 8.23(c)。
(b) 使用控制收敛定理。
习题 8.25。 (a) 对函数列

n
(
f( ·+ 1/n) + f( · − 1/n)− 2f

)
使用 Fatou 引理，再利用 Lebesgue 测度的平移不变性。
(b) 用控制收敛定理证明 (a) 中的极限为 0。
习题 8.27。 (a) 在 [0, 1] 上使用控制收敛定理，并利用 | sinx| ≤ |x|。
(b) 在 [1,+∞) 上使用控制收敛定理，并利用

log(1 + xn) ≤ log(2xn).

(c) 分别在 (0, 1] 与 [1,+∞) 上使用控制收敛定理。
习题 8.28。 (a) 使用积分号下连续定理。
(b) 在给定点使用“局部”的积分号下求导定理。
习题 8.29。 (a) 依次使用积分号下连续定理、积分号下求导定理与控制收敛定理。
(b) 令 z = a + ib 直接计算（计算较长）；也可以沿线段 [−R,R] 与以 0 为圆心、半径 R � 1

的上半圆所成围道使用留数定理。还可以先注意该恒等式对 z ∈ R∗
+ 成立，再使用解析延拓定

理。
(c) 由习题 1.15，当 t > 0 时∫ +∞

−∞
e−t

2x2 dx =

√
π

t
, f ′(t) = −2

√
πe−zt

2
.

(d) 积分的收敛性及其值由下式给出：

f(0)− lim
t→+∞

f(t) = −
∫ +∞

0
f ′(t) dt =

√
π

∫ +∞

−∞
e−zt

2 dt.

习题 8.30。 (a) 使用 Abel 变换。
(b) Abel 判别法、习题 8.13(b) 的上界以及 (bn)n≥1 递减到 0 共同推出该级数在 [0, π] 上一致
收敛。
(c) 把积分拆成 [0, δ] 与 [δ, π] 两段。在后一段上可由 (a) 的一致收敛交换级数与积分，从而

2

∫ π

δ
f(x) sin(nx) dx = 2bn

∫ π

δ
sin2(nx) dx

+
∑
k ̸=n

bk

(
sin((k + n)δ)

k + n
− sin((k − n)δ)

k − n

)
.

由 (b) 中级数在 0 处的连续性，令 δ ↓ 0 后，上式趋于 πbn。
(d) 利用 (a)–(c) 以及 f 的可积性，对

2

π

∫ π

0
f(x)

(
n∑
k=1

sin(kx)
k

)
dx =

n∑
k=1

bk
k

使用控制收敛定理。
(e) 由于

∑∞
n=2(n logn)−1 发散，使用 (d) 的逆否命题。

(f) 若这样的 f 存在，则

n∑
k=1

1

k log k =
1

π

∫ π

0
f(x)

(
n∑
k=1

sin(kx)
k

)
dx
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由控制收敛定理应有极限，矛盾。
习题 8.31。 (a) 令 bn := an − an+1。则 (bn) 非负、递减且

∑
bn 收敛，因此 nbn → 0，并且

n∑
k=1

k(bk−1 − bk) = a0 − an − nbn −→ a0.

(b) 在 (1− cosx)Fn(x) 中把余弦乘积化为余弦和。注意

1

π

∫ π

0
Fn(x) dx = 1,

并结合 (a)，对 (fn)n≥1 使用 Beppo Levi 定理。
(c) 对所有 n, k ≥ 1，

2

π

∫ π

0
Fn(x) cos(kx) dx =

0, k > n,

1− k/n, k ≤ n,

2

π

∫ π

0
fn(x) cos(kx) dx =

0, k > n,

ak + (n− k)an+1 − (n+ 1− k)an, k ≤ n,

且
1

π

∫ π

0
fn(x) dx = a0 + nan+1 − (n+ 1)an.

注意 fn 是 1, cosx, . . . , cos(nx) 的线性组合，即可得出结论。
(d) 使用 ∣∣∣∣∣

n∑
k=0

cos(kx)
∣∣∣∣∣ ≤ 1

| sin(x/2)| ,
∣∣∣∣∣
n∑
k=0

k cos(kx)
∣∣∣∣∣ ≤ n

| sin(x/2)| ,

以及 nan → 0。对 (c) 的表达式使用 Abel 判别法，得到

∀x ∈ (0, π], lim
n→+∞

fn(x) =

∞∑
k=0

ak cos(kx).

该极限在 [0, π] 上几乎处处等于 (fn) 在 L1([0, π]) 中的极限 f。
(e) 在 (d) 中取

a0 :=
4

log 2 , a1 :=
2

log 2 , an :=
1

logn (n ≥ 2),

并注意函数 1/ log 在 (1,+∞) 上凸。
习题 8.32。 (a) 对函数列 (fn) 与 (gn − fn) 使用 Fatou 引理。
(b) f = 0，但 ∫

R
fn(x) dx = π.

Pratt 引理不适用，因为 1R /∈ L1(R)。
习题 8.33。 (a) 取 T ∈ C∞

c (R)，使 T (t) = t 于 [−1, 1]，再取 (ψn) ⊂ C∞
c (Ω)，使其在 L1(Ω)

中以及 λd-几乎处处收敛到
f

|f |
1{f ̸=0}.

证明 ϕn := T (ψn) 满足要求。
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(b) 对 ∫
Ω
f(x)ϕn(x)λd( dx)

使用控制收敛定理。
习题 8.34。 (a) 在 R2 上使用 Dirichlet 定理，得到所需的级数展开，其 Fourier 系数为

αn =

∫
[0,1]2

e−2iπ(y·n)

a(y)
dy, n ∈ Z2.

对周期矩阵函数 ∇2(1/a) 使用 Parseval 恒等式，存在 c > 0 使∑
n∈Z2

|n|4|αn|2 ≤ c ‖∇2(1/a)‖2L2([0,1]2) < +∞.

Cauchy–Schwarz 不等式于是给出

∑
n∈Z2\{0}

|αn| ≤

∑
n ̸=0

1

|n|4

1/2∑
n ̸=0

|n|4|αn|2
1/2

< +∞.

(b) 由微分系统解 X(·, x) 的唯一性，只需对候选表达式求导并使用 F−1
x 的导数公式。

(c) 在 Fx 的积分表达式中，用 (a) 的 Fourier 级数代替 a−1(sξ + x)，再利用 (αn) ∈ `1(Z2) 与
控制收敛定理，交换 [0, t] 上的积分与 Fourier 级数。
(d) 对任意 x ∈ R2 以及满足 ξ · n 6= 0 的 n ∈ Z2，∣∣∣∣αne2iπ(x·n)eiπt(ξ·n) sin(πt(ξ · n))

πt(ξ · n)

∣∣∣∣ ≤ |αn|,
且左端趋于 0。对级数使用控制收敛定理，得到

lim
t→+∞

∑
n∈Z2

ξ·n ̸=0

αne
2iπ(x·n)eiπt(ξ·n) sin(πt(ξ · n))

πt(ξ · n)
= 0.

由 (c) 中 Fx(t) 的表达式立即得到 Fx(t)/t 的极限；由 (a) 还有

lim
t→+∞

Fx(t)

t
≥ min

[0,1]2

1

a
> 0.

最后，由 Fx 严格递增，

∀x ∈ R2, lim
t→+∞

F−1
x (t)

t
= lim

s→+∞

s

Fx(s)
.

(e) ξ 的不可公度性等价于
ξ · n = 0⇐⇒ n = 0.

因此 (d) 的极限化为 α−1
0 ξ = ā ξ。

习题 8.35。 (a) 当 0 ≤ r < 1 时，级数正规收敛，故可逐项求两次导数：

f ′′r (t) = 2Re
∞∑
n=1

rne2int =
2r cos(2t)− 2r2

1 + r2 − 2r cos(2t) .

直接验证可知，该表达式也是题中反正切函数在 R 上的导数。

399



分析：积分理论｜中文讲义 第十八章 习题提示与解答

(b) 对 (a) 的表达式积分两次，并使用 f ′r(0) = fr(0) = 0。
(c) 在 (b) 中令 r ↑ 1，并使用 Lebesgue 控制收敛定理（反正切函数有界）。
(d)

∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
= f1

(π
2

)
=

∫ π/2

0

(π
2
− t
)
dt = π2

8
.

再把
∑

n≥1 n
−2 分成奇数项与偶数项。

习题 8.36。 (a) 在 [θ, π/2− θ] 上对

C ′
n(t) =

cos((2n+ 1)t)− cos t
sin t

积分。
(b) 分部积分得到 ∫ π/2

0
θ
(
Cn

(π
2
− θ
)
− Cn(θ)

)
dθ =

n∑
k=1

(1− (−1)k)2

4k3
.

(c) 由 1/ sin t ≤ π/(2t) 得到所需上界，右端可积成 log t。
(d) 对每个 θ ∈ [δ, π/2]，由 Riemann–Lebesgue 引理，关于 θ 的被积函数趋于 0；又因 1/ sin
在 [δ, π/2] 上连续，被积函数在那里有统一常数上界。故可使用 Lebesgue 控制收敛定理。
(e) 由 (a)、(c)、(d)，

lim
n→+∞

∫ π/2

0
θ
(
Cn

(π
2
− θ
)
− Cn(θ)

)
dθ = −

∫ π/2

0
θ
[
log(sin t)

]t=π/2−θ
t=θ

dθ.

结合 (b) 即得 ζ(3) 的积分公式。
习题 8.38。 (a) 在 [0, 1] 上展开 log(1 + x)，并利用

∀x ∈ [0, 1],

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

(−1)k−1x
k

k

∣∣∣∣∣ ≤ 2 log(1 + x)

使用控制收敛定理。
(b) 使用积分号下连续定理，并采用控制函数

∀x ∈ [0, 1), sup
t∈R

∣∣∣∣ log(1− 2x cos t+ x2)

x

∣∣∣∣ ≤ 2max
±

∣∣∣∣ log(1± x)x

∣∣∣∣ ∈ L1([0, 1]).

(c) 由积分号下求导定理，

f ′(t) = 2

[
arctan

(
x− cos t
sin t

)]x=1

x=0

.

(d) 由 (a)，f(π/2) = I/2、f(π) = 2I；由 (c)，

f(t) = c+ πt− t2

2
, c = 2I − π2

2
=
I

2
− 3π2

8
.

因此

I =
π2

12
=

1

2

∞∑
n=1

1

n2
.
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18.9 第 9 章习题

习题 9.1。 (a) 使用 Hölder 不等式。
(b) 注意：若 ‖x‖p = 1，则 ‖x‖∞ ≤ 1，并且对每个 i ∈ {1, . . . , d}，当 q ≥ p 时有

|xi|q ≤ |xi|p.

(c) 使用 Minkowski 不等式的等号情形。
习题 9.3。 (a) 使用 Hölder 不等式及其等号情形。
(b) 使用习题 9.1(a) 中的第二个不等式。
习题 9.4。 (a) 取

f ∈ LpK(µ)4 LqK(µ), Bn := {2n ≤ |f | < 2n+1} (n ∈ Z),

并证明有无穷多个 Bn 满足 0 < µ(Bn) < +∞。
(b) 令

bn :=



(
n∑
k=0

ak

)−1/p

,
∞∑
n=0

an = +∞,( ∞∑
k=n

ak

)−1/q

,
∞∑
n=0

an < +∞.

(c) 取
f :=

∑
n≥0

bn1An , an := µ(An),

其中 (bn) 由 (b) 给出。
习题 9.7。 先证明：对每个 r > 1 与 x, y ≥ 0，

|xr − yr| ≤ r|x− y|(x+ y)r−1,

再以指数 r 使用 Hölder 不等式。
习题 9.8。 对

gn := 2p
(
|fn|p + |f |p

)
− |fn − f |p

使用 Fatou 引理。
习题 9.9。 (a) 当 p < +∞ 时使用 Fatou 引理。
(b) 可以对 (fn) 使用 Egoroff 定理（习题 6.12），再对小测度集合的示性函数使用 Hölder 不等
式；也可以直接使用习题 8.20 的依概率等度可积结论。
习题 9.10。 (a) 仿照应用 9.2 的证明。
(b) 证明存在 (yn)n≥1 ⊂ R∗，使

|yn| −→ +∞, |g(yn)| > n|yn|r/s.

再取 [0, 1] 中两两不交、长度为
(ns+1|yn|r)−1

的区间 In，并考虑
f :=

∑
n≥N

yn1In .
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习题 9.11。反证。取一列在 L1([0, 1]) 中收敛到 0、但在 [0, 1] 的任何一点都不逐点收敛的函
数 (fn)（见定理 9.3 后的例子）。若存在刻画几乎处处收敛的度量，则 {fn : n ≥ 0} ∪ {0} 在
该度量下应为紧集，由此推出矛盾。
习题 9.12。 (a) 使用 Lebesgue 测度的平移不变性。
(b) 先证明 f ∈ CK(R,K) 的情形，再使用 CK(R,K) 在 LpK(λ) 中的稠密性。
(c) 当 a→ 0 时取 f = 1R+；当 a→ +∞ 时取 f = 1R。
习题 9.14。 (a) 对 p, q ∈ I、p ≤ q 以及 r ∈ [p, q]，证明

|f |r ≤ |f |p + |f |q.

单点区间的例子可取 R 上的函数

f(x) :=
1

x(logx)2 1(0,1/2](x) + 1[2,+∞)(x).

(b) 设 p < q、t ∈ (0, 1) 且 tp+ (1− t)q ∈ (p, q)，使用指数 1/t 与 1/(1− t) 的 Hölder 不等式。
证明 θ 在 I 的端点连续时，采用单调序列作序列刻画，并分别在 {|f | ≤ 1} 与 {|f | > 1} 上使
用收敛定理。
习题 9.15。 (a) 对凸函数 − log 使用 Jensen 不等式（见习题 7.10）。
(b) 使用控制收敛定理，并注意当 0 < p ≤ q 时

|f |p ≤ |f |q + 1.

(c) 用递减到 0 的序列刻画极限；在 {|f | ≤ 1} 上使用 Beppo Levi 定理，在 {|f | > 1} 上使用
控制收敛定理。
(d) 使用 (a)；若 µ({f = 0}) = 0，再使用 (c) 的极限。
习题 9.16。 (a) 对 F p 分部积分，并在 (H+) 中使用 Hölder 不等式。
(b) 由稠密性定理 9.4，用

(ϕn) ⊂ CK(R∗
+,R+)

逼近 |f |，再在 ϕn 满足的 (H) 中用 Fatou 引理令 n→∞。
(c) 取 (ϕn) ⊂ CK(R∗

+,R+) 在 Lp(R+) 中收敛到 f，并被某个 g ∈ Lp(R+) 控制。记 Φn, G 为
相应平均函数。先对 (Φn) 在 (H) 中使用 Fatou 引理，得到 F,G ∈ Lp(R+)；再在 ϕn 满足的
(H+) 中令 n→∞，并对 (Φn) 与 (ϕnΦ

p−1
n ) 使用控制收敛定理。

(d) 若 g 取等号，则 f := |g| 也取等号。证明 f 与 F p−1 在 (H+) 所用的 Hölder 不等式中取
等号，最后证明 f 几乎处处等于一个初等微分方程的解。
(e) 考虑

fa(x) := x−1/p1[1,a](x).

(g)等式由分部积分得到；对右端使用 Hölder不等式即得所需估计。若 x 7→ xrf(x)p 在 R+ 上
可积，先对 0 < a < b < +∞ 用 CK((a, b),R+) 中的函数逼近 f，在相应不等式中使用 Fatou
引理，再借助 Beppo Levi 定理令 a ↓ 0、b ↑ +∞。
习题 9.17。 (a) 先假设 f 连续；证明

lim
x→+∞

xF (x)2 = 0,

再分部积分。一般情形使用与习题 9.16(c) 相同的稠密性论证。
(c) 使用 Cauchy–Schwarz 不等式的等号情形。
习题 9.18(b)。 对 f, g 使用 Young 不等式并积分，再利用 log 的凹性。
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习题 9.19。 (a) 考虑最终恒为 0 的有理数列。
(b) 证明以 {0, 1}N 中不同元素为中心、半径为 1 的开球两两不交。
习题 9.20。 (a) 写成

X =

↑⋃
n≥0

Xn,

其中 Xn 是闭包紧的递增开集。若 V = {Vn : n ≥ 0} 是可数开基，考虑各个 Vm ∩Xn 的有限
交。
(b) 先用习题 2.3(a) 的恒等式处理 U 中有限多个元素的并，再把 Ω 写成这类并的递增极限并
使用控制收敛定理。
(c) 使用 µ 的外正则性（定理 6.10），再用 (b)。
(d) 使用 LpK(µ) 中简单函数的稠密性，再用 (c)。
习题 9.21。 使用习题 8.23。
习题 9.22。 (a) 先证明：若 f ≥ 0，则

‖Mh(f)‖1 = ‖f‖1 .

(b) 当 f ∈ CK(R) 时用控制收敛定理证明；一般情形使用 CK(R) 在 L1(R) 中的稠密性与 (a)。
习题 9.23。 (a) 对等式使用 Abel 变换。
(b) 必要性在 (a) 中取 t = µ(A)−1/p；充分性取

A := {|f | > t}.

(c) 对 |f |q 使用习题 7.4(d) 的刻画。
(d) 在带 Lebesgue 测度的 [0, 1] 上，

x 7−→ x−1/p

属于 Lpweak，但不属于 Lp。
习题 9.24(a)。 仿照习题 7.13(a)，并参考 Minkowski 不等式证明中 Hölder 不等式的用法。

18.10 第 10 章习题

习题 10.1。 使用 Hölder 不等式的等号情形。
习题 10.2。 反证。
若 p < +∞，适当选取 cn 使

an = an|cn|,

并考虑由有限部分和归一化得到的数列

bn := |an|p−1cn

(
n∑
k=0

|ak|p
)−1

.

若 p = +∞，取子列 (aφ(n))，使
|aφ(n)| ≥ n,

并令
bφ(n) :=

cφ(n)

n|aφ(n)|
, bk := 0 (k /∈ ϕ(N∗)).
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习题 10.3。 (a) 令
An := En ∩ {|f | ≤ n},

并使用 Beppo Levi 定理。
(b) 反证。使用 (a) 中的 An，写 f = |f |h，并考虑

g := h|f |p−1
∑
n≥1

1

napn
1An ,

其中 an 选取得使该函数给出所需矛盾。
习题 10.4。 (a) 对每个 n ∈ N∗，令

gn := k1Bn , h = |h|k, Bn := En ∩ {|h| ≤ n}.

(b) 使用 Banach–Steinhaus 定理：若 (Tn) 是从 Banach 空间 E 到赋范空间 F 的连续线性映
射列，且对每个 x ∈ E，

sup
n
‖Tn(x)‖ < +∞,

则 supn ‖Tn‖ < +∞。
(c) 使用 Lp–Lq 对偶定理，再由 (a) 得出结论。
习题 10.5。 反设 f /∈ L∞

K (µ)。在说明下列函数确有定义后，考虑

g := h
∑
n≥1

1

n2µ(An)
1An , An := {|f | ≥ n}, f = |f |h.

习题 10.7。 对 Φ 使用 Hahn–Banach 定理：定义在 K-向量空间 E 的子空间 F 上的连续线
性泛函，可以延拓为 E 上具有相同范数的连续线性泛函。
习题 10.8。 (a) 对限制在 LpK(µ|A) 上的泛函

f 7−→ Φ(f1A)

使用 Lp–Lq 对偶定理。
(b) 使用 gA 的唯一性。
(c) 取 (An) 使

‖gAn‖q −→ sup
µ(A)<+∞

‖gA‖q ,

令 Xn :=
⋃n
k=1Ak，并借助 (b) 证明 (gXn) 在 Lq(µ) 中是 Cauchy 列。

(d) 对每个 n ≥ 1 令
Yn := Xn ∪ {|f | ≥ 1/n}.

在 f1Yn 的积分表示中令 n→∞，并借助 (b) 及 Xn 的定义证明

lim
n

∫
Yn\Xn

fgYn dµ = 0.

习题 10.9。 (a) 先考虑 Xn 与一个包含 X 的可数开基中元素的有限交。
(b) 对每个 n ≥ 0，证明密度测度

1Ung
+ µ, 1Ung

− µ

在满足 B(X) = σ(U) 的 π-系统 U 上相同，再使用第 6.2 节推论 6.2。
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(c) 证明
E := D ∩ LpR(µ)

是 LpR(µ) 的实线性子空间。反设存在 f0 ∈ LpR(µ) \ E，在 Rf0 ⊕ E 上定义

Φ0(f0) := 1, Φ0|E := 0.

依次使用 Hahn–Banach 定理、对偶定理与 (b) 得到矛盾。
习题 10.10。 (a) 对每个 h ∈ D，数列(∫

X
fφ(n)h dµ

)
n

有界。利用 D 的可数性作对角抽取，得到对所有 h ∈ D 都收敛的共同子列。
(b) 对每个 g ∈ LqK(µ)，利用 D 的稠密性与 (a)，证明(∫

X
fφ(n)g dµ

)
n

为 Cauchy 列。
(c) 证明 (b) 中定义的 Φ 是 LqK(µ) 上的连续线性泛函。
(d) 在 R 上取

fn := n1[0,1/n],

并对每个 g ∈ CK(R,K) 计算

lim
n

∫
R
fn(x)g(x) dx.

习题 10.11。 (b) 先对计数测度使用 Fatou 引理，证明

lim inf
n

νn(B) ≥
∑
k≥1

lim inf
n

νn(Bk).

再证明对每个 ε > 0 以及 n, k ≥ 1，

νn(B) ≤
k∑
j=1

νn(Bj) + νn

Aε ∩ ⋃
j>k

Bj

+ νn(A
c
ε ∩B),

并注意

lim
k→∞

µ

Aε ∩ ⋃
j>k

Bj

 = 0.

(c) 使用定理 6.2。
习题 10.12。 (a) 取 X 的可数开基

U := {Un : n ≥ 0}, U0 := X,

并令 C 为 U 中元素所有有限交组成的族。
(b) 对每个 C ∈ C，数列 (ν±n (C)) 有界。利用 C 的可数性作对角抽取。
(c) 对测度列 (ν±φ(n)) 使用 Vitali–Saks 定理（习题 10.11），再对极限使用 Radon–Nikodym 定
理。
(e) 在 [0, 1] 上考虑

fn(x) := sin(nx).
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习题 10.13。 (a) 把指数函数展开成级数。
(b) 在 (a) 的等式中令 n→ +∞。
(c) 对一个在 E 上恒为零的线性泛函使用 Hahn–Banach 定理。
习题 10.14。 (a) 利用

{1A} ∪ {1An : n ≥ 1}

的可数性作对角抽取。
(b) 对定义在 M 上的线性泛函 Φ 使用 Hahn–Banach 定理。
(d) 借助控制收敛定理计算

lim
n

∫
X
f1∪n

k=1Ak
dµ.

习题 10.15。若 X 无限，证明：对任意无限开集 Ω ⊂ X，存在半径严格为正的闭球 Bf，使

Bf ⊂ Ω, Ω \Bf 仍为无限集.

由此构造两两不交的非空开球列 (Bk)，再对适当整数列 (nk)使用习题 10.14，集合取为 (Bk∩
Enk

)。
习题 10.16。 (b) 由正交性，对每个 N ∈ N，∥∥∥∥∥∥f −

∑
|n|∞≤N

f̂(n)ei(n|x)

∥∥∥∥∥∥
2

L2(Td)

= ‖f‖2L2(Td) −
∑

|n|∞≤N

|f̂(n)|2,

其中
|n|∞ := max

1≤k≤d
|nk|.

(c) 结合 (a)、(b)，对
Lpi(Td) −→ `qi(Zd)

使用 Marcinkiewicz 定理 10.8，取

p1 = q1 = 2, p2 = 1, q2 = +∞.

先得到 f ∈ L1 ∩L2 的估计。一般 f ∈ Lp 用 L1 ∩L2 中函数逼近，再在 `p
′
(Zd) 中使用 Fatou

引理。
(d) 对

`pi(Zd) −→ Lqi(Td)

使用同一 Marcinkiewicz 定理，指数仍取

p1 = q1 = 2, p2 = 1, q2 = +∞.

习题 10.17。 (a) 第一个不等式可在和式上乘 sin(x/2) 后证明；第二个不等式对
∞∑

k=n+1

ak cos(kx)

作 Abel 变换，再使用第一个不等式。
(b) 把 [0, π] 上的积分拆成区间 [

π

n+ 1
,
π

n

]
,
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并证明当 x 属于该区间时
|f(x)| ≤ 3An.

(c) 注意 ∫ +∞

0
a(x)pxp−2 dx < +∞⇐⇒

∞∑
n=1

apnn
p−2 < +∞,

∫ +∞

0
A(x)px−2 dx < +∞⇐⇒

∞∑
n=1

Apnn
−2 < +∞.

后一条件结合 (b) 推出 f ∈ Lp([−π, π])。
(d) 有 f ∈ Lp(T1) 而 f̂ /∈ `q(Z)，因此习题 10.16(c) 的估计通常不能推广到 p > 2。

18.11 第 11 章习题

习题 11.1(a)。 证明 C 是 R2 的闭集。
习题 11.2。 (a) 对每个 a > 0，

arctan a ≤
∫ a

0
f(x) dx =

∞∑
n=1

a

a2 + n2
≤ π

2
,

并且 ∫ +∞

0
f(x) dx =

π

2
.

(b) 对每个 n ≥ 1， ∫ +∞

0

d
dx

(
x

n2 + x2

)
dx = 0.

因此不能使用 Fubini 定理交换积分与求和。
习题 11.4。 从

g(f(x)) =

∫ +∞

0
g′(t)1{t≤f(x)} dt

出发，使用 Fubini–Tonelli 定理。
习题 11.5(a)。 对 n, k ∈ N∗，考虑

Dn,k := {x ∈ Xn : µ({x}) > 1/k}.

习题 11.6。 (a) 证明函数
(x, y) 7−→ f(x)− y

是 Borel 可测的。
(c) 对 λ2(Gf ) 的积分表达式使用 Fubini–Tonelli 定理。
习题 11.7。 考虑

(x, y) 7−→
(
f(x)− f(y)

)(
g(x)− g(y)

)
.

习题 11.8。 在每个紧含于 Ω 的闭矩形上，对相应导数使用 Fubini 定理。
习题 11.10。 (a) 由 Fubini–Tonelli 定理，

2

∫ +∞

0

logx
x2 − 1

dx =

∫
R2
+

dx dy
(1 + y)(1 + x2y)

=
π

2

∫ +∞

0

dy
√
y(1 + y)

=
π2

2
.
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(b) 有 ∫ +∞

0

logx
x2 − 1

dx = 2

∫ 1

0

logx
x2 − 1

dx,

再把 (1− x2)−1 在 [0, 1) 上展开成级数。
习题 11.11。 (a) 在 [0, π]× [0, 1] 上使用 Fubini 定理。
(b) 在第一个积分中作 s = tanx，再在 [0, π]× [0, 1] 上使用 Fubini 定理，最后作

t =
√
y + 1.

(c) 得到 ∫ π/2

0
log(1 + cos2 x) dx = π log

(√
2 + 1

2

)
.

习题 11.13。 (b) 在 fa(t) 的定义中使用 (a)，再用 Fubini 定理。
(c) 在 fa(t) 的第二个表达式中作变量代换

az = y + t,

然后令 a ↓ 0。
习题 11.14。 (a) 令

Fn := |F |1{1/n≤|F |≤n},

并对
∫
X Fngn dµ 使用 Fubini 定理；再为适当的 gn ∈ LqR(µ) 使用 Hölder 不等式估计所得积

分。
(b) 把 (a) 的不等式用于

ϕa(x, y) := 1[0,a](x)f(xy), a > 0.

习题 11.15。 (a) 先取 f = 1A、A ∈ B(R)，并使用 Fubini–Tonelli 定理；再由线性性推广到
简单函数，最后由单调收敛推广到所有 Borel 函数。
(b) 在 (a) 中取 f(x) = xa+b，对测度 d(−ϕ) 使用 Hölder 不等式，再次使用 (a)。
(c) 使用 Hölder 不等式的等号情形，推出存在 x ∈ R 使

d(−ϕ)(R+ \ {x}) = 0.

习题 11.16。 (a) 仿照习题 11.15(a)。
(b) 在 (a) 中取 f(x) = xa+b，并使用习题 9.18(b) 的不等式。
(c) 使用习题 9.18(b) 的等号情形，推出

dϕ((0, 1)) = 0.

习题 11.17。 (a) 使用 Cauchy–Schwarz 不等式。
(b) 使用 Fubini 定理。
(c) 先用 Fubini 定理计算 P̂ (µ)，再用 (b)。
习题 11.18。 (a) 先证明对每个 z > 0，

zsM(y 7→ e−zy)(s) = Γ(s),

再由解析性把等式推广到 Re z > 0。证明在 z ∈ iR∗ 处连续时，在 [1,+∞) 上分部积分。
(b) 在 R+ × [0, a] 上使用 Fubini 定理，再作 u = xy。
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(c) 当 ax ≥ 1 时，在 [1, ax] 上分部积分，证明

x 7−→M(1[0,ax] cos)(s)

在 R+ 上有与 a 无关的统一上界；再对 (b) 使用控制收敛定理。在 (a) 中取 z = ±i，计算
M(cos)。
(d) 把 (c) 分别用于

M(F(f))(s), M(F ◦ F(f))(1− s).

习题 11.19。 (a) 使用 Fubini–Tonelli 定理，再作 y = tx。
(b) 在 (a) 的等式中使用 Hölder 不等式。
(c) 令

F (x) :=

∫ x

0
ϕ(u) du, G(x) :=

∫ x

0
ψ(u) du,

证明它们满足相同的尺度性质。若 F 在 R∗
+ 上不恒为零，先证明 F > 0，再证明

F (1)F (xy) = F (x)F (y), x, y > 0.

考察 x 7→ logF (ex)，推出存在 β > 0、γ ∈ R，使

F (x) = βxγ , x > 0,

再得出矛盾。
(d) 使用 Hölder 不等式的等号情形，并把 (c) 用于

ϕ = fp, ψ = gq.

(e) 对 a ≥ 1，考虑

fa(x) := 1[1,a](x)x−1/p, ga(x) := 1[1,a](x)x−1/q.

(f) 在 (S) 中取
f :=

∑
m≥0

am+11[m,m+1), g :=
∑
n≥0

bn+11[n,n+1).

习题 11.20(a)。 写成

e−ax − e−bx = x

∫ b

a
e−tx dt,

并连续两次使用 Fubini 定理。
习题 11.21。 (a) 作变量代换 y = 1/x。
(b) 通过分部积分证明∫

arctan2(1/x) dx = x arctan2(1/x) + log(x2 + 1) arctan(1/x)

+

∫ log(x2 + 1)

x2 + 1
dx.

习题 11.22。 (a) 使用三角不等式。
(b) 使用

12An
= 1An .

习题 11.23(a)。 用 Fubini–Tonelli 定理得到

1

cdrd

∫
Rd

ϕ(x)µ(B(x, r))λd( dx) =
vd
cd

∫
Rd

(
1

λd(B(y, r))

∫
B(y,r)

ϕ(x)λd( dx)
)
µ( dy).

再借助控制收敛定理令 r ↓ 0。
(b) 使用 Riesz 表示定理中的唯一性。
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18.12 第 12 章习题

习题 12.1。 (a) 反证。利用 ϕ−1 在 D 上连续，证明

ϕ(∂∆) ∩ ϕ(∆) = ∅.

(b) 从
∂D = ∂(ϕ(∆))

出发，用紧致性论证证明
∂D ⊂ ϕ(∆).

习题 12.3。 (a) 把 (1− xy)−1 展开成级数，并用 Beppo Levi 定理交换级数与积分。
(b) 证明

ϕ(θ, t) := (cos θ − t, cos θ + t)

是开集 {
(θ, t) : 0 < θ <

π

2
, |t| < min(cos θ, 1− cos θ)

}
到 (0, 1)2 的 C1-微分同胚，且

Jφ(θ, t) = 2 sin θ.

对 ϕ 使用变量替换定理，再使用 Fubini–Tonelli 定理。
(c) 把关于 θ 的积分拆成 [0, π/3] 与 [π/3, π/2] 两段，并在第二段使用

arctan(cot θ) = π

2
− θ.

习题 12.4(b)。 证明 ϕa,b(R2) 在 R2 中既开又闭。
习题 12.7。 (a) 在 Γ(a) 中令 u =

√
t，再使用 Fubini–Tonelli 定理。

(b) 改用极坐标。
习题 12.9。 (a) 在一组标准正交特征向量基中对角化 A：

A = PD tP, P = (tP )−1, D = diag(α1, . . . , αd).

作正交线性变量替换 x = tPy。由 Fubini–Tonelli 定理，

IA =

∫
Rd

e−(α1y21+···+αdy
2
d) dy

=
d∏
i=1

∫
R
e−αiy

2
i dyi =

πd/2√
detA

.

(b) IA < +∞ 当且仅当每个 αi > 0，亦即 A 正定。
(c) 仿照 (a)，使用 Fubini–Lebesgue 定理与应用 12.3(a’)。
习题 12.10。 (c) 作正交线性变量替换。
(d) 在 I(z) 中取

z = (0, . . . , 0, |y|, 0, 0),

并使用球坐标 

x1 = r sin θ1,
x2 = r cos θ1 sin θ2,
...
xd−1 = r cos θ1 · · · cos θd−2 sin θd−1,

xd = r cos θ1 · · · cos θd−2 cos θd−1.
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对 d 归纳证明 Jacobian 满足

|Jd| = rd−1(cos θ1)d−2 · · · (cos θd−3)
2 cos θd−2.

习题 12.11。 (a) 把 Ω 写成 ∆ 中紧集的递增并。
(b) 作仿射变量替换，化到 0 ∈ K，且 AK 包含于超平面 {xd = 0} 中边长不超过 diam(AK)

的超立方体。于是 AK +Q0,r 包含于相应的薄长方体中。
(c) 若 Jφ(u0) 6= 0，直接使用定理 12.4 证明的步骤 1。若 Jφ(u0) = 0，由 Taylor 公式证明

ϕ(Qa,r) ⊂ ϕ(u0) + ϕ′(u0)Qa−u0,r +Q0,rε0 ,

再使用 (a)。
(e) 证明 ∆ 的每个紧集都是 ∆ 中开集的递减交，并在 (d) 的不等式中使用控制收敛定理。
习题 12.12。 设 (Kn) 是递增且并为 Ω 的紧集列。证明

λd(ϕ(Ω)) ≥ λd(ϕ(∆))− λd(ϕ(∆ \Kn)),

再使用习题 12.11(d)。
习题 12.13。 把 S 写成 ∆ 中紧集的递增并，并在习题 12.11(e) 的不等式中使用单调收敛定
理。
习题 12.14。 证明当 |a| 充分小时，

degBd
(Id−af) ∈ (0, 2),

再使用命题 12.3(c)。
习题 12.15。 (a) 写成

log(1 + x)

x
=

∫ 1

0

dt
tx+ 1

,

再使用 Fubini–Tonelli 定理。
(b) 使用分解

1

(1 + sx)(1 + tx)
=

1

s− t

(
s

1 + sx
− t

1 + tx

)
.

(c) 把 (a) 的等式在 R+ 上积分，在 R+ × [0, 1] 上使用 Fubini–Tonelli 定理，再使用 (b)。
习题 12.16。 (b) 作极坐标变量替换

(r, θ) 7−→ (
√
r cos θ,

√
r sin θ),

得到

I =

√
π(π − 1)

8
.

(c) 注意
2xy

x2 + y2
≤ 1,

再使用 Fubini 定理。
习题 12.17。 (a) 证明

lim
α→+∞

(xα + yα)1/α = max(x, y),

从而 1Bα 逐点收敛到 1(0,1)2；由控制收敛定理，极限等于 1。
(b) 作变量替换

(r, θ) 7−→ r
(
(cos θ)2/α, (sin θ)2/α

)
.

411



分析：积分理论｜中文讲义 第十八章 习题提示与解答

习题 12.18。 (a) 作极坐标变量替换

(x, y) =
√
r (cos θ, sin θ),

再使用 sinc 函数在 R+ 上不可积这一事实（见习题 7.15）。
(b) 同样处理，并使用 sinc 积分的条件收敛性，得到

J =
π2

2
.

习题 12.19。 (a)

Ia =


π

a− 1
, a > 1,

+∞, a ≤ 1.

(b) 由对称性，

I =
1

2

∫
R2

(x2 + y2)e−(x2+y2)

x2 + y2
dx dy =

π

2
.

习题 12.20。 (a) 展开
1

1− x2y2

并用 Fubini–Tonelli 定理交换级数与积分。
(b) 注意 0 < xy = uv < 1，逆映射为

ϕ−1(x, y) =

(
x

√
1− y2
1− x2

, y

√
1− x2
1− y2

)
.

Jacobian 的计算稍长，但没有困难。
(c) 由变量替换定理及 Fubini–Tonelli 定理，

I =

∫
∆

du dv
(1 + u2)(1 + v2)

=

∫ +∞

0

du
1 + u2

∫ 1/u

0

dv
1 + v2

=

[
−1

2
arctan2(1/u)

]+∞

0

.

18.13 第 14 章习题

习题 14.1。 (b) 对 n 归纳。
(c) 令

ϕn :=

n∑
k=2

χk.

证明对每个 n ≥ 3，
ϕn = χ ∗ ϕn−1 + χ2.

习题 14.3。 (a) 对每个 ξ ∈ Rd \ {0}，证明

f̂(ξ) =
1

2

∫
Rd

[
f(x)− f

(
x+

πξ

|ξ|2

)]
e−i(ξ·x) dx,
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再使用平移算子在 L1
R(λd) 中的连续性（定理 14.1）。

(b) 使用 Fubini 定理。
(c) 若 h 是卷积单位元，在 (b) 中取 h 以及

f(x) := e−(|x1|+···+|xd|).

习题 14.4。 从恒等式

|f(x− y)g(y)| =
(
|f(x− y)|p|g(y)|q

)1/r
×
(
|f(x− y)|p

)1/p−1/r(|g(y)|q)1/q−1/r

出发，并使用 Hölder 不等式。
习题 14.5。 使用压缩映射原理：完备度量空间到自身的每个严格压缩映射都有唯一不动点。
习题 14.8。 证明

fn = αn ∗ f,

其中 (αn) 是一个不必光滑的近似恒等族。
习题 14.9。 使用

div(ϕ∇ϕ) = ϕ∆ϕ+ |∇ϕ|2,

以及引理 12.1 的分部积分公式，其中取 ϕ = α ∗ f。
习题 14.10(b)。 使用习题 6.14(b)。
习题 14.11。 (b) 使用 Fubini 定理。
(c) 由 (b) 证明：对每个 x ∈ Rd，

αn ∗ f(x) −→ (2π)−d
̂̂
f(−x).

再用定理 9.3 证明存在子列 (kn)，使

αkn ∗ f(x) −→ f(x) λd-a.e.

习题 14.12(a)。 使用习题 14.3(b) 与习题 14.11(c) 的 Fourier 反演公式。
习题 14.13。 (a) 对

(x, y) 7−→ f(xy−1)g(y)

使用 Fubini–Tonelli 定理。
(c) 仿照习题 14.4。
习题 14.14。 (a) 考虑

gα := idβ 1I ,

其中根据 α 相对于 1 的位置，取

I = (0, 1] 或 I = (0,+∞).

(b) 使用习题 14.13 的卷积不等式。
(c) 考虑

fa(x) := x−α1[1,a](x).

(d) 当 a 充分大时，考虑
f(x) := x−1(logx)−1−1/p1[2,a](x).

习题 14.15。 (d) 使用 λd 的平移不变性。
(e) 仿照习题 14.10。

413



分析：积分理论｜中文讲义 第十八章 习题提示与解答

18.14 第 15 章习题

习题 15.1。 使用积分三角不等式的等号情形。
习题 15.2(a)。 对 ξ ∈ R∗，

µ(R)− µ̂(ξ) =
∫
R
(1− cos(ξx))µ( dx)− i

∫
R
sin(ξx)µ( dx).

该量等于 0，当且仅当
cos(ξx) = 1 µ-a.e.,

亦即

x ∈ 2π

ξ
Z µ-a.e.

习题 15.3。 由 1̂E 在 0 处连续，
1̂E(0) = λ(E) = 0.

习题 15.4。 计算得
f̂(t) =

√
π

4
e−t

2/4,

从而

f(x) =
1

4
e−x

2
.

可积性保证解的唯一性。
习题 15.5。 Fourier 变换可写为

f̂(ξ) =

∫
|x|≥2

eixξ

x2 log |x| dx = 2

∫ +∞

2

cos(xξ)
x2 logx dx.

对 ξ ∈ (0, 1/2)，变量替换 x = y/ξ 给出

f̂(0)− f̂(ξ)
ξ

= 2

∫ +∞

2ξ

1− cos y
y2(log y − log ξ) dy.

又对 y ≥ 2ξ，
1− cos y

y2(log y − log ξ) ≤
2(1− cos y)

y2(log 2− log ξ) .

右端可积，故由控制收敛定理得到所需导数。
习题 15.6。 取

f := Φ−1(1B),

其中 B 是 Rd 的单位球。若 f ∈ L1(Rd)，则由反演定理，1B 应几乎处处等于某个连续函数，
这是不可能的。另一方面，

Φ(f) = 1B ∈ L1(Rd).

习题 15.7。 使用 Fourier 变换对卷积的乘法性，并注意

fa =
1

2π
ê−a|·| .

习题 15.8。 (a) 把积分拆成 [a, n]、[−n,−a] 与 [−a, a]，其中 0 < a ≤ n。把 sin t 写成指数形
式，并在前两段分别作

s = (1± x)t.
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先令 n→∞，再令 a ↓ 0。
(b) 令 χ = 1

21[−1,1]。函数列
Φ(1[−n,n]χ̂)

在 L2(R) 中收敛到
Φ(χ̂) = 2πχ = π1[−1,1].

抽取几乎处处收敛子列，即得所需等式。
习题 15.9。 (a) 计算 1[−1/2,1/2] 的 Fourier 变换，得到

In =
1

2

∫
R
f̂n(t) dt.

又

In =
1

2

∫
R
f̂n−1(t)f̂1(t) dt,

故由 Plancherel 定理，
In = π

∫
R
fn−1(x)f1(x) dx.

归纳证明 0 ≤ fn ≤ 1，即可得结论。
(b) 同理，

In = π

∫
R
fp(x)fq(x) dx, I2p = π

∫
R
fp(x)

2 dx,

再使用 Cauchy–Schwarz 不等式。
习题 15.10。 有

tf̂(t) =
1

i f̂
′(t) ∈ L2(R).

对 1/t 与 tf̂(t) 使用 Cauchy–Schwarz 不等式，得到 f̂ ∈ L1(R)，再由反演定理完成证明。
习题 15.11。 (a) 取

g := 1{f ̸=0}
f√
|f |
, h :=

√
|f |.

(b) 在 (a) 中取
ϕ = f̂ , φ = (2π)−d/2Φ(g), ψ = (2π)−d/2Φ(h).

(c) 写成 f = gh ∈ L1(Rd)。取 ϕn, ψn ∈ C∞
K (Rd)，分别在 L2 中收敛到

(2π)−d/2Φ(g), (2π)−d/2Φ(h).

于是
Fn := (2π)dΦ−1(ϕn)Φ

−1(ψn)

在 L1 中收敛到 f，并且
F̂n = ϕn ∗ ψn ∈ C∞

K (Rd).

习题 15.12(a)。
f̂ = ϕ̂ (̂φ̂)2 = (2π)3d/2ϕ (φ ∗ φ) ∈ C∞

K (Rd).

习题 15.13。 若 f 连续且支集包含于紧区间 I，则

f̂(z) :=

∫
R
eixzf(x) dx, z ∈ C,
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由复值积分号下求导定理在整个 C 上全纯。事实上，对 |h| ≤ 1，

|f(x)ei(z+h)x − f(x)eizx| ≤ |f(x)| |hx|e|x|(|z|+1),

右端因 f 的紧支集而可积。若 f̂ |R 具有紧支集，则它在实轴的某个非空开区间上恒为零；全
纯函数恒等定理遂给出

f̂ ≡ 0,

因而 f ≡ 0。

校订注：原解答错误地声称“非恒定整函数在 |z| → ∞ 时模趋于 +∞”；例如 ez 已是反例。这里改用全纯函数恒

等定理，这是本题所需且充分的正确论证。

习题 15.14。 (b) 函数 x 7→ eiπx 分离 [−1, 1] 中的点且处处非零。由 Stone–Weierstrass 定
理，它及其共轭生成的三角多项式代数在复值连续 2-周期函数中关于一致范数稠密；后者又
在 L2

C([−1, 1]) 中稠密。
(c)

f̂(nπ) =

∫ 1

−1
einπxf(x) dx = 〈f, e−inπ(·)〉L2

C([−1,1]).

由于 (einπ(·))n∈Z 是 Hilbert 基，得到 f = 0 于 L2
C([−1, 1])。

(d) 若 µ̂(nπ) = 0 对所有 n ∈ Z 成立，先证明
∫
f dµ = 0 对所有三角多项式成立，再仿照 (b)

推出结论。
习题 15.15。 (a) 两次分部积分得到

ϕ̂(ξ) = 2

∫ 1

0
(1− t) cos(tξ) dt = 2

ξ

∫ 1

0
sin(tξ) dt = 2(1− cos ξ)

ξ2
.

(b) ϕ̂ ≥ 0 且属于 L1(R)，所以由反演公式与偶性，

̂̂ϕ = 2πϕ.

因此

µ( dξ) = ϕ̂(ξ)

2π
dξ

是概率测度，且 µ̂ = ϕ。
(c) 把相反的奇整数 2n+ 1 与 −(2n+ 1) 配对，得到

ν̂(ξ) =
1

2
+

4

π2

∑
n≥0

cos((2n+ 1)ξ)

(2n+ 1)2
.

(d) 分别在 nπ 处计算 µ̂1[−1,1] 与 ν̂1[−1,1] 的 Fourier 变换，即其 Fourier 系数，再用习题 15.14
的唯一性结论。
习题 15.16。 (a) 第二个假设保证级数正规收敛，故 F 的连续性来自局部 Lipschitz 的 f。
(b) 交换积分与求和，得到

cn =
1

2π
f̂(n).

(c) Lipschitz 型假设给出∫ 1

−1

∣∣∣∣F (x)− F (0)x

∣∣∣∣ dx ≤∑
k∈Z

∫ 1

−1

∣∣∣∣f(x+ 2πk)− f(2πk)
x

∣∣∣∣ dx ≤∑
k∈Z

2C

(2kπ)2 + 1
.

由 Fourier 级数的 Dirichlet 定理，F 在 0 点等于其 Fourier 级数。结合 (b) 即得公式。
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(d) 左端级数由
f̂(n) =

2a

a2 + n2

得到；而
∑

k∈Z f(2πk) 拆成公比 e−2πa 的两个几何级数。最后令 a ↓ 0，并使用

cothx− 1

x
∼x→0

x

3
.

(e) 在 (d) 的第一个公式中取 a = ε+ iα，其中 ε > 0、α ∈ R \ Z，再令 ε ↓ 0，对级数使用控
制收敛定理。
习题 15.17。 (a)

f̂ ∗ f = (f̂)2,

故方程化为 (f̂)2 = f̂。连续性说明 f̂ 只能恒为 0 或恒为 1；Riemann–Lebesgue 定理排除后
者，故 f = 0。
(b) 使用 Fourier–Plancherel 卷积恒等式，证明

f =
1

2π
Φ(ϕ), ϕ2 = ϕ, ϕ ∈ L1(R) ∩ L2(R).

因此
ϕ = 1A, λ(A) < +∞.

习题 15.18。 (a) 把 eiux 分成实部与虚部。注意 1− cos 非负，且其零点集为

D =
2π

|u0|
Z.

由函数列的控制收敛定理，

µ̂(u) =
∑
k∈Z

µ

({
2kπ

|u0|

})
e2ikπu/|u0|,

故 µ̂ 以 |u0| 为一个周期。
(b) 仿照应用 8.5(b) 证明 µ̂ 连续。其全体周期连同 0 与负周期构成 R 的加法子群，因此或稠
密，或为 TZ。若稠密，则连续性给出

µ̂(u) = µ̂(0) = µ(R),

于是每个 u > 0都是周期。特别取周期 1与
√
2，由 (a)可知 µ同时承载于 2πZ与 (2π/

√
2)Z，

故承载于 {0}，即 µ = µ(R)δ0。
(c) 取 α ∈ R 使

e−iαµ̂(u0) = µ(R),

仿照 (a) 得到

D =
α+ 2πZ

u0
, µ̂(u) = eiαu/u0

∑
k∈Z

µ

({
α+ 2kπ

u0

})
e2ikπu/u0 .

(d) 把以上结论用于有限正测度
µ( dx) = f(x)λ( dx).

该测度不可能承载于可数集 D，因为

µ(D) =

∫
R

1D(x)f(x) dx = 0,

417



分析：积分理论｜中文讲义 第十八章 习题提示与解答

而 µ(R) =
∫
f dλ 6= 0。

习题 15.19。 (a) 对每个 ε > 0，由 Fubini–Tonelli 定理，∫ ε

−ε

(
µ(R)− Re µ̂(ξ)

)
dξ = 2ε

∫
R

(
1− sin(xε)

xε

)
µ( dx)

≥ ε µ({|x| ≥ 2/ε}).

(b) 由控制收敛定理，

lim
n

∫ ε

−ε

(
µ̂n(0)− µ̂n(ξ)

)
dξ =

∫ ε

−ε
(χ(0)− χ(ξ)) dξ.

与 (a) 合并即得结论。
(c) 抽取弱收敛子列 µφ(n) → µ。对每个 ξ ∈ R，函数 x 7→ eixξ 连续有界，故

µ̂φ(n)(ξ) −→ µ̂(ξ).

因此 µ̂ = χ。
习题 15.20。 (a) 平移函数 ρ(· − n) 的支集两两不交，所以定义 g(x) 的和在每个 x 处至多只
有一项非零，g 因而继承 ρ 的光滑性。对 |x| ≥ p ≥ 2，

|g(x)| ≤ 2π

log p,

故 g(x)→ 0。
(b) ∫ π

−π
|F (x)| dx ≤

∫
R
|f(x)| dx.

(c) F 的第 n 个 Fourier 系数为

1

2π

∫ π

−π
F (x)e−inx dx =

1

2π
f̂(−n) = 1

2π

∑
k∈Z

ckρ(k − n) = cn.

因此 b1 = 0，且当 n ≥ 2 时，

bn =
1

logn,
n∑
k=2

bk
k

=
1

π

∫ π

−π
F (x)

(
n∑
k=2

sin(kx)
k

)
dx.

最后一个积分中的部分和由 Abel 判别法在每个 x ∈ [−π, π] 收敛。
(d) 习题 8.30(b) 的上界与 F 的可积性允许在最后一个积分中使用控制收敛定理，于是错误地
推出

∑
(n logn)−1 收敛，矛盾。因此

g ∈ C∞
0 (R,C) \ Φ

(
L1(R)

)
.

习题 15.21。 (a) 结合 Plancherel 定理与 Fourier 变换从 L1(Rd) 到 L∞(Rd) 的连续性，对

Lpi(Rd) −→ Lqi(Rd)

使用 Marcinkiewicz 定理 10.8，取

p1 = q1 = 2, p2 = 1, q2 = +∞.
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(b) 由公式 (15.7) 与习题 8.29 的 Fresnel 积分，

f̂z(ξ) =
(π
z

)d/2
e−|ξ|2/(4z).

(c) 因 fz ∈ S(Rd)，若所述连续延拓存在，则
∥∥∥f̂z∥∥∥

q
/ ‖fz‖p 必须关于 z 一致有界。先取 z > 0、

z → +∞，得到
1

p
+

1

q
= 1.

再令 | Im z| → +∞，得到 p ≤ 2。
习题 15.22。 (a) 在 x 点使用 Fourier 反演公式，并利用 f 的连续性。
(b) 由反演公式有

cn = f(n).

再利用
∑

n∈Z |f(n)| < +∞ 交换积分与级数。
习题 15.23。 (a) 先在 Schwartz 空间 SC 中使用引理 15.4，再利用 SC 在 L2

C(Rd) 中的稠密
性。
(b) 依次使用引理 15.4 与 (a)，最后对

f − g ∈ L1
loc(Rd)

使用习题 8.33。
(c) 依次使用引理 15.4 与定理 15.4，再次用习题 8.33 得出结论。
习题 15.24。 (b) 对 ψ 使用 Dirichlet 定理。
(c) 对 ψ 使用 Parseval 恒等式，再对 ϕ 使用 Plancherel 定理。
(d)(i) 分部积分。
(d)(ii) 证明

f(x) =
sinx
x

,

再使用 (b)、(c) 的等式。
习题 15.25。 (b) 对第二个等式，在

1

2π

∫ n

−n
ϕ̂(x) dx

中使用 Fubini–Lebesgue 定理。证明第三个极限时，在 {|t| ≥ a} 上对 t 7→ ϕ(t)/t，在 [−a, a]
上对

t 7−→ ϕ(t)− ϕ(0)
t

使用 Borel–Lebesgue 引理，并结合习题 15.16(d) 中的 sinc 核结论。
(c) 分别对

(ϕ, f),

(
1

2π
ϕ ∗ ϕ, f2

)
使用 Poisson 求和公式。
(d) 使用 (ii) 的最后一个条件。
习题 15.26。 (a) A 的对称性由分部积分得到。
(b) 由 (a) 证明

‖f‖22 = i〈A(f), B(f)〉 − i〈B(f), A(f)〉,

再分别对右端两项使用 Cauchy–Schwarz 不等式。
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(c) 由命题 15.3 与 Plancherel 定理，∥∥∥xf̂(x)∥∥∥
2
=
√
2π
∥∥f ′∥∥

2
.

习题 15.27。 (a) 依次对 f 在 0 点使用反演公式、引理 15.4、Cauchy–Schwarz 不等式与
Plancherel 定理：

|f(0)| = 1

2π

∣∣∣∣∫
R

1[−a,a](t)f̂(t) dt
∣∣∣∣

=
1

2π

∣∣∣∣∫
R

1̂[−a,a](t)f(t) dt
∣∣∣∣

≤ 1

2π

∥∥∥1̂[−a,a]
∥∥∥
2
‖f‖2 =

√
aI

π
‖f‖2 .

(b) Hölder 不等式的等号情形给出某个 α ≥ 0，使

|f | = α
∣∣∣1̂[−a,a]∣∣∣ λ-a.e.

(c) 在 (b) 中取 α = 1，再用 Plancherel 定理：

2a = 1̂[−a,a](0) =
√
aI

π

∥∥∥1̂[−a,a]
∥∥∥
2
=

2aI

π
.

习题 15.28。 (a) 连续作 n 次分部积分。
(b) 由 (a)，

L(xg)(z) =
η

P (z)
, L(eαjt)(z) =

1

z − αj
.

由 Laplace 反演定理得出结论。
(c) 令

h(t) :=
n∑
j=1

βje
αjt.

由 1/P 的部分分式分解，对 Re z > a，

P (z)L(h)(z) = 1.

于是
P (z)L(h ∗ f)(z) = P (z)L(h)(z)L(f)(z) = L(f)(z).

另一方面，由 (a) 也有
P (z)L(y)(z) = L(Dy)(z) = L(f)(z).

Laplace 反演给出 y = h ∗ f = f ∗ h。
(d) 由线性性，x = xg + y。
(e) 直接计算可验证：对任何在 R∗

− 上为零的 f ∈ C(R+)，(d) 的表达式都是问题 (C) 的解。
习题 15.29。 (a) 对 (Ca) 作 Laplace 变换，并使用导数的 Laplace 变换公式。在 R+ 上得到
的一般解为

L(x)(z) = λ(z2 + 1)a/2−1, λ ∈ R∗.

由 Laplace 变换的单射性，该表达式延拓到 L(x) 的整个定义域。
(b)(i) 若 a ≥ 2，则上述 F (z) 不可能在 z → +∞ 时趋于 0，故它不能是一个非零解的、定义
域非空的 Laplace 变换。
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(b)(ii) 当 a = 2 时，R∗
+ 上的一组解基为

sin t
t
,

cos t
t
.

其中没有非零线性组合满足 (C2) 在 0 点的两个初始条件。
(c)(i) 对 a = −2 作 Laplace 反变换，得到

ϕ−2(t) :=
1

2
(sin t− t cos t).

Laplace 变换定义域非空的全部解构成由 ϕ−2 张成的一维空间。
(c)(ii) R∗

+ 上相应二阶线性方程的解空间为二维；除 ϕ−2 外，可用常数变易法取

ψ−2(t) := ϕ−2(t)

∫ t

1

s2

ϕ−2(s)2
ds.

在 ϕ−2 的零点附近作渐近展开，可验证 ψ−2 ∈ C2(R∗
+)。又因

ϕ−2(t) ∼t→0
t3

6
, lim

t→0
ψ−2(t) = −2 6= 0,

故 ψ−2 不满足 (C−2) 的初值条件。
(d)(i)

ϕ1(t) =

∞∑
n=0

(−1)n

22n(n!)2
t2n.

(d)(ii) 由常数变易法得到题中的 ψ1。在 0 及 ϕ1 的每个可能零点附近作渐近展开，证明 ψ1 ∈
C2(R∗

+)，且
lim
t→0

ψ1(t) = +∞.

若 f ∈ C2(R+) 是 (C1) 的解，则在 R∗
+ 上

f = λϕ1 + µψ1.

由 f, ϕ1 在 0 处连续而 ψ1 无有限极限，得 µ = 0；又

0 = f(0) = λϕ1(0) = λ,

故 f = 0。
(d)(iii) 若题中 f 存在，则对 z ∈ D̊L(f)，

L(f ∗ f)(z) = L(f)(z)2 = 1

z2 + 1
= L(sin)(z).

由单射性与连续性，固定一个符号后

L(f)(z) = (z2 + 1)−1/2.

因此
(z2 + 1)L(f)′(z) + zL(f)(z) = 0.

逆向使用 (a) 的计算可知 f 是 (C1) 的解，与 (ii) 矛盾。
校订注：原解答在本题多处把正半轴 R∗

+ 误写成负半轴 R∗
−，并在 (d)(ii) 的初值等式中误写 λψ1(0)；但 ψ1 在 0

处根本没有有限值。这里分别改为 R∗
+ 与正确的 λφ1(0)。
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习题 15.30。 (b) 对波动方程关于 t 作 Fourier 变换；利用关于参数 x 的积分号下求导定理，
证明

U(s, x) := û( ·, x)(s)

满足
∂2U

∂x2
(s, x) +

s2

c2
U(s, x) = 0.

于是存在 f, g ∈ C2(R)，使

u(t, x) = f(t− x/c) + g(t+ x/c), (t, x) ∈ R2.

(c) 关于 t 作 Laplace 变换。对 Re z > 0，令

U(z, x) := L(u( ·, x))(z).

则
∂2U

∂x2
(z, x)− z2

c2
U(z, x) = −αz + β

c2
.

结合边界条件与 (a)，证明存在 λ(z), µ(z) ∈ C，使

U(z, x) = L(g)(z) + λ(z)ezx/c + µ(z)e−zx/c.

进而得到
g(t) = α+ βt

以及

u(t, x) =

α+ βt+ f(t− x/c), t ≥ x/c,
α+ βt, t < x/c.

校订注：原解答在 (b) 的 Fourier 域常微分方程中把 s-依赖完全漏掉，并误印为 Uxx − c2U = 0；由 ûtt = −s2U
可知正确方程是 Uxx + s2c−2U = 0。原解答 (c) 又口误为 Fourier 变换，而随即定义的其实是 Laplace 变换；这
里一并改正。

习题 15.31。 (a) 作变量代换 s = t+ k。
(b) 对方程 (D) 作 Laplace 变换并使用 (a)，得到

P (ez)L(f)(z) = 1

z
.

再用 1/P 的部分分式分解。
(c) 固定 p ∈ N∗，在 t ∈ [p, p+ 1) 上比较两边的函数。
(d) 对每个 j = 1, . . . , n，使用

e−z

z(1− αje−z)
=

∞∑
k=1

αk−1
j

e−kz

z

=
∞∑
k=1

αk−1
j

∫
R+

1[k,+∞)(t)e
−tz dt.

当 Re z > logα 时，可由控制收敛定理交换级数与积分。最后使用 (c) 的等式与 Laplace 反演
定理。
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习题 15.32。 (a) 使用展开

[t] =
∞∑
n=0

n1[n,n+1)(t), t ∈ R+.

(b) 有
L(f)(z) = L([t])(z),

再由 Laplace 变换的单射性得结论。
习题 15.33。 (a) 使用 Fubini–Lebesgue 定理。
(b) ∫ t

0
[s] ds =

∫ [t]

1
[s] ds+

∫ t

[t]
[s] ds

=

[t]−1∑
n=1

n+ [t](t− [t])

=
[t]([t]− 1)

2
+ [t](t− [t]).

(c) 由
L(f)(z) = 1

z(ez − 1)2
=

ez

z(ez − 1)2
− 1

z(ez − 1)

得到题中等式；再写成

L(f) = L
(
t[t]−

∫ t

0
[s] ds− [t]

)
,

并使用 [t]− 1 = [t− 1] 得出结论。
习题 15.34。 (a) 第一个等式使用展开

σ[t] =

∞∑
n=0

σn1[n,n+1)(t)

及控制收敛定理。
第二个等式对

1

(X − σ)(X − τ)

作部分分式分解，再使用第一个等式。
第三个等式在第二个等式中取 τ = σ + ε。选取 ε0 > 0，使

0 < ε ≤ ε0 <

eRe z − |σ|, |σ| ≥ 1,

1− |σ|, |σ| < 1,

由有限增量不等式，对 t ≥ 1 有可积上界∣∣∣∣∣(σ + ε)[t] − σ[t]

ε
e−zt

∣∣∣∣∣ ≤ t(|σ|+ ε0)
t−1e−(Re z)t.

再使用控制收敛定理。
含三个互异根的等式对

1

(X − σ)(X − τ)(X − υ)
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作部分分式分解，并使用第一个等式。含一个二重根的等式分解

1

(X − σ)2(X − τ)

并使用第一、第三个等式。
最后一个三重根等式，在三个互异根的公式中取 τ = σ + ε、υ = σ − ε。由二阶有限增量不等
式得到可积控制函数，再用控制收敛定理。
(b) 作 s = t+ 1，得到

L(f( ·+ 1))(z) = ezL(f)(z)− u0ez
∫ 1

0
e−zs ds.

对 L(f( ·+ 2)) 同样作 s = t+ 2。
(c) 对

f(t+ 2) = af(t+ 1) + bf(t) + γ[t]

作 Laplace 变换，再用 (b)。
(d)–(f) 对 (c) 中 L(f) 的表达式作 Laplace 反变换，并使用 (a) 的相应恒等式。先得到 f(t) 对
几乎处处 t ∈ R+ 的公式，再取 un = f(n)。

习题 15.35。 (a) 对 a > −1/4，

W (e−a(·)
2
)(x) = (1 + 4a)−1/2 exp

(
− a

1 + 4a
x2
)
.

积分只在 a > −1/4 时有定义。
(b) 对凸函数 t 7→ tp 与概率测度 G(y) dy 使用 Jensen 不等式，再使用 Fubini–Tonelli 定理。
(c) 在右端积分中写成

e−y
2/4+xy/2 = ex

2/4e−(x−y)2/4,

再作 y 7→ x− y。
(d)(i)

e−yD(f)(x) =

∞∑
n=0

(−1)n

n!
ynf (n)(x) =

∞∑
n=0

(f(x− ·))(n)(0)
n!

yn.

(d)(ii) 对 yG(y) = −2G′(y) 分部积分。
(d)(iii)在W (f)(x)中用 (i)的表达式替换 f(x−y)，并交换积分与级数；这由 e|y|G(y) ∈ L1(R)
保证。再用 (ii)，奇次矩为零，得到

W (f)(x) =
∑
n≥0

1

n!
D2nf(x).

习题 15.36。 (a) 在右端积分中作
z =
√
t y.

(b) 借助 (a) 化到 W，把习题 15.35(d)(iii) 用于 f(
√
t ·)，并注意(

f(
√
t ·)
)(2n)

= tnf (2n)(
√
t ·).

(c) 对 ϕ ∈ C∞
K (R)，由 (b)

(Ws ◦Wt)(ϕ) = esD
2
etD

2
ϕ = e(s+t)D

2
ϕ =Ws+t(ϕ).
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中间等式也可由双重级数的 Fubini–Lebesgue 定理及 Newton 二项式证明：

∑
m+n=p

smtn

m!n!
=

1

p!

p∑
n=0

p!

(p− n)!n!
sp−ntn =

(s+ t)p

p!
.

另一种方法是在 Ws(Wtϕ)(x) 的二重积分中作 u = y + z，再用 Fubini–Lebesgue 定理得到核
Gs+t。
最后使用 C∞

K (R) 在 Lp(R) 中的稠密性以及习题 15.35(b) 的 Lp 估计，把结论推广到 1 ≤ p <
+∞。
(d) q = +∞ 时显然。若 q < +∞，固定 δ > 0，则

‖Gt‖Lq({|y|>δ}) ≤
(
4t

qδ

)1/q

Gt(δ) −→ 0 (t ↓ 0).

对 p < +∞，以共轭指数 q = p/(p− 1) 使用 Hölder 不等式，把

|(ϕ ∗Gt)(x)− ϕ(x)|

的积分拆成 |y| ≤ δ 与 |y| > δ 两部分。前一部分由 ϕ 在 x 处连续而任意小，后一部分由上式
趋于零。当 p = +∞ 时，把 (Gt)t>0 作为近似恒等族使用定理 14.6。
(e) 由 (b)，

∂tWt(f) = D2etD
2
f = D2Wt(f) 于R∗

+ × R.

习题 15.37。 (a) 作变量代换 s = t2，并用 Gauss 积分公式，得到

L(a)(x) =
√
π

x
, x > 0.

(b) 对
A(u) = a ∗ u, v := A(A(u)) = a ∗ (a ∗ u)

取 Laplace 变换，得到
L(v) = L(a)2L(u).

(c) 由 (a)、(b)，
L(v)(x) = π

x
L(u)(x)

= πL(1R+)(x)L(u)(x) = L(π 1R+ ∗ u)(x).

由 Laplace 反演及两边在 R+ 上连续得结论。
(d) 注意 x0 > 0。
(e) 在 (d) 的积分中作 x =W (y)，再令 V (c) = E。
(f) 对 (e) 的等式两边复合 A，再使用 (c)。
习题 15.38。 (a) 先注意 f 在 R+ 上连续；对原方程复合 A，使用习题 15.37(c)，得到

f(x) = a+ 2ak
√
x+ πk2

∫ x

0
f(t) dt.

再求导。
(b) 用常数变易法解一阶微分方程，并重新得到

A(t 7→ eπk
2t).

425



分析：积分理论｜中文讲义 第十八章 习题提示与解答

(c) 把 (b) 中 f 的表达式代入 a+ kA(f)，再对 t 7→ eπk
2t 使用习题 15.37(c)。

习题 15.39。 (a)
Fn(x) ≥ 0, F ′

n(x) =
(−1)n

n!
xnf (n+1)(x) ≤ 0.

所以 limx→∞ Fn(x) 存在。再假设 `0, . . . , `n−1 已存在，归纳推出 `n 存在。
(b)(i) 从 n 到 n+ 1 时，对 f(x)−Mn 的积分表达式分部积分。
(b)(ii) 对 k ∈ N∗、u > 0，有

0 ≤ (−1)nf (n)(u+ 1/k) ↑ (−1)nf (n)(u),

故可使用 Beppo Levi 定理。
(b)(iii) 对 k ∈ N∗、u > 0，

0 ≤ (−1)nun−1f (n)(u+ k) ≤ (−1)nun−1f (n)(u) =: f0(u),

而由 (ii)，f0 在 R∗
+ 上可积。

(c) 在 (0, 1) 上

g′n(x) = 0 =⇒ |gn(x)| =
e−nx|nx− 1|

n− 1
≤ 1

n− 1
.

(d)(i) 在 (b)(i) 的积分中作 u+ x 7→ u。
(d)(ii) 由 (c)、(b)(ii)，

lim
n→∞

(−1)n

(n− 1)!

∫ +∞

x

[
e−nx/u −

(
1− x

u

)n−1
]
un−1f (n)(u) du = 0.

(d)(iii) 由 (b)(ii)、(b)(iii)，对每个 n ≥ 1，

0 ≤ (−1)n

(n− 1)!

∫ x

0
e−nx/uun−1f (n)(u) du

≤ (−1)ne−n

(n− 1)!

∫ x

0
un−1f (n)(u) du

≤ e−n(f(0)− `).

(d)(iv) 把 (ii)、(iii) 的极限相加。
(e)(i) 变量替换后，

αn(t) = `+
(−1)n

(n− 1)!

∫ +∞

n/t
un−1f (n)(u) du, t > 0.

故 αn 非负、非减。由 (b)(ii)、(b)(iii)，

lim
t↓0

αn(t) = `, lim
t→+∞

αn(t) = `+ f(0)− ` = f(0).

(e)(ii) 固定 x > 0，由 Fubini 定理，

xL(αn)(x) = `+
(−1)n

(n− 1)!

∫ +∞

0
e−xt

(∫ +∞

n/t
un−1f (n)(u) du

)
dt

= `+
(−1)n

(n− 1)!

∫ +∞

0
e−nx/uun−1f (n)(u) du.

由 (d)(iv)，右端在 n→∞ 时趋于 f(x)。
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习题 15.40。 (a) 对 [a, x] 上的概率测度

α(x− a)−α(x− t)α−1 dt

使用 Jensen 不等式，得到

|Iα(f)(x)|p ≤ (x− a)αp−α

αpΓ(α)p

∫ x

a
α|f(t)|p(x− t)α−1 dt.

再用 Fubini–Tonelli 定理，即得

‖Iα(f)‖pp ≤
(b− a)αp

αpΓ(α)p

∫ b

a
|f(t)|p dt.

(b)(i) 由 Γ 在 R∗
+ 上连续，

αΓ(α) = Γ(α+ 1) −→ Γ(1) = 1, (x− y)α −→ 1.

这给出 ραy 在 (y, b] 上的极限。对 α ∈ (0, 1]，可用

Γ(1 + α) ≥ 1

2

及 b− a ≤ 1、b− a ≥ 1 两种情形，得到题中的统一上界。

校订注：原解答这里写成 Γ(α+1) ≥ Γ(2) = 2，既把 Γ(2) = 1 误写成 2，不等式本身也不成立。所需的正确统一

下界可取 1/2；例如由 tα ≥ t（0 < t < 1）以及 tα ≥ 1（t ≥ 1）直接估计 Γ(1 + α) 即可。

(b)(ii)

(Iα(ϕ)− ϕ)(x) = 1

Γ(α)

∫ x

a
(ϕ(t)− ϕ(x))(x− t)α−1 dt+ ϕ(x)(ραa (x)− 1).

把积分拆成 [a, y] 与 [y, x]，并以 ‖ϕ‖sup 控制前一段，即得第一个不等式。此外，

|Iα(ϕ)(x)| ≤ ‖ϕ‖sup ρ
α
a (x).

结合 (i) 与 ϕ 的连续性，对 |Iα(ϕ)− ϕ|p 使用控制收敛定理。
(b)(iii) 使用

C0([a, b]) 在Lp([a, b]) 中稠密

以及 (ii) 的两个估计。
(c) 由积分号下连续定理，(

Iα+1(f)
)′
(x) =

α

Γ(α+ 1)

∫ x

a
f(t)(x− t)α−1 dt = Iα(f)(x).

(d) 在 Iα(Iβ(f))(x) 中使用 Fubini 定理，得到关于 s ∈ [a, x] 的核
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

s
(x− t)α−1(t− s)β−1 dt.

作 t = s+ (x− s)u，并用余元公式：
(x− s)α+β−1

Γ(α)Γ(β)

∫ 1

0
(1− u)α−1uβ−1 du =

(x− s)α+β−1

Γ(α+ β)
.

(e) 固定 x > 0，在 L(I1−α(f))(x) 中使用 Fubini 定理。对固定 s ≥ 0，内层积分为∫ +∞

s
(t− s)−αe−xt dt = e−xsxα−1Γ(1− α).

校订注：原解答把内层积分核误印为 (t− s)1−α。由本题中 I1−α 的定义，正确指数应为 (1−α)− 1 = −α；此处
据此改正。

代回即得
xL(I1−α(f))(x) = xαL(f)(x).
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选择题 1。
1. 有三个正确选项：

e−x
2

√
x
∈ L1(R+),

x

x2 + 1
∈ L2(R),

sinx
x
∈ L2(R).

2. 有两个正确选项。由控制收敛定理，

lim
n→+∞

∫ 1

0

(
1 + x

2

)n
dx = lim

n→+∞

∫ +∞

0

e−nx√
x

dx = 0.

3. 作极坐标变量替换，得到∫
R2
+

e−(x2+y2)/2 dx dy =
π

2

∫ +∞

0
e−r

2/2r dr = π

2
.

4. 分部积分两次可得
F(f)(ξ) = 2

(1 + 2πiξ)3 .

5. 直接计算得 ∫
R

dξ
(1 + ξ2)2

=
π

2
.

6. 直接计算得 ∫
R

(
sin ξ
ξ

)2

dξ = π.

7. 令 f(x) := e−πx
2。由于 F(f) = f，故

F(f ∗ f)(ξ) =
(
F(f)(ξ)

)2
= e−2πξ2 .

选择题 2。
1. 只有一个正确选项：

1√
x4 + x

∈ L1(R+).

2. 答案是
π√
2
.

3. 有两个正确选项，它们给出同一个值：

π

2
= 2

(∫ +∞

0
e−t

2 dt
)2

.

4. 利用导数与 Fourier 变换之间的关系，得到

F(f) = −if.
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5. 答案是 2。
6. 答案是

2

π

∫
R

dξ
(1 + ξ2)3

.

7. 在相差一个乘法常数的意义下，答案是 f2。

选择题 3。
1. 有两个正确选项：

x 7−→ 1√
x3 + x

∈ L1(R+),
sin2 x
x
∈ L2(R).

2. 作极坐标变量替换，答案是 π。
3. 有两个正确选项。对 I 作平移变量替换，得到 I = π；对 J 使用控制收敛定理，得到 J = 0。
4. 有两个正确选项：F(f) 为实值函数，并且

F(f) > −f.

这可由导数与 Fourier 变换之间的关系推出。
5. 由 Plancherel 定理，答案是 ∫

R

(t cos t− sin t)2
t4

dt.

6. 答案是 ∫ +∞

0
x2e−2ax dx.

7. 答案是 2
√
π。

选择题 4。
1. 有两个正确选项：

1− e−
√
x

x
∈ L1([0, 1]),

sinx√
x2 + 1

∈ L2(R).

2. 答案是 −1/e。
3. 作极坐标变量替换，答案是 2π。
4. 有两个正确选项：

F(f)(0) = 0, F(f) = −if.

5. 被取模的内层积分是函数
h(x) := 1R+(x)e

−2πx2

的 Fourier 变换。由 Plancherel 定理，∫ +∞

−∞

∣∣∣∣∫ +∞

0
e−2πx(x+iy) dx

∣∣∣∣2 dy =

∫ +∞

0
e−4πx2 dx =

1

4
.

校订注：原答案在重写本题积分时把内层积分的下限从 0 误印成 −∞，这与题目以及随后使用的 1R+e
−2πx2

均不

相容；此处恢复为 0。
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6. 因为
f = F(1[−1/2, 1/2]),

所以 f ∗ f = f。
7. 从恒等式

e−(x+y) − e−2(x+y)

x+ y
=

∫ 2

1
e−z(x+y) dz

出发，再应用 Fubini–Tonelli 定理，得到答案 1/2。

选择题 5。
1. 有两个正确选项：

1√
x| logx|

∈ L1((0, 1)),
1√

x logx ∈ L
2([2,+∞)).

2. 利用 ∫ +∞

0
e−t

2x2 dx =

√
π

2t
, t > 0,

在积分号下求导，得到
f ′(
√
π) =

√
π.

校订注：原答案把上面的半轴 Gauss 积分误印为
√
π/t，漏掉因子 1/2；其随后给出的 f ′(

√
π) =

√
π 则对应于这

里的正确公式。

3. 作极坐标变量替换，答案是 π。
4. 只有一个正确选项：

F(f) = −f.

这可由导数与 Fourier 变换之间的关系以及 e−πx
2 是 F 的不动点推出。

5. 利用 Plancherel 定理以及

F(1[−a,a])(x) =
sin(2πax)

πx
,

得到答案
πmin(a, b).

6. 有三个正确选项：

f(x) = 1R+(x)e
−x, f(x) = −1R−(x)e

x, f(x) = 1R+(x)e
−2x.

可对等式 (f ∗ f)(x) = xf(x) 作 Fourier 变换加以验证。
7. 由 Fubini–Tonelli 定理，∫ +∞

0

log(1 + a+ ax2)

1 + x2
dx =

∫ +∞

0
dx
∫ a

0

dy
1 + y + yx2

=
π

2

∫ a

0

dy√
y2 + y

=
π

2
g(a).
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选择题 6。
1. 有三个正确选项： ∫ 1

0
x log2

(
e2/x − e1/x

)
dx = +∞,

lim
a→+∞

∫ a

1

sinx√
x− sinx dx = +∞, lim

a→+∞

∫ a

e

logx sinx
x(logx− sinx) dx = +∞.

对最后一个积分，使用展开

logx sinx
x(logx− sinx) =

sinx
x

+
sin2 x
x logx +O

(
1

x log2 x

)
=

1

2x logx +
sinx
x
− cos(2x)

2x logx +O

(
1

x log2 x

)
.

2. 注意到在本章的 Fourier 变换规范下，

sin(nπx)
πx

= F(1[−n/2, n/2])(x).

于是由 Fourier 反演定理，∫
R

sin(nπx)
x

ϕ(x) dx = π

∫ n/2

−n/2
F(ϕ)(ξ) dξ

−→ πϕ(0).

校订注：原答案写成 sin(2nπξ)/(πξ) = F(1[−n,n])(ξ) 后，又声称作变量替换 x = 2πξ；该变量替换与题目中的

sin(nπx)/x 不相容。这里直接使用与题目完全匹配的核 F(1[−n/2,n/2])。

3. 由 Fubini–Tonelli 定理并作极坐标变量替换，∫
R

∫
R

+∞∑
n=1

(x2 + y2)n−1

1 + (n+ 1)2(x2 + y2)2n
dx dy

= π

+∞∑
n=1

∫ +∞

0

tn−1

1 + (n+ 1)2t2n
dt

=
π2

2

+∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
=
π2

2
.

校订注：原答案给出的数值为 π/2，漏掉了变量替换后
∫ +∞
0

(1 + u2)−1 du = π/2 所贡献的一个 π 因子。上式给

出逐步核算，正确选项为 π2/2。

4. 只有一个正确选项：
f ∗ f = e−πx

2
.

对等式作 Fourier 变换，并使用 L1(R) 函数的 Fourier 变换连续且在无穷远处趋于 0，即可排
除其余选项并构造所需解。
5. 答案是 0。令

fa(t) := 1R+(t)e
−at, fb(t) := 1R+(t)e

−bt.

则
F(fa)(ξ) =

1

a+ 2πiξ , F(fb)(ξ) =
1

b+ 2πiξ .
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由 Fourier 反演与 Fubini 定理，∫
R
F(fa)(ξ)F(fb)(ξ) dξ =

∫
R
fa(t)fb(−t) dt = 0.

再作 x = 2πξ 即得题中积分为 0。

校订注：原答案把第二个因子解释为 F(1R−e
b ·) = (b− 2πiξ)−1，但题中两个分母的虚部符号相同。这里改用两个

正半轴函数；它们与反射后的乘积支集只在零点相交，故积分为 0。

6. 有两个正确选项：
F (x) = xex, F (x) = sinx.

这是因为 F(f) 连续并在无穷远处趋于 0。例如对 F (x) = xex，在 L1(R) 中收敛的级数

g :=
+∞∑
n=0

f∗(n+1)

n!
, f∗n := f ∗ · · · ∗ f︸ ︷︷ ︸

n 次

,

满足
F(g) = F(f)eF(f).

7. 由 Fubini–Tonelli 定理并作变量替换 t = tanx，得到∫ π

0

arctan(a sinx)
sinx dx = 2

∫ a

0
dy
∫ π/2

0

dx
1 + y2 sin2 x

= π

∫ a

0

dy√
y2 + 1

= π arsinh a.
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Riesz–Thorin 定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 236
Sard 定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 288
Scheffé 定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
Schur 不等式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 269
Schwarz 定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .265
Shannon 公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 347
Steinhaus 定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 308，404
Stirling 公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153，376
Urysohn 引理 . . . . . . . . . . . . . . . . . 199，217，225，315
Vitali 定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154

436
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Vitali–Saks 定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .240
Wallis 积分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
Weyl 不等式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .207
Young 不等式 . . . . . . . . . . . 166，208，317，344，402
集合论与拓扑

有限集 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22–23，27，52，99
无限集 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22–26
可数集 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23–25，27，46
不可数集 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .23，25–27，46
等势集合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21–23，48，231
选择公理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22，48，293
开集 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28，30，34–36
闭集 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .34，48–49，59，71
拓扑 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .34
诱导拓扑 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35–36，51
乘积拓扑 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36，56，250
Hausdorff（分离）拓扑 . . . . . . . . . . . . . 34–36，44，49
度量空间 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32，34–35
超度量 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211
点到集合的距离 . . . . . . . . . . . .29，37，195，199，391
可分空间 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35，98，225
可数开基 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .29，34–36，48
稠密序列 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35，48，59，98，100
局部紧空间 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77，98–101
σ-紧空间 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98，100，211，216
Polish 空间 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59，100
Alexandroff 紧化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121
扩充实直线 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
上极限 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .29，31，58，392
下极限 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29，31–33，45
集合上极限 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
集合下极限 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
Cantor 集 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 291，294–297
Hausdorff 维数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
Hausdorff 测度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
单位球体积 . . . . . . . . . . . . . . 274，279，282，284，288
矩形（长方体） . . . . . . . . . . . . . . . 41，56，70，76，89
分割 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2，10–11，15，41
分割步长 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11，386
对角抽取法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 405–406
不共度向量 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .157

可测空间、函数与测度

σ-代数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
Borel σ-代数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45，48–49，52，54
Baire σ-代数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
Lebesgue σ-代数 . . . . . . . . . . . . . . 125，291，293，300
乘积 σ-代数 . . . . . . . . . . . . . . 248–249，253，255，300
原像 σ-代数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .49–50，54，63
像 σ-代数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49–51，54，63
迹 σ-代数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50，55
完备化 σ-代数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 291–293，297–298
平凡 σ-代数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
粗 σ-代数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
函数族生成的 σ-代数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
π-系统 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72–76
λ-系统 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71–72，109，243，253
半代数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84–85，87，89–90
代数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44–45
Boolean 代数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75–79
格代数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
单调类定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .71，108–109
函数单调类定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
可测空间 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45，52
可测函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .54–56
Borel 函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . 66，99，127，130，150
Lebesgue 可测函数 . . . . . . . 207，296–297，300，345
简单函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .59–62
阶梯函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2，5–7，11
调节函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5–6，16，64，125
示性函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6，27，54
有理数示性函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6–7，24，43，70
直接像函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
原像函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44，49–50，54，61
测度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .65
有限测度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .65，68，72–74
σ-有限测度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .95，252–255
零测度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65，171，185
粗测度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
条件测度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
计数测度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65，68，105，113，117
Dirac 测度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65，105，113
Lebesgue 测度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66，69–70，73，75
Borel 测度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97–99，101，197
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Stieltjes 测度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77，84，89–90，92
Radon 测度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .212，216
Hausdorff 测度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
外测度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75，78–81
像测度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .272–276
乘积测度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 250–253
迹测度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
完备测度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 291–295
正则测度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
内正则测度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76，93，95，97，101
外正则测度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77，93，95，97，101
弥散测度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .141，145，157
绝对连续测度 . . . . . . . . . . . . . 148，226–227，232，243
测度的支集 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .105
测度的密度 . . . . . . . . . . . . . . . . 99，146，148，226–227
Radon–Nikodym 导数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 226
可忽略集 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103，291–293
测度原子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53，92–93，156
测度分割 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60–61，112–114
集合截面 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 251
函数截面 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 251
积分、收敛与不等式

Riemann 积分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2，4，7，15，41
Riemann 可积函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3–7
Riemann 和 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10–11，16，41，386
Lebesgue 积分 . . . . . . . . . . . . 110，114，116–117，124
简单函数的积分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
非负可测函数的积分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .115
含参积分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12，15，117，132，139
分部积分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8–9，19，260，267
变量替换 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8，272–276
Jacobian . . . . . . . . . . . . . . . . . . 274–275，280，282，285
极坐标 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 278–281，410
第一积分中值公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
第二积分中值公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10，13
原函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7–9，13，42
自然对数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
一致收敛 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5，13–15，17
单调收敛定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . 116，132，197，224
控制收敛定理 . . . . . . . . . . . . . 127，132，134，136–138
依测度收敛 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105，155
分布意义收敛 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 354

Lp 控制收敛 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162，177–180
L1 弱收敛 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 240
Lp 弱收敛 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 239
积分号下连续性 . . . . . . . . . . . . . . . 141，397，400，427
积分号下求导 . . . . . . . . . . . . . 13，142，152，323，388
逐项积分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 353，389
逐项求导 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
绝对连续性 . . . . . . . . . . . . . . . 148，226–227，232，243
绝对等度连续 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 239
一致可积性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 244，374–375
概率一致可积性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152
下半连续函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 308
凸函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .130，156，287，371–372
熵不等式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
三角不等式 . . . . . . . . . . . . . . . 124，135，168–169，172
广义补元公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 286，412
补元公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 265
Fresnel 积分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157，344，419
Riemann–Liouville 积分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 356
分数阶导数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .356
Lp 空间与泛函分析

Lp 空间 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164
弱 Lp 空间 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 209
Marcinkiewicz 空间 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .209
Lp 范数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164
一致范数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5，187，416
范数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172–174
半范数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .123，172–173，180，187
Hilbert 范数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193，341
Hilbert 空间 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176，192–193，332
平行四边形恒等式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193
内积 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 246，317
正交投影 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193，203
复半双线性型 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176，193
拓扑对偶 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 234
L∞ 的对偶 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 245
Lp–Lq 对偶 . . . . . . . . . . . . . . 231，234，236，238，241
线性泛函表示 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192，194–195，211
Lp 的可分性 . . . . . . . . . . . . . . . . 29，34，36，211，242
稠密性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179–180，182，190–191
等度连续 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 239
插值 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 236–237
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点态有界原理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 380
卷积与变换

卷积 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 302–309
初等卷积 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146
Rd 上的卷积 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 304，316，319，349
卷积结合律 . . . . . . . . . . . . . . . 305–306，309，316，320
卷积不动点 . . . . . . . . . . . . . . 288，342，355，379，413
Young 卷积不等式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .317
函数的平移 . . . . . . . . . . . . . . . . 293–294，303–304，307
近似恒等族 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 310–312，314，318
正则化序列 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 314，332
紧支集函数 . . . . . . . . . . . . . . . 341，346，373，381–382
紧支集核 . . . . . . . . . . . . . . . . . 341，346，373，381–382
局部可积函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 307，312–314，331
函数的支集 . . . . . . . . . . . . . . . 105–106，136，318，340
本质支集 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .105–106，318
Cauchy 核 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .310
Gauss 核 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 310
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