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阅读说明

本书是原著的独立中文版本，不采用中英对照形式。正文保持原书的章节结构、编号、论证顺
序和数学记号；能够由原文与数学推导共同确认的原稿错误，会在正文中改正，并用“校订注”说
明。为帮助中国本科生阅读而补充的背景或术语说明，均用“阅读提示”标明，不与作者原文混写。

适合的读者与预备知识。 本书适合已经掌握测度与积分、概率论基础和实分析基本知识的高
年级本科生及研究生。第 1、2 章从高斯过程和布朗运动出发；第 3–5 章建立连续时间鞅、半
鞅和随机积分；第 6–9 章讨论马尔可夫过程、偏微分方程、随机微分方程以及局部时。

练习解答来源。本版在相应练习之后加入蓝色“解答”框。解答依据 Te-Chun Wang 于 2021
年整理的 Solutions to Exercises on Le Gall’s Book: Brownian Motion, Martingales, and
Stochastic Calculus 翻译、核对并重新排印；这些解答不是 Le Gall 原书正文。该解答集列出
本书 61 道练习（不含练习 5.34），但其中练习 9.22 只有标题、没有解答正文。本版为 9.22 补
写了独立解答，并对来源解答中的疏漏作了数学订正。为便于检索，解答编号与原书练习编号
保持一致。

记号与阅读约定

• B(E) 表示拓扑空间 E 的 Borel σ-代数；“几乎必然”缩写为“a.s.”时，均相对于当前概率测
度而言。

• L(X) 表示随机变量 X 的分布；N (m,σ2) 表示均值为 m、方差为 σ2 的一维高斯分布。
• 内积写作 〈·, ·〉，随机变量空间中的范数通常写作 ‖ · ‖p。条件期望中的竖线 | 读作“关于⋯⋯
取条件期望”。
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第一章 高斯随机变量与高斯过程

高斯随机过程在理论概率和各种应用模型中都占有重要地位。本章先回顾高斯随机变量与高
斯向量的基本事实，随后讨论高斯空间和高斯过程，并建立高斯情形下关于独立性与条件化的基本
性质。最后，我们引入高斯白噪声；下一章将用它给出布朗运动的一种简洁构造。

1.1 高斯随机变量

本章始终考虑定义在概率空间 (Ω,F ,P) 上的随机变量。对于下文某些存在性结论，需要适当
选取这个概率空间。对每个实数 p ≥ 1，记 Lp(Ω,F ,P)（无歧义时简写为 Lp）为满足 |X|p 可积的
全体实随机变量所成的空间；按通常约定，几乎必然相等的随机变量视为同一元素。空间 Lp 配备
通常的 Lp 范数。

若实随机变量 X 的分布关于 Lebesgue 测度的密度为

pX(x) =
1√
2π

exp
(
−x

2

2

)
, x ∈ R,

则称 X 为标准高斯随机变量（或标准正态随机变量）。此时 X 的复 Laplace 变换为

E
[
ezX

]
= ez

2/2, z ∈ C.

为得到这个公式，同时验证复 Laplace 变换确有定义，先取 z = λ ∈ R。配方可得

E
[
eλX

]
=

1√
2π

∫
R
eλxe−x

2/2 dx

= eλ
2/2 1√

2π

∫
R
e−(x−λ)2/2 dx = eλ

2/2.

这个计算说明 E[ezX ] 对每个 z ∈ C 都有定义，并且给出 C 上的全纯函数。由解析延拓，实轴上成
立的恒等式 E[ezX ] = ez

2/2 对所有 z ∈ C 仍成立。

取 z = iξ（ξ ∈ R），得到 X 的特征函数

E
[
eiξX

]
= e−ξ

2/2.

另一方面，当 ξ → 0 时，

E
[
eiξX

]
= 1 + iξE[X] + · · ·+ (iξ)n

n!
E[Xn] +O(|ξ|n+1).

只要 X 属于所有 Lp（1 ≤ p < ∞），这个展开对每个整数 n ≥ 1 都成立；标准高斯随机变量正满
足这一条件。比较系数即得

E[X] = 0, E[X2] = 1,

并且对每个整数 n ≥ 0，

E[X2n] =
(2n)!

2nn!
, E[X2n+1] = 0.

设 σ > 0、m ∈ R。若实随机变量 Y 满足下列三个等价条件中的任意一个，就称 Y 服从
N (m,σ2) 分布：

1
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(i) Y = σX +m，其中 X 是标准高斯随机变量；
(ii) Y 的分布具有密度

pY (y) =
1

σ
√
2π

exp
(
−(y −m)2

2σ2

)
;

(iii) Y 的特征函数满足

E
[
eiξY

]
= exp

(
imξ − σ2ξ2

2

)
, ξ ∈ R.

此时
E[Y ] = m, Var(Y ) = σ2.

作为延伸，若 Y = m 几乎必然成立，就称 Y 服从退化分布 N (m, 0)；此时条件 (iii) 仍然成立。
独立高斯随机变量之和。 设 Y ∼ N (m,σ2)、Y ′ ∼ N (m′, σ′2)，且 Y, Y ′ 相互独立。由特征函

数相乘立即得到
Y + Y ′ ∼ N (m+m′, σ2 + σ′2).

命题 1.1。 设 (Xn)n≥1 是实随机变量序列，且 Xn ∼ N (mn, σ
2
n)。假设 Xn 在 L2 中收敛于

X。则：
(i) X ∼ N (m,σ2)，其中 m = limn→∞mn、σ = limn→∞ σn；
(ii) 对每个 1 ≤ p <∞，Xn → X 也在 Lp 中成立。

注。 命题中“在 L2 中收敛”的假设可以减弱为依概率收敛；事实上，仅假设 (Xn)n≥1 依分
布收敛，便足以推出 (i)。这一点留作练习。

证明。（i）L2 收敛蕴含

mn = E[Xn] −→ E[X], σ2n = Var(Xn) −→ Var(X).

令 m = E[X]、σ2 = Var(X)。对每个 ξ ∈ R，

E[eiξX ] = lim
n→∞

E[eiξXn ]

= lim
n→∞

exp
(
imnξ −

σ2nξ
2

2

)
= exp

(
imξ − σ2ξ2

2

)
.

因此 X ∼ N (m,σ2)。

（ii）设 N 是标准高斯随机变量。Xn 与 σnN +mn 同分布；又因 (mn)、(σn) 有界，所以

sup
n

E[|Xn|q] <∞, q ≥ 1.

从而
sup
n

E[|Xn −X|q] <∞, q ≥ 1.

固定 p ≥ 1。序列 Yn = |Xn −X|p 依概率收敛于 0；取上式中的 q = 2p，可知 (Yn) 在 L2 中有界，
因而一致可积。于是 Yn → 0 在 L1 中成立，也就是 Xn → X 在 Lp 中成立。 □

1.2 高斯向量

设 E 是 d 维 Euclidean 空间。虽然 E 与 Rd 同构，也可以直接取 E = Rd 并使用通常的
内积，但在抽象 Euclidean 空间中表述会更方便。记 〈u, v〉 为 E 中的内积。若取值于 E 的随机

2
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变量 X 满足：对每个 u ∈ E，实随机变量 〈u,X〉 都是高斯随机变量，则称 X 为高斯向量。例
如，当 E = Rd，若 X1, . . . , Xd 是相互独立的高斯随机变量，则独立高斯随机变量之和的性质说明
X = (X1, . . . , Xd) 是高斯向量。

设 X 是取值于 E 的高斯向量。存在 mX ∈ E 和 E 上的非负二次型 qX，使对每个 u ∈ E，

E[〈u,X〉] = 〈u,mX〉, Var(〈u,X〉) = qX(u).

事实上，取 E 的一组标准正交基 (e1, . . . , ed)，并写成

X =

d∑
j=1

Xjej , Xj = 〈ej , X〉.

各 Xj 都是高斯随机变量。于是上式中的向量和二次型可取为

mX =

d∑
j=1

E[Xj ]ej = E[X]

以及（当 u =
∑d

j=1 ujej 时）

qX(u) =
d∑

j,k=1

ujuk Cov(Xj , Xk).

由于
〈u,X〉 ∼ N

(
〈u,mX〉, qX(u)

)
,

高斯向量 X 的特征函数为

E
[
exp
(
i〈u,X〉

)]
= exp

(
i〈u,mX〉 −

1

2
qX(u)

)
. (1.1)

命题 1.2。 在上述假设下，随机变量 X1, . . . , Xd 相互独立，当且仅当协方差矩阵(
Cov(Xj , Xk)

)
1≤j,k≤d

是对角矩阵；等价地，当且仅当二次型 qX 在基 (e1, . . . , ed) 下为对角型。

证明。若 X1, . . . , Xd 相互独立，则它们的协方差矩阵显然是对角矩阵。反过来，若该矩阵为
对角矩阵，则对每个 u =

∑d
j=1 ujej ∈ E，

qX(u) =

d∑
j=1

λju
2
j , λj = Var(Xj).

由 (1.1)，

E

exp

i d∑
j=1

ujXj

 =
d∏
j=1

exp
(
iujE[Xj ]−

1

2
λju

2
j

)

=

d∏
j=1

E[eiujXj ].

联合特征函数分解为各边缘特征函数之积，故 X1, . . . , Xd 相互独立。 □

3
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与二次型 qX 相联系的，是唯一满足

qX(u) = 〈u, γX(u)〉, u ∈ E,

的对称线性映射 γX : E → E。它在基 (e1, . . . , ed) 下的矩阵正是
(
Cov(Xj , Xk)

)
1≤j,k≤d，但 γX 的

定义当然与基的选择无关。γX 是非负的，即它的所有特征值都非负。

为简化表述，以下主要考虑中心高斯向量，即 mX = 0 的情形；下面的结果很容易推广到非
中心情形。

定理 1.3。
(i) 若 γ 是 E 上的非负对称线性映射，则存在高斯向量 X，使 γX = γ。
(ii) 设 X 是中心高斯向量。取一组使 γX 对角化的标准正交基 (ε1, . . . , εd)，并设 γXεj = λjεj，
其中

λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λr > 0 = λr+1 = · · · = λd.

这里 r = rank(γX)。则

X =

r∑
j=1

Yjεj ,

其中 Y1, . . . , Yr 是相互独立的中心高斯随机变量，且 Var(Yj) = λj。因此，若 PX 表示
X 的分布，则 PX 的拓扑支集是由 ε1, . . . , εr 张成的向量空间。此外，PX 关于 E 上的
Lebesgue 测度绝对连续，当且仅当 r = d；在这种情形下，X 的密度为

pX(x) =
1

(2π)d/2
√

det γX
exp
(
−1

2
〈x, γ−1

X (x)〉
)
.

证明。（i）取 E 的一组使 γ 对角化的标准正交基 (ε1, . . . , εd)，使 γ(εj) = λjεj。再取相互独
立的中心高斯随机变量 Y1, . . . , Yd，满足 Var(Yj) = λj，并令

X =
d∑
j=1

Yjεj .

若 u =
∑d

j=1 ujεj，则

qX(u) = E

 d∑
j=1

ujYj

2 =

d∑
j=1

λju
2
j = 〈u, γ(u)〉.

故 γX = γ。

（ii）设 Y1, . . . , Yd 是 X 在基 (ε1, . . . , εd) 下的坐标。它们的协方差矩阵就是 γX 在该基下的矩
阵，因而为对角矩阵。由命题 1.2，Y1, . . . , Yd 相互独立。若 j ∈ {r + 1, . . . , d}，则 E[Y 2

j ] = 0，故
Yj = 0 几乎必然成立。

因为 X =
∑r

j=1 Yjεj 几乎必然成立，所以 suppPX 包含于 ε1, . . . , εr 张成的子空间。反过来，
若

O =

u =
r∑
j=1

αjεj : aj < αj < bj , 1 ≤ j ≤ r

 ,

则

P(X ∈ O) =
r∏
j=1

P(aj < Yj < bj) > 0.

4
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这足以说明 suppPX 恰为上述子空间。
若 r < d，由 ε1, . . . , εr 张成的子空间的 d 维 Lebesgue 测度为零，所以 PX 关于 Lebesgue 测

度是奇异的。现设 r = d，并令 Y = (Y1, . . . , Yd) ∈ Rd。向量等距同构

φ(y1, . . . , yd) =

d∑
j=1

yjεj

把 Y 映为 X。对任意非负 Borel 函数 g，写 y = (y1, . . . , yd)，则

E[g(X)] = E[g(φ(Y ))]

=
1

(2π)d/2

∫
Rd

g(φ(y)) exp

−1

2

d∑
j=1

y2j
λj

 dy1 · · · dyd√
λ1 · · ·λd

=
1

(2π)d/2
√

det γX

∫
Rd

g(φ(y)) exp
(
−1

2
〈φ(y), γ−1

X (φ(y))〉
)
dy1 · · · dyd

=
1

(2π)d/2
√

det γX

∫
E
g(x) exp

(
−1

2
〈x, γ−1

X (x)〉
)
dx.

最后一个等式使用了：E 上的 Lebesgue 测度按定义是 Rd 上 Lebesgue 测度在任一向量等距同构
下的像测度。第二个等式使用了 Y1, . . . , Yd 的独立性；第三个等式使用

〈φ(y), γ−1
X (φ(y))〉 =

〈
d∑
j=1

yjεj ,
d∑
j=1

yj
λj
εj

〉
=

d∑
j=1

y2j
λj
.

所需密度公式随即得到。 □

1.3 高斯过程与高斯空间

从现在起直到本章结束，我们只考虑中心高斯随机变量，并经常省略“中心”二字。

定义 1.4。（中心）高斯空间是 L2(Ω,F ,P) 的闭线性子空间，并且其中每个元素都是中心高
斯随机变量。

例如，若 X = (X1, . . . , Xd) 是 Rd 中的中心高斯向量，则 {X1, . . . , Xd} 张成的向量空间是高
斯空间。

定义 1.5。 设 (E, E) 是可测空间，T 是任意指标集。取值于 E、以 T 为指标集的 随机过程，
是取值于 E 的随机变量族 (Xt)t∈T。若未明确指定 (E, E)，则默认 E = R、E = B(R)。

本书始终以 B(F ) 表示拓扑空间 F 的 Borel σ-代数。大多数时候，指标集 T 将取为 R+ 或实
轴上的某个区间。

定义 1.6。若实值随机过程 (Xt)t∈T 的任意有限线性组合都是中心高斯随机变量，则称 (Xt)t∈T
为（中心）高斯过程。

命题 1.7。 若 (Xt)t∈T 是高斯过程，则由随机变量 Xt（t ∈ T）在 L2 中生成的闭线性子空间
是一个高斯空间，称为过程 X 生成的高斯空间。

5
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证明。由命题 1.1，中心高斯随机变量的 L2 极限仍是中心高斯随机变量。结论立即成立。 □
下面讨论高斯空间中的独立性。先给出一个记号。

定义 1.8。设 H 是定义在 (Ω,F ,P) 上的一族随机变量。由 H 生成的 σ-代数，记作 σ(H)，是
使 H 中所有随机变量都可测的最小 Ω 上的 σ-代数。若 C 是 Ω 的一族子集，也用 σ(C) 表示
包含 C 中所有集合的最小 σ-代数。

下一个定理表明，在高斯空间中，独立性在某种意义上等价于正交性。这是高斯分布非常特殊
的性质。

定理 1.9。设 H 是中心高斯空间，(Hi)i∈I 是 H 的一族线性子空间。则子空间 Hi（i ∈ I）在
L2 中两两正交，当且仅当 σ-代数 σ(Hi)（i ∈ I）相互独立。

注。各子空间 Hi 必须包含于同一个高斯空间 H，这一点至关重要。设 X ∼ N (0, 1)，另取与
X 独立的随机变量 ε，满足

P(ε = 1) = P(ε = −1) =
1

2
.

令 X1 = X、X2 = εX。二者都服从 N (0, 1)，而且

E[X1X2] = E[ε]E[X2] = 0.

然而 X1, X2 显然不独立，因为 |X1| = |X2|。在这个例子中，尽管两个坐标分别是高斯随机变
量，(X1, X2) 却不是 R2 中的高斯向量。

证明。先设 σ(Hi)（i ∈ I）相互独立。若 i 6= j、X ∈ Hi、Y ∈ Hj，则

E[XY ] = E[X]E[Y ] = 0,

所以各 Hi 两两正交。

反过来，设各 Hi 两两正交。根据无穷多个 σ-代数相互独立的定义，只需证明：若 i1, . . . , ip ∈ I

两两不同，则 σ(Hi1), . . . , σ(Hip) 相互独立。为此，只需验证：固定

ξ11 , . . . , ξ
1
n1

∈ Hi1 , . . . , ξp1 , . . . , ξ
p
np

∈ Hip ,

向量
(ξ11 , . . . , ξ

1
n1
), . . . , (ξp1 , . . . , ξ

p
np
)

相互独立。事实上，对每个 j，形如

{ξj1 ∈ A1, . . . , ξ
j
nj

∈ Anj}

的事件构成一个对有限交封闭、并生成 σ(Hij ) 的集合类；所需结论可由附录 A1 中的标准单调类
论证得到。

对每个 j ∈ {1, . . . , p}，在 L2 中由 ξj1, . . . , ξ
j
nj 张成的线性子空间内取一组标准正交基

(ηj1, . . . , η
j
mj )。向量

(η11, . . . , η
1
m1
, η21, . . . , η

2
m2
, . . . , ηp1 , . . . , η

p
mp

)

的协方差矩阵是单位矩阵：当 i 6= j 时，由 Hi ⊥ Hj 有 E[ηiℓη
j
r ] = 0。另一方面，这个向量的每个分量

都属于H，故它是高斯向量。由命题 1.2，其全部坐标相互独立。因此 (η11, . . . , η
1
m1

), . . . , (ηp1 , . . . , η
p
mp)

相互独立；等价地，前述由 ξ 组成的各向量相互独立。 □
下面把定理 1.9 应用于高斯框架下的条件期望。条件期望能够像下一个推论那样由正交投影

计算，同样是高斯情形所特有的性质。

6
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推论 1.10。设 H 是（中心）高斯空间，K 是 H 的闭线性子空间。记 pK 为 Hilbert 空间 L2

中到 K 上的正交投影，并设 X ∈ H。
(i) 有

E[X | σ(K)] = pK(X).

(ii) 令
σ2 = E

[
(X − pK(X))2

]
.

则对每个 Borel 集 A ⊂ R，条件概率 P(X ∈ A | σ(K)) 可写为

P(X ∈ A | σ(K))(ω) = Q(ω,A),

其中 Q(ω, ·) 是分布 N (pK(X)(ω), σ2)：

Q(ω,A) =
1

σ
√
2π

∫
A

exp
(
−(y − pK(X)(ω))2

2σ2

)
dy.

当 σ = 0 时，约定 Q(ω,A) = 1A(pK(X)(ω))。

注。
(a) 断言 (ii) 可以表述为：在已知 σ(K) 的条件下，X 的条件分布是 N (pK(X), σ2)。
(b) 对一般的 X ∈ L2，有

E[X | σ(K)] = pL2(Ω,σ(K),P)(X).

断言 (i) 说明，在高斯框架中，这个正交投影恰好等于到空间 K 上的正交投影；而 K 比
L2(Ω, σ(K),P) 小得多。

(c) 断言 (i) 也给出了线性回归原理。例如，若 (X1, X2, X3) 是 R3 中的中心高斯向量，则用
X1, X2 的任意函数在 L2 中逼近 X3 时，最佳逼近实际上具有线性形式 λ1X1+λ2X2。系
数 λ1, λ2 由下述条件确定：X3 − (λ1X1 + λ2X2) 与 X1, X2 张成的向量空间正交。

证明。（i）令 Y = X − pK(X)。则 Y ⊥ K，由定理 1.9，Y 与 σ(K) 独立。因此

E[X | σ(K)] = E[pK(X) | σ(K)] + E[Y | σ(K)]

= pK(X) + E[Y ] = pK(X).

（ii）对任意非负 Borel 函数 f : R → [0,∞]，

E[f(X) | σ(K)] = E[f(pK(X) + Y ) | σ(K)]

=

∫
R
f(pK(X) + y)PY (dy),

其中 PY 是 Y 的分布；因为 Y 是方差为 σ2 的中心高斯随机变量，故 PY = N (0, σ2)。第二个等式
还用到了下面的一般事实：若 Z 关于 σ-代数 G 可测，且 Y 与 G 独立，则对每个非负可测函数 g，

E[g(Y, Z) | G] =
∫
g(y, Z)PY (dy).

代入高斯密度便得到 (ii)。 □
设 (Xt)t∈T 是中心高斯过程。X 的协方差函数是

Γ : T × T −→ R, Γ(s, t) = Cov(Xs, Xt) = E[XsXt].

7
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它刻画过程 X 的全部有限维边缘分布。具体地，对 T 中任意两两不同的指标 t1, . . . , tp，向量
(Xt1 , . . . , Xtp) 是 Rp 中的中心高斯向量，其协方差矩阵为(

Γ(ti, tj)
)
1≤i,j≤p.

注。 可以用显然的方式定义非中心高斯过程。此时，全部有限维边缘分布由协方差函数和均
值函数

t 7−→ m(t) = E[Xt]

共同刻画。

反过来，给定 T × T 上的函数 Γ，可以问是否存在以 Γ 为协方差函数的高斯过程。必要条件
是 Γ 对称，即 Γ(s, t) = Γ(t, s)，并且 Γ 具有下述正定型性质：若 c : T → R 具有有限支集，则∑

(s,t)∈T×T

c(s)c(t)Γ(s, t) ≥ 0.

事实上，若 Γ 是过程 X 的协方差函数，则

∑
(s,t)∈T×T

c(s)c(t)Γ(s, t) = Var
(∑
s∈T

c(s)Xs

)
≥ 0.

当 T 有限时，定理 1.3 已经在上述条件下解决了 X 的存在性问题。

下一个定理解决一般情形下的存在性问题。它是 Kolmogorov扩张定理的直接推论；在 T = R+

的特殊情形，该扩张定理将在第 6 章以定理 6.3 给出。一般情形可参见 Neveu [64, 第 III 章] 或
Kallenberg [47, 第 VI 章]。本书后文不会用到下述结果，故略去证明。

定理 1.11。设 Γ 是 T × T 上的对称正定型函数。则可在适当的概率空间 (Ω,F ,P) 上构造一
个以 Γ 为协方差函数的中心高斯过程。

例。 取 T = R，并设 µ 是 R 上的有限对称测度，即 µ(−A) = µ(A)。对每个 s, t ∈ R，令

Γ(s, t) =

∫
R
eiξ(t−s) µ(dξ).

容易验证 Γ 具有所需性质。特别地，若 c 是 R 上具有有限支集的实函数，则

∑
(s,t)∈R×R

c(s)c(t)Γ(s, t) =

∫
R

∣∣∣∣∣∑
s∈R

c(s)eiξs

∣∣∣∣∣
2

µ(dξ) ≥ 0.

这里 Γ(s, t) 只依赖于差 t− s。因此，任意以 Γ 为协方差函数的中心高斯过程 (Xt)t∈R 都是严
格平稳的，即对任意 t1, . . . , tn, t ∈ R，

(Xt1+t, Xt2+t, . . . , Xtn+t)
d
= (Xt1 , Xt2 , . . . , Xtn).

反过来，任意以 R 为指标集的平稳高斯过程，其协方差都具有上述形式；这是 Bochner 定理，本
书不使用它。测度 µ 称为过程 X 的谱测度。

8



布朗运动、鞅与随机微积分｜中文讲义 第一章 高斯随机变量与高斯过程

1.4 高斯白噪声

定义 1.12。设 (E, E) 是可测空间，µ 是其上的 σ-有限测度。强度为 µ 的 高斯白噪声，是从
L2(E, E , µ) 到某个中心高斯空间的线性等距映射 G。

因此，对每个 f ∈ L2(E, E , µ)，G(f) 是中心高斯随机变量，且

E[G(f)2] = ‖G(f)‖2L2(Ω,F ,P) = ‖f‖2L2(E,E,µ) =

∫
E
f2 dµ.

若 f, g ∈ L2(E, E , µ)，则

E[G(f)G(g)] = 〈f, g〉L2(E,E,µ) =

∫
E
fg dµ.

特别地，若 f = 1A 且 µ(A) <∞，则 G(1A) ∼ N (0, µ(A))。为简化记号，以下写

G(A) = G(1A).

设 A1, . . . , An ∈ E 两两不交，且每个 µ(Aj) <∞。向量

(G(A1), . . . , G(An))

是 Rn 中的高斯向量；当 i 6= j 时，

E[G(Ai)G(Aj)] = 〈1Ai , 1Aj 〉L2(E,E,µ) = 0,

故其协方差矩阵为对角矩阵。由命题 1.2，随机变量 G(A1), . . . , G(An) 相互独立。

设 A ∈ E、µ(A) <∞，并且 A 是可数个可测集 A1, A2, . . . 的不交并。由于

1A =
∞∑
j=1

1Aj

在 L2(E, E , µ) 中收敛，等距性质给出

G(A) =

∞∑
j=1

G(Aj),

其中级数在 L2(Ω,F ,P) 中收敛。由于 G(Aj) 相互独立，离散鞅收敛定理还容易推出该级数几乎必
然收敛。

因此，映射 A 7→ G(A) 的性质很像一个依赖参数 ω ∈ Ω 的测度。然而可以证明，固定 ω 后，
映射 A 7→ G(A)(ω) 一般并不定义测度。后文还会回到这一点。

命题 1.13。设 (E, E) 是可测空间，µ 是其上的 σ-有限测度。则可在适当的概率空间 (Ω,F ,P)
上构造一个强度为 µ 的高斯白噪声。

证明。使用基本的 Hilbert 空间理论。设 (fi)i∈I 是 Hilbert 空间 L2(E, E , µ) 中的完备标准正
交系。对每个 f ∈ L2(E, E , µ)，有

f =
∑
i∈I

αifi, αi = 〈f, fi〉,
∑
i∈I

α2
i = ‖f‖22 <∞.

9
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在适当的概率空间上构造一族以同一集合 I 为指标、相互独立且服从 N (0, 1) 的随机变量 (Xi)i∈I
（其存在性可参见 [64, 第 III 章]；后文只需 I 可数的情形，此时可仅利用 [0, 1] 上 Lebesgue 测度
的存在性作初等构造），并令

G(f) =
∑
i∈I

αiXi.

因为 (Xi)i∈I 在 L2 中构成标准正交系，级数在 L2 中收敛。显然，G 的值落在由 Xi（i ∈ I）生成
的高斯空间中；并且 G 把标准正交基 (fi)i∈I 映成标准正交系，所以 G 是等距映射。 □
也可以由定理 1.11 推出命题 1.13：取

T = L2(E, E , µ), Γ(f, g) = 〈f, g〉L2(E,E,µ),

便得到高斯过程 (Xf )f∈L2(E,E,µ)，再令 G(f) = Xf 即可。

注。后文只考虑 L2(E, E , µ) 可分的情形。例如，当 (E, E) = (R+,B(R+))、µ 为 Lebesgue 测
度时，构造 G 只需一列相互独立的 N (0, 1) 随机变量 (ξn)n≥0，以及 L2(R+,B(R+), dt) 的一
组标准正交基 (φn)n≥0：

G(f) =
∑
n≥0

〈f, φn〉ξn.

当 E = [0, 1] 时，一组显式的 (φn) 可见练习 1.18。

最后一个命题说明：把集合 A 划分得越来越细时，可以由白噪声在各小块上的取值恢复强度
µ(A)。

命题 1.14。 设 G 是 (E, E) 上强度为 µ 的高斯白噪声，且 A ∈ E、µ(A) < ∞。假设存在 A

的一列有限分割
A = An1 ∪̇ · · · ∪̇Ankn ,

其“网格”趋于 0，即
lim
n→∞

sup
1≤j≤kn

µ(Anj ) = 0.

则

lim
n→∞

kn∑
j=1

G(Anj )
2 = µ(A)

在 L2 中成立。

证明。固定 n。随机变量 G(An1 ), . . . , G(Ankn) 相互独立，并且 E[G(Anj )2] = µ(Anj )。因此

E

 kn∑
j=1

G(Anj )
2 − µ(A)

2 =

kn∑
j=1

Var
(
G(Anj )

2
)

= 2

kn∑
j=1

µ(Anj )
2.

这里用到了：若 X ∼ N (0, σ2)，则

Var(X2) = E[X4]− σ4 = 3σ4 − σ4 = 2σ4.

另一方面，
kn∑
j=1

µ(Anj )
2 ≤

(
sup

1≤j≤kn
µ(Anj )

)
µ(A),

10
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由假设，右端随 n→ ∞ 趋于 0。 □

练习

练习 1.15。 设 (Xt)t∈[0,1] 是中心高斯过程，并假设映射

(t, ω) 7−→ Xt(ω)

从 [0, 1]× Ω 到 R 可测。记 K 为 X 的协方差函数。
1. 证明：映射 t 7→ Xt 从 [0, 1] 到 L2(Ω) 连续，当且仅当 K 在 [0, 1]2 上连续。以下均假设
这个条件成立。

2. 设 h : [0, 1] → R 可测，且 ∫ 1

0
|h(t)|

√
K(t, t) dt <∞.

证明：对几乎所有 ω，积分
∫ 1
0 h(t)Xt(ω) dt 绝对收敛。记

Z =

∫ 1

0
h(t)Xt dt.

3. 进一步假设
∫ 1
0 |h(t)| dt <∞。证明：当 n→ ∞ 时，Z 是下列随机变量的 L2 极限：

Zn =
n∑
i=1

Xi/n

∫ i/n

(i−1)/n
h(t) dt.

由此推出 Z 是高斯随机变量。
4. 假设 K 二阶连续可微。证明：对每个 t ∈ [0, 1]，极限

Ẋt := lim
s→t

Xs −Xt

s− t

在 L2(Ω) 中存在。验证 (Ẋt)t∈[0,1] 是中心高斯过程，并计算其协方差函数。

解答 1.15。
1. 对任意 s, t ∈ [0, 1]，

‖Xt −Xs‖22 = K(t, t) +K(s, s)− 2K(t, s).

因而 K 连续立即推出 t 7→ Xt 在 L2 中连续。反过来，若 t 7→ Xt 在 L2 中连续，则由
Cauchy–Schwarz 不等式，

|K(u′, v′)−K(u, v)| ≤ ‖Xu′ −Xu‖2 ‖Xv′‖2 + ‖Xu‖2 ‖Xv′ −Xv‖2.

当 (u′, v′) → (u, v) 时右端趋于零，所以 K 连续。
2. 由 Tonelli 定理和 ‖Xt‖1 ≤ ‖Xt‖2 =

√
K(t, t)，

E
[∫ 1

0
|h(t)Xt| dt

]
=

∫ 1

0
|h(t)|E|Xt| dt ≤

∫ 1

0
|h(t)|

√
K(t, t) dt <∞.

故该积分几乎必然绝对收敛。

11
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3. 令

X
(n)
t =

n∑
i=1

Xi/n1[(i−1)/n,i/n)(t).

则 Zn =
∫ 1
0 h(t)X

(n)
t dt，并且 Minkowski 不等式给出

‖Z − Zn‖2 ≤
∫ 1

0
|h(t)| ‖Xt −X

(n)
t ‖2 dt.

对每个 t < 1，被积函数中的范数趋于零；又因 K 在紧集上有界，它被
2 supr∈[0,1]

√
K(r, r) |h(t)| 控制。支配收敛定理于是说明 Zn → Z 于 L2。每个 Zn 都

是中心高斯随机变量，而中心高斯随机变量族在 L2 极限下封闭，故 Z 也是中心高斯随
机变量。

4. 记 DhXt = (Xt+h −Xt)/h（端点处只取允许的单侧 h）。对 h, k → 0，

E[DhXtDkXt] =
K(t+ h, t+ k)−K(t+ h, t)−K(t, t+ k) +K(t, t)

hk
−→ ∂1∂2K(t, t).

同一极限也适用于 E[(DhXt)
2] 和 E[(DkXt)

2]，所以 ‖DhXt − DkXt‖2 → 0。完备性给
出 L2 极限 Ẋt。差商是中心高斯变量，有限线性组合取 L2 极限后仍为中心高斯变量，故
(Ẋt) 是中心高斯过程。再对两个时刻分别取差商，得到其协方差

E[ẊtẊs] = ∂1∂2K(t, s).

□

练习 1.16（Kalman 滤波）。 设 (εn)n≥0 和 (ηn)n≥0 是两个相互独立的随机变量序列，每个
序列内部的随机变量也相互独立，并且对每个 n，

εn ∼ N (0, σ2), ηn ∼ N (0, δ2),

其中 σ > 0、δ > 0。再定义两个序列 (Xn)n≥0、(Yn)n≥0：

X0 = 0, Xn+1 = anXn + εn+1, Yn = cXn + ηn,

其中 c 和各 an 都是正常数。令

X̂n/n = E[Xn | Y0, Y1, . . . , Yn], X̂n+1/n = E[Xn+1 | Y0, Y1, . . . , Yn].

本练习的目标是找出递推计算这些条件期望的公式。
1. 验证：对每个 n ≥ 0，

X̂n+1/n = anX̂n/n.

2. 证明：对每个 n ≥ 1，

X̂n/n = X̂n/n−1 +
E[XnZn]

E[Z2
n]

Zn, Zn := Yn − cX̂n/n−1.

3. 令
Pn := E

[
(Xn − X̂n/n−1)

2
]
.

用 Pn 表示 E[XnZn] 和 E[Z2
n]，并推出：对每个 n ≥ 1，

X̂n+1/n = an

(
X̂n/n−1 +

cPn
c2Pn + δ2

Zn

)
.

12
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4. 验证 P1 = σ2，并证明对每个 n ≥ 1，

Pn+1 = σ2 + a2n
δ2Pn

c2Pn + δ2
.

解答 1.16。 记 Yn = σ(Y0, . . . , Yn)。
1. εn+1 与 Yn 独立且均值为零，因此

X̂n+1/n = E[anXn + εn+1 | Yn] = anX̂n/n.

2. 在高斯 Hilbert 空间中，给定有限个中心高斯变量的条件期望就是到其线性张成空间上
的正交投影。由

Zn = Yn − E[Yn | Yn−1]

可知 Zn ⊥ L2(Yn−1)，而 span(Y0, . . . , Yn) 是 span(Y0, . . . , Yn−1) 与 span(Zn) 的正交和。
因此

X̂n/n = X̂n/n−1 +
E[XnZn]

E[Z2
n]

Zn.

3. 因为 Zn = c(Xn − X̂n/n−1) + ηn，且 ηn 与前面的变量独立，

E[Z2
n] = c2Pn + δ2.

此外，投影误差 Xn − X̂n/n−1 与 X̂n/n−1 正交，故

E[XnZn] = cE[Xn(Xn − X̂n/n−1)] = cPn.

代入第 2 问并使用第 1 问即得

X̂n+1/n = an

(
X̂n/n−1 +

cPn
c2Pn + δ2

Zn

)
.

4. X1 = ε1 与 Y0 = η0 独立，所以 P1 = σ2。又 εn+1 与 Xn − X̂n/n 独立，因而

Pn+1 = σ2 + a2nE[(Xn − X̂n/n)
2].

第 2、3 问给出

E[(Xn − X̂n/n)
2] = Pn −

E[XnZn]
2

E[Z2
n]

= Pn −
c2P 2

n

c2Pn + δ2
=

δ2Pn
c2Pn + δ2

.

这就得到所需递推式。
□

练习 1.17。 设 H 是中心高斯空间，H1,H2 是 H 的线性子空间，K 是 H 的闭线性子空间。
记 pK 为到 K 上的正交投影。证明：条件

∀X1 ∈ H1, ∀X2 ∈ H2, E[X1X2] = E[pK(X1)pK(X2)]

蕴含 σ(H1) 和 σ(H2) 在给定 σ(K) 的条件下相互独立。这里的条件独立指：对任意非负的

13
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σ(H1)-可测随机变量 U1 和任意非负的 σ(H2)-可测随机变量 U2，都有

E[U1U2 | σ(K)] = E[U1 | σ(K)]E[U2 | σ(K)].

提示。 使用附录 A1 中的单调类论证，只需考虑 U1（分别地，U2）是某个事件的示性函数，
而该事件仅依赖于 H1（分别地，H2）中的有限多个随机变量。

解答 1.17。对任意 X ∈ H，高斯投影性质给出 E[X | σ(K)] = pKX，并且残差 X − pKX 与
σ(K) 独立。
先分别从 H1,H2 中取有限族 (X1

i )1≤i≤m 和 (X2
j )1≤j≤n，令 Y r

i = Xr
i − pKX

r
i。投影恒等式与

题设条件给出
E[Y 1

i Y
2
j ] = E[X1

i X
2
j ]− E[pKX1

i pKX
2
j ] = 0.

联合向量 (Y 1, Y 2) 是中心高斯向量，两个分块之间协方差为零，故 Y 1 与 Y 2 相互独立；二
者还都与 σ(K) 独立。条件于 σ(K) 后，

Xr
i = pKX

r
i + Y r

i ,

其中第一项已经确定，而两个残差分块仍相互独立。因此，对任意有界 Borel 函数 f, g，

E
[
f(X1

1 , . . . , X
1
m)g(X

2
1 , . . . , X

2
n) | σ(K)

]
= E[f(X1

1 , . . . , X
1
m) | σ(K)]E[g(X2

1 , . . . , X
2
n) | σ(K)].

最后用附录 A1 的单调类论证，从有限维柱事件推广到 σ(H1) 与 σ(H2) 中的所有事件，再由
简单函数与单调收敛推广到题述非负随机变量。 □

练习 1.18（Lévy 的布朗运动构造）。 对每个 t ∈ [0, 1]，令 h0(t) = 1。再对每个整数 n ≥ 0

以及 k ∈ {0, 1, . . . , 2n − 1}，令

hnk(t) = 2n/21[(2k)2−n−1, (2k+1)2−n−1)(t)

− 2n/21[(2k+1)2−n−1, (2k+2)2−n−1)(t).

1. 验证函数
h0, (hnk)n≥0, 0≤k≤2n−1

构成 L2([0, 1],B([0, 1]), dt) 的一组标准正交基。a

提示。 固定 n ≥ 0。若函数 f : [0, 1) → R 在每个区间

[(j − 1)2−n, j2−n), 1 ≤ j ≤ 2n,

上为常数，则 f 是
h0, (hmk )0≤m<n, 0≤k≤2m−1

的线性组合。
2. 设

N0, (Nn
k )n≥0, 0≤k≤2n−1

是相互独立的 N (0, 1) 随机变量。说明存在唯一的 [0, 1] 上、强度为 dt 的高斯白噪声 G，
满足

G(h0) = N0, G(hnk) = Nn
k

对每个 n ≥ 0、0 ≤ k ≤ 2n − 1 都成立。
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3. 对每个 t ∈ [0, 1]，令 Bt = G([0, t])。验证

Bt = tN0 +

∞∑
n=0

(
2n−1∑
k=0

gnk (t)N
n
k

)
,

其中级数在 L2 中收敛，且

gnk (t) =

∫ t

0
hnk(s) ds.

函数 gnk 连续。对每个固定的 n ≥ 0，函数 gnk（0 ≤ k ≤ 2n − 1）的支集两两不交，并且
都不超过 2−n/2。

4. 对每个整数 m ≥ 0 和每个 t ∈ [0, 1]，令

B
(m)
t = tN0 +

m−1∑
n=0

(
2n−1∑
k=0

gnk (t)N
n
k

)
.

t

1/4 1/2 3/4 1

B
(0)
t

B
(1)
t

B
(2)
t

B
(3)
t

图 1.1 　练习 1.18 中 m = 0, 1, 2, 3 时 B
(m)
t 的构造示意。为便于观察，m 越大，曲线越细；虚

线段的长度由 N0 以及 m = 0, 1, 2 时的 Nm
k 决定。

验证：当 m→ ∞ 时，连续函数 t 7→ B
(m)
t (ω) 对几乎所有 ω 都在 [0, 1] 上一致收敛。

提示。 若 N ∼ N (0, 1)，先证明对 a ≥ 1，

P(|N | ≥ a) ≤ e−a
2/2,

再用这个估计控制事件 {
sup

0≤k≤2n−1
|Nn

k | > 2n/4

}
的概率。

5. 推出：对每个 t ∈ [0, 1]，可以选取一个与 Bt 几乎必然相等的随机变量 B′
t，并使映射

t 7→ B′
t(ω) 对每个 ω ∈ Ω 都连续。b

a校订注：原书在本小问及下一小问的指标中写成 n ≥ 1，但 hn
k 已从 n = 0 开始定义，后文级数也从 n = 0 求

和；若漏掉 h0
0，该函数族并不完备。因此这里统一改为 n ≥ 0。

b校订注：原书此处写“对每个 t ≥ 0”，但本练习只在 [0, 1] 上定义了白噪声 G 和变量 Bt = G([0, t])。按本练
习已经建立的范围，结论应为 t ∈ [0, 1]；向 R+ 的扩张可逐个单位区间另行完成。

解答 1.18。
1. 由支集和取值直接计算可知，h0 与所有 hnk 的范数均为 1，不同函数两两正交。

15



布朗运动、鞅与随机微积分｜中文讲义 第一章 高斯随机变量与高斯过程

令 Sm 为在每个二进区间 [j2−m, (j + 1)2−m) 上为常数的函数空间。对 f =∑2m−1
j=0 cj1[j2−m,(j+1)2−m) ∈ Sm，取

αk = 2−(m+1)/2(c2k − c2k+1), 0 ≤ k < 2m−1,

则 f −
∑

k αkh
m−1
k ∈ Sm−1。向下归纳得 Sm ⊂ span{h0, hnk : n < m}。二进阶梯函数在

L2[0, 1] 中稠密，故该正交系完备。
2. 先在有限线性组合上定义

G

c0h0 +∑
n,k

cnkh
n
k

 = c0N0 +
∑
n,k

cnkN
n
k .

独立标准高斯变量的等距性质给出 E[G(f)G(g)] = 〈f, g〉L2。由稠密性唯一连续延拓到
L2[0, 1]，所得映射正是所需高斯白噪声；唯一性也由基上的取值确定。

3. 将 1[0,t] 按 Haar 基展开并应用 G，得到

Bt = tN0 +
∞∑
n=0

2n−1∑
k=0

gnk (t)N
n
k , gnk (t) = 〈1[0,t], hnk〉.

Parseval 等式保证 L2(Ω) 收敛。由 hnk 的定义，g
n
k 是三角形状的连续函数，支集包含于

[k2−n, (k + 1)2−n]；固定 n 时这些支集除端点外不相交，且 0 ≤ gnk ≤ 2−n/2−1 ≤ 2−n/2。
4. 若 N ∼ N (0, 1)，则对 a ≥ 1，P(|N | ≥ a) ≤ e−a

2/2。于是∑
n≥0

P
(

max
k<2n

|Nn
k | > 2n/4

)
≤
∑
n≥0

2ne−2n/2−1
<∞.

Borel–Cantelli 引理说明，几乎必然地，从某个 n 起 maxk |Nn
k | ≤ 2n/4。因同一层的 gnk

支集不交，

sup
t∈[0,1]

∣∣∣∣∣∑
k<2n

gnk (t)N
n
k

∣∣∣∣∣ ≤ 2−n/2 max
k<2n

|Nn
k | ≤ 2−n/4.

右端可求和，Weierstrass 判别法即给出部分和的一致收敛。
5. 在上述概率为 1 的事件上，以一致极限定义 B′

t；在其补集上令 B′
t = 0。则每条 t 7→ B′

t

路径连续。另一方面，第 3 问的部分和在每个固定 t 处于 L2 收敛到 Bt = G(1[0,t])，故
一致极限与 Bt 几乎必然相等。

□

注记与评述

本章内容是标准理论。关于高斯过程的更多资料，可参见 Adler [1] 和 Lifshits [55]。Marcus
与 Rosen 的较新著作 [56] 发展了高斯过程已知结果在马尔可夫过程及其局部时理论中的一些精彩
应用。练习 1.16 讨论著名 Kalman 滤波器的一个简单特例；Kalman 滤波在工程技术中有大量应
用。练习 1.18 中构造的详细讨论可参见 [49] 或 [62]。
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第二章 布朗运动

本章构造布朗运动并研究它的一些性质。我们先引入“预布朗运动”（这不是标准术语）：利用
强度为 Lebesgue 测度的 R+ 上高斯白噪声，很容易定义它。从预布朗运动过渡到布朗运动，还需
要样本路径连续这一附加性质；这里将用经典的 Kolmogorov 引理推出该性质。本章后半部分讨论
布朗样本路径的若干性质，证明强马尔可夫性质，并把经典的反射原理作为应用。

2.1 预布朗运动

本章始终在概率空间 (Ω,F ,P) 上讨论。随机过程通常（但并非总是）以 T = R+ 为指标集并
取实值。

定义 2.1。 设 G 是 R+ 上强度为 Lebesgue 测度的高斯白噪声。由

Bt = G(1[0,t]) = G([0, t]), t ∈ R+,

定义的随机过程 (Bt)t≥0 称为预布朗运动。

命题 2.2。 预布朗运动是中心高斯过程，其协方差函数为

K(s, t) = min{s, t} = s ∧ t.

证明。由高斯白噪声的定义，各 Bt 属于同一个高斯空间，所以 (Bt)t≥0 是高斯过程。而且对
每个 s, t ≥ 0，

E[BsBt] = E[G([0, s])G([0, t])]

=

∫ ∞

0
1[0,s](r)1[0,t](r) dr = s ∧ t.

□
下一个命题给出预布朗运动的几种等价刻画。

命题 2.3。 设 (Xt)t≥0 是实值随机过程。下列性质等价：
(i) (Xt)t≥0 是预布朗运动；
(ii) (Xt)t≥0 是协方差函数为 K(s, t) = s ∧ t 的中心高斯过程；
(iii) X0 = 0 几乎必然成立，并且对每个 0 ≤ s < t，随机变量 Xt −Xs 与 σ(Xr : r ≤ s) 独立，

且服从 N (0, t− s)；
(iv) X0 = 0 几乎必然成立，并且对任意 0 = t0 < t1 < · · · < tp，增量

Xti −Xti−1 , 1 ≤ i ≤ p,

相互独立；对每个 1 ≤ i ≤ p，该增量服从 N (0, ti − ti−1)。

证明。（i）⇒（ii）就是命题 2.2。下面证明（ii）⇒（iii）。假设 (Xt)t≥0 是协方差函数为 s∧ t
的中心高斯过程，并令 H 为它生成的高斯空间。因为 X0 ∼ N (0, 0)，所以 X0 = 0 几乎必然成立。
固定 s > 0，记 Hs 为 (Xr)0≤r≤s 张成的向量空间，H̃s 为 (Xs+u − Xs)u≥0 张成的向量空间。若
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r ∈ [0, s]、u ≥ 0，则

E[Xr(Xs+u −Xs)] = r ∧ (s+ u)− r ∧ s = r − r = 0.

故 Hs ⊥ H̃s。二者都是 H 的子空间，由定理 1.9，σ(Hs) 与 σ(H̃s) 独立。特别地，对固定的 t > s，
Xt −Xs 与

σ(Hs) = σ(Xr : r ≤ s)

独立。再由协方差函数的形式立即得到 Xt −Xs ∼ N (0, t− s)。

（iii）⇒（iv）很直接。先取 s = tp−1、t = tp，可知 Xtp −Xtp−1 与 (Xt1 , . . . , Xtp−1) 独立；随
后对 Xtp−1 −Xtp−2 等逐次使用同一论证，便得到所有增量相互独立。

最后证明（iv）⇒（i）。性质（iv）容易推出 X 是中心高斯过程。若 f 是 R+ 上的阶梯函数，
并可写成

f =

p∑
i=1

λi1(ti−1,ti], 0 = t0 < t1 < · · · < tp,

则定义

G(f) =

p∑
i=1

λi(Xti −Xti−1).

这个定义只依赖于 f，与所选表示无关。对两个阶梯函数 f, g，细分区间后可使用同一分割，由性
质（iv）直接计算得

E[G(f)G(g)] =
∫
R+

f(t)g(t) dt.

所以 G 是从 R+ 上阶梯函数空间到 X 生成的高斯空间 H 的等距映射。阶梯函数在

L2(R+,B(R+), dt)

中稠密，因而 G 唯一延拓为该 L2 空间到 H 的等距映射。最后，按构造

G([0, t]) = Xt −X0 = Xt.

故 X 是预布朗运动。 □

注。若把 (iii) 中“Xt −Xs 服从 N (0, t− s)”改为“Xt −Xs 的分布只依赖于 t− s”，就得到
平稳（或齐次）独立增量性质。预布朗运动因而是平稳独立增量过程的一个特例；再加适当的
正则性假设，这类过程也称为 Lévy 过程，见第 6.5.2 节。

推论 2.4。 设 (Bt)t≥0 是预布朗运动。对任意 0 = t0 < t1 < · · · < tn，向量 (Bt1 , . . . , Btn) 的
分布具有密度

p(x1, . . . , xn) =
1

(2π)n/2
√
t1(t2 − t1) · · · (tn − tn−1)

× exp
(
−

n∑
i=1

(xi − xi−1)
2

2(ti − ti−1)

)
,

其中约定 x0 = 0。

证明。随机变量
Bt1 , Bt2 −Bt1 , . . . , Btn −Btn−1

相互独立，其分布依次为

N (0, t1), N (0, t2 − t1), . . . ,N (0, tn − tn−1).
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因此向量 (Bt1 , Bt2 −Bt1 , . . . , Btn −Btn−1) 的密度为

q(y1, . . . , yn) =
1

(2π)n/2
√
t1(t2 − t1) · · · (tn − tn−1)

× exp
(
−

n∑
i=1

y2i
2(ti − ti−1)

)
.

作变量替换 xi = y1 + · · ·+ yi（1 ≤ i ≤ n）即得结论。也可以直接使用定理 1.3 (ii)。 □

注。 推论 2.4 与 B0 = 0 共同确定预布朗运动的全部有限维边缘分布。命题 2.3 (iv) 还说明：
凡是与预布朗运动具有相同有限维边缘分布的过程，本身也必为预布朗运动。

命题 2.5。 设 B 是预布朗运动。则：
(i) −B 也是预布朗运动（对称性）；
(ii) 对每个 λ > 0，过程

Bλ
t =

1

λ
Bλ2t, t ≥ 0,

也是预布朗运动（尺度不变性）；
(iii) 对每个 s ≥ 0，过程

B
(s)
t = Bs+t −Bs, t ≥ 0,

是预布朗运动，并且与 σ(Br : r ≤ s) 独立（简单马尔可夫性质）。

证明。（i）、（ii）都很容易。证明（iii）。沿用命题 2.3 证明中的记号，由 B(s) 生成的 σ-代数
为 σ(H̃s)，它与 σ(Hs) = σ(Br : r ≤ s) 独立。要验证 B(s) 是预布朗运动，只需验证命题 2.3 (iv)，
而这由

B
(s)
ti

−B
(s)
ti−1

= Bs+ti −Bs+ti−1

立即得到。 □
设 B 是预布朗运动，G 是与之相联系的高斯白噪声。注意 G 由 B 唯一确定：当 f 是阶梯函

数时，G(f) 可用 B 显式表示；对一般 f，再用稠密性延拓。对 f ∈ L2(R+,B(R+), dt)，常写

G(f) =

∫ ∞

0
f(s) dBs,

并类似地写成

G(f1[0,t]) =

∫ t

0
f(s) dBs, G(f1(s,t]) =

∫ t

s
f(r) dBr.

这种记号是合理的，因为当 u < v 时，∫ v

u
dBs = G((u, v]) = G([0, v])−G([0, u]) = Bv −Bu.

映射

f 7−→
∫ ∞

0
f(s) dBs

（也就是高斯白噪声 G）称为关于 B 的 Wiener 积分。并且∫ ∞

0
f(s) dBs ∼ N

(
0,

∫ ∞

0
f(s)2 ds

)
.

高斯白噪声并不是一个依赖 ω 的“真正测度”，所以
∫∞
0 f(s) dBs 也不是一个依赖 ω 的通常

积分。本书后文很大一部分内容，将用于把
∫∞
0 f(s) dBs 的定义推广到允许依赖 ω 的函数 f。
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2.2 样本路径的连续性

先给出一般定义。设 E 是配备 Borel σ-代数的度量空间。

定义 2.6。 设 (Xt)t∈T 是取值于 E 的随机过程。固定 ω ∈ Ω 后得到的映射

T 3 t 7−→ Xt(ω) ∈ E

称为 X 的样本路径。因此，X 的样本路径是一族由 ω ∈ Ω 标记的从 T 到 E 的映射。

设 B = (Bt)t≥0 是预布朗运动。到目前为止，我们对 B 的样本路径还一无所知，甚至不能断
言这些路径是可测函数。本节将证明：只需对 B 作“轻微”修改，就能保证样本路径连续。

定义 2.7。 设 (Xt)t∈T 与 (X̃t)t∈T 具有相同的指标集 T，并且都取值于同一度量空间 E。若

∀t ∈ T, P(X̃t = Xt) = 1,

则称 X̃ 是 X 的一个修正。

修正 X̃ 与 X 具有相同的有限维边缘分布。因此，若 X 是预布朗运动，则 X̃ 也是预布朗运
动；但二者的样本路径性质可能大不相同。例如，当 T = R+、E = R 时，很容易构造这样的例子：
X̃ 的所有样本路径都连续，而 X 的所有样本路径都不连续。

定义 2.8。 若存在零测集 N ⊂ Ω，使

∀ω ∈ Ω \N, ∀t ∈ T, X̃t(ω) = Xt(ω),

则称过程 X̃ 与 X 不可区分。

换言之，不可区分性可以形式化地写成

P(∀t ∈ T,Xt = X̃t) = 1.

不过这个写法略不严谨，因为集合 {∀t ∈ T,Xt = X̃t} 未必可测。

若 X̃ 与 X 不可区分，则 X̃ 必为 X 的修正；反之不一定成立。不可区分性强得多：不可区分
的两个过程几乎必然具有完全相同的样本路径。以后总把不可区分的过程视为同一过程；诸如“存
在唯一过程使⋯⋯”的断言，即使未明说，也总按“在不可区分意义下唯一”理解。

下面的观察十分重要。设 T = I 是 R 的一个区间。若 X 与 X̃ 的样本路径都连续（允许在一
个零测集上例外），则 X̃ 是 X 的修正，当且仅当二者不可区分。事实上，若 X̃ 是修正，则排除
可数个零测集后，几乎必然对每个 t ∈ I ∩Q 都有 Xt = X̃t；再由连续性，该等式对每个 t ∈ I 成
立。只假设样本路径右连续或左连续时，结论仍成立。

定理 2.9（Kolmogorov 引理）。 设 X = (Xt)t∈I 是以 R 中有界区间 I 为指标集、取值于完
备度量空间 (E, d) 的随机过程。假设存在三个实数 q, ε, C > 0，使对每个 s, t ∈ I，

E[d(Xs, Xt)
q] ≤ C|t− s|1+ε.

则 X 有一个修正 X̃，其样本路径对每个 α ∈ (0, ε/q) 都是 α-Hölder 连续的。也就是说，对每
个 ω ∈ Ω 和每个 α ∈ (0, ε/q)，存在有限常数 Cα(ω)，使对所有 s, t ∈ I，

d(X̃s(ω), X̃t(ω)) ≤ Cα(ω)|t− s|α.
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特别地，X̃ 的样本路径连续；由前面的观察，这种连续修正在不可区分意义下唯一。

注。
(i) 若 I 无界，例如 I = R+，仍可依次在 [0, 1], [1, 2], [2, 3], . . . 上应用定理 2.9，得到一个样
本路径局部 α-Hölder 连续的修正，其中每个 α ∈ (0, ε/q) 都允许。

(ii) 只需对每个固定的 α ∈ (0, ε/q) 证明存在一个样本路径 α-Hölder 连续的修正。事实上，
可取一列 αk ↑ ε/q 并逐个应用该结论；由定理前的观察，所得各修正两两不可区分。

证明。为简化表述，取 I = [0, 1]；对任意有界区间（无论是否闭）证明完全相同。固定 α ∈
(0, ε/q)。由定理假设和马尔可夫不等式，对 a > 0、s, t ∈ I，

P(d(Xs, Xt) ≥ a) ≤ a−qE[d(Xs, Xt)
q] ≤ Ca−q|t− s|1+ε.

取
s = (i− 1)2−n, t = i2−n, a = 2−nα,

其中 i ∈ {1, . . . , 2n}，得到

P
(
d(X(i−1)2−n , Xi2−n) ≥ 2−nα

)
≤ C2nqα2−(1+ε)n.

对 i 求和，

P

(
2n⋃
i=1

{d(X(i−1)2−n , Xi2−n) ≥ 2−nα}

)
≤ 2nC2nqα−(1+ε)n = C2−n(ε−qα).

因为 ε− qα > 0，上式对 n 的级数收敛。由 Borel–Cantelli 引理，以概率 1 存在有限整数 n0(ω)，
使

∀n ≥ n0(ω), ∀i ∈ {1, . . . , 2n}, d(X(i−1)2−n , Xi2−n) ≤ 2−nα.

因此随机常数

Kα(ω) = sup
n≥1

(
sup

1≤i≤2n

d(X(i−1)2−n , Xi2−n)

2−nα

)
几乎必然有限：当 n ≥ n0(ω) 时，内层上确界不超过 1；而此前只有有限项。

下面使用一个初等分析引理，证明放在定理 2.9 的证明之后。记

D = {i2−n : n ≥ 1, 0 ≤ i ≤ 2n − 1} ⊂ [0, 1).

引理 2.10。 设 f : D → (E, d)。假设存在 α > 0、K < ∞，使对每个整数 n ≥ 1 和每个
i ∈ {1, 2, . . . , 2n − 1}，

d
(
f((i− 1)2−n), f(i2−n)

)
≤ K2−nα.

则对每个 s, t ∈ D，

d(f(s), f(t)) ≤ 2K

1− 2−α
|t− s|α.

由引理和 Kα(ω) 的定义，在概率为 1 的事件 {Kα(ω) <∞} 上，对每个 s, t ∈ D 都有

d(Xs, Xt) ≤ Cα(ω)|t− s|α, Cα(ω) =
2Kα(ω)

1− 2−α
.
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所以映射 t 7→ Xt(ω) 在 D 上 Hölder 连续，特别地一致连续。因为 (E, d) 完备，它唯一连续延拓
到 [0, 1]，而且延拓仍是 α-Hölder 连续的。任取固定点 x0 ∈ E，定义

X̃t(ω) =


lim
s→t
s∈D

Xs(ω), Kα(ω) <∞,

x0, Kα(ω) = ∞.

显然，X̃t 是随机变量；并且 X̃ 的样本路径在 [0, 1] 上 α-Hölder 连续。
还需验证 X̃ 是 X 的修正。固定 t ∈ [0, 1]。定理假设给出

Xs −→ Xt 依概率, s→ t.

而按定义，当 s→ t、s ∈ D 时，Xs 几乎必然收敛于 X̃t。依概率极限的唯一性说明 Xt = X̃t 几乎
必然成立。 □
证明。（引理 2.10）。 固定 s, t ∈ D、s < t。设 p ≥ 1 是满足 2−p ≤ t− s 的最小整数，并设

k ≥ 0 是满足 k2−p ≥ s 的最小整数。可以写成

s = k2−p − ε12
−p−1 − · · · − εℓ2

−p−ℓ,

t = k2−p + ε′02
−p + ε′12

−p−1 + · · ·+ ε′m2
−p−m,

其中 ℓ,m 是非负整数，而所有 εi, ε
′
j 都等于 0 或 1。对 0 ≤ i ≤ ℓ、0 ≤ j ≤ m，令

si = k2−p − ε12
−p−1 − · · · − εi2

−p−i,

tj = k2−p + ε′02
−p + ε′12

−p−1 + · · ·+ ε′j2
−p−j .

注意 s = sℓ、t = tm。对点对 (s0, t0)、(si−1, si)（1 ≤ i ≤ ℓ）和 (tj−1, tj)（1 ≤ j ≤ m）逐一应用
引理假设和三角不等式，得到

d(f(s), f(t)) ≤ d(f(s0), f(t0)) +
ℓ∑
i=1

d(f(si−1), f(si)) +
m∑
j=1

d(f(tj−1), f(tj))

≤ K2−pα +
ℓ∑
i=1

K2−(p+i)α +
m∑
j=1

K2−(p+j)α

≤ 2K

1− 2−α
2−pα ≤ 2K

1− 2−α
(t− s)α.

最后一步使用了 2−p ≤ t− s。引理得证。 □
现在把定理 2.9 应用于预布朗运动。

推论 2.11。设 B = (Bt)t≥0 是预布朗运动。则 B 存在样本路径连续的修正；更强地，对每个
δ ∈ (0, 1/2)，该修正的样本路径局部 (1/2− δ)-Hölder 连续。

证明。若 s < t，则 Bt −Bs ∼ N (0, t− s)，因而与
√
t− sU 同分布，其中 U ∼ N (0, 1)。所

以对每个 q > 0，
E[|Bt −Bs|q] = (t− s)q/2E[|U |q] = Cq(t− s)q/2,

其中 Cq = E[|U |q] <∞。取 q > 2，可在定理 2.9 中令 ε = q/2− 1。于是 B 有一个修正，其样本
路径对每个

α <
q − 2

2q

都局部 α-Hölder 连续。令 q 充分大，α 可以任意接近 1/2。 □
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定义 2.12。 若过程 (Bt)t≥0 满足：
(i) (Bt)t≥0 是预布朗运动；
(ii) B 的所有样本路径连续，
则称 (Bt)t≥0 为布朗运动。

严格地说，这是从 0 出发的一维（或线性）布朗运动的定义。任意初值以及高维情形将在后文
讨论。推论 2.11 说明上述布朗运动存在：从预布朗运动出发，取其连续修正；这个修正仍是预布
朗运动。以后不再讨论预布朗运动，而只研究布朗运动。

还应注意：命题 2.5 中把“预布朗运动”全部换成“布朗运动”，结论仍原样成立。事实上，若
B 的样本路径连续，则该命题中的 −B、Bλ、B(s) 显然也都有连续样本路径。

Wiener 测度。记 C(R+,R) 为从 R+ 到 R 的全体连续函数所成的空间。在其上赋予 σ-代数
C：它是使每个坐标映射

w 7−→ w(t), t ≥ 0,

可测的最小 σ-代数。也可以验证，C 正是由“在每个紧集上一致收敛”的拓扑所生成的 Borel σ-代
数。

给定布朗运动 B，考虑映射

Ω −→ C(R+,R), ω 7−→ (t 7→ Bt(ω)).

这个映射可测：与任一坐标映射 w 7→ w(t) 复合后就是随机变量 Bt，而一个简单论证说明这已经
足以保证所需可测性。

概率测度 P(dω) 在上述映射下的像测度，称为 Wiener 测度（或布朗运动的分布），记为
W (dw)。因此 W 是 C(R+,R) 上的概率测度；对每个 C-可测集 A，

W (A) = P(B• ∈ A),

其中右端的 B• 表示随机连续函数 t 7→ Bt(ω)。

对柱集
A = {w ∈ C(R+,R) : w(t0) ∈ A0, . . . , w(tn) ∈ An},

其中 0 = t0 < t1 < · · · < tn，且 A0, . . . , An ∈ B(R)，推论 2.4 给出

W
(
w(t0) ∈ A0, . . . , w(tn) ∈ An

)
= P(Bt0 ∈ A0, . . . , Btn ∈ An)

= 1A0(0)

∫
A1×···×An

dx1 · · · dxn
(2π)n/2

√
t1(t2 − t1) · · · (tn − tn−1)

× exp
(
−

n∑
i=1

(xi − xi−1)
2

2(ti − ti−1)

)
,

其中仍约定 x0 = 0。

这个柱集公式唯一刻画概率测度 W。事实上，柱集类对有限交封闭并生成 C，附录 A1 的
标准单调类论证说明，一个概率测度由它在这类集合上的值唯一确定。一个重要而幸运的结果是：
Wiener 测度的定义与所选布朗运动 B 无关；布朗运动的分布是唯一确定的。

若 B′ 是另一个布朗运动，则对每个 A ∈ C，

P(B′
• ∈ A) =W (A) = P(B• ∈ A).
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也就是说，对应于 C(R+,R) 中可测集的任一样本路径性质，在 B 和 B′ 下发生的概率相同。后文
将反复使用这一观察，尤其见命题 2.14 证明的第二部分。

最后，特取概率空间

Ω = C(R+,R), F = C, P(dw) =W (dw).

在这个空间上，典范过程
Xt(w) = w(t)

是布朗运动：样本路径连续显然成立，而前述柱集公式说明 X 具有正确的有限维边缘分布。这就
是布朗运动的典范构造。

2.3 布朗样本路径的性质

本节研究布朗运动样本路径的若干性质。固定一个布朗运动 (Bt)t≥0，并对每个 t ≥ 0 令

Ft = σ(Bs : s ≤ t).

t1/10 2/10 3/10 4/10 5/10 6/10 7/10 8/10 9/10 10/10

-0.4
-0.3
-0.2
-0.1

0.1
0.2
0.3

图 2.1 　时间区间 [0, 1] 上一条布朗样本路径的模拟。

当 s ≤ t 时，显然 Fs ⊂ Ft。再令

F0+ =
⋂
s>0

Fs.

先给出一个有用的 0–1 律。

定理 2.13（Blumenthal 0–1 律）。 σ-代数 F0+ 是平凡的，即对每个 A ∈ F0+，

P(A) ∈ {0, 1}.

证明。取 0 < t1 < · · · < tk，并令 g : Rk → R 为有界连续函数。再固定 A ∈ F0+。由连续性，

E[1Ag(Bt1 , . . . , Btk)] = lim
ε↓0

E[1Ag(Bt1 −Bε, . . . , Btk −Bε)].

当 0 < ε < t1 时，由命题 2.5 的简单马尔可夫性质，随机向量 (Bt1 − Bε, . . . , Btk − Bε) 与 Fε 独
立，因而也与 F0+ 独立。所以

E[1Ag(Bt1 , . . . , Btk)] = lim
ε↓0

P(A)E[g(Bt1 −Bε, . . . , Btk −Bε)]

= P(A)E[g(Bt1 , . . . , Btk)].

这说明 F0+ 与 σ(Bt1 , . . . , Btk)独立。该结论对任意有限个正实数指标成立，故 F0+ 与 σ(Bt : t > 0)

独立。又因为 B0 = limt↓0Bt，
σ(Bt : t > 0) = σ(Bt : t ≥ 0).

而 F0+ ⊂ σ(Bt : t ≥ 0)，所以 F0+ 与自身独立。因此对 A ∈ F0+，有 P(A) = P(A)2，结论成立。□
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命题 2.14。
(i) 几乎必然地，对每个 ε > 0，

sup
0≤s≤ε

Bs > 0, inf
0≤s≤ε

Bs < 0.

(ii) 对每个 a ∈ R，令
Ta = inf{t ≥ 0 : Bt = a},

并约定 inf∅ = ∞。则几乎必然地，

∀a ∈ R, Ta <∞.

因而几乎必然有
lim sup
t→∞

Bt = +∞, lim inf
t→∞

Bt = −∞.

注。 sup0≤s≤εBs 的可测性并非先验显然，因为这是不可数族随机变量的上确界。但由样本路
径连续性，可以把上确界限制到 [0, ε] 中的有理数指标，于是它成为可数族随机变量的上确界。
后文将默认使用这类观察。

证明。（i）取严格递减到 0 的正数列 (εp)，并令

A =
⋂
p

{
sup

0≤s≤εp
Bs > 0

}
.

这是单调递减的交，容易看出 A ∈ F0+：对任意 p0 ≥ 1，可把交限制为 p ≥ p0。另一方面，

P(A) = lim
p→∞

↓ P

(
sup

0≤s≤εp
Bs > 0

)
,

且

P

(
sup

0≤s≤εp
Bs > 0

)
≥ P(Bεp > 0) =

1

2
.

所以 P(A) ≥ 1/2。由定理 2.13，P(A) = 1，从而几乎必然地对每个 ε > 0，sup0≤s≤εBs > 0。把
B 换成 −B，即得关于下确界的断言。

（ii）先写成
1 = P

(
sup

0≤s≤1
Bs > 0

)
= lim

δ↓0
↑ P
(

sup
0≤s≤1

Bs > δ

)
.

对每个 δ > 0，利用命题 2.5 (ii) 的尺度不变性，并沿用其中 Bδ
s = δ−1Bδ2s 的记号，得到

P
(

sup
0≤s≤1

Bs > δ

)
= P

(
sup

0≤s≤1/δ2
Bδ
s > 1

)

= P

(
sup

0≤s≤1/δ2
Bs > 1

)
.

第二个等式使用了Wiener测度定义后的说明：该事件的概率对任意布朗运动都相同。令 δ ↓ 0，得
到

P
(

sup
s≥0

Bs > 1

)
= 1.
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再作一次尺度变换可知，对每个 M > 0，

P
(

sup
s≥0

Bs > M

)
= 1.

把 B 换成 −B，还得到

P
(

inf
s≥0

Bs < −M
)

= 1.

由可数个整数 M 同时取交，再利用样本路径连续性，(ii) 中的所有断言随即成立。最后，连续函
数 f : R+ → R 若遍历每个实数，就必有 lim supt→∞ f(t) = +∞ 与 lim inft→∞ f(t) = −∞。 □

推论 2.15。 几乎必然地，函数 t 7→ Bt 在任何非退化区间上都不单调。

证明。由命题 2.14 (i) 和简单马尔可夫性质，立即得到：几乎必然地，对每个有理数 q ∈ Q+

和每个 ε > 0，
sup

q≤t≤q+ε
Bt > Bq, inf

q≤t≤q+ε
Bt < Bq.

结论随即成立。这里只取有理数 q，是为了只排除可数并的零测集；若对所有实数 q 都作上述断
言，结果反而不成立。 □

命题 2.16。 设
0 = tn0 < tn1 < · · · < tnpn = t

是一列 [0, t] 的分割，并且网格趋于 0，即

sup
1≤i≤pn

(tni − tni−1) −→ 0.

则
pn∑
i=1

(Btni −Btni−1
)2 −→ t

在 L2 中成立。

证明。记 G 为与 B 相联系的高斯白噪声。因为

Btni −Btni−1
= G((tni−1, t

n
i ]),

结论就是命题 1.14 的直接推论。 □
设 a < b，f 是 [a, b] 上的实函数。若对所有分割 a = t0 < t1 < · · · < tp = b 而言，数量

p∑
i=1

|f(ti)− f(ti−1)|

的上确界为 +∞，则称 f 在 [a, b] 上具有无穷变差。

推论 2.17。 几乎必然地，函数 t 7→ Bt 在任何非退化区间上都具有无穷变差。

证明。由简单马尔可夫性质，只需对固定的 t > 0 考虑区间 [0, t]。使用命题 2.16；抽取一个子
列后，可以假设该命题中的收敛几乎必然成立。再注意

pn∑
i=1

(Btni −Btni−1
)2 ≤

(
sup

1≤i≤pn
|Btni −Btni−1

|

)
pn∑
i=1

|Btni −Btni−1
|.
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由样本路径连续性，括号中的上确界趋于 0；左端则几乎必然趋于 t。所以
∑

i |Btni − Btni−1
| 几乎

必然趋于 +∞，结论成立。 □
上一推论说明，不能把

∫ t
0 f(s) dBs 定义成关于有限变差函数的通常 Stieltjes 积分的特例。有

限变差函数的积分将在第 4.1.1 节简要介绍；另见第 2.1 节末的说明。

2.4 布朗运动的强马尔可夫性质

本节要把简单马尔可夫性质（命题 2.5 (iii)）推广到把确定时刻 s 换成随机时刻 T 的情形。为
此，首先要说明哪些随机时刻是允许的。仍固定一个布朗运动 (Bt)t≥0，沿用上一节的记号 Ft，并
令

F∞ = σ(Bs : s ≥ 0).

定义 2.18。 取值于 [0,∞] 的随机变量 T 称为停时，如果对每个 t ≥ 0，

{T ≤ t} ∈ Ft.

这里允许 T 取值 ∞，这一点很重要。若 T 是停时，则对每个 t > 0，还有

{T < t} =
⋃

q∈[0,t)∩Q

{T ≤ q} ∈ Ft.

例。 常值随机变量 T = t 以及到达时刻 T = Ta 都是停时；注意

{Ta ≤ t} =

{
inf

0≤s≤t
|Bs − a| = 0

}
.

另一方面，T = sup{s ≤ 1 : Bs = 0} 不是停时：若反设它是停时，则由下述强马尔可夫性质和
命题 2.14 可得矛盾。若 T 是停时，则对每个 t ≥ 0，T + t 仍是停时。

定义 2.19。 设 T 是停时。T 之前的过去所生成的 σ-代数定义为

FT = {A ∈ F∞ : ∀t ≥ 0, A ∩ {T ≤ t} ∈ Ft}.

容易验证 FT 确为 σ-代数，而且随机变量 T 是 FT -可测的。此外，把实随机变量 1{T<∞}BT
定义为

1{T<∞}BT (ω) =

BT (ω)(ω), T (ω) <∞,

0, T (ω) = ∞,

则它也是 FT -可测的。事实上，先注意

1{T<∞}BT = lim
n→∞

∞∑
i=0

1{i2−n≤T<(i+1)2−n}Bi2−n

= lim
n→∞

∞∑
i=0

1{T<(i+1)2−n}1{i2−n≤T}Bi2−n .

再者，对任意 s ≥ 0，Bs1{s≤T} 是 FT -可测的。为说明这一点，设 A 是不含 0 的 Borel 集（含 0

的情形可转而考虑补事件），则

{Bs1{s≤T} ∈ A} ∩ {T ≤ t} =

∅, t < s,

{Bs ∈ A} ∩ {s ≤ T ≤ t}, t ≥ s.
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两种情形下右端都属于 Ft，其中 {s ≤ T ≤ t} = {T ≤ t} ∩ {T < s}c。

定理 2.20（强马尔可夫性质）。 设 T 是停时，并假设 P(T <∞) > 0。对每个 t ≥ 0，令

B
(T )
t = 1{T<∞}(BT+t −BT ).

则在条件概率测度 P( · | T <∞) 下，过程 (B
(T )
t )t≥0 是一个与 FT 独立的布朗运动。

证明。先设 T <∞ 几乎必然成立。固定 A ∈ FT、0 ≤ t1 < · · · < tp，并令 F : Rp → R+ 为有
界连续函数。我们将验证

E
[
1AF (B

(T )
t1
, . . . , B

(T )
tp )

]
= P(A)E[F (Bt1 , . . . , Btp)]. (2.1)

定理的各项断言由此推出。取 A = Ω，可知 B(T ) 与 B 的有限维边缘分布相同；又因 B(T ) 的样本
路径连续，故它是布朗运动。式 (2.1) 还说明，对任意 0 ≤ t1 < · · · < tp，向量 (B

(T )
t1
, . . . , B

(T )
tp ) 与

FT 独立，进而整个过程 B(T ) 与 FT 独立。

下面证明 (2.1)。对整数 n ≥ 1 和 t ≥ 0，记 [t]n 为区间 [t,∞) 中形如 k2−n（k ∈ Z+）的最小
实数，并约定 [∞]n = ∞。由样本路径连续性，几乎必然有

F (B
(T )
t1
, . . . , B

(T )
tp ) = lim

n→∞
F (B

([T ]n)
t1

, . . . , B
([T ]n)
tp ).

利用控制收敛定理，并按 [T ]n 的所有可能取值分解期望，得到

E[1AF (B
(T )
t1
, . . . , B

(T )
tp )]

= lim
n→∞

∞∑
k=0

E
[
1A1{(k−1)2−n<T≤k2−n}F (Bk2−n+t1 −Bk2−n , . . . , Bk2−n+tp −Bk2−n)

]
.

关键在于，由 A ∈ FT，事件

A ∩ {(k − 1)2−n < T ≤ k2−n} = (A ∩ {T ≤ k2−n}) ∩ {T ≤ (k − 1)2−n}c

属于 Fk2−n。于是由简单马尔可夫性质（命题 2.5 (iii)），上式求和中的每一项等于

P
(
A ∩ {(k − 1)2−n < T ≤ k2−n}

)
× E[F (Bt1 , . . . , Btp)].

对 k 求和即得 (2.1)。
若 P(T = ∞) > 0，同样的论证给出

E
[
1A∩{T<∞}F (B

(T )
t1
, . . . , B

(T )
tp )

]
= P(A ∩ {T <∞})E[F (Bt1 , . . . , Btp)],

所需结论仍立即成立。 □
强马尔可夫性质的一个重要应用是“反射原理”。

定理 2.21（反射原理）。 对每个 t > 0，令

St = sup
s≤t

Bs.

若 a ≥ 0、b ∈ (−∞, a]，则

P(St ≥ a, Bt ≤ b) = P(Bt ≥ 2a− b).
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特别地，St 与 |Bt| 同分布。

证明。在停时
Ta = inf{t ≥ 0 : Bt = a}

处应用强马尔可夫性质。命题 2.14 已说明 Ta <∞ 几乎必然成立。沿用定理 2.20 的记号，

P(St ≥ a,Bt ≤ b) = P(Ta ≤ t, Bt ≤ b)

= P(Ta ≤ t, B
(Ta)
t−Ta ≤ b− a),

因为在 {Ta ≤ t} 上，B(Ta)
t−Ta = Bt −BTa = Bt − a。记 B′ = B(Ta)。由定理 2.20，B′ 是与 FTa（从

而与 Ta）独立的布朗运动。又因 B′ 与 −B′ 同分布，二元组 (Ta, B
′) 与 (Ta,−B′) 同分布；这个

共同分布就是 Ta 的分布与 Wiener 测度的乘积。令

H = {(s, w) ∈ R+ × C(R+,R) : s ≤ t, w(t− s) ≤ b− a}.

则上面的概率等于
P((Ta, B′) ∈ H) = P((Ta,−B′) ∈ H)

= P(Ta ≤ t,−B(Ta)
t−Ta ≤ b− a)

= P(Ta ≤ t, Bt ≥ 2a− b)

= P(Bt ≥ 2a− b).

最后一个等式用到了事件 {Bt ≥ 2a− b} 几乎必然包含在 {Ta ≤ t} 中。

a

b

2a− b

Ta t

图 2.2 　反射原理示意图：在已知 {Ta ≤ t} 时，原路径在时刻 t 位于 b 以下的条件概率，等于路径从 Ta
起关于水平线 a 反射后（虚线）在时刻 t 位于 2a− b 以上的条件概率。

最后，对 a ≥ 0，

P(St ≥ a) = P(St ≥ a,Bt ≥ a) + P(St ≥ a,Bt ≤ a)

= 2P(Bt ≥ a) = P(|Bt| ≥ a),

故 St 与 |Bt| 同分布。 □
由上一定理可知，二元组 (St, Bt) 的分布具有密度

g(a, b) =
2(2a− b)√

2πt3
exp
(
−(2a− b)2

2t

)
1{a>0, b<a}. (2.2)
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推论 2.22。 对每个 a > 0，Ta 与 a2/B2
1 同分布，并具有密度

f(t) =
a√
2πt3

exp
(
−a

2

2t

)
1{t>0}.

证明。由定理 2.21，对每个 t ≥ 0，

P(Ta ≤ t) = P(St ≥ a) = P(|Bt| ≥ a) = P(B2
t ≥ a2)

= P(tB2
1 ≥ a2) = P

(
a2

B2
1

≤ t

)
.

又因 B1 ∼ N (0, 1)，直接作变量替换即可得到 a2/B2
1 的上述密度。 □

注。 由 Ta 的密度形式立即得到
E[Ta] = ∞.

最后把布朗运动的定义推广到任意（可能随机的）初值以及任意维数。

定义 2.23。 若 Z 是实随机变量，且过程 (Xt)t≥0 可写成

Xt = Z +Bt,

其中 B 是从 0 出发并与 Z 独立的实布朗运动，则称 X 是从 Z 出发的实布朗运动。

定义 2.24。 取值于 Rd 的随机过程

Bt = (B1
t , . . . , B

d
t )

称为从 0 出发的 d 维布朗运动，如果各分量 B1, . . . , Bd 是相互独立、从 0 出发的实布朗运
动。若 Z 是取值于 Rd 的随机变量，且取值于 Rd 的过程 Xt = (X1

t , . . . , X
d
t ) 可写成

Xt = Z +Bt,

其中 B 是从 0 出发并与 Z 独立的 d 维布朗运动，则称 X 是从 Z 出发的 d 维布朗运动。

注意，若 X 是初值随机的 d 维布朗运动，则 X 的各分量未必独立，因为随机初值可能引入
依赖关系；若初值是确定的，则不会出现这种现象。

与第 2.2节末完全类似，把从 0出发的 d维布朗运动在 C(R+,Rd)上的分布称为 d维Wiener
测度。第 2.2 节的典范构造也适用于 d 维布朗运动。

前面的许多结果都能推广到任意起点的 d 维布朗运动。特别地，命题 2.5 的不变性在作显然
调整后仍成立；其中 (i) 还可推广为：若 X 是 d 维布朗运动，Φ 是 Rd 的等距变换，则 (Φ(Xt))t≥0

仍是 d 维布朗运动。Wiener 测度的构造和 Blumenthal 0–1 律也很容易推广。强马尔可夫性质同
样成立：若 T 是停时（定义 2.18 的自然推广）且 P(T <∞) > 0，则在条件概率测度 P( · | T <∞)

下，过程

X
(T )
t = XT+t −XT , t ≥ 0,

是一个从 0 出发、与 FT 独立的 d 维布朗运动。只需对定理 2.20 的证明作相应调整即可。
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练习

以下各题中，(Bt)t≥0 均表示从 0 出发的实布朗运动，并令

St = sup
0≤s≤t

Bs.

练习 2.25（时间反演）。
1. 定义 W0 = 0，并对 t > 0 定义 Wt = tB1/t。证明 (Wt)t≥0 与一个从 0 出发的实布朗运
动不可区分。（提示：先验证 W 是预布朗运动。）

2. 推出
lim
t→∞

Bt
t

= 0 几乎必然.

解答 2.25。 有限维线性组合表明 W 是中心高斯过程。对 s, t > 0，

E[WsWt] = stE[B1/sB1/t] = st

(
1

s
∧ 1

t

)
= s ∧ t,

而 E[W0Wt] = 0。故 W 是预布朗运动，只需检查它在 0 处有连续修正。
由独立同分布增量的强大数律，Bn/n→ 0 a.s.。再由 Kolmogorov 最大不等式，

P
(

sup
n≤t≤n+1

|Bt −Bn| ≥ n2/3
)

≤ n−4/3.

Borel–Cantelli 引理于是给出

sup
n≤t≤n+1

|Bt|
t

≤ |Bn|
n

+ n−1/3 −→ 0 a.s.

因此当 t ↓ 0 时，Wt = tB1/t → 0 =W0 a.s.。在这个概率为 1 的事件外把整条路径改为零，即
得与 W 不可分辨的连续版本；其协方差为 s ∧ t，所以它是从 0 出发的布朗运动。 □

练习 2.26。 对每个实数 a ≥ 0，令

Ta = inf{t ≥ 0 : Bt = a}.

证明过程 (Ta)a≥0 具有平稳独立增量：对每个 0 ≤ a ≤ b，随机变量 Tb−Ta 与 σ(Tc : 0 ≤ c ≤ a)

独立，并且与 Tb−a 同分布。

解答 2.26。 固定 0 ≤ a < b。由强马尔可夫性质，

B̃t := BTa+t −BTa , t ≥ 0,

是与 FTa 独立的布朗运动。由于 Ta <∞ a.s. 且连续路径从 a 到达 b 必须发生在 Ta 之后，

Tb − Ta = inf{t ≥ 0 : B̃t = b− a}.

右端与 Tb−a 同分布，并且与 FTa 独立。对 c ≤ a，有 Tc ≤ Ta，从而 Tc 是 FTa-可测的；单调
类论证给出 σ(Tc : 0 ≤ c ≤ a) ⊂ FTa。所以 Tb − Ta 与该 σ-代数独立，结论成立。 □
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练习 2.27（布朗桥）。 对每个 t ∈ [0, 1]，令 Wt = Bt − tB1。
1. 证明 (Wt)t∈[0,1] 是中心高斯过程，并求出它的协方差函数。
2. 设 0 < t1 < t2 < · · · < tp < 1。证明 (Wt1 ,Wt2 , . . . ,Wtp) 的分布具有密度

g(x1, . . . , xp) =
√
2π pt1(x1)pt2−t1(x2 − x1) · · ·

× ptp−tp−1(xp − xp−1)p1−tp(−xp),

其中

pt(x) =
1√
2πt

exp
(
−x

2

2t

)
.

说明为什么这个分布可以解释为：在已知 B1 = 0 的条件下，(Bt1 , Bt2 , . . . , Btp) 的条件
分布。

3. 验证过程 (Wt)t∈[0,1] 与 (W1−t)t∈[0,1] 同分布。与Wiener 测度的定义类似，这里所说的分
布是 [0, 1] 到 R 的全体连续函数所成空间上的概率测度。

解答 2.27。
1. Wt = Bt − tB1 是中心高斯过程，且

E[WsWt] = s ∧ t− st, s, t ∈ [0, 1].

2. 令 0 = t0 < t1 < · · · < tm < tm+1 = 1。布朗增量的联合密度为
∏m+1
i=1 pti−ti−1(xi−xi−1)。

作变量代换 yi = xi − tixm+1（1 ≤ i ≤ m），ym+1 = xm+1。指数中的交叉项望远镜相消，
积分掉 ym+1 后得到

g(y1, . . . , ym) =
√
2π pt1(y1)

m∏
i=2

pti−ti−1(yi − yi−1)p1−tm(−ym).

另一方面，给定 B1 = z 时的条件密度等于

pt1(x1) · · · ptm−tm−1(xm − xm−1)p1−tm(z − xm)

p1(z)
.

令 z = 0 即为 g。这正说明布朗桥是“给定 B1 = 0”的布朗运动；严格地说，也可将其
理解为条件于 |B1| ≤ ε 后令 ε ↓ 0 的弱极限。

3. 过程 W 与 t 7→W1−t 都是连续中心高斯过程，而且

E[W1−sW1−t] = (1− s) ∧ (1− t)− (1− s)(1− t) = s ∧ t− st.

因而二者有限维分布相同；连续性把这一结论提升为 C([0, 1]) 上的分布相同。
□

练习 2.28（布朗路径的局部极大值）。 证明几乎必然地，布朗运动的各个局部极大值互不相
同。更明确地说，几乎必然对任意满足 p < q < r < s 的非负有理数 p, q, r, s，都有

sup
p≤t≤q

Bt 6= sup
r≤t≤s

Bt.
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解答 2.28。 固定有理数 0 ≤ p < q < r < s，令

X = sup
p≤t≤q

Bt −Br, Y = sup
r≤t≤s

Bt −Br.

X 只由 r 以前的增量决定，Y 只由 r 以后的增量决定，所以二者独立。由反射原理，Y 与
|Bs−r| 同分布，故其分布无原子。因此

P

(
sup
p≤t≤q

Bt = sup
r≤t≤s

Bt

)
=

∫
R
P(Y = x)PX(dx) = 0.

对可数个有理四元组取并，仍为零概率事件。任意两个不同的局部极大点都可分别置于两个
不交的有理闭区间内，并在各自区间上达到最大值；故几乎必然地，两个局部极大值不可能相
同。 □

练习 2.29（不可微性）。 利用 0–1 律证明，几乎必然有

lim sup
t↓0

Bt√
t
= +∞, lim inf

t↓0

Bt√
t
= −∞.

推出：对每个 s ≥ 0，函数 t 7→ Bt 几乎必然在 s 处不存在右导数。

解答 2.29。 固定 M > 0。事件

AM =

{
lim sup
t↓0

Bt√
t
≥M

}

属于 F0+。又由 Fatou 引理和尺度不变性，

P(AM ) ≥ lim sup
n→∞

P
(√
nB1/n ≥M

)
= P(N ≥M) > 0.

Blumenthal 零一律于是给出 P(AM ) = 1。令 M 依次取正整数，并对 −B 作同样论证，得到

lim sup
t↓0

Bt√
t
= +∞, lim inf

t↓0

Bt√
t
= −∞ a.s.

固定 s ≥ 0 时，(Bs+t −Bs)t≥0 又是布朗运动，因而

Bs+t −Bs
t

=
Bs+t −Bs√

t

1√
t

的上极限为 +∞、下极限为 −∞。所以右导数几乎必然不存在。 □

练习 2.30（布朗运动的零点集）。 令

H = {t ∈ [0, 1] : Bt = 0}.

利用命题 2.14 和强马尔可夫性质证明：几乎必然地，H 是 [0, 1] 的一个无孤立点且 Lebesgue
测度为零的紧子集。
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解答 2.30。 由路径连续性，H = B−1({0}) ∩ [0, 1] 是闭集，因而是紧集。Tonelli 定理给出

E[λ(H)] =

∫ 1

0
P(Bt = 0) dt = 0,

所以 λ(H) = 0 a.s.
再证没有孤立点。对有理数 q ∈ [0, 1)，令

Tq = inf{t ≥ q : Bt = 0}.

在 {Tq < 1} 上，强马尔可夫性质与布朗运动在 0 附近的立即振荡性说明：对每个 ε > 0，区
间 (Tq, Tq + ε) 中还有零点。因此每个 Tq 都不是孤立点。若 t ∈ H 不是某个 Tq，取有理数
qn ↑ t，则 qn ≤ Tqn ≤ t，并可选使 Tqn < t；于是 Tqn ↑ t。故 t 也不是孤立点。只涉及可数个
有理数，以上结论可在同一个概率为 1 的事件上成立。 □

练习 2.31（时间反转）。 对每个 t ∈ [0, 1]，令

B′
t = B1 −B1−t.

证明过程 (Bt)t∈[0,1] 与 (B′
t)t∈[0,1] 同分布。与Wiener 测度的定义一样，这里的分布是 [0, 1] 到

R 的全体连续函数所成空间上的概率测度。

解答 2.31。 B′
t = B1 −B1−t 是连续中心高斯过程。对 0 ≤ s ≤ t ≤ 1，

E[B′
sB

′
t] = E[(B1 −B1−s)(B1 −B1−t)]

= 1− (1− s)− (1− t) + (1− t) = s = s ∧ t.

所以 B′ 与 B 的协方差函数相同，中心高斯性给出相同的有限维分布；连续路径又说明它们
在 C([0, 1]) 上的分布相同。 □

练习 2.32（反正弦律）。 令
T = inf{t ≥ 0 : Bt = S1}.

1. 证明 T < 1 几乎必然成立（可以使用上一题的结果），再证明 T 不是停时。
2. 验证三个随机变量 St、St −Bt 与 |Bt| 同分布。
3. 证明 T 服从所谓的反正弦律，其密度为

g(t) =
1

π
√
t(1− t)

1(0,1)(t).

4. 证明：若以
L = sup{t ≤ 1 : Bt = 0}

代替 T，第 1、3 问的结论仍成立。

解答 2.32。
1. 由练习 2.28，区间 [0, 1]上的最大值几乎必然只在一个时刻取得。时间反转过程 B1−B1−t
在 0 的任意右邻域内同时取正、负值，故最大时刻不可能为 1，即 T < 1 a.s.。若 T 是
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停时，则强马尔可夫性质使 BT+t−BT 成为布朗运动；但由 T 的定义，它在某个非平凡
右邻域内恒不为正，与布朗运动在 0 附近的立即振荡性矛盾。因此 T 不是停时。

2. 反射原理给出 St
d
= |Bt|。时间反转与对称性又给出

St = sup
0≤s≤t

Bs
d
= sup

0≤s≤t
(Bs −Bt) = St −Bt.

3. 固定 0 < r < 1。最大值唯一性、r 前后增量的独立性及第 2 问说明，若 Z1, Z2 独立且服
从 N (0, 1)，则

P(T < r) = P
(√
r |Z1| >

√
1− r |Z2|

)
= P

(
Z2
2

Z2
1 + Z2

2

< r

)
.

用二维标准高斯向量的极坐标表示可知 Z2
2/(Z

2
1 + Z2

2 ) 的密度为

1

π
√
t(1− t)

1(0,1)(t).

4. 令 L(f) = sup{t ≤ 1 : f(t) = f(0)}。由第 2 问的过程版本 (St − Bt)t≥0
d
= (|Bt|)t≥0，最

大时刻 T 对应于过程 S − B 最后一次为零的时刻，故 L
d
= T。因此 L < 1 a.s. 且服从

同一反正弦律。若 L 是停时，则 L 后的布朗运动会以 0 为孤立零点，与练习 2.30 矛盾，
故 L 也不是停时。

□

练习 2.33（重对数律）。 本题的目标是证明

lim sup
t→∞

Bt√
2t log log t

= 1 几乎必然.

记 h(t) =
√
2t log log t。

1. 证明：对每个 t > 0，当 u→ +∞ 时，

P(St > u
√
t) ∼ 2

u
√
2π
e−u

2/2.

2. 设 r, c 为满足 1 < r < c2 的实数。研究 n → ∞ 时概率 P(Srn > ch(rn−1)) 的行为，并
推出几乎必然有

lim sup
t→∞

Bt√
2t log log t

≤ 1.

3. 证明几乎必然存在无穷多个 n，使

Brn −Brn−1 ≥
√
r − 1

r
h(rn).

进而证明题首的结论。
4. 求

lim inf
t→∞

Bt√
2t log log t

的值。
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解答 2.33。 记 h(t) =
√
2t log log t（只考虑充分大的 t）。

1. 反射原理和标准正态尾部等价式给出

P(St > u
√
t) = 2P(N > u) ∼ 2

u
√
2π
e−u

2/2, u→ ∞.

2. 取 r > 1 和 c >
√
r。由第 1 问，

P(Srn > ch(rn−1)) = O

(
n−c

2/r

√
logn

)
,

故概率之和有限。Borel–Cantelli引理说明，从某个 n起 Srn ≤ c h(rn−1)。当 rn−1 ≤ t ≤ rn

时，
Bt
h(t)

≤ Srn

h(rn−1)
≤ c.

先令 c ↓
√
r，再令 r ↓ 1，得到 lim supt→∞Bt/h(t) ≤ 1 a.s.；同样地，lim infBt/h(t) ≥ −1

a.s.
3. 增量 ∆n = Brn −Brn−1 相互独立，且∑

n

P
(
∆n ≥ r − 1

r
h(rn)

)
= ∞,

因为相应正态尾部的主阶为 n−(r−1)/r/
√

logn。第二 Borel–Cantelli 引理说明上述不等式
无穷多次成立。结合第 2 问对 −B 的上界，

lim sup
n→∞

Brn

h(rn)
≥ r − 1

r
− 1√

r
.

令 r → ∞，右端趋于 1，故 lim supt→∞Bt/h(t) ≥ 1。与第 2 问合并即得题中重对数律。
4. 对布朗运动 −B 应用同一结果，得到

lim inf
t→∞

Bt√
2t log log t

= −1 a.s.

□

注释与评述

Wiener 于 1923 年在文献 [81] 中首次严格构造了布朗运动。我们采用并不标准的“预布朗运
动”一词，是为了强调：必须选取适当的修正，才能得到具有连续样本路径的随机过程。有若干种
从独立高斯随机变量序列出发构造布朗运动的方法，能够直接得到路径连续性；其中一个十分优美
的方案是 Lévy 构造（见习题 1.18），可参阅文献 [49] 或 [62]。Lévy 构造避开了 Kolmogorov 引理，
不过本书后文还会在其他地方用到该引理。关于上文证明 Kolmogorov 引理时所用“链式方法”的
深刻推广，可参阅 Talagrand 的著作 [78]。

我们对一维布朗运动的许多认识来自 Lévy，特别参见 [54，第 VI 章]。也许令人意外的是，布
朗运动的强马尔可夫性质直到 20 世纪 50 年代才由 Hunt [32] 证明；另见 Dynkin [19] 独立得到的
更一般版本。在此之前，包括 Lévy [54] 在内的一些作者已经使用过这一性质，却没有给出严格证
明。早在布朗运动获得严格构造之前，反射原理及其推论就已经出现在 Bachelier 的博士论文 [2]
中；该论文是金融数学的先驱性工作。Mörters 与 Peres 的著作 [62] 是研究布朗运动各类样本路径
性质的优秀资料。
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第三章 滤过与鞅

本章简要介绍带滤过概率空间上的连续时间随机过程理论。在此过程中，我们将推广上一章在
布朗运动框架下引入的若干概念，并系统讨论停时。随后建立连续时间鞅的基本理论，特别是推导
鞅的样本路径正则性结果。最后讨论鞅与上鞅的可选停时定理，并把这些结果用于显式计算若干与
布朗运动有关的分布。

3.1 滤过与随机过程

本章始终考虑一个概率空间 (Ω,F ,P)。本节先引入后文反复使用的若干一般概念。

定义 3.1。 概率空间 (Ω,F ,P) 上的一个滤过，是由 [0,∞] 标记的一族 F 的子 σ-代数

(Ft)0≤t≤∞,

并且对每个 s ≤ t ≤ ∞，都有
Fs ⊂ Ft.

因此，对每个 0 ≤ s < t，
F0 ⊂ Fs ⊂ Ft ⊂ F∞ ⊂ F .

也称 (Ω,F , (Ft),P) 为一个带滤过概率空间。

例。 若 B 是布朗运动，第 2 章所考虑的滤过为

Ft = σ(Bs : 0 ≤ s ≤ t), F∞ = σ(Bs : s ≥ 0).

更一般地，若 X = (Xt)t≥0 是任意以 R+ 为指标集的随机过程，则 X 的 自然滤过定义为

FX
t = σ(Xs : 0 ≤ s ≤ t), FX

∞ = σ(Xs : s ≥ 0).

设 (Ft)0≤t≤∞ 是 (Ω,F ,P) 上的滤过。对每个 t ≥ 0，令

Ft+ =
⋂
s>t

Fs,

并令 F∞+ = F∞。注意，对每个 t ∈ [0,∞]，都有 Ft ⊂ Ft+，而且 (Ft+)0≤t≤∞ 仍是一个滤过。若

Ft+ = Ft, ∀t ≥ 0,

则称滤过 (Ft) 是右连续的。按构造，滤过 (Ft+) 总是右连续的。

设 (Ft) 是一个滤过，并令 N 为全体 (F∞,P)-零测集组成的类；也就是说，A ∈ N 是指存在
A′ ∈ F∞，使

A ⊂ A′, P(A′) = 0.

若 N ⊂ F0（从而对每个 t，都有 N ⊂ Ft），则称该滤过是完备的。

若 (Ft) 不完备，可对每个 t ∈ [0,∞] 令

F ′
t = Ft ∨ σ(N )
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来完成它。这里，Ft ∨ σ(N ) 表示同时包含 Ft 与 σ(N ) 的最小 σ-代数，而 σ(N ) 是由 N 生成的
σ-代数。
我们经常把这一完备化步骤用于随机过程 (Xt)t≥0 的自然滤过，并把所得滤过称为 X 的完备

自然滤过。读者容易验证：第 2 章中关于布朗运动自然滤过陈述的全部结果，在改用完备自然滤
过后仍然成立。关键在于，向一个 σ-代数加入零测集不会改变独立性。
下面转向随机过程；本章中的随机过程均以 R+ 为指标集。

定义 3.2。 设过程 X = (Xt)t≥0 取值于可测空间 (E, E)。若映射

(ω, t) 7−→ Xt(ω)

从配备乘积 σ-代数 F ⊗ B(R+) 的 Ω× R+ 到 (E, E) 可测，则称 X 是可测过程。

这里只要求“对每个 t ≥ 0，Xt 是 F-可测的”还不够，定义 3.2 的条件更强。另一方面，例
如当 E = R 时，很容易看出：若 X 的样本路径连续，甚至只需右连续，那么只要每个 Xt 都是
F-可测的，X 就是上述意义下的可测过程；参见下面命题 3.4 的证明。

本章余下部分固定 (Ω,F ,P) 上的一个滤过 (Ft)。下面引入的概念都依赖于这个滤过的选择。

定义 3.3。设随机过程 (Xt)t≥0 取值于可测空间 (E, E)。若对每个 t ≥ 0，Xt 都是 Ft-可测的，
则称 X 对滤过 (Ft) 适应。
若对每个 t ≥ 0，映射

(ω, s) 7−→ Xs(ω), (ω, s) ∈ Ω× [0, t],

关于 Ft ⊗ B([0, t]) 可测，则称 X 是 渐进可测的（或简称渐进过程）。

注意，渐进过程既适应又可测。事实上，过程可测等价于：对每个 t ≥ 0，映射 (ω, s) 7→ Xs(ω)

在 Ω× [0, t] 上关于 F ⊗ B([0, t]) 可测。

命题 3.4。设随机过程 (Xt)t≥0 取值于配备 Borel σ-代数的度量空间 (E, d)。假设 X 适应，而
且它的样本路径右连续，即对每个 ω ∈ Ω，映射 t 7→ Xt(ω) 都右连续。则 X 是渐进过程。把
“右连续”换成“左连续”，结论仍成立。

证明。只证明样本路径右连续的情形；左连续情形完全类似。固定 t > 0。对每个整数 n ≥ 1

和 s ∈ [0, t]，定义随机变量 Xn
s 如下：

Xn
s = Xkt/n 当 s ∈ [(k − 1)t/n, kt/n), k ∈ {1, . . . , n},

并令 Xn
t = Xt。由样本路径右连续性，对每个 s ∈ [0, t] 和 ω ∈ Ω，都有

Xs(ω) = lim
n→∞

Xn
s (ω).

另一方面，对 E 的每个 Borel 子集 A，

{(ω, s) ∈ Ω× [0, t] : Xn
s (ω) ∈ A}

= ({Xt ∈ A} × {t}) ∪
n⋃
k=1

(
{Xkt/n ∈ A} × [(k − 1)t/n, kt/n)

)
.

右端属于 Ft⊗B([0, t])。因此，对每个 n ≥ 1，映射 (ω, s) 7→ Xn
s (ω)在 Ω× [0, t]上关于 Ft⊗B([0, t])

可测。可测映射的逐点极限仍可测，所以 (ω, s) 7→ Xs(ω) 也具有同样的可测性。于是 X 是渐进过
程。 □
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渐进 σ-代数。 考虑所有满足下述条件的集合 A ∈ F ⊗ B(R+)：过程

Xt(ω) = 1A(ω, t)

是渐进过程。这些集合组成 Ω×R+ 上的一个 σ-代数，记为 P，称为渐进 σ-代数。集合 A ⊂ Ω×R+

属于 P，当且仅当对每个 t ≥ 0，

A ∩ (Ω× [0, t]) ∈ Ft ⊗ B([0, t]).

于是可验证：过程 X 是渐进过程，当且仅当映射 (ω, t) 7→ Xt(ω) 在配备 P 的 Ω× R+ 上可测。

3.2 停时及其相关的 σ-代数

本节推广上一章在布朗运动框架下已经引入的若干概念。下面的定义只是把上一章的相应定
义原样写在一般滤过下。

定义 3.5。 随机变量
T : Ω −→ [0,∞]

称为滤过 (Ft) 的一个停时，如果对每个 t ≥ 0，都有

{T ≤ t} ∈ Ft.

此时，T 之前的过去所生成的 σ-代数定义为

FT = {A ∈ F∞ : ∀t ≥ 0, A ∩ {T ≤ t} ∈ Ft}.

读者可以验证，FT 确为一个 σ-代数。以下若无特别说明，“停时”总指滤过 (Ft) 的停时。若
T 是停时，与布朗运动情形相同，对每个 t > 0 还有 {T < t} ∈ Ft。此外，

{T = ∞} =

( ∞⋃
n=1

{T ≤ n}

)c
∈ F∞.

回忆滤过 (Ft+) 的定义。滤过 (Ft) 的停时显然也是滤过 (Ft+) 的停时，但反过来一般并不成
立。

命题 3.6。 对每个 t ∈ [0,∞]，令 Gt = Ft+。
(i) 随机变量 T : Ω → [0,∞] 是滤过 (Gt) 的停时，当且仅当对每个 t > 0，都有

{T < t} ∈ Ft.

这又等价于：对每个 t > 0，T ∧ t 是 Ft-可测的。
(ii) 若 T 是滤过 (Gt) 的停时，则

GT = {A ∈ F∞ : ∀t > 0, A ∩ {T < t} ∈ Ft}.

以后记
FT+ := GT .

证明。（i）先设 T 是滤过 (Gt) 的停时。对每个 t > 0，

{T < t} =
⋃
q∈Q+
q<t

{T ≤ q} ∈ Ft,
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因为当 q < t 时，{T ≤ q} ∈ Gq ⊂ Ft。

反之，假设对每个 t > 0，{T < t} ∈ Ft。对每个 t ≥ 0 和 s > t，

{T ≤ t} =
⋂
q∈Q+
t<q<s

{T < q} ∈ Fs.

因此，{T ≤ t} ∈ Ft+ = Gt。

“对每个 t > 0，T ∧ t 是 Ft-可测的”等价于：对每个 s < t，{T ≤ s} ∈ Ft。取一列递增到 t 的
s，可见后一性质推出 {T < t} ∈ Ft，从而 T 是滤过 (Gt) 的停时。反过来，若 T 是滤过 (Gt) 的停
时，则当 s < t 时，

{T ≤ s} ∈ Gs ⊂ Ft,

故 T ∧ t 是 Ft-可测的。
（ii）若 A ∈ GT，则对每个 t ≥ 0，A ∩ {T ≤ t} ∈ Gt。因此，对 t > 0，

A ∩ {T < t} =
⋃
q∈Q+
q<t

(
A ∩ {T ≤ q}

)
∈ Ft,

因为当 q < t 时，A ∩ {T ≤ q} ∈ Gq ⊂ Ft。

反之，假设对每个 t > 0，都有 A ∩ {T < t} ∈ Ft。对每个 t ≥ 0 和 s > t，

A ∩ {T ≤ t} =
⋂
q∈Q+
t<q<s

(
A ∩ {T < q}

)
∈ Fs.

于是 A ∩ {T ≤ t} ∈ Ft+ = Gt，故 A ∈ GT。 □
停时及其相关 σ-代数的性质。

(a) 对每个停时 T，都有
FT ⊂ FT+.

若滤过 (Ft) 右连续，则 FT+ = FT。
(b) 若 T = t 是常值停时，则

FT = Ft, FT+ = Ft+.

(c) 若 T 是停时，则 T 是 FT -可测的。
(d) 设 T 是停时，A ∈ F∞，并令

TA(ω) =

T (ω), ω ∈ A,

+∞, ω /∈ A.

则 A ∈ FT 当且仅当 TA 是停时。
(e) 设 S, T 是两个停时，且 S ≤ T。则

FS ⊂ FT , FS+ ⊂ FT+.

(f) 设 S, T 是两个停时。则 S ∨ T 与 S ∧ T 也都是停时，并且

FS∧T = FS ∩ FT .

此外，
{S ≤ T} ∈ FS∧T , {S = T} ∈ FS∧T .

40



布朗运动、鞅与随机微积分｜中文讲义 第三章 滤过与鞅

(g) 若 (Sn) 是单调递增的停时序列，则

S = lim
n→∞

↑ Sn

仍是停时。
(h) 若 (Sn) 是单调递减的停时序列，则

S = lim
n→∞

↓ Sn

是滤过 (Ft+) 的停时，而且
FS+ =

⋂
n

FSn+.

(i) 若 (Sn) 是单调递减且逐点最终稳定的停时序列，也就是说，对每个 ω，存在整数 N(ω)，使
对所有 n ≥ N(ω)，都有 Sn(ω) = S(ω)，则

S = lim
n→∞

↓ Sn

仍是停时，而且
FS =

⋂
n

FSn .

(j) 设 T 是停时。定义在 {T < ∞} 上、取值于可测空间 (E, E) 的函数 ω 7→ Y (ω) 是 FT -可测
的，当且仅当对每个 t ≥ 0，Y 在 {T ≤ t} 上的限制是 Ft-可测的。

注。性质 (j) 使用了如下自然概念：若 G 是 Ω 上的 σ-代数，而随机变量 ω 7→ Y (ω) 只定义在
一个 G-可测子集上，则仍可谈论它的 G-可测性。下述定理 3.7 还会使用这一概念。

证明。（上述性质）。 （a）、（b）、（c）几乎可由定义立即得到。下面证明其余各项。
（d）对每个 t ≥ 0，

{TA ≤ t} = A ∩ {T ≤ t},

结论由 FT 的定义得到。

（e）只需证明 FS ⊂ FT。若 A ∈ FS，则

A ∩ {T ≤ t} = (A ∩ {S ≤ t}) ∩ {T ≤ t} ∈ Ft,

故 A ∈ FT。

（f）由
{S ∧ T ≤ t} = {S ≤ t} ∪ {T ≤ t} ∈ Ft,
{S ∨ T ≤ t} = {S ≤ t} ∩ {T ≤ t} ∈ Ft,

可知 S ∧ T 与 S ∨ T 都是停时。

由 (e)，FS∧T ⊂ FS ∩ FT。反之，若 A ∈ FS ∩ FT，则

A ∩ {S ∧ T ≤ t} = (A ∩ {S ≤ t}) ∪ (A ∩ {T ≤ t}) ∈ Ft,

故 A ∈ FS∧T。

再者，对每个 t ≥ 0，

{S ≤ T} ∩ {T ≤ t} = {S ≤ t} ∩ {T ≤ t} ∩ {S ∧ t ≤ T ∧ t} ∈ Ft,
{S ≤ T} ∩ {S ≤ t} = {S ∧ t ≤ T ∧ t} ∩ {S ≤ t} ∈ Ft,
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因为由命题 3.6 (i)，S ∧ t 与 T ∧ t 都是 Ft-可测的。因此，

{S ≤ T} ∈ FS ∩ FT = FS∧T .

最后，{S = T} = {S ≤ T} ∩ {T ≤ S}。

（g）对每个 t ≥ 0，
{S ≤ t} =

⋂
n

{Sn ≤ t} ∈ Ft.

（h）类似地，
{S < t} =

⋃
n

{Sn < t} ∈ Ft,

于是可应用命题 3.6 (i)。由 (e)，对每个 n，都有 FS+ ⊂ FSn+。反之，若 A ∈
⋂
nFSn+，则

A ∩ {S < t} =
⋃
n

(
A ∩ {Sn < t}

)
∈ Ft,

故 A ∈ FS+。

（i）在逐点最终稳定的假设下，还有

{S ≤ t} =
⋃
n

{Sn ≤ t} ∈ Ft.

由 (e)，FS ⊂ FSn 对每个 n 都成立。若 A ∈
⋂
nFSn，则

A ∩ {S ≤ t} =
⋃
n

(
A ∩ {Sn ≤ t}

)
∈ Ft,

故 A ∈ FS。

（j）先假设对每个 t ≥ 0，Y 在 {T ≤ t} 上的限制都是 Ft-可测的。于是，对 E 的每个可测子
集 A，

{Y ∈ A} ∩ {T ≤ t} ∈ Ft.

令 t→ ∞，先得到 {Y ∈ A} ∈ F∞，再由上式与定义推出 {Y ∈ A} ∈ FT。

反过来，若 Y 是 FT -可测的，则 {Y ∈ A} ∈ FT，从而

{Y ∈ A} ∩ {T ≤ t} ∈ Ft,

这正是所需结论。 □

定理 3.7。设 (Xt)t≥0是取值于可测空间 (E, E)的渐进过程，T 是停时。则定义在事件 {T <∞}
上的函数

ω 7−→ XT (ω) := XT (ω)(ω)

是 FT -可测的。

证明。使用上面性质 (j)。固定 t ≥ 0。函数 ω 7→ XT (ω) 在 {T ≤ t} 上的限制，是下列两个映
射的复合：

{T ≤ t} 3 ω 7−→ (ω, T (ω) ∧ t) ∈ Ω× [0, t],

以及
Ω× [0, t] 3 (ω, s) 7−→ Xs(ω) ∈ E.

第一个映射关于 Ft 与 Ft ⊗B([0, t]) 可测，因为命题 3.6 (i) 说明 T ∧ t 是 Ft-可测的；第二个映射
由渐进过程的定义可测。因此，ω 7→ XT (ω) 在 {T ≤ t} 上的限制是 Ft-可测的。性质 (j) 给出所需
结论。 □
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命题 3.8。设 T 是停时，S 是取值于 [0,∞] 的 FT -可测随机变量，并且 S ≥ T。则 S 也是停
时。
特别地，若 T 是停时，则对 n = 0, 1, 2, . . .，令

Tn =
∞∑
k=0

k + 1

2n
1{k2−n<T≤(k+1)2−n} +∞ 1{T=∞},

便得到一列单调递减到 T 的停时。

证明。对第一个断言，任取 t ≥ 0，有

{S ≤ t} = {S ≤ t} ∩ {T ≤ t} ∈ Ft,

因为 {S ≤ t} ∈ FT。第二个断言中，Tn ≥ T，且 Tn 是 T 的函数，从而是 FT -可测的；按构造，
当 n→ ∞ 时 Tn ↓ T。 □

下一个命题是从随机过程构造停时的主要工具。

命题 3.9。 设适应过程 (Xt)t≥0 取值于度量空间 (E, d)。
(i) 假设 X 的样本路径右连续，O 是 E 的开子集。则

TO = inf{t ≥ 0 : Xt ∈ O}

是滤过 (Ft+) 的停时。
(ii) 假设 X 的样本路径连续，F 是 E 的闭子集。则

TF = inf{t ≥ 0 : Xt ∈ F}

是滤过 (Ft) 的停时。

证明。（i）对每个 t > 0，

{TO < t} =
⋃

s∈[0,t)∩Q

{Xs ∈ O} ∈ Ft.

这里用到了样本路径右连续性以及 O 的开性。再由命题 3.6 (i)，TO 是滤过 (Ft+) 的停时。

（ii）对每个 t ≥ 0，

{TF ≤ t} =

{
inf

0≤s≤t
d(Xs, F ) = 0

}
=

{
inf

s∈[0,t]∩Q
d(Xs, F ) = 0

}
∈ Ft.

第一等式使用了样本路径连续性和 F 的闭性；第二等式使用了有理数的稠密性。 □

3.3 连续时间鞅与上鞅

回顾一下，我们已经固定了一个带滤过的概率空间 (Ω,F , (Ft), P )。本章余下部分中的所有过
程都取实值。下面的定义显然是离散时间情形中相应定义的连续时间版本（见附录 A.2）。

定义 3.10。设实值过程 (Xt)t≥0 适应于滤过 (Ft)，并且对每个 t ≥ 0都有 Xt ∈ L1。称 (Xt)t≥0

为
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• 鞅，如果对每个 0 ≤ s < t，E[Xt | Fs] = Xs；
• 上鞅，如果对每个 0 ≤ s < t，E[Xt | Fs] ≤ Xs；
• 下鞅，如果对每个 0 ≤ s < t，E[Xt | Fs] ≥ Xs。

若 (Xt)t≥0 是下鞅，则 (−Xt)t≥0 是上鞅。因此，下文有些结果只对上鞅叙述；相应的下鞅版
本可立即推出。

若 (Xt)t≥0 是鞅（分别地，上鞅或下鞅），则当 0 ≤ s ≤ t 时，

E[Xs] = E[Xt]
(
分别地，E[Xs] ≥ E[Xt] 或E[Xs] ≤ E[Xt]

)
.

构造鞅的一种简单方法是：取随机变量 Z ∈ L1，并对每个 t ≥ 0 令

Xt = E[Z | Ft].

不过，并非所有鞅都具有这种形式。下面给出一类重要例子。

重要例子。 设过程 (Zt)t≥0 取值于 R 或 Rd。若 Z 适应于 (Ft)，且对每个 0 ≤ s < t，增量
Zt − Zs 与 Fs 独立，则称 Z 关于滤过 (Ft) 具有独立增量。例如，布朗运动关于其自然滤过
具有独立增量。
若实值过程 Z 关于 (Ft) 具有独立增量，则：

(i) 如果对每个 t ≥ 0，Zt ∈ L1，则

Z̃t = Zt − E[Zt]

是鞅；
(ii) 如果对每个 t ≥ 0，Zt ∈ L2，则

Yt = Z̃ ,2t − E[Z̃ ,2t ]

是鞅；
(iii) 如果对某个 θ ∈ R，每个 t ≥ 0 都满足 E[eθZt ] <∞，则

Xt =
eθZt

E[eθZt ]

是鞅。

这些事实的证明都很容易。在情形 (ii) 中，对每个 0 ≤ s < t，有

E[Z̃ ,2t | Fs] = E
[
(Z̃s + Z̃t − Z̃s)

2 | Fs
]

= Z̃ ,2s + 2Z̃sE[Z̃t − Z̃s | Fs] + E[(Z̃t − Z̃s)
2 | Fs]

= Z̃ ,2s + E[(Z̃t − Z̃s)
2]

= Z̃ ,2s + E[Z̃ ,2t ]− 2E[Z̃sZ̃t] + E[Z̃ ,2s ]

= Z̃ ,2s + E[Z̃ ,2t ]− E[Z̃ ,2s ],

因为

E[Z̃sZ̃t] = E
[
Z̃sE[Z̃t | Fs]

]
= E[Z̃ ,2s ].
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所需结论随即得到。在情形 (iii) 中，

E[Xt | Fs] =
eθZsE[eθ(Zt−Zs) | Fs]
E[eθZs ]E[eθ(Zt−Zs)]

=
eθZs

E[eθZs ]
= Xs,

其中利用了独立性所给出的
E[eθ(Zt−Zs) | Fs] = E[eθ(Zt−Zs)].

现在考察布朗运动这一特殊情形。

定义 3.11。 称实值过程 B = (Bt)t≥0 为一个 (Ft)-布朗运动，如果 B 是布朗运动、适应于
(Ft)，并且关于 (Ft) 具有独立增量。
类似地，称取值于 Rd 的过程 B = (Bt)t≥0 为一个 d 维 (Ft)-布朗运动，如果 B 是 d 维布朗
运动、适应于 (Ft)，并且关于 (Ft) 具有独立增量。

注意，若 B 是（d 维）布朗运动，(FB
t ) 是 B 的自然滤过（也可以是完备自然滤过），则 B 是

（d 维）(FB
t )-布朗运动。

设 B 是从 0 出发（也可以从任意 a ∈ R 出发）的 (Ft)-布朗运动。由上面的观察，过程

Bt, B2
t − t, exp

(
θBt −

θ2

2
t

)
都是具有连续样本路径的鞅。过程 exp(θBt − θ2

2 t) 称为布朗运动的指数鞅。

还可以取

f ∈ L2
(
R+,B(R+), dt

)
, Zt =

∫ t

0
f(s) dBs.

高斯白噪声的性质说明，Z 关于 B 的自然滤过具有独立增量。因此，∫ t

0
f(s) dBs,

(∫ t

0
f(s) dBs

)2

−
∫ t

0
f(s)2 ds,

以及

exp
(
θ

∫ t

0
f(s) dBs −

θ2

2

∫ t

0
f(s)2 ds

)
都是关于这一滤过的鞅。可以证明，这些鞅都有具有连续样本路径的修正；只需对第一个过程证明
即可，而这将由第 5 章中更一般的结果推出。
最后，若 Z = N 是强度为 λ 的泊松过程，(Ft) 是 N 的自然滤过，则众所周知，Z 具有独立

增量，因而
Nt − λt, (Nt − λt)2 − λt, exp

(
θNt − λt(eθ − 1)

)
都是鞅。与前面的例子不同，这些鞅没有具有连续样本路径的修正。

命题 3.12。设 (Xt)t≥0 是适应过程，f : R → R+ 是凸函数，并且对每个 t ≥ 0，E[f(Xt)] <∞。
(i) 若 (Xt)t≥0 是鞅，则 (f(Xt))t≥0 是下鞅。
(ii) 若 (Xt)t≥0 是下鞅，并且 f 还单调不减，则 (f(Xt))t≥0 是下鞅。
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证明。由 Jensen 不等式，对 s < t，

E[f(Xt) | Fs] ≥ f
(
E[Xt | Fs]

)
≥ f(Xs).

当 (Xt) 只是下鞅时，最后一个不等式还需要使用 f 的单调不减性。 □

推论。若 (Xt)t≥0 是鞅，则 (|Xt|)t≥0 是下鞅。更一般地，对每个 p ≥ 1，只要对每个 t ≥ 0 都
有 E[|Xt|p] < ∞，过程 (|Xt|p)t≥0 就是下鞅。若 (Xt)t≥0 是下鞅，则 (X+

t )t≥0 也是下鞅，其
中 X+

t = Xt ∨ 0。

注。若 (Xt)t≥0 是任意鞅，则对每个 p ≥ 1，Jensen 不等式说明 t 7→ E[|Xt|p] 是取值于 [0,∞]

的单调不减函数。

命题 3.13。 设 (Xt)t≥0 是下鞅或上鞅。则对每个 t > 0，

sup
0≤s≤t

E[|Xs|] <∞.

证明。只需处理 (Xt)t≥0 是下鞅的情形。因为 (X+
t )t≥0 也是下鞅，所以对每个 s ∈ [0, t]，

E[X+
s ] ≤ E[X+

t ].

另一方面，由 X 的下鞅性质，对 s ∈ [0, t] 还有

E[Xs] ≥ E[X0].

合并这两个估计，并注意到 |x| = 2x+ − x，得到

sup
s∈[0,t]

E[|Xs|] ≤ 2E[X+
t ]− E[X0] <∞,

这就是所需结论。 □
下一个命题在研究平方可积鞅时非常有用。

命题 3.14。 设 (Mt)t≥0 是平方可积鞅（即对每个 t ≥ 0，Mt ∈ L2）。给定 0 ≤ s < t，并设

s = t0 < t1 < · · · < tp = t

是区间 [s, t] 的一个分割。则

E

[
p∑
i=1

(Mti −Mti−1)
2

∣∣∣∣∣Fs
]
= E[M2

t −M2
s | Fs]

= E[(Mt −Ms)
2 | Fs].

特别地，

E

[
p∑
i=1

(Mti −Mti−1)
2

]
= E[M2

t −M2
s ] = E[(Mt −Ms)

2].
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证明。对每个 i = 1, . . . , p，

E[(Mti −Mti−1)
2 | Fs]

= E
[
E[(Mti −Mti−1)

2 | Fti−1 ]
∣∣Fs]

= E
[
E[M2

ti | Fti−1 ]− 2Mti−1E[Mti | Fti−1 ] +M2
ti−1

∣∣∣Fs]
= E

[
E[M2

ti | Fti−1 ]−M2
ti−1

∣∣∣Fs]
= E[M2

ti −M2
ti−1

| Fs].

对 i 求和便得到所需结论。 □
下面研究鞅与上鞅样本路径的正则性。我们先建立离散时间经典不等式的连续时间版本。

命题 3.15。
(i)（极大不等式） 设 (Xt)t≥0 是具有右连续样本路径的上鞅。则对每个 t > 0 和每个 λ > 0，

λP

(
sup
0≤s≤t

|Xs| > λ

)
≤ E[|X0|] + 2E[|Xt|].

(ii)（Doob 的 Lp 不等式） 设 (Xt)t≥0 是具有右连续样本路径的鞅。则对每个 t > 0 和每个
p > 1，

E

[
sup
0≤s≤t

|Xs|p
]
≤
(

p

p− 1

)p
E[|Xt|p].

第 (ii) 部分只有在 E[|Xt|p] <∞ 时才有实际内容。

证明。（i）固定 t > 0，取 R+ 的一个可数稠密子集 D，使得 0, t ∈ D。集合 D ∩ [0, t] 是一列
递增有限集 (Dm)m≥1 的并，其中

Dm = {tm0 , tm1 , . . . , tmm}, 0 = tm0 < tm1 < · · · < tmm = t.

对每个固定的 m，令 Yn = Xtmn，并令 Gn = Ftmn。于是 (Yn)0≤n≤m 是关于 (Gn) 的离散时间上鞅。
对它应用离散时间极大不等式（见附录 A.2），得到

λP

(
sup
s∈Dm

|Xs| > λ

)
≤ E[|X0|] + 2E[|Xt|].

当 m ↑ ∞ 时，

P

(
sup
s∈Dm

|Xs| > λ

)
↑ P

(
sup

s∈D∩[0,t]
|Xs| > λ

)
.

因此，

λP

(
sup

s∈D∩[0,t]
|Xs| > λ

)
≤ E[|X0|] + 2E[|Xt|].

最后，由于样本路径右连续，且 t ∈ D，有

sup
s∈D∩[0,t]

|Xs| = sup
s∈[0,t]

|Xs|. (3.1)

这便证明了 (i)。
（ii）沿用 (i) 的证明思路，这次对离散时间鞅使用 Doob 的 Lp 不等式（见附录 A.2），则对每

个 m ≥ 1，

E

[
sup
s∈Dm

|Xs|p
]
≤
(

p

p− 1

)p
E[|Xt|p].

令 m→ ∞，使用单调收敛定理，再使用等式 (3.1)，即得结论。 □
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注。若不再假设上鞅 X 的样本路径右连续，则上面的证明仍说明：对 R+ 的每个可数稠密子
集 D 以及每个 t > 0，

P

(
sup

s∈D∩[0,t]
|Xs| > λ

)
≤ 1

λ

(
E[|X0|] + 2E[|Xt|]

)
.

令 λ→ ∞，特别得到
sup

s∈D∩[0,t]
|Xs| <∞, a.s.

上穿次数。 设 f : I → R 是定义在 R+ 的某个子集 I 上的函数。给定 a < b，f 沿区间 [a, b]

的上穿次数记为 Mf
ab(I)，它是满足下述条件的最大整数 k ≥ 1：存在 I 中的有限递增序列

s1 < t1 < · · · < sk < tk,

使得对每个 i ∈ {1, . . . , k}，都有 f(si) ≤ a 且 f(ti) ≥ b。如果连 k = 1 时也不存在这样的子序列，
就规定 Mf

ab(I) = 0；如果对每个 k ≥ 1 都存在这样的子序列，就规定 Mf
ab(I) = ∞。上穿次数是研

究函数正则性的便利工具。

在下一个引理中，记号

lim
s↓↓t

f(s)

(
分别地， lim

s↑↑t
f(s)

)

表示

lim
s↓t
s>t

f(s)

分别地， lim
s↑t
s<t

f(s)

 .

若函数 g : R+ → R 右连续，并且在每个 t > 0 处都有左极限，就称 g 为 càdlàg 函数。这一名称
来自法语“continue à droite avec des limites à gauche”（右连续且有左极限）。

引理 3.16。 设 D 是 R+ 的可数稠密子集，f 是定义在 D 上的实函数。假设对每个 T ∈ D：
(i) f 在 D ∩ [0, T ] 上有界；
(ii) 对所有满足 a < b 的有理数 a, b，

Mf
ab(D ∩ [0, T ]) <∞.

则对每个实数 t ≥ 0，右极限
f(t+) := lim

s↓↓t
s∈D

f(s)

都存在；类似地，对每个实数 t > 0，左极限

f(t−) := lim
s↑↑t
s∈D

f(s)

都存在。此外，由 g(t) = f(t+) 定义的函数 g : R+ → R 是 càdlàg 函数。

我们略去这个分析引理的证明。需要强调的是，右极限 f(t+) 与左极限 f(t−) 是对每个 t ≥ 0

（左极限情形为 t > 0）定义的，而不只对 t ∈ D 定义。
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定理 3.17。 设 (Xt)t≥0 是上鞅，D 是 R+ 的可数稠密子集。
(i) 对几乎每个 ω ∈ Ω，函数 s 7→ Xs(ω) 在 D 上的限制，在每个 t ∈ [0,∞) 处都有右极限

Xt+(ω) := lim
s↓↓t
s∈D

Xs(ω), (3.2)

并且在每个 t ∈ (0,∞) 处都有左极限

Xt−(ω) := lim
s↑↑t
s∈D

Xs(ω).

(ii) 对每个 t ∈ R+，Xt+ ∈ L1，而且

Xt ≥ E[Xt+ | Ft].

若函数 t 7→ E[Xt] 右连续，则上式取等号；特别地，当 X 是鞅时取等号。过程 (Xt+)t≥0

关于滤过 (Ft+) 是上鞅；若 X 是鞅，则它也是鞅。

注。为了陈述 (ii) 的最后几个断言，需要对每个 ω ∈ Ω 定义 Xt+(ω)，而不能只在某个零测集
之外定义。正如下面的证明所示，当 (3.2) 中的极限不存在时，只需令 Xt+(ω) = 0。

证明。（i）固定 T ∈ D。由命题 3.15 后面的注，

sup
s∈D∩[0,T ]

|Xs| <∞, a.s.

与命题 3.15 的证明相同，可以选取一列递增到 D ∩ [0, T ] 的有限子集 (Dm)m≥1，并使 0, T ∈ Dm。
对离散时间上鞅应用 Doob 上穿不等式（见附录 A.2），对每个 a < b 和每个 m ≥ 1 得到

E[MX
ab(Dm)] ≤

1

b− a
E[(XT − a)−].

令 m→ ∞，由单调收敛定理，

E[MX
ab(D ∩ [0, T ])] ≤ 1

b− a
E[(XT − a)−] <∞.

因而
MX
ab([0, T ] ∩D) <∞, a.s.

令

N =
⋃
T∈D

{
sup

t∈D∩[0,T ]
|Xt| = ∞

}
∪

⋃
T∈D

a,b∈Q, a<b

{
MX
ab(D ∩ [0, T ]) = ∞

}
.

(3.3)

由上面的讨论，P (N) = 0。另一方面，若 ω /∈ N，则函数

D 3 t 7−→ Xt(ω)

满足引理 3.16 的全部假设。因此，断言 (i) 由该引理得到。
（ii）为了对每个 ω ∈ Ω，而不只对 Ω \N 中的 ω，定义 Xt+(ω)，令

Xt+(ω) =


lim
s↓↓t
s∈D

Xs(ω), 若此极限存在,

0, 否则.
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按此定义，Xt+ 是 Ft+-可测的。
固定 t ≥ 0，取 D 中一列严格递减到 t 的数 (tn)n≥0。由构造，几乎必然有

Xt+ = lim
n→∞

Xtn .

对每个整数 k ≤ 0，令 Yk = Xt−k
。于是，Y 是关于反向离散滤过 Hk = Ft−k

的反向上鞅（见附录
A.2）。由命题 3.13，supk≤0E[|Yk|] < ∞。反向上鞅收敛定理（见附录 A.2）因而说明，序列 Xtn

在 L1 中收敛到 Xt+。特别地，Xt+ ∈ L1。

利用这一 L1 收敛，可在不等式

Xt ≥ E[Xtn | Ft]

中令 n→ ∞，得到
Xt ≥ E[Xt+ | Ft].

这里使用了条件期望关于 L1 范数的连续性；必须注意，只有 a.s. 收敛并不足以保证可以这样取极
限。此外，再次利用 L1 收敛，有

E[Xt+] = lim
n→∞

E[Xtn ].

因此，若 s 7→ E[Xs] 右连续，则

E[Xt] = E[Xt+] = E
[
E[Xt+ | Ft]

]
,

而不等式 Xt ≥ E[Xt+ | Ft] 迫使
Xt = E[Xt+ | Ft].

前面已经注意到，Xt+ 是 Ft+-可测的。设 s < t，并取 D 中严格递减到 s 的序列 (sn)n≥0。不
妨设对每个 n，sn ≤ tn。与前面一样，Xsn 在 L1 中收敛到 Xs+。于是，若 A ∈ Fs+，则对每个
n，A ∈ Fsn，从而

E[Xs+1A] = lim
n→∞

E[Xsn1A]

≥ lim
n→∞

E[Xtn1A]

= E[Xt+1A] = E
[
E[Xt+ | Fs+]1A

]
.

这一不等式对每个 A ∈ Fs+ 都成立，而 Xs+ 与 E[Xt+ | Fs+] 都是 Fs+-可测的，故

Xs+ ≥ E[Xt+ | Fs+].

最后，若 X 是鞅，则上述论证中的所有不等式都可改为等式。 □

定理 3.18。 假设滤过 (Ft) 右连续且完备。设 X = (Xt)t≥0 是上鞅，并且函数 t 7→ E[Xt] 右
连续。则 X 有一个样本路径为 càdlàg 的修正；这个修正仍是 (Ft)-上鞅。

证明。如定理 3.17 那样，取 R+ 的可数稠密子集 D，并令 N 为 (3.3) 中定义的零测集。对每
个 t ≥ 0，令

Yt(ω) =

Xt+(ω), ω /∈ N,

0, ω ∈ N.

引理 3.16 说明 Y 的样本路径为 càdlàg。

50



布朗运动、鞅与随机微积分｜中文讲义 第三章 滤过与鞅

随机变量 Xt+ 是 Ft+-可测的；由于滤过右连续，它也是 Ft-可测的。零测集 N 属于 F∞，而
滤过的完备性保证 Yt 是 Ft-可测的。由定理 3.17 (ii)，对每个 t ≥ 0，

Xt = E[Xt+ | Ft] = Xt+ = Yt, a.s.,

其中第二个等号是因为 Xt+ 为 Ft-可测。因此，Y 是 X 的修正，并且适应于滤过 (Ft)。由于 Y

是 X 的修正，0 ≤ s < t 时的不等式

E[Xt | Fs] ≤ Xs

也对 Y 成立。 □

注。
(i) 先讨论定理中各项假设。一个简单例子说明，滤过右连续的假设不可删去。取 Ω = {−1, 1}，
并定义概率测度 P 使得 P ({1}) = P ({−1}) = 1/2。令随机变量 ε(ω) = ω，并定义过程
(Xt)t≥0：当 0 ≤ t ≤ 1 时 Xt = 0，当 t > 1 时 Xt = ε。容易验证，X 关于其自然滤过
(FX

t ) 是鞅；这一滤过还是完备的，因为不存在非空零测集。另一方面，X 的任何修正都
不可能在 t = 1 处右连续。这并不与定理矛盾，因为该滤过并不右连续：

FX
1+ 6= FX

1 .

(ii) 同样，为说明映射 t 7→ E[Xt] 右连续的假设是必要的，只需取 Xt = f(t)，其中 f 是任
意单调不增的确定性函数。若 f 不右连续，则 X 的任何修正都不可能具有右连续样本路
径。

3.4 可选停时定理

我们先给出一个上鞅收敛定理。

定理 3.19。设 X 是具有右连续样本路径的上鞅。假设随机变量族 (Xt)t≥0 在 L1 中有界。则
存在随机变量 X∞ ∈ L1，使得

lim
t→∞

Xt = X∞, a.s.

证明。设 D 是 R+ 的可数稠密子集。由定理 3.17 的证明，对每个 T ∈ D 和每个 a < b，

E[MX
ab(D ∩ [0, T ])] ≤ 1

b− a
E[(XT − a)−].

由单调收敛定理，对每个 a < b，

E[MX
ab(D)] ≤ 1

b− a
sup
t≥0

E[(Xt − a)−] <∞,

因为随机变量族 (Xt)t≥0 在 L1 中有界。因此，几乎必然地，对所有满足 a < b 的有理数 a, b，都
有 MX

ab(D) <∞。这说明极限
X∞ := lim

t→∞
t∈D

Xt (3.4)

几乎必然在 [−∞,∞] 中存在。事实上，+∞ 和 −∞ 都可以排除，因为 Fatou 引理给出

E[|X∞|] ≤ lim inf
t→∞
t∈D

E[|Xt|] <∞.

51



布朗运动、鞅与随机微积分｜中文讲义 第三章 滤过与鞅

于是 X∞ ∈ L1。最后，样本路径的右连续性（此前尚未使用）使我们可以在 (3.4) 中去掉 t ∈ D 的
限制。 □
在定理 3.19 的假设下，Xt 向 X∞ 的收敛未必在 L1 中成立。下一个结果在鞅的情形下给出

L1 收敛的充要条件。

定义 3.20。 若存在随机变量 Z ∈ L1，使得对每个 t ≥ 0，

Xt = E[Z | Ft],

则称鞅 (Xt)t≥0 为闭鞅。

定理 3.21。 设 X 是具有右连续样本路径的鞅。则下列性质等价：
(i) X 是闭鞅；
(ii) 随机变量族 (Xt)t≥0 一致可积；
(iii) 当 t→ ∞ 时，Xt 几乎必然且在 L1 中收敛。
此外，若这些性质成立，且 X∞ ∈ L1 是 Xt 当 t→ ∞ 时的 a.s. 极限，则对每个 t ≥ 0，

Xt = E[X∞ | Ft].

证明。性质 (i) 推出 (ii) 很容易：若 Z ∈ L1，当 G 遍历 F 的所有子 σ-代数时，随机变量族

{E[Z | G]}

是一致可积的。若 (ii) 成立，则 (Xt)t≥0 特别在 L1 中有界；定理 3.19 说明 Xt 几乎必然收敛到某
个 X∞。由一致可积性，这一收敛也在 L1 中成立。最后，若 (iii) 成立，则对每个 s ≥ 0，可在等式

Xs = E[Xt | Fs]

中令 t→ ∞；利用条件期望关于 L1 范数的连续性，得到

Xs = E[X∞ | Fs].

□
现在利用离散时间鞅与上鞅的可选停时定理，建立连续时间中的相应结果。设 (Xt)t≥0 是具有

右连续样本路径的鞅或上鞅，并且当 t → ∞ 时，Xt 几乎必然收敛到一个记为 X∞ 的随机变量。
对每个停时 T，定义

XT (ω) = 1{T (ω)<∞}XT (ω)(ω) + 1{T (ω)=∞}X∞(ω).

在定理 3.7 中，随机变量 XT 只定义在 Ω 的子集 {T <∞} 上。按现在的定义，XT 仍然是 FT -可
测的：这可由定理 3.7 以及容易验证的事实 1{T=∞}X∞ 为 FT -可测得到。

定理 3.22（鞅的可选停时定理）。 设 (Xt)t≥0 是具有右连续样本路径的一致可积鞅。设 S, T

是两个停时，且 S ≤ T。则 XS , XT ∈ L1，并且

XS = E[XT | FS ].

特别地，对每个停时 S，
XS = E[X∞ | FS ],
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而且
E[XS ] = E[X∞] = E[X0].

证明。对每个整数 n ≥ 0，令

Tn =

∞∑
k=0

k + 1

2n
1{k2−n<T≤(k+1)2−n} +∞ 1{T=∞},

并类似地令

Sn =
∞∑
k=0

k + 1

2n
1{k2−n<S≤(k+1)2−n} +∞ 1{S=∞}.

由命题 3.8，(Tn)与 (Sn)是两列停时，分别单调递减到 T 与 S。此外，对每个 n ≥ 0，都有 Sn ≤ Tn。

现在注意，对每个固定的 n，2nSn 与 2nTn 都是离散滤过

H(n)
k := Fk/2n

的停时，而
Y

(n)
k := Xk/2n

是关于这一滤过的离散时间鞅。由一致可积离散时间鞅的可选停时定理（见附录 A.2），Y (n)
2nSn

与

Y
(n)
2nTn

都属于 L1，并且

XSn = Y
(n)
2nSn

= E
[
Y

(n)
2nTn

| H(n)
2nSn

]
= E[XTn | FSn ].

这里需要验证 H(n)
2nSn

= FSn，但这是直接的。

取 A ∈ FS。因为 FS ⊂ FSn，所以 A ∈ FSn，从而

E[1AXSn ] = E[1AXTn ].

由样本路径的右连续性，几乎必然有

XS = lim
n→∞

XSn , XT = lim
n→∞

XTn .

这些极限也在 L1 中成立。事实上，再次由一致可积离散时间鞅的可选停时定理，对每个 n，

XSn = E[X∞ | FSn ],

故序列 (XSn) 一致可积；序列 (XTn) 也同样一致可积。

上述 L1 收敛说明 XS , XT ∈ L1，并允许我们在等式 E[1AXSn ] = E[1AXTn ] 中令 n→ ∞，得
到

E[1AXS ] = E[1AXT ].

这一等式对每个 A ∈ FS 都成立，而 XS 是 FS-可测的，因此

XS = E[XT | FS ].

证明完成。 □
下面给出定理 3.22 的两个推论。
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推论 3.23。设 (Xt)t≥0 是具有右连续样本路径的鞅，S ≤ T 是两个有界停时。则 XS , XT ∈ L1，
并且

XS = E[XT | FS ].

证明。取 a ≥ 0 使 S ≤ T ≤ a。对鞅 (Xt∧a)t≥0 应用定理 3.22；该鞅由 Xa 闭合。 □
第二个推论说明：鞅（分别地，一致可积鞅）在任意停时处停止之后，仍然是鞅（分别地，一

致可积鞅）。这一结果将在后续各章中发挥重要作用。

推论 3.24。 设 (Xt)t≥0 是具有右连续样本路径的鞅，T 是停时。
(i) 过程 (Xt∧T )t≥0 仍是鞅。
(ii) 若鞅 (Xt)t≥0 还是一致可积的，则过程 (Xt∧T )t≥0 也是一致可积鞅；更精确地，对每个

t ≥ 0，
Xt∧T = E[XT | Ft]. (3.5)

证明。先证明 (ii)。由停时性质 (f)，t ∧ T 是停时。根据定理 3.22，Xt∧T 与 XT 都属于 L1。
还知道 Xt∧T 是 Ft∧T -可测的；由于 Ft∧T ⊂ Ft，它也是 Ft-可测的。因此，为证明 (3.5)，只需说
明对每个 A ∈ Ft，

E[1AXT ] = E[1AXt∧T ].

固定 A ∈ Ft。首先，显然有

E[1A∩{T≤t}XT ] = E[1A∩{T≤t}Xt∧T ]. (3.6)

另一方面，由定理 3.22，
Xt∧T = E[XT | Ft∧T ].

注意，A ∩ {T > t} 同时属于 Ft 和 FT （后一事实可直接由 FT 的定义得到），所以

A ∩ {T > t} ∈ Ft ∩ FT = Ft∧T .

利用前一条件期望等式，得到

E[1A∩{T>t}XT ] = E[1A∩{T>t}Xt∧T ].

将此式与 (3.6) 相加，即得所需结论。
为证明 (i)，只需对任意 a ≥ 0，把 (ii) 应用于一致可积鞅 (Xt∧a)t≥0。 □
应用。 可选停时定理首先是一种显式计算概率分布的有力工具。下面给出几个重要而典型的

应用（本章及后续各章的练习中还有许多其他例子）。设 B 是从 0 出发的实布朗运动。我们知道，
关于其自然滤过，B 是具有连续样本路径的鞅。对每个 a ∈ R，令

Ta = inf{t ≥ 0 : Bt = a}.

回顾一下，Ta <∞ a.s.

（a）区间退出点的分布。 对每个 a < 0 < b，

P (Ta < Tb) =
b

b− a
, P (Tb < Ta) =

−a
b− a

.

为得到这一结果，考虑停时 T = Ta ∧ Tb 以及停止鞅 Mt = Bt∧T；由推论 3.24，它确实是鞅。
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又因为 |Mt| ≤ b ∨ |a|，所以 M 一致可积。应用定理 3.22，得到

0 = E[M0] = E[MT ] = bP (Tb < Ta) + aP (Ta < Tb).

再结合
P (Tb < Ta) + P (Ta < Tb) = 1,

即得所需结果。事实上，该证明还说明：如果把布朗运动换成初值为 0、样本路径连续的鞅，
并且已知该过程几乎必然退出 (a, b)，则结论仍然成立。

（b）退出时刻的一阶矩。 对每个 a > 0，考虑停时

Ua = inf{t ≥ 0 : |Bt| = a}.

则
E[Ua] = a2.

为验证这一点，考虑鞅 Mt = B2
t − t。由推论 3.24，Mt∧Ua 仍是鞅，因而

E[Mt∧Ua ] = E[M0] = 0,

即
E[B2

t∧Ua
] = E[t ∧ Ua].

一方面，由单调收敛定理，当 t→ ∞ 时，E[t ∧ Ua] 收敛到 E[Ua]；另一方面，由控制收敛定
理，E[B2

t∧Ua
] 收敛到

E[B2
Ua
] = a2,

因为 B2
t∧Ua

≤ a2。结论随即得到。值得注意的是，E[Ua] <∞，而第 2章已经指出 E[Ta] = ∞。

（c）到达时刻的 Laplace 变换。固定 a > 0，目标是计算 Ta 的 Laplace 变换。对每个 λ ∈ R，
可以考虑指数鞅

Nλ
t = exp

(
λBt −

λ2

2
t

)
.

先设 λ > 0。由推论 3.24，停止过程 (Nλ
t∧Ta)t≥0 仍是鞅，而且容易看出它不超过 eλa，因而一

致可积。把定理 3.22 的最后一个断言应用于这一鞅和停时 S = Ta（或者取 S = ∞），得到

eλaE
[
e−λ

2Ta/2
]
= E[Nλ

Ta ] = E[Nλ
0 ] = 1.

把 λ 换成
√
2λ，便得到：对每个 λ > 0，

E[e−λTa ] = e−a
√
2λ. (3.7)

这个公式也可以由 Ta 的密度推出，见推论 2.22。
作为一个有益的练习，可以尝试用 λ < 0 时的鞅 Nλ 重复上述论证；这会得到荒谬的结果。原
因是当 λ < 0 时，停止鞅 (Nλ

t∧Ta) 并非一致可积。应用定理 3.22 时，务必检查鞅的一致可积
性；多数情况下，这是通过验证停止鞅有界来完成的。
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（d）区间退出时刻的 Laplace 变换。 沿用 (b) 的记号。对每个 a > 0 和每个 λ > 0，

E[e−λUa ] =
1

cosh(a
√
2λ)

.

先注意，Ua 与 BUa 相互独立。事实上，由布朗运动的对称性，

E[1{BUa=a}e
−λUa ] = E[1{BUa=−a}e

−λUa ]

=
1

2
E[e−λUa ].

然后用与 (c) 相同的方法即可证明所述公式：写出

E[Nλ
Ua
] = E[Nλ

0 ] = 1,

并注意可选停时定理在这里可以应用，因为 (Nλ
t∧Ua

)t≥0 不超过 eλa。更一般的公式见练习 3.27。

本章最后给出非负上鞅的可选停时定理。这个结果将在后面对马尔可夫过程的应用中使用。先
注意，若 (Zt)t≥0 是具有右连续样本路径的非负上鞅，则它自动在 L1 中有界，因为 E[Zt] ≤ E[Z0]。
由定理 3.19，当 t→ ∞ 时，Zt 几乎必然收敛到某个 Z∞ ∈ L1。正如定理 3.22 之前所解释的，因
而可以对任意停时 T（无论是否有限）定义 ZT。

定理 3.25。 设 (Zt)t≥0 是具有右连续样本路径的非负上鞅。设 U, V 是两个停时，且 U ≤ V。
则 ZU , ZV ∈ L1，并且

ZU ≥ E[ZV | FU ].

注。 该结论蕴含 E[ZU ] ≥ E[ZV ]。又因为在事件 {U = ∞} 上 ZU = ZV = Z∞，还得到

E[1{U<∞}ZU ] ≥ E[1{U<∞}ZV ] ≥ E[1{V <∞}ZV ].

证明。第一步先额外假设 U, V 有界，并验证此时 E[ZU ] ≥ E[ZV ]。取整数 p ≥ 1，使得 U ≤ p

且 V ≤ p。对每个整数 n ≥ 0，令

Un =

p2n−1∑
k=0

k + 1

2n
1{k2−n<U≤(k+1)2−n},

Vn =

p2n−1∑
k=0

k + 1

2n
1{k2−n<V≤(k+1)2−n}.

由命题 3.8，(Un)与 (Vn)是两列有界停时，分别单调递减到 U 与 V，而且对每个 n ≥ 0，Un ≤ Vn。
样本路径右连续性保证当 n→ ∞ 时，

ZUn −→ ZU , ZVn −→ ZV , a.s.

对离散滤过 (Fk/2n+1)k≥0 使用有界停时情形下离散时间上鞅的可选停时定理（见附录 A.2），对每
个 n ≥ 0 得到

ZUn+1 ≥ E[ZUn | FUn+1 ].

对每个整数 n ≤ 0，令
Yn = ZU−n , Hn = FU−n .
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于是 (Yn)n≤0 是关于 (Hn)n≤0 的反向上鞅。又由离散可选停时定理，对每个 n ≥ 0，

E[ZUn ] ≤ E[Z0].

因此 (Yn)n≤0 在 L1 中有界。反向上鞅收敛定理（见附录 A.2）说明它在 L1 中收敛。所以 ZUn → ZU
也在 L1 中成立；同理，ZVn → ZV 在 L1 中成立。由于 Un ≤ Vn，再次使用离散可选停时定理，有

E[ZUn ] ≥ E[ZVn ].

利用这两个 L1 收敛并令 n→ ∞，得到

E[ZU ] ≥ E[ZV ],

如所声称。

现在证明定理的一般情形，不再假设 U, V 有界。把第一步用于停时 0 与 U ∧ p，对每个 p ≥ 1

有
E[ZU∧p] ≤ E[Z0].

Fatou 引理给出
E[ZU ] ≤ E[Z0] <∞;

同理，E[ZV ] <∞。固定 A ∈ FU ⊂ FV，并回顾停时 UA 的记号：当 ω ∈ A 时令 UA(ω) = U(ω)，
否则令 UA(ω) = ∞；V A 类似定义。由证明的第一步，对每个 p ≥ 1，

E[ZUA∧p] ≥ E[ZV A∧p].

把两边的期望分别按 Ac、A ∩ {U ≤ p} 和 A ∩ {U > p} 分解，并注意 U > p 蕴含 V > p，得到

E[ZU1A∩{U≤p}] ≥ E[ZV ∧p1A∩{U≤p}].

令 p→ ∞，左边由控制收敛定理收敛；右边使用 Fatou 引理，得到

E[ZU1A∩{U<∞}] ≥ E[ZV 1A∩{U<∞}].

校订注。 原书在这一步把截断项直接写成 E[ZV 1A∩{U≤p}]，但由 E[ZUA∧p] ≥ E[ZV A∧p] 直接
分解所得应为 ZV ∧p。按上式保留截断，再用 Fatou 引理取极限，即可严格得到原定理结论。

另一方面，在 A ∩ {U = ∞} 上必有 V = ∞，所以显然

E[ZU1A∩{U=∞}] = E[ZV 1A∩{U=∞}].

与前式相加，得到
E[ZU1A] ≥ E[ZV 1A] = E

[
E[ZV | FU ]1A

]
.

这一不等式对每个 A ∈ FU 都成立，而 ZU 是 FU -可测的，所需结论随即得到。 □

练习

以下练习中的过程都定义在概率空间 (Ω,F , P ) 上；该概率空间配备一个完备滤过 (Ft)t∈[0,∞]。
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练习 3.26。
1. 设 M 是具有连续样本路径的鞅，且 M0 = x ∈ R+。假设对每个 t ≥ 0，Mt ≥ 0，并且当
t→ ∞ 时，Mt → 0，a.s. 证明：对每个 y > x，

P

(
sup
t≥0

Mt ≥ y

)
=
x

y
.

2. 设 B 是从 x > 0 出发的布朗运动，且

T0 = inf{t ≥ 0 : Bt = 0}.

求随机变量
sup
t≤T0

Bt

的分布。
3. 现在设 B 是从 0 出发的布朗运动，µ > 0。利用适当的指数鞅证明

sup
t≥0

(Bt − µt)

服从参数为 2µ 的指数分布。

解答 3.26。
1. 令 Ty = inf{t ≥ 0 : Mt = y}。路径连续且 M ≥ 0，所以 0 ≤ Mt∧Ty ≤ y。可选停时定理
给出

x = E[Mt∧Ty ].

当 t→ ∞ 时，被停过程有界收敛到 y1{Ty<∞}：在 {Ty = ∞} 上使用题设 Mt → 0。因而

x = y P(Ty <∞) = y P
(

sup
t≥0

Mt ≥ y

)
.

2. Mt = Bt∧T0 是非负连续鞅，且因 T0 <∞ a.s.，Mt → 0。于是对 y > x，

P

(
sup
t≤T0

Bt ≥ y

)
=
x

y
,

而对 0 ≤ y ≤ x 该概率为 1。故所求随机变量的分布函数为

F (y) =

0, y < x,

1− x

y
, y ≥ x.

3. 指数鞅 Mt = exp(Bt − 1
2 t) 非负且 Mt → 0 a.s.。布朗尺度变换给出

sup
t≥0

(Bt − µt)
d
=

1

2µ
sup
s≥0

(2Bs − s).

对 y > 0，第 1 问应用于 M 得

P
(

sup
t≥0

(Bt − µt) ≥ y

)
= P

(
sup
s≥0

eBs−s/2 ≥ e2µy
)

= e−2µy.

这正是参数 2µ 的指数分布尾函数。
□
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练习 3.27。 设 B 是从 0 出发的 (Ft)-布朗运动。回顾记号

Tx = inf{t ≥ 0 : Bt = x}, x ∈ R.

固定两个实数 a, b，使 a < 0 < b，并令

T = Ta ∧ Tb.

1. 证明：对每个 λ > 0，

E[e−λT ] =

cosh
(
b+ a

2

√
2λ

)
cosh

(
b− a

2

√
2λ

) .
提示。可选取适当的 α，考虑如下形式的鞅：

Mt = exp
(√

2λ(Bt − α)− λt
)
+ exp

(
−
√
2λ(Bt − α)− λt

)
.

2. 类似地证明：对每个 λ > 0，

E[e−λT 1{T=Ta}] =
sinh(b

√
2λ)

sinh((b− a)
√
2λ)

.

3. 由第 2 问重新推出 P (Ta < Tb) 的公式。

解答 3.27。 令 c =
√
2λ。

1. 取 α = (a+ b)/2。过程

Mt = ec(Bt−α)−λt + e−c(Bt−α)−λt

是鞅。由于 Bt∧T ∈ [a, b]，停止后的两指数鞅有界，故可选停时定理适用。在 T 时，|BT −
α| = (b− a)/2，于是

2 cosh(cα) = E[MT ] = 2 cosh
(
c(b− a)

2

)
E[e−λT ],

即得第 1 问公式（利用 cosh 的偶性）。
2. 更直接地考虑

Nt = e−λt sinh(c(b−Bt)).

Itô公式说明 N 是局部鞅；停在 T 后有界，故为一致可积鞅。由于 NT = 0 于 {T = Tb}，
而 NT = e−λT sinh(c(b− a)) 于 {T = Ta}，

sinh(cb) = E[NT ] = sinh(c(b− a))E[e−λT 1{T=Ta}],

从而得到题中等式。
3. 令 λ ↓ 0，由支配收敛与 sinhx ∼ x，

P(Ta < Tb) = lim
λ↓0

sinh(b
√
2λ)

sinh((b− a)
√
2λ)

=
b

b− a
.

□

59



布朗运动、鞅与随机微积分｜中文讲义 第三章 滤过与鞅

练习 3.28。 设 (Bt)t≥0 是从 0 出发的 (Ft)-布朗运动。给定 a > 0，令

σa = inf{t ≥ 0 : Bt ≤ t− a}.

1. 证明 σa 是停时，并且 σa <∞，a.s.
2. 利用适当的指数鞅证明：对每个 λ ≥ 0，

E[e−λσa ] = exp
(
−a
(√

1 + 2λ− 1
))
.

通过解析延拓论证，还可以证明这个公式对 λ ∈ [−1
2 , 0) 仍然成立。

3. 设 µ ∈ R，并令

Mt = exp
(
µBt −

µ2

2
t

)
.

证明停止鞅 (Mσa∧t)t≥0是闭鞅，当且仅当 µ ≤ 1。（提示：该鞅为闭鞅，当且仅当 E[Mσa ] =

1。）

解答 3.28。
1. σa 是连续适应过程 Bt− t 首次到达闭集 (−∞,−a] 的时刻，故为停时。又 Bt/t→ 0 a.s.，
所以 Bt − t→ −∞，从而 σa <∞ a.s.，并由连续性 Bσa = σa − a。

2. 给定 λ ≥ 0，取

µ = 1−
√
1 + 2λ ≤ 0, µ− µ2

2
= −λ.

指数鞅 Zt = exp(µBt − 1
2µ

2t) 停在 σa 后有界：在 t < σa 时 Bt > t− a，乘以 µ ≤ 0 可
得 Zt ≤ e−µa。因此可选停时定理给出

1 = E[Zσa ] = e−µaE[e−λσa ],

即
E[e−λσa ] = eµa = exp

[
−a(

√
1 + 2λ− 1)

]
.

对 −1
2 < λ < 0，两边都是该半平面内的解析函数，故由恒等定理延拓；端点 −1/2 再由

单调收敛得到。
3. 非负停止鞅 Mσa∧t 为闭鞅，当且仅当 E[Mσa ] = 1。利用 Bσa = σa − a 及第 2 问的延拓
式，

E[Mσa ] = e−µa E
[
e−(µ2/2−µ)σa

]
= exp

[
−a
(
µ+ |µ− 1| − 1

)]
.

若 µ ≤ 1，该值为 1；若 µ > 1，它等于 e−2a(µ−1) < 1。故闭鞅条件恰为 µ ≤ 1。
□

练习 3.29。 设 (Yt)t≥0 是具有连续样本路径的一致可积鞅，且 Y0 = 0。令

Y∞ = lim
t→∞

Yt.

固定实数 p ≥ 1。如果存在常数 C，使得对每个停时 T，都有

E[|Y∞ − YT |p | FT ] ≤ C,

就称鞅 Y 满足性质 (P)。
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1. 证明：如果 Y∞ 有界，则 Y 满足性质 (P)。
2. 设 B 是从 0 出发的 (Ft)-布朗运动。证明鞅

Yt = Bt∧1

满足性质 (P)。（提示：可以注意到随机变量 supt≤1 |Bt| 属于 Lp。）
3. 证明：Y 以常数 C 满足性质 (P)，当且仅当对任意停时 T，

E[|YT − Y∞|p] ≤ C P (T <∞).

（提示：可以考虑停时性质 (d) 中，对 A ∈ FT 定义的停时 TA。）
4. 假设 Y 以常数 C 满足性质 (P)。设 S 是停时，令 Y S 为停止鞅，即 Y S

t = Yt∧S（见推
论 3.24）。证明 Y S 以同一个常数 C 满足性质 (P)。可以先注意到，对任意停时 S, T，

Y S
T = YS∧T = Y T

S = E[YT | FS∧T ].

校订注。原书提示的最后一项写作 E[YT | FS ]。当 S, T 为任意停时时，该等式一般不成
立；因为 S ∧ T ≤ T，由可选停时定理应改为 E[YT | FS∧T ]。

5. 本问及下一问假设 Y 以常数 C = 1 满足性质 (P)。给定 a > 0，递归定义停时序列
(Rn)n≥0：

R0 = 0, Rn+1 = inf{t ≥ Rn : |Yt − YRn | ≥ a}, (inf∅ = ∞).

证明：对每个整数 n ≥ 0，

apP (Rn+1 <∞) ≤ P (Rn <∞).

6. 推出：对每个 x > 0，

P

(
sup
t≥0

Yt > x

)
≤ 2p 2−px/2.

解答 3.29。
1. 若 |Y∞| ≤ K，则 YT = E[Y∞ | FT ] 也满足 |YT | ≤ K，故

E[|Y∞ − YT |p | FT ] ≤ (2K)p.

2. 这里 Y∞ = B1。在 {T < 1} 上，强马尔可夫性质给出 B1 − BT 在给定 FT 后服从
N (0, 1− T )；在 {T ≥ 1} 上差为零。因此若 N ∼ N (0, 1)，

E[|Y∞ − YT |p | FT ] = 1{T<1}(1− T )p/2E|N |p ≤ E|N |p.

3. 性质 (P) 蕴含积分形式，只需在 {T < ∞} ∈ FT 上取期望。反过来，固定 A ∈ FT，定
义 TA = T 于 A，TA = ∞ 于 Ac。则

E[|YT − Y∞|p1A] = E[|YTA − Y∞|p] ≤ C P(A ∩ {T <∞}).

这对所有 A ∈ FT 成立，故条件期望几乎处处不超过 C。
4. 对任意停时 T，在 {T < S} 上，由条件 Jensen 不等式和可选停时定理，

E[|YS − YT |p1{T<S} | FT ] ≤ E[|Y∞ − YT |p1{T<S} | FT ]
≤ C.
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在 {S ≤ T} 上，Y S
T = YS，差为零。因此

E[|(Y S)∞ − Y S
T |p | FT ] ≤ C,

即 Y S 以同一常数满足性质 (P)。
5. 由第 4 问，Y Rn+1 仍以常数 1 满足性质 (P)。对停时 Rn 使用第 3 问，

E[|YRn+1 − YRn |p] ≤ P(Rn <∞).

在 {Rn+1 <∞} 上，路径连续性给出 |YRn+1 − YRn | = a，故 apP(Rn+1 <∞) ≤ P(Rn <
∞)。

6. 在第 5 问中取 a = 2，归纳得 P(Rn < ∞) ≤ 2−np。令 m 为满足 2m ≥ x 的最小整数。
若连续路径曾超过 x，则至少完成 m− 1 次大小为 2 的振荡，所以

P
(

sup
t≥0

Yt > x

)
≤ P(Rm−1 <∞) ≤ 2−(m−1)p ≤ 2p 2−px/2.

□

注记与评述

本章简要介绍了所谓的过程一般理论。这里只讨论本书余下部分所需要的概念；希望进一步了
解这一主题的读者可以参阅 Dellacherie 与 Meyer 的专著 [13, 14]。第 3、4 节中介绍的大部分鞅论
可追溯到 Doob [15]；关于连续时间鞅理论的系统论述可见 [14]。可选停时定理在布朗运动中的应
用都是十分经典的。同类的其他应用尤其可参阅 Revuz 与 Yor 的著作 [70]。练习 3.29 来自 BMO
鞅理论，例如可参阅 [18，第 7 章]。
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第四章 连续半鞅

连续半鞅是具有连续样本路径的一类一般过程；下一章将为这类过程建立随机积分理论。按照
定义，连续半鞅是一个连续局部鞅与一个（连续）有限变差过程之和。本章分别研究这两类过程。
我们先介绍确定性有限变差函数的若干预备知识，再讨论相应的随机过程。随后定义（连续）局部
鞅，并构造局部鞅的二次变差；二次变差将在随机积分的构造中发挥基础作用。我们还将说明局部
鞅的性质如何与其二次变差的性质相联系。最后，引入连续半鞅及其二次变差过程。

4.1 有限变差过程

本章中的所有过程都以 R+ 为指标集并取实值。本节简要介绍有限变差过程，首先在确定性框
架下讨论有限变差函数。

4.1.1 有限变差函数

在有限变差函数的讨论中，我们只考虑连续函数，因为后续内容所需的正是这一情形。回顾：
紧区间 [0, T ] 上的符号测度，是该区间上两个有限正测度之差。

定义 4.1。 设 T ≥ 0。若连续函数 a : [0, T ] → R 满足 a(0) = 0，并且存在 [0, T ] 上的符号测
度 µ，使得对每个 t ∈ [0, T ]，

a(t) = µ([0, t]),

则称 a 为有限变差函数。

测度 µ 由 a 唯一确定。由于 a 连续且 a(0) = 0，µ 没有原子。

注。 有限变差函数的一般定义既不要求函数连续，也不要求 a(0) = 0。这里为了方便而加上
这两个条件。

把 µ 写成 [0, T ] 上两个有限正测度之差的方式并不唯一；但是，存在唯一分解

µ = µ+ − µ−,

使得 µ+ 与 µ− 支持在两个互不相交的 Borel 集上。为证明存在性，先从任意分解 µ = µ1 − µ2 出
发，令 ν = µ1 + µ2。由 Radon–Nikodym 定理，存在 [0, T ] 上的非负 Borel 函数 h1, h2，使得

µ1(dt) = h1(t)ν(dt), µ2(dt) = h2(t)ν(dt).

若令 h(t) = h1(t)− h2(t)，则

µ(dt) = h(t)ν(dt) = h(t)+ν(dt)− h(t)−ν(dt).

因此，令
µ+(dt) = h(t)+ν(dt), µ−(dt) = h(t)−ν(dt),

便得到分解 µ = µ+ − µ−。而且，µ+ 与 µ− 分别支持在两个互不相交的 Borel 集

D+ = {t : h(t) > 0}, D− = {t : h(t) < 0}
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上。该分解的唯一性来自下述事实：对每个 A ∈ B([0, T ])，必有

µ+(A) = sup{µ(C) : C ∈ B([0, T ]), C ⊂ A}.

记有限正测度
|µ| = µ+ + µ−.

测度 |µ| 称为 a 的全变差测度。对每个 A ∈ B([0, T ])，有

|µ(A)| ≤ |µ|(A).

此外，µ 关于 |µ| 的 Radon–Nikodym 导数为

dµ

d|µ|
= 1D+ − 1D− .

等式
a(t) = µ+([0, t])− µ−([0, t])

说明 a 是两个从 0 出发、连续且单调不减的函数之差；由于 µ 没有原子，µ+ 与 µ− 也没有原子。
反过来，两个从 0 出发、连续且单调不减的函数之差，按定义 4.1 具有有限变差。这可由下述熟知
事实推出：公式

g(t) = θ([0, t]), t ∈ [0, T ],

在单调不减的右连续函数 g : [0, T ] → R+ 与 [0, T ] 上的有限正测度 θ 之间建立一一对应。

设 f : [0, T ] → R 可测，并满足 ∫
[0,T ]

|f(s)| |µ|(ds) <∞.

定义 ∫ T

0
f(s) da(s) :=

∫
[0,T ]

f(s)µ(ds),

以及 ∫ T

0
f(s) |da(s)| :=

∫
[0,T ]

f(s) |µ|(ds).

于是有估计 ∣∣∣∣∫ T

0
f(s) da(s)

∣∣∣∣ ≤ ∫ T

0
|f(s)| |da(s)|.

把 a 限制在 [0, t] 上（这等价于限制 µ, µ+, µ−），便可对每个 t ∈ [0, T ] 定义
∫ t
0 f(s) da(s)。还可注

意到，函数

t 7−→
∫ t

0
f(s) da(s)

在 [0, T ] 上也具有有限变差；与它对应的测度就是 µ′(ds) = f(s)µ(ds)。

命题 4.2。 对每个 t ∈ (0, T ]，∫ t

0
|da(s)| = sup

{
p∑
i=1

|a(ti)− a(ti−1)|

}
,
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其中上确界取遍 [0, t] 的所有分割

0 = t0 < t1 < · · · < tp = t.

更精确地，若
0 = tn0 < tn1 < · · · < tnpn = t

是 [0, t] 的任意一列递增分割，且其网格大小趋于 0，则

lim
n→∞

pn∑
i=1

|a(tni )− a(tni−1)| =
∫ t

0
|da(s)|.

注。 在通常的有限变差函数理论中，往往从命题第一个公式中的上确界有限这一性质出发定
义有限变差。

证明。显然只需处理 t = T 的情形。第一个断言中“≥”方向很容易。事实上，对 [0, T ] 的任
意分割 0 = t0 < t1 < · · · < tp = T，每个 i ∈ {1, . . . , p} 都满足

|a(ti)− a(ti−1)| = |µ((ti−1, ti])| ≤ |µ|((ti−1, ti]),

而且
p∑
i=1

|µ|((ti−1, ti]) = |µ|([0, T ]) =
∫ T

0
|da(s)|.

为得到反向不等式，只需证明第二个断言。取一列递增分割

0 = tn0 < tn1 < · · · < tnpn = T,

其网格大小
max{tni − tni−1 : 1 ≤ i ≤ pn}

趋于 0。虽然这里证明的是一个确定性结论，我们将使用鞅论证。排除 |µ| = 0 的平凡情形，令概
率空间 Ω = [0, T ]，配备 Borel σ-代数 B = B([0, T ]) 和概率测度

P (ds) =
|µ|(ds)

|µ|([0, T ])
.

在这一概率空间上，考虑离散滤过 (Bn)n≥0：对每个整数 n ≥ 0，Bn 是由区间

(tni−1, t
n
i ], 1 ≤ i ≤ pn,

生成的 σ-代数。再令
X(s) = 1D+(s)− 1D−(s) =

dµ

d|µ|
(s),

并对每个 n ≥ 0 令
Xn = E[X | Bn].

条件期望的性质说明，Xn 在每个区间 (tni−1, t
n
i ] 上为常数，其值为

µ((tni−1, t
n
i ])

|µ|((tni−1, t
n
i ])

=
a(tni )− a(tni−1)

|µ|((tni−1, t
n
i ])

.

在分母为零的区间上，这个常数可以任意取值，因为该区间为 P -零测集。
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另一方面，(Xn) 是关于离散滤过 (Bn) 的闭鞅。由于 X 关于

B =
∨
n

Bn

可测，离散时间闭鞅收敛定理（见附录 A.2）说明 Xn 在 L1 中收敛到 X。特别地，

lim
n→∞

E[|Xn|] = E[|X|] = 1,

其中最后一个等号来自 |X(s)| = 1，|µ|(ds)-a.e. 再注意到

E[|Xn|] =
1

|µ|([0, T ])

pn∑
i=1

|a(tni )− a(tni−1)|,

并回顾

|µ|([0, T ]) =
∫ T

0
|da(s)|,

即可得到所需结论。 □
下面给出一个有用的逼近引理，用来逼近连续函数关于有限变差函数的积分。

引理 4.3。 设 f : [0, T ] → R 连续，并设

0 = tn0 < tn1 < · · · < tnpn = T

是一列网格大小趋于 0 的分割。则∫ T

0
f(s) da(s) = lim

n→∞

pn∑
i=1

f(tni−1)
(
a(tni )− a(tni−1)

)
.

证明。在 [0, T ] 上定义 fn：当 s ∈ (tni−1, t
n
i ]、1 ≤ i ≤ pn 时，令 fn(s) = f(tni−1)，并令

fn(0) = f(0)。于是
pn∑
i=1

f(tni−1)
(
a(tni )− a(tni−1)

)
=

∫
[0,T ]

fn(s)µ(ds).

对每个 s ∈ [0, T ]，当 n→ ∞ 时，fn(s) → f(s)。由控制收敛定理得到所需结论。 □
若函数 a : R+ → R 在每个区间 [0, T ] 上的限制都具有有限变差，就称 a 是 R+ 上的有限变差

函数。此时，R+ 上存在唯一的 σ-有限正测度，使其在每个 [0, T ] 上的限制，都是 a 在该区间上限
制的全变差测度。对 R+ 上的非负 Borel 函数 f，把关于这一 σ-有限测度的积分记为∫ ∞

0
f(s) |da(s)|.

此外，对满足 ∫ ∞

0
|f(s)| |da(s)| <∞

的任意实 Borel 函数 f，可以定义∫ ∞

0
f(s) da(s) := lim

T→∞

∫ T

0
f(s) da(s) ∈ (−∞,∞).

4.1.2 有限变差过程

现在考虑带滤过概率空间 (Ω,F , (Ft), P ) 上定义的随机变量与过程。
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定义 4.4。若适应过程 A = (At)t≥0 的所有样本路径都是 R+ 上的有限变差函数，则称 A为有
限变差过程。若其样本路径还都是单调不减函数，则称 A 为递增过程。

注。特别地，A0 = 0，而且 A 的样本路径连续。也可以定义具有 càdlàg 样本路径的有限变差
过程，但本书只考虑连续样本路径。我们特别约定有限变差过程的初值为 0，这将方便后面若
干唯一性结论的表述。

若 A 是有限变差过程，则过程

Vt =

∫ t

0
|dAs|

是递增过程。事实上，V 的样本路径显然单调不减，而且连续并在 t = 0 时取值 0；由命题 4.2 的
第二部分可知，Vt 是 Ft-可测随机变量。恒等式

At =
1

2
(Vt +At)−

1

2
(Vt −At)

说明每个有限变差过程都可写成两个递增过程之差；反命题显然成立。

命题 4.5。 设 A 是有限变差过程，H 是渐进过程，并且

∀t ≥ 0, ∀ω ∈ Ω,

∫ t

0
|Hs(ω)| |dAs(ω)| <∞.

定义过程 H ·A = ((H ·A)t)t≥0：

(H ·A)t =
∫ t

0
Hs dAs.

则 H ·A 也是有限变差过程。

证明。由命题 4.2 之前的讨论，已经知道 H ·A 的样本路径都是有限变差函数。只需验证该过
程适应。为此，只要证明下述事实：固定 t > 0，若

h : Ω× [0, t] −→ R

关于 Ft ⊗ B([0, t]) 可测，并且对每个 ω，∫ t

0
|h(ω, s)| |dAs(ω)| <∞,

则随机变量 ∫ t

0
h(ω, s) dAs(ω)

是 Ft-可测的。
若

h(ω, s) = 1(u,v](s)1Λ(ω), (u, v] ⊂ [0, t], Λ ∈ Ft,

则结论立即成立，因为此时∫ t

0
h(ω, s) dAs(ω) = 1Λ(ω)(Av(ω)−Au(ω)).
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由单调类论证（见附录 A.1），结论进而对 h = 1G、G ∈ Ft ⊗B([0, t]) 成立。最后，在一般情形下，
可把 h 写成一列简单函数 hn 的逐点极限，并使对每个 n，|hn| ≤ |h|。于是，对每个 ω ∈ Ω，由控
制收敛定理， ∫ t

0
hn(ω, s) dAs(ω) −→

∫ t

0
h(ω, s) dAs(ω).

因此，极限仍是 Ft-可测的。 □

注。
(i) 经常只能得到命题假设的下述较弱版本：

a.s., ∀t ≥ 0,

∫ t

0
|Hs(ω)| |dAs(ω)| <∞.

若滤过完备，在这一较弱假设下仍可把 H ·A 定义为有限变差过程。具体地，把 H 换成
过程

H ′
t(ω) =

Ht(ω), 若对每个n,
∫ n

0
|Hs(ω)| |dAs(ω)| <∞,

0, 否则.

由滤过的完备性，H ′ 仍是渐进过程，因而可定义 H ·A := H ′ ·A。下文将默认使用命题
4.5 的这一扩展形式。

(ii) 在适当的假设下——例如 H,K 渐进，并且对每个 t ≥ 0，∫ t

0
|Hs| |dAs| <∞,

∫ t

0
|HsKs| |dAs| <∞,

有“结合律”
K · (H ·A) = (KH) ·A. (4.1)

这来自相应的确定性结论。非正式地说，若 h(s) 与 k(s)h(s) 关于 [0, t] 上的符号测度 µ

可积，则
k(s)

(
h(s)µ(ds)

)
= (k(s)h(s))µ(ds).

命题的一个重要特例是 At = t。若渐进过程 H 满足

∀t ≥ 0, ∀ω ∈ Ω,

∫ t

0
|Hs(ω)| ds <∞,

则过程
(∫ t

0 Hs ds
)
t≥0
是有限变差过程。

4.2 连续局部鞅

再次考虑带滤过概率空间 (Ω,F , (Ft), P )。若 T 是停时，X = (Xt)t≥0 是具有连续样本路径的
适应过程，记 XT 为 X 在 T 处停止所得过程，即对每个 t ≥ 0，

XT
t = Xt∧T .

若 S 是另一个停时，则

(XT )S = (XS)T = XS∧T .
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定义 4.6。 设适应过程 M = (Mt)t≥0 具有连续样本路径，并且 M0 = 0，a.s. 若存在一列单
调不减的停时 (Tn)n≥0，使得 Tn ↑ ∞ （即对每个 ω，Tn(ω) ↑ ∞），并且对每个 n，停止过程
MTn 都是一致可积鞅，则称 M 为连续局部鞅。
更一般地，不假设 M0 = 0 a.s. 时，如果过程

Nt =Mt −M0

是连续局部鞅，也称 M 为连续局部鞅。
无论哪种情形，若停时序列 (Tn) 满足 Tn ↑ ∞，且对每个 n，MTn 都是一致可积鞅，就称 (Tn)

约化 M。

注。
(i) 连续局部鞅的定义并不要求 Mt ∈ L1，这一点与鞅的定义不同。特别地，M0 可以是任意

F0-可测随机变量。
(ii) 每个具有连续样本路径的鞅都是连续局部鞅（见下面的性质 (a)），但反命题不成立。因
此，有时会使用“真鞅”一词来强调它与局部鞅的区别。下面给出几个不是鞅的连续局部
鞅。若 B 是从 0 出发的 (Ft)-布朗运动，Z 是 F0-可测随机变量，则

Mt = Z +Bt

总是连续局部鞅；但若 E[|Z|] = ∞，它不是鞅。若要求 M0 = 0，还可考虑

Mt = ZBt.

它总是连续局部鞅（见练习 4.22），但当 E[|Z|] = ∞ 时不是鞅。一个不那么人为的例子
见练习 5.33 第 8 问。

(iii) 也可以定义具有 càdlàg 样本路径的局部鞅；不过，本书只考虑连续局部鞅。

连续局部鞅的性质。
(a) 具有连续样本路径的鞅是连续局部鞅，且 Tn = n 约化 M。
(b) 在从 0 出发的连续局部鞅定义中，可以把“一致可积鞅”换成“鞅”。事实上，若 MTn 是
鞅，则 MTn∧n 一致可积，且仍有 Tn ∧ n ↑ ∞。

(c) 若 M 是连续局部鞅，则对每个停时 T，MT 也是连续局部鞅（这由推论 3.24 得到）。
(d) 若 (Tn) 约化 M，(Sn) 是满足 Sn ↑ ∞ 的停时序列，则 (Tn ∧ Sn) 也约化 M（再次使用
推论 3.24）。

(e) 所有连续局部鞅构成一个向量空间。为验证对加法封闭，设 M,M ′ 是两个从 0 出发的连
续局部鞅，(Tn) 约化 M，(T ′

n) 约化 M ′。由 (d)，(Tn ∧ T ′
n) 约化 M +M ′。

下一个命题给出局部鞅的另外三个有用性质。

命题 4.7。
(i) 若非负连续局部鞅 M 满足 M0 ∈ L1，则 M 是上鞅。
(ii) 若连续局部鞅 M 满足：存在 Z ∈ L1，使对每个 t ≥ 0，|Mt| ≤ Z（特别地，若 M 有界），
则 M 是一致可积鞅。

(iii) 若 M 是连续局部鞅且 M0 = 0（更一般地，M0 ∈ L1），则停时序列

Tn = inf{t ≥ 0 : |Mt| ≥ n}
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约化 M。

证明。（i）写成 Mt =M0 +Nt。按定义，存在停时序列 (Tn) 约化 N。若 s ≤ t，则对每个 n，

Ns∧Tn = E[Nt∧Tn | Fs].

两边加上 F0-可测且属于 L1 的随机变量 M0，得到

Ms∧Tn = E[Mt∧Tn | Fs].

由于 M 非负，可以令 n→ ∞，并应用条件期望版 Fatou 引理，得到

Ms ≥ E[Mt | Fs].

取 s = 0，有
E[Mt] ≤ E[M0] <∞,

从而对每个 t ≥ 0，Mt ∈ L1。前面的不等式说明 M 是上鞅。

（ii）与 (i) 中同样的论证给出，对 0 ≤ s ≤ t，

Ms∧Tn = E[Mt∧Tn | Fs]. (4.2)

由于 |Mt∧Tn | ≤ Z，由控制收敛定理，Mt∧Tn 在 L1 中收敛到 Mt。因此，可在 (4.2) 中令 n→ ∞，
得到

Ms = E[Mt | Fs].

（iii）先设 M0 = 0。由命题 3.9，Tn 是停时。结论立即由 (ii) 得到，因为 MTn 是连续局部鞅，
且 |MTn | ≤ n。若只假设 M0 ∈ L1，则注意到 MTn 被 n+ |M0| 控制。 □

注。 由命题 (ii)，人们或许会猜想：若连续局部鞅 M 的随机变量族 (Mt)t≥0 一致可积，甚至
M 在某个 p > 1 下于 Lp 中有界，则 M 自动是真鞅。这个猜想是错误的！例如，若 B 是从
x 6= 0 出发的三维布朗运动，则

Mt =
1

|Bt|

是一个在 L2 中有界的连续局部鞅，但并非鞅；见练习 5.33。

定理 4.8。 设 M 是连续局部鞅，并且同时是有限变差过程（特别地，M0 = 0）。则对每个
t ≥ 0，Mt = 0，a.s.

证明。对每个整数 n ≥ 0，令

τn = inf
{
t ≥ 0 :

∫ t

0
|dMs| ≥ n

}
.

由命题 3.9，τn 是停时；这里用到当 M 是有限变差过程时，
∫ t
0 |dMs| 是递增过程。

固定 n ≥ 0，令 N =M τn。对每个 t ≥ 0，

|Nt| = |Mt∧τn | ≤
∫ t∧τn

0
|dMs| ≤ n.

由命题 4.7，N 是有界鞅。给定 t > 0，取 [0, t] 的任意分割

0 = t0 < t1 < · · · < tp = t.
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由命题 3.14，

E[N2
t ] =

p∑
i=1

E[(Nti −Nti−1)
2]

≤ E

[(
sup

1≤i≤p
|Nti −Nti−1 |

)
p∑
i=1

|Nti −Nti−1 |

]

≤ nE

[
sup

1≤i≤p
|Nti −Nti−1 |

]
.

最后一步使用了
∫ t
0 |dNs| ≤ n 以及命题 4.2。

现在取一列网格大小趋于 0 的分割

0 = tk0 < tk1 < · · · < tkpk = t.

由样本路径连续性以及 N 有界（后者用于控制收敛），

lim
k→∞

E

[
sup

1≤i≤pk
|Ntki

−Ntki−1
|

]
= 0.

因此 E[N2
t ] = 0，即 Mt∧τn = 0，a.s. 令 n→ ∞，得到 Mt = 0，a.s. □

4.3 连续局部鞅的二次变差

从本节起直至本章结束（以及下一章），都假设滤过 (Ft) 是完备的。下面的定理将在后续内容
中起极其重要的作用。

定理 4.9。 设 M = (Mt)t≥0 是连续局部鞅。则存在递增过程 (〈M,M〉t)t≥0，且在不可分辨意
义下唯一，使得

M2
t − 〈M,M〉t

是连续局部鞅。此外，固定任意 t > 0，若

0 = tn0 < tn1 < · · · < tnpn = t

是一列逐次加细且网格大小趋于 0 的 [0, t] 分割，则

〈M,M〉t = lim
n→∞

pn∑
i=1

(
Mtni

−Mtni−1

)2 （依概率）. (4.3)

过程 〈M,M〉 称为 M 的二次变差。

先指出一个重要特例。若 M = B 是一个 (Ft)-布朗运动（见定义 3.11），则 B 是具有连续样
本路径的鞅，因而是连续局部鞅。比较 (4.3) 与命题 2.16 可得：对每个 t ≥ 0，

〈B,B〉t = t.

所以，布朗运动的二次变差就是最简单的递增过程。

注。
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(i) 过程 〈M,M〉 与初值 M0 无关，而只依赖于 M 的增量：若 Mt =M0 +Nt，则

〈M,M〉 = 〈N,N〉.

这由定理的第二个结论立即可见，也可从下面的证明中看出。
(ii) 定理第二个结论中，实际上不必假设分割序列逐次加细。

证明。先证明第一个结论。唯一性是定理 4.8 的直接推论。事实上，若递增过程 A,A′ 都满足
定理中的条件，则

At −A′
t = (M2

t −A′
t)− (M2

t −At)

既是连续局部鞅，又是有限变差过程。由定理 4.8，A−A′ = 0。

为证明存在性，先考虑M0 = 0且M 有界的情形。此时由命题 4.7(ii)，M 是真鞅。固定 K > 0，
并取一列逐次加细、网格大小趋于 0 的分割

0 = tn0 < tn1 < · · · < tnpn = K.

注意：对任意 0 ≤ r < s 以及任意有界的 Fr-可测随机变量 Z，过程

Nt = Z
(
Ms∧t −Mr∧t

)
都是鞅。因此，对每个 n，过程

Xn
t =

pn∑
i=1

Mtni−1

(
Mtni ∧t −Mtni−1∧t

)
是有界鞅。考虑这些鞅的原因在于下述恒等式：对每个 j ∈ {0, 1, . . . , pn}，

M2
tnj

− 2Xn
tnj

=

j∑
i=1

(
Mtni

−Mtni−1

)2
. (4.4)

引理 4.10。 有
lim

n,m→∞
E
[
(Xn

K −Xm
K )2

]
= 0.

引理的证明。 固定 n ≤ m，计算 E[Xn
KX

m
K ]。它等于

pn∑
i=1

pm∑
j=1

E
[
Mtni−1

(Mtni
−Mtni−1

)Mtmj−1
(Mtmj

−Mtmj−1
)
]
.

在这个二重和中，只有满足 (tmj−1, t
m
j ] ⊂ (tni−1, t

n
i ] 的项才可能不为零。事实上，若 tni ≤ tmj−1，则对

Ftmj−1
条件化可得

E
[
Mtni−1

(Mtni
−Mtni−1

)Mtmj−1
(Mtmj

−Mtmj−1
)
]

= E
[
Mtni−1

(Mtni
−Mtni−1

)Mtmj−1
E[Mtmj

−Mtmj−1
| Ftmj−1

]
]
= 0.

另一种不相交次序完全相同。

对每个 j ∈ {1, . . . , pm}，记 in,m(j) 为唯一满足

(tmj−1, t
m
j ] ⊂ (tnin,m(j)−1, t

n
in,m(j)]
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的指标。于是

E[Xn
KX

m
K ] =

pm∑
j=1

E
[
Mtn

in,m(j)−1
(Mtn

in,m(j)
−Mtn

in,m(j)−1
)Mtmj−1

(Mtmj
−Mtmj−1

)
]
.

在每一项中，把粗分割的增量分解为所含细分割增量之和。若相应细分割指标 k 6= j，则按 k > j

或 k < j 分别对 Ftmk−1
或 Ftmj−1

条件化，该项为 0。因此只剩 k = j，从而

E[Xn
KX

m
K ] =

pm∑
j=1

E
[
Mtn

in,m(j)−1
Mtmj−1

(Mtmj
−Mtmj−1

)2
]
.

特别地，

E[(Xm
K )2] =

pm∑
j=1

E
[
M2
tmj−1

(Mtmj
−Mtmj−1

)2
]
.

另一方面，利用命题 3.14，有

E[(Xn
K)2] =

pn∑
i=1

E
[
M2
tni−1

(Mtni
−Mtni−1

)2
]

=

pn∑
i=1

E
[
M2
tni−1

E[(Mtni
−Mtni−1

)2 | Ftni−1
]
]

=

pn∑
i=1

E

M2
tni−1

∑
{j: in,m(j)=i}

E[(Mtmj
−Mtmj−1

)2 | Ftni−1
]


=

pm∑
j=1

E
[
M2
tn
in,m(j)−1

(Mtmj
−Mtmj−1

)2
]
.

合并以上三个等式，得到

E[(Xn
K −Xm

K )2] = E

 pm∑
j=1

(
Mtn

in,m(j)−1
−Mtmj−1

)2
(Mtmj

−Mtmj−1
)2

 .
由 Cauchy–Schwarz 不等式，

E[(Xn
K −Xm

K )2] ≤ E

[
sup

1≤j≤pm

∣∣Mtn
in,m(j)−1

−Mtmj−1

∣∣4]1/2

× E

 pm∑
j=1

(Mtmj
−Mtmj−1

)2

21/2

.

由样本路径连续性、分割网格趋于 0 以及控制收敛定理，第一因子趋于 0。因此只需证明存在有限
常数 C，使对每个 m，

E

 pm∑
j=1

(Mtmj
−Mtmj−1

)2

2 ≤ C. (4.5)
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取常数 A 使得 |Mt| ≤ A 对所有 t ≥ 0 成立。展开平方并两次使用命题 3.14，得到

E

 pm∑
j=1

(Mtmj
−Mtmj−1

)2

2
= E

 pm∑
j=1

(Mtmj
−Mtmj−1

)4

+ 2E

 ∑
1≤j<k≤pm

(Mtmj
−Mtmj−1

)2(Mtmk
−Mtmk−1

)2


≤ 4A2E

 pm∑
j=1

(Mtmj
−Mtmj−1

)2


+ 2

pm−1∑
j=1

E
[
(Mtmj

−Mtmj−1
)2E[(MK −Mtmj

)2 | Ftmj ]
]

≤ 12A2E

 pm∑
j=1

(Mtmj
−Mtmj−1

)2


= 12A2E[(MK −M0)

2] ≤ 48A4.

所以 (4.5) 可取 C = 48A4，引理得证。 □
回到定理的证明。由 L2 中的 Doob 不等式（命题 3.15(ii)）和引理 4.10，

lim
n,m→∞

E

[
sup
t≤K

(Xn
t −Xm

t )2

]
= 0. (4.6)

特别地，对每个 t ∈ [0,K]，(Xn
t )n≥1 在 L2 中为 Cauchy 列。为了得到具有连续样本路径的极限过

程，由 (4.6) 可选取严格递增整数列 (nk)k≥1，使得对每个 k ≥ 1，

E

[
sup
t≤K

(X
nk+1

t −Xnk
t )2

]
≤ 2−k.

于是

E

[ ∞∑
k=1

sup
t≤K

|Xnk+1

t −Xnk
t |

]
<∞,

从而
∞∑
k=1

sup
t≤K

|Xnk+1

t −Xnk
t | <∞, a.s.

因此，除去上式级数发散的零测集 N 后，随机函数列 (Xnk
t , 0 ≤ t ≤ K) 在 [0,K] 上一致收敛，极

限函数连续。当 ω /∈ N 时令 Yt(ω) = limk→∞Xnk
t (ω)；当 ω ∈ N 时令 Yt(ω) = 0。过程 (Yt)0≤t≤K

具有连续样本路径，且每个 Yt 都是 Ft-可测的；这里利用了滤过的完备性，它保证 N ∈ Ft 对每
个 t ≥ 0 成立。

又因为 (Xn
t ) 的 L2 极限必与某个子列的几乎处处极限一致，所以对每个 t ∈ [0,K]，Xn

t → Yt
于 L2。令 n→ ∞ 即可在 Xn 的鞅性质中取极限，得到对 0 ≤ s ≤ t ≤ K，

E[Yt | Fs] = Ys.

故 (Yt∧K)t≥0 是具有连续样本路径的鞅。
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另一方面，恒等式 (4.4) 表明，过程 M2
t − 2Xn

t 的样本路径沿有限点列 (tni , 0 ≤ i ≤ pn) 单调
不减。沿子列 (nk) 取极限可知：除去零测集 N 后，M2

t − 2Yt 的样本路径在 [0,K] 上单调不减。
对 t ∈ [0,K]，令

A
(K)
t =

M2
t − 2Yt, ω /∈ N,

0, ω ∈ N.

则 A
(K)
0 = 0，每个 A

(K)
t 都是 Ft-可测的，A(K) 具有连续且单调不减的样本路径，而且(

M2
t∧K −A

(K)
t∧K
)
t≥0

是鞅。

对每个整数 ℓ ≥ 1 重复上述构造，得到过程 (A
(ℓ)
t )0≤t≤ℓ。由证明开头的唯一性论证，对每个

ℓ ≥ 1，A(ℓ+1) 在 [0, ℓ]上的限制与 A(ℓ) 不可分辨。因此可定义递增过程 〈M,M〉，使得对每个 ℓ ≥ 1

以及每个 t ∈ [0, ℓ]，
〈M,M〉t = A

(ℓ)
t , a.s.

显然，M2
t − 〈M,M〉t 是鞅。

仍取证明开头的 [0,K] 分割。由唯一性，A(K) 与 〈M,M〉 在 [0,K] 上不可分辨，因而
〈M,M〉K = A

(K)
K ，a.s. 在 (4.4) 中取 j = pn，并利用

Xn
K −→ YK =

1

2
(M2

K −A
(K)
K ) 于L2,

得到

lim
n→∞

pn∑
j=1

(Mtnj
−Mtnj−1

)2 = 〈M,M〉K 于L2.

这就完成了 M0 = 0 且 M 有界时的证明。

现在考虑一般情形。写成 Mt =M0 +Nt，则

M2
t =M2

0 + 2M0Nt +N2
t .

由于 M0Nt 是连续局部鞅（见练习 4.22），可以先把问题化归到 M0 = 0 的情形。令

Tn = inf{t ≥ 0 : |Mt| ≥ n}.

可对有界的停止鞅 MTn 应用已经证明的情形，并令

A[n] = 〈MTn ,MTn〉.

唯一性表明，A[n+1] 在 Tn 处停止所得过程与 A[n] 不可分辨。于是存在递增过程 A，使对每个 n，
ATn 与 A[n] 不可分辨。按构造，对每个 n，

M2
t∧Tn −At∧Tn

是鞅；这恰好说明 M2
t −At 是连续局部鞅。令 〈M,M〉 = A，存在性得证。

最后证明 (4.3)。仍可设 M0 = 0。有界情形已经说明：把 M 与 〈M,M〉t 分别换成 MTn 与
〈M,M〉t∧Tn 后，结论成立，甚至为 L2 收敛。再注意到对每个 t > 0，P (t ≤ Tn) → 1，即可得到
一般情形的依概率收敛。 □
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命题 4.11。 设 M 是连续局部鞅，T 是停时。则对每个 t ≥ 0，a.s.，

〈MT ,MT 〉t = 〈M,M〉t∧T .

证明。这是因为
M2
t∧T − 〈M,M〉t∧T

是连续局部鞅（参见连续局部鞅的性质 (c)），再用定理 4.9 的唯一性即可。 □

命题 4.12。 设 M 是满足 M0 = 0 的连续局部鞅。则

〈M,M〉 = 0 ⇐⇒ M = 0.

证明。设 〈M,M〉 = 0。则 M2
t 是非负连续局部鞅。由命题 4.7(i)，它是上鞅，所以

E[M2
t ] ≤ E[M2

0 ] = 0.

故对每个 t，Mt = 0，a.s. 反向结论显然。 □
下面的定理说明，连续局部鞅的性质与其二次变差的性质密切相关。若 A 是递增过程，则以

A∞ 表示 t→ ∞ 时 At 的递增极限；该极限总在 [0,∞] 中存在。

定理 4.13。 设 M 是连续局部鞅，且 M0 ∈ L2。
(i) 下列条件等价：

(a) M 是在 L2 中有界的真鞅；
(b) E[〈M,M〉∞] <∞。
此外，当这些条件成立时，过程 M2

t − 〈M,M〉t 是一致可积鞅，并且

E[M2
∞] = E[M2

0 ] + E[〈M,M〉∞].

(ii) 下列条件等价：
(a) M 是真鞅，并且对每个 t ≥ 0，Mt ∈ L2；
(b) 对每个 t ≥ 0，E[〈M,M〉t] <∞。
此外，当这些条件成立时，过程 M2

t − 〈M,M〉t 是鞅。

注。 在 (i)(a)（或 (ii)(a)）中，必须假设 M 是鞅，而不能只假设它是连续局部鞅。下面证明
所用的 Doob 不等式对一般连续局部鞅并不成立。

证明。(i) 在证明中把 M 换成 M −M0，可设 M0 = 0。先设 M 是在 L2 中有界的鞅。由 L2

中的 Doob 不等式（命题 3.15(ii)），对每个 T > 0，

E

[
sup

0≤t≤T
M2
t

]
≤ 4E[M2

T ].

令 T → ∞，得到

E

[
sup
t≥0

M2
t

]
≤ 4 sup

t≥0
E[M2

t ] =: C <∞.

令
Sn = inf{t ≥ 0 : 〈M,M〉t ≥ n}.

连续局部鞅
M2
t∧Sn

− 〈M,M〉t∧Sn
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被可积随机变量
sup
s≥0

M2
s + n

控制。由命题 4.7(ii)，它是一致可积鞅，因而

E[〈M,M〉t∧Sn ] = E[M2
t∧Sn

] ≤ E

[
sup
s≥0

M2
s

]
≤ C.

依次令 n→ ∞、t→ ∞，再用单调收敛定理，得到

E[〈M,M〉∞] ≤ C <∞.

反过来，设 E[〈M,M〉∞] <∞。令

Tn = inf{t ≥ 0 : |Mt| ≥ n}.

连续局部鞅
M2
t∧Tn − 〈M,M〉t∧Tn

被可积随机变量 n2 + 〈M,M〉∞ 控制，故由命题 4.7(ii)，它是一致可积鞅。因此，对每个 t ≥ 0，

E[M2
t∧Tn ] = E[〈M,M〉t∧Tn ] ≤ E[〈M,M〉∞] =: C ′ <∞.

令 n → ∞，由 Fatou 引理得 E[M2
t ] ≤ C ′，所以随机变量族 (Mt)t≥0 在 L2 中有界。还需验证 M

是鞅。上式表明，对固定 t，序列 (Mt∧Tn)n≥1 一致可积，且它几乎处处收敛到 Mt，因而也在 L1

中收敛。由命题 4.7(iii)，MTn 是鞅；在

E[Mt∧Tn | Fs] =Ms∧Tn , 0 ≤ s < t,

中令 n→ ∞，得到 M 是鞅。

最后，当 (a)、(b) 成立时，连续局部鞅 M2 − 〈M,M〉 被可积随机变量

sup
t≥0

M2
t + 〈M,M〉∞

控制，故由命题 4.7(ii)，它是一致可积鞅。
(ii) 对每个 a ≥ 0，把 (i) 应用于停止过程 (Mt∧a)t≥0 即得。 □

4.4 两个连续局部鞅的括号

定义 4.14。 若 M,N 是两个连续局部鞅，则把如下定义的有限变差过程 〈M,N〉 称为它们
的括号过程：对每个 t ≥ 0，

〈M,N〉t =
1

2

(
〈M +N,M +N〉t − 〈M,M〉t − 〈N,N〉t

)
.

下面列出括号过程的几个基本性质。

命题 4.15。
(i) 〈M,N〉 是唯一的（在不可分辨意义下）有限变差过程，使得

MtNt − 〈M,N〉t
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是连续局部鞅。
(ii) 映射 (M,N) 7→ 〈M,N〉 是双线性且对称的。
(iii) 若

0 = tn0 < tn1 < · · · < tnpn = t

是一列逐次加细且网格大小趋于 0 的 [0, t] 分割，则

lim
n→∞

pn∑
i=1

(Mtni
−Mtni−1

)(Ntni
−Ntni−1

) = 〈M,N〉t

依概率成立。
(iv) 对每个停时 T，

〈MT , NT 〉t = 〈MT , N〉t = 〈M,N〉t∧T .

(v) 若 M,N 是具有连续样本路径、且在 L2 中有界的两个鞅，则

MtNt − 〈M,N〉t

是一致可积鞅。因此，〈M,N〉∞ 可良好定义为 t → ∞ 时 〈M,N〉t 的几乎处处极限；它
可积，并满足

E[M∞N∞] = E[M0N0] + E[〈M,N〉∞].

证明。(i) 由定理 4.9 中相应的刻画得到；唯一性来自定理 4.8。(iii) 同样由定理 4.9 的相应结
论得到。(ii) 可由 (iii) 推出，也可直接使用唯一性论证证明。再由 (iii) 得到 (iv)：注意到对任意
0 ≤ s ≤ t，a.s.，

〈MT , NT 〉t = 〈MT , N〉t = 〈M,N〉t, 在{T ≥ t} 上,
〈MT , NT 〉t − 〈MT , NT 〉s = 〈MT , N〉t − 〈MT , N〉s = 0, 在{T ≤ s < t} 上.

最后，(v) 是定理 4.13(i) 的推论。 □

注。 由 (iv) 可知，MT (N −NT ) 是连续局部鞅；这一事实若直接证明并不容易。

命题 4.16。 设 B,B′ 是两个相互独立的 (Ft)-布朗运动。则对每个 t ≥ 0，

〈B,B′〉t = 0.

证明。减去初值后，可设 B0 = B′
0 = 0。过程

Xt =
1√
2
(Bt +B′

t)

是鞅，因为它是两个鞅的线性组合。检查 X 的有限维边缘分布可知，X 也是布朗运动（注意：这
里并未断言 X 是 (Ft)-布朗运动）。由命题 2.16，〈X,X〉t = t；再用括号过程的双线性，得到
〈B,B′〉t = 0。 □

定义 4.17。 若两个连续局部鞅 M,N 满足

〈M,N〉 = 0,

则称它们正交。这等价于 MN 是连续局部鞅。
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特别地，由命题 4.16，两个相互独立的 (Ft)-布朗运动是正交鞅。若 M,N 是在 L2 中有界的
两个正交鞅，则

E[MtNt] = E[M0N0],

甚至对任意停时 S，
E[MSNS ] = E[M0N0].

这是由定理 3.22 和命题 4.15(v) 得到的。

命题 4.18（Kunita–Watanabe 不等式）。 设 M,N 是两个连续局部鞅，H,K 是两个可测
过程。则 a.s.，∫ ∞

0
|Hs| |Ks| |d〈M,N〉s| ≤

(∫ ∞

0
H2
s d〈M,M〉s

)1/2(∫ ∞

0
K2
s d〈N,N〉s

)1/2

.

证明。仅在本证明中，对 0 ≤ s ≤ t 使用记号

〈M,N〉ts := 〈M,N〉t − 〈M,N〉s.

第一步是注意到：对任意有理数 s < t，a.s.，

|〈M,N〉ts| ≤
√
〈M,M〉ts

√
〈N,N〉ts.

由连续性，同一不等式对所有实数 s < t 同时成立。事实上，这可由定理 4.9 和命题 4.15 分别给
出的 〈M,M〉 与 〈M,N〉 的分割逼近，再结合 Cauchy–Schwarz 不等式得到；这些逼近显然也适用
于括号过程的增量。

以下固定一个使上式对所有 s < t 都成立的 ω，并在该样本点上作确定性论证。对每个 0 ≤
s ≤ t，还有 ∫ t

s
|d〈M,N〉u| ≤

√
〈M,M〉ts

√
〈N,N〉ts. (4.7)

事实上，由命题 4.2，对任意分割 s = t0 < t1 < · · · < tp = t，有

p∑
i=1

|〈M,N〉titi−1
| ≤

p∑
i=1

√
〈M,M〉titi−1

√
〈N,N〉titi−1

≤

(
p∑
i=1

〈M,M〉titi−1

)1/2( p∑
i=1

〈N,N〉titi−1

)1/2

=
√

〈M,M〉ts
√
〈N,N〉ts.

因此，对任意有界 Borel 集 A ⊂ R+，∫
A
|d〈M,N〉u| ≤

(∫
A
d〈M,M〉u

)1/2(∫
A
d〈N,N〉u

)1/2

.

当 A = [s, t]时，这就是 (4.7)；当 A是有限个区间之并时，结论由 (4.7)和再次使用 Cauchy–Schwarz
不等式得到。再用单调类论证，可知上式对任意有界 Borel 集 A 都成立。

现在设

h =

p∑
i=1

αi1Ai , k =

p∑
i=1

βi1Ai
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是支集包含在某个 [0,K]中的两个非负简单函数；这里 A1, . . . , Ap是 [0,K]的可测分割，αi, βi ≥ 0。
于是

∫
h(s)k(s)|d〈M,N〉s| =

p∑
i=1

αiβi

∫
Ai

|d〈M,N〉s|

≤

(
p∑
i=1

α2
i

∫
Ai

d〈M,M〉s

)1/2( p∑
i=1

β2i

∫
Ai

d〈N,N〉s

)1/2

=

(∫
h(s)2d〈M,M〉s

)1/2(∫
k(s)2d〈N,N〉s

)1/2

.

这就证明了简单函数情形。每个非负 Borel 函数都可由一列具有有界支集的简单函数单调递增逼
近，再应用单调收敛定理，即得所需不等式。 □

4.5 连续半鞅

现在引入下一章将要建立随机积分理论的过程类。

定义 4.19。 若过程 X = (Xt)t≥0 可以写成

Xt =Mt +At,

其中 M 是连续局部鞅，A 是有限变差过程，则称 X 为连续半鞅。

由定理 4.8，分解 X =M +A 在不可分辨意义下唯一，称为 X 的典范分解。按构造，连续半
鞅具有连续样本路径。也可以定义具有 càdlàg 样本路径的半鞅；但本书只讨论连续半鞅，因此有
时省略“连续”二字。

定义 4.20。 设两个连续半鞅 X,Y 的典范分解分别为

X =M +A, Y =M ′ +A′.

把有限变差过程 〈X,Y 〉 定义为
〈X,Y 〉t = 〈M,M ′〉t.

特别地，〈X,X〉t = 〈M,M〉t。

命题 4.21。 设
0 = tn0 < tn1 < · · · < tnpn = t

是一列逐次加细且网格大小趋于 0 的 [0, t] 分割。则

lim
n→∞

pn∑
i=1

(Xtni
−Xtni−1

)(Ytni − Ytni−1
) = 〈X,Y 〉t

依概率成立。
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证明。只证明 X = Y 的情形，一般情形留给读者。写 X =M +A，则

pn∑
i=1

(Xtni
−Xtni−1

)2 =

pn∑
i=1

(Mtni
−Mtni−1

)2 +

pn∑
i=1

(Atni −Atni−1
)2

+ 2

pn∑
i=1

(Mtni
−Mtni−1

)(Atni −Atni−1
).

由定理 4.9，第一项依概率收敛到 〈M,M〉t = 〈X,X〉t。另一方面，

pn∑
i=1

(Atni −Atni−1
)2 ≤

(
sup

1≤i≤pn
|Atni −Atni−1

|

)
pn∑
i=1

|Atni −Atni−1
|

≤
(∫ t

0
|dAs|

)
sup

1≤i≤pn
|Atni −Atni−1

|,

由 A 的样本路径连续性，右端几乎处处趋于 0。同样，∣∣∣∣∣
pn∑
i=1

(Atni −Atni−1
)(Mtni

−Mtni−1
)

∣∣∣∣∣
≤
(∫ t

0
|dAs|

)
sup

1≤i≤pn
|Mtni

−Mtni−1
| −→ 0, a.s.

结论得证。 □

练习

以下练习中的过程都定义在概率空间 (Ω,F , P ) 上；该概率空间配备一个完备滤过 (Ft)t∈[0,∞]。

练习 4.22。 设 U 是 F0-可测实随机变量，M 是连续局部鞅。证明过程

Nt = UMt

是连续局部鞅。（这一结论已经用于连续局部鞅二次变差的构造。）

解答 4.22。 减去常数 M0 后只需处理 M0 = 0。取递增停时 ρn ↑ ∞，使 Mρn 为有界鞅。令

Sn = ρn1{|Z|≤n} + 0 · 1{|Z|>n}.

因为 {|Z| ≤ n} ∈ F0，Sn 是停时，并且 Sn ↑ ∞ a.s. 过程

(ZM)Sn
t = Z1{|Z|≤n}Mt∧ρn

是鞅：对 s ≤ t，可把有界的 F0-可测因子 Z1{|Z|≤n} 提出条件期望。它还是有界过程。因此
(Sn) 局部化 ZM，而 ZM 的路径连续，故 ZM 是连续局部鞅。 □

练习 4.23。
1. 设 M 是具有连续样本路径的真鞅，且 M0 = 0。再假设 (Mt)t≥0 是高斯过程。证明：对
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每个 t ≥ 0 和每个 s > 0，随机变量 Mt+s −Mt 与

σ(Mr : 0 ≤ r ≤ t)

相互独立。
2. 在第 1 问的假设下，证明存在连续单调不减函数 f : R+ → R+，使对每个 t ≥ 0，

〈M,M〉t = f(t).

解答 4.23。
1. 若 0 ≤ r ≤ t，鞅性质给出

E[(Mt+s −Mt)Mr] = E[Mr E(Mt+s −Mt | Ft)] = 0.

联合高斯性说明 Mt+s−Mt 与任意有限向量 (Mr1 , . . . ,Mrk)（ri ≤ t）独立。单调类论证
于是把独立性推广到 σ(Mr : 0 ≤ r ≤ t)。

2. 令 f(t) = E[M2
t ]。由正交增量，f(t)− f(s) = E[(Mt −Ms)

2] ≥ 0，所以 f 单调不减。路
径连续及 Doob 的 L2 最大不等式说明 f 连续。第 1 问还给出

E[M2
t − f(t) | Fs] =M2

s − f(s), s ≤ t.

因而 M2 − f 是鞅。另一方面 M2 − 〈M〉 是局部鞅；二者之差 〈M〉 − f 是从 0 出发的连
续有限变差局部鞅，只能恒为零。因此

〈M〉t = f(t) = E[M2
t ], t ≥ 0.

□

练习 4.24。 设 M 是满足 M0 = 0 的连续局部鞅。
1. 对每个整数 n ≥ 1，令

Tn = inf{t ≥ 0 : |Mt| = n}.

证明 a.s.， {
lim
t→∞

Mt 存在且有限
}
=

∞⋃
n=1

{Tn = ∞} ⊂ {〈M,M〉∞ <∞}.

2. 对每个整数 n ≥ 1，令
Sn = inf{t ≥ 0 : 〈M,M〉t = n}.

证明 a.s.，

{〈M,M〉∞ <∞} =

∞⋃
n=1

{Sn = ∞} ⊂
{

lim
t→∞

Mt 存在且有限
}
,

并由此推出 a.s.， {
lim
t→∞

Mt 存在且有限
}
= {〈M,M〉∞ <∞}.
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解答 4.24。
1. 若 Mt 收敛到有限值，则连续路径在 [0,∞) 上有界，故对某个 n，Tn = ∞。反之，若

Tn = ∞，则 M =MTn，而 MTn 是有界鞅，所以几乎必然收敛到有限值。并且 MTn 在
L2 中有界，故

E[〈MTn〉∞] = E[(MTn
∞ )2] <∞.

在 {Tn = ∞} 上，〈M〉∞ = 〈MTn〉∞ <∞。
2. 因 〈M〉 连续递增，

{〈M〉∞ <∞} =
⋃
n≥1

{Sn = ∞}.

对每个 n，〈MSn〉∞ ≤ n，故 MSn 是 L2 有界鞅，从而几乎必然收敛。若 Sn = ∞，则
M =MSn，所以 Mt 收敛到有限值。与第 1 问合并即得

{Mt 收敛到有限值} = {〈M〉∞ <∞} a.s.

□

练习 4.25。 对每个整数 n ≥ 1，设 Mn = (Mn
t )t≥0 是满足 Mn

0 = 0 的连续局部鞅，并假设

lim
n→∞

〈Mn,Mn〉∞ = 0

依概率成立。
1. 给定 ε > 0，对每个 n ≥ 1，令

Tnε = inf{t ≥ 0 : 〈Mn,Mn〉t ≥ ε}.

说明 Tnε 是停时，然后证明停止连续局部鞅

Mn,ε
t =Mn

t∧Tn
ε
, t ≥ 0,

是在 L2 中有界的真鞅。
2. 证明

E

[
sup
t≥0

|Mn,ε
t |2

]
≤ 4ε.

3. 对每个 a > 0，写出

P

(
sup
t≥0

|Mn
t | ≥ a

)
≤ P

(
sup
t≥0

|Mn,ε
t | ≥ a

)
+ P (Tnε <∞),

并证明
lim
n→∞

sup
t≥0

|Mn
t | = 0

依概率成立。

校订注。原书第 2 问在阈值定义为 〈Mn,Mn〉t ≥ ε 的同时，把右端写成 4ε2。由定理 4.13 与
Doob 的 L2 不等式，直接得到且一般只能得到 4ε。若希望保留 4ε2，则第 1 问的阈值应相应
改为 ε2。这里采用对定义改动最小的修正。
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解答 4.25。
1. 〈Mn〉 连续适应，所以 Tnε = inf{t : 〈Mn〉t ≥ ε} 是停时。对 Mn,ε = (Mn)T

n
ε，

〈Mn,ε〉∞ = 〈Mn〉Tn
ε
≤ ε.

因而它是 L2 有界真鞅。
2. 由等距关系与 Doob 不等式，

E
[
sup
t≥0

|Mn,ε
t |2

]
≤ 4E[|Mn,ε

∞ |2] = 4E[〈Mn,ε〉∞] ≤ 4ε.

3. 对 a > 0，Chebyshev 不等式给出

P
(

sup
t≥0

|Mn
t | ≥ a

)
≤ 4ε

a2
+ P(Tnε <∞)

=
4ε

a2
+ P(〈Mn〉∞ ≥ ε).

先令 n→ ∞，再令 ε ↓ 0，右端趋于零。因此 supt≥0 |Mn
t | → 0 于概率。

□

练习 4.26。
1. 设 A 是递增过程（适应、样本路径连续且 A0 = 0），并且 A∞ <∞，a.s. 设 Z 是可积随
机变量，并假设对每个停时 T，

E[A∞ −AT ] ≤ E[Z1{T<∞}].

引入适当的停时，证明：对每个 λ > 0，

E[(A∞ − λ)1{A∞>λ}] ≤ E[Z1{A∞>λ}].

2. 设 f : R+ → R 是连续可微的单调不减函数，满足 f(0) = 0，并对每个 x ≥ 0 令

F (x) =

∫ x

0
f(t) dt.

证明：在第 1 问的假设下，
E[F (A∞)] ≤ E[Zf(A∞)].

（提示：可使用恒等式 F (x) = xf(x)−
∫ x
0 λf

′(λ) dλ。）
3. 设 M 是具有连续样本路径、在 L2 中有界的真鞅，M0 = 0，并令 M∞ 为 t→ ∞ 时 Mt

的几乎处处极限。证明：取

At = 〈M,M〉t, Z =M2
∞

时满足第 1 问的假设。推出对每个实数 q ≥ 1，

E[(〈M,M〉∞)q+1] ≤ (q + 1)E[(〈M,M〉∞)qM2
∞].

4. 设实数 p ≥ 2，且 E[(〈M,M〉∞)p] <∞。证明

E[(〈M,M〉∞)p] ≤ ppE[|M∞|2p].
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5. 设 N 是满足 N0 = 0 的连续局部鞅，T 是停时，并且停止鞅 NT 一致可积。证明：对每
个实数 p ≥ 2，

E[(〈N,N〉T )p] ≤ ppE[|NT |2p].

举例说明：若 NT 不是一致可积鞅，该结论可能不成立。

解答 4.26。
1. 令 Tλ = inf{t : At > λ}。连续性给出 {Tλ < ∞} = {A∞ > λ}，且在该事件上 ATλ = λ。
故

E[(A∞ − λ)1{A∞>λ}] = E[A∞ −ATλ ] ≤ E[Z1{A∞>λ}].

2. 分部积分给出
F (x) = xf(x)−

∫ x

0
λf ′(λ) dλ.

用 Tonelli 定理和第 1 问逐层积分，

E[F (A∞)] =

∫ ∞

0
E[(A∞ − λ)1{A∞>λ}]f

′(λ) dλ

≤
∫ ∞

0
E[Z1{A∞>λ}]f

′(λ) dλ = E[Zf(A∞)].

3. M2 − 〈M〉 是一致可积鞅。对任意停时 T，

E[〈M〉∞ − 〈M〉T ] = E[M2
∞ −M2

T ]

= E[(M∞ −MT )
2] ≤ E[M2

∞ 1{T<∞}].

故第 1问的条件对 A = 〈M〉、Z =M2
∞ 成立。在第 2问取 f(x) = (q+1)xq、F (x) = xq+1，

得到
E[〈M〉q+1

∞ ] ≤ (q + 1)E[〈M〉q∞M2
∞].

4. 令 q = p/(p− 1)，在上一式取指数 q0 = p− 1，再用 Hölder 不等式：

E[〈M〉p∞] ≤ pE[〈M〉p∞](p−1)/pE[|M∞|2p]1/p.

消去公共因子并取 p 次方，得到

E[〈M〉p∞] ≤ ppE[|M∞|2p].

5. 若右端无穷则结论显然。否则，一致可积性给出 NT∧t = E[NT | Ft]，所以 NT 在 L2p 中
有界。令 τn = inf{t : 〈N〉t∧T ≥ n}，对 NT∧τn 应用第 4 问，再令 n → ∞，由单调收敛
和条件 Jensen 不等式得到

E[〈N〉pT ] ≤ ppE[|NT |2p].

6. 令 B 从 0 出发，T = inf{t : Bt = a}，其中 a 6= 0。则 BT = a，但 E[T ] = ∞，从而对
p ≥ 1，

E[〈B〉pT ] = E[T p] = ∞ > pp|a|2p.

此时 BT 不一致可积，否则 0 = E[B0] = E[BT ] = a，矛盾。
□
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练习 4.27。 设 X = (Xt)t≥0 是取非负值、具有连续样本路径的适应过程，A = (At)t≥0 是递
增过程（适应、样本路径连续且 A0 = 0）。考虑条件

对每个有界停时T, E[XT ] ≤ E[AT ]. (D)

1. 设 M 是具有连续样本路径、满足 M0 = 0 的平方可积鞅。证明：取

Xt =M2
t , At = 〈M,M〉t

时，条件 (D) 成立。
2. 证明：若只假设 M 是满足 M0 = 0 的连续局部鞅，第 1 问的结论仍然成立。
3. 令

X∗
t = sup

s≤t
Xs.

证明：在条件 (D) 下，对每个有界停时 S 和每个 c > 0，

P (X∗
S ≥ c) ≤ 1

c
E[AS ].

（提示：可把 (D) 用于 T = S ∧R，其中 R = inf{t ≥ 0 : Xt ≥ c}。）
4. 推出：仍在条件 (D) 下，对每个停时 S（可以取值 ∞），

P (X∗
S > c) ≤ 1

c
E[AS ].

当 S = ∞ 时，约定 X∗
∞ = sups≥0Xs。

5. 给定 c, d > 0，令
S = inf{t ≥ 0 : At ≥ d}.

设 T 是停时。注意到

{X∗
T > c} ⊂ {X∗

T∧S > c} ∪ {AT ≥ d},

证明：在条件 (D) 下，

P (X∗
T > c) ≤ 1

c
E[AT ∧ d] + P (AT ≥ d).

6. 利用第 2、5 问验证：若 (M (n)) 是一列连续局部鞅，T 是停时，并且

〈M (n),M (n)〉T −→ 0

依概率成立，则
sup
s≤T

|M (n)
s | −→ 0

依概率成立。

解答 4.27。
1. 对有界停时 T，M2 − 〈M〉 的可选停时定理给出

E[M2
T ] = E[〈M〉T ].
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2. 取局部化停时 τn ↑ ∞，使 M τn 为平方可积鞅。第 1 问及 Fatou、单调收敛给出

E[M2
T ] ≤ lim inf

n
E[M2

T∧τn ] = lim
n

E[〈M〉T∧τn ] = E[〈M〉T ].

3. 令 R = inf{t : Xt ≥ c}，并取 U = S ∧ R。则 U 有界且 {R ≤ S} = {X∗
S ≥ c}。由连续

性，在该事件上 XU = XR ≥ c，所以

cP(X∗
S ≥ c) ≤ E[XU ] ≤ E[AU ] ≤ E[AS ].

4. 对 Sn = S ∧ n 应用第 3 问，并令 n→ ∞：

P(X∗
S > c) = lim

n
P(X∗

Sn
> c) ≤ 1

c
lim
n

E[ASn ] =
1

c
E[AS ].

5. 令 R = inf{t : At ≥ d}。由连续性，AT∧R = AT ∧ d，并且

{X∗
T > c} ⊂ {X∗

T∧R > c} ∪ {AT ≥ d}.

第 4 问于是给出
P(X∗

T > c) ≤ 1

c
E[AT ∧ d] + P(AT ≥ d).

6. 对 X(n) = (M (n))2、A(n) = 〈M (n)〉 使用第 2、5 问。给定 ε, d > 0，

P

(
sup
s≤T

|M (n)
s | > ε

)
≤ d

ε2
+ P(〈M (n)〉T ≥ d).

先令 n→ ∞，再令 d ↓ 0，即得所需概率收敛。
□

注记与评述

Dellacherie 与 Meyer 的著作 [14] 仍是本章主题的极佳参考资料；该书在具有 càdlàg 样本路
径的局部鞅与半鞅这一更一般的框架下讨论这些内容。另见 [72] 与 [49]（特别地，[72] 讨论了有限
变差过程的初等理论）。局部鞅的概念由 Itô 与 Watanabe 于 1965 年在 [43] 中提出。半鞅的概念
似乎源于 Fisk 1965 年的工作 [25]，其中使用的名称是“拟鞅”（quasimartingales）；另见 Meyer
[60]。连续（局部）鞅二次变差的经典构造以 Doob–Meyer 分解定理 [58] 为基础，例如见 [49]。本
章采用的较初等表述受 [70] 启发。
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第五章 随机积分

本章是全书的核心。我们先定义关于平方可积连续鞅的随机积分：首先处理初等过程的积分
（它们在这里所起的作用，类似于 Riemann 积分理论中的阶梯函数），然后利用 Hilbert 空间之间
的等距映射处理一般情形。随后，很容易把随机积分的定义推广到连续局部鞅与半鞅。

接着将推导著名的 Itô 公式。该公式说明，一个或多个连续半鞅经光滑函数作用后的像仍是
连续半鞅，并且其典范分解可以用随机积分表示。Itô 公式是随机分析最主要的技术工具。本章将
讨论它的若干重要应用，包括：Lévy 定理，即以二次变差过程等于 t 刻画布朗运动；Burkholder–
Davis–Gundy 不等式；以及布朗滤过中的鞅表示为随机积分。
本章最后讨论 Girsanov 定理，它研究在绝对连续的概率测度变换下，鞅与半鞅概念的稳定性。

作为 Girsanov 定理的应用，还将证明著名的 Cameron–Martin 公式；该公式给出 Wiener 测度在
确定性函数平移下的像。

5.1 随机积分的构造

本章始终在带滤过概率空间 (Ω,F , (Ft), P )上讨论，并假设滤过 (Ft)完备。除非另有说明，本
章所有过程均以 R+ 为指标集并取实值。我们常把“具有连续样本路径的鞅”简称为“连续鞅”。

5.1.1 关于在 L2 中有界鞅的随机积分

记 H2 为所有满足 M0 = 0、且在 L2 中有界的连续鞅 M 所成的空间；照例，把不可分辨的过
程视为同一个元素。等价地，由命题 4.13，M ∈ H2 当且仅当 M 是满足 M0 = 0 的连续局部鞅，
并且

E[〈M,M〉∞] <∞.

由命题 3.21，若 M ∈ H2，则
Mt = E[M∞ | Ft],

其中 M∞ ∈ L2 是 t→ ∞ 时 Mt 的几乎处处极限。

命题 4.15(v)表明，若M,N ∈ H2，则随机变量 〈M,N〉∞ 有良好定义，且 E[|〈M,N〉∞|] <∞。
因此可在 H2 上定义对称双线性型

(M,N)H2 = E[〈M,N〉∞] = E[M∞N∞],

其中第二个等号来自命题 4.15(v)。显然，(M,M)H2 = 0 当且仅当 M = 0。因此该内积给出的范
数为

‖M‖H2 = (M,M)
1/2
H2 = E[〈M,M〉∞]1/2 = E[M2

∞]1/2.

命题 5.1。 赋以内积 (M,N)H2 后，空间 H2 是 Hilbert 空间。

证明。只需验证向量空间 H2 关于范数 ‖ · ‖H2 完备。设 (Mn)n≥1 是该范数下的 Cauchy 列。
于是

lim
m,n→∞

E[(Mn
∞ −Mm

∞)2] = lim
m,n→∞

(Mn −Mm,Mn −Mm)H2 = 0.
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所以 (Mn
∞)在 L2 中收敛到某个极限，记为 Z。另一方面，由 L2 中的 Doob不等式（命题 3.15(ii)），

对每个 m,n，

E

[
sup
t≥0

(Mn
t −Mm

t )2
]
≤ 4E[(Mn

∞ −Mm
∞)2].

从而

lim
m,n→∞

E

[
sup
t≥0

(Mn
t −Mm

t )2
]
= 0. (5.1)

因此，对每个 t ≥ 0，Mn
t 在 L2 中收敛。还需说明这些极限组成一个具有连续样本路径的过

程。由 (5.1) 可选取严格递增整数列 nk ↑ ∞，使得

E

[ ∞∑
k=1

sup
t≥0

|Mnk
t −M

nk+1

t |

]
≤

∞∑
k=1

E

[
sup
t≥0

(Mnk
t −M

nk+1

t )2
]1/2

<∞.

于是 a.s.，
∞∑
k=1

sup
t≥0

|Mnk
t −M

nk+1

t | <∞.

所以过程列 (Mnk
t )t≥0 a.s. 在 R+ 上一致收敛到某个过程 (Mt)t≥0。在一致收敛不成立的零测集上，

对所有 t ≥ 0 令 Mt = 0。显然，极限过程 M 具有连续样本路径并且适应；这里使用了滤过的完备
性。

此外，由 Mn
∞ → Z 于 L2，在恒等式

Mnk
t = E[Mnk

∞ | Ft]

中取极限，立即得到
Mt = E[Z | Ft].

因此 M 是在 L2 中有界的连续鞅，即 M ∈ H2。上述一致收敛还保证

M∞ = lim
k→∞

Mnk
∞ = Z, a.s.

最后，Mn
∞ → Z =M∞ 于 L2，说明 Mn →M 于 H2。 □

记 Ω× R+ 上的渐进 σ-代数为 P （见第 3.1 节末尾）。若 M ∈ H2，令 L2(M) 表示所有满足

E

[∫ ∞

0
H2
s d〈M,M〉s

]
<∞

的渐进过程 H 所成的空间。约定：若两个满足上述可积条件的渐进过程 H,H ′ 满足

Hs = H ′
s, d〈M,M〉s-a.e., a.s.,

则把它们视为同一个元素。可以把 L2(M) 看作通常的 L2 空间：

L2(M) = L2(Ω× R+,P, dP d〈M,M〉s),

其中 dP d〈M,M〉s 表示 (Ω× R+,P) 上的有限测度；它赋予集合 A ∈ P 的质量为

E

[∫ ∞

0
1A(ω, s) d〈M,M〉s

]
.

该测度的总质量为
E[〈M,M〉∞] = ‖M‖2H2 .
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和任意 L2 空间一样，L2(M) 在内积

(H,K)L2(M) = E

[∫ ∞

0
HsKs d〈M,M〉s

]
下是 Hilbert 空间；相应范数为

‖H‖L2(M) = E

[∫ ∞

0
H2
s d〈M,M〉s

]1/2
.

定义 5.2。 若渐进过程 H 具有形式

Hs(ω) =

p−1∑
i=0

H(i)(ω)1(ti,ti+1](s),

其中
0 = t0 < t1 < t2 < · · · < tp,

且对每个 i ∈ {0, 1, . . . , p− 1}，H(i) 都是有界的 Fti-可测随机变量，则称 H 为初等过程。

所有初等过程组成的集合记为 E。它是 L2(M) 的线性子空间。严格地说，这里应当称为“初
等过程的等价类”；回顾：若 ‖H −H ′‖L2(M) = 0，则在 L2(M) 中把 H,H ′ 视为同一元素。

命题 5.3。 对每个 M ∈ H2，E 在 L2(M) 中稠密。

证明。由 Hilbert 空间的初等理论，只需证明：若 K ∈ L2(M) 与 E 正交，则 K = 0。设
K ∈ L2(M) 与 E 正交，并对每个 t ≥ 0 令

Xt =

∫ t

0
Ku d〈M,M〉u.

为说明右端积分有意义并且定义了有限变差过程 (Xt)t≥0，利用 Cauchy–Schwarz 不等式得到

E

[∫ t

0
|Ku| d〈M,M〉u

]
≤ E

[∫ t

0
K2
u d〈M,M〉u

]1/2
E[〈M,M〉∞]1/2.

右端有限，因为 M ∈ H2 且 K ∈ L2(M)。特别地，

a.s., ∀t ≥ 0,

∫ t

0
|Ku| d〈M,M〉u <∞.

由命题 4.5（以及该命题后的注 (i)），X 可良好定义为有限变差过程。前面的估计还说明对每个
t ≥ 0，Xt ∈ L1。

取 0 ≤ s < t，令 F 为任意有界的 Fs-可测随机变量，并令初等过程

Hr(ω) = F (ω)1(s,t](r).

由 (H,K)L2(M) = 0，得到

E

[
F

∫ t

s
Ku d〈M,M〉u

]
= 0.

所以对任意 s < t 和任意有界的 Fs-可测随机变量 F，

E[F (Xt −Xs)] = 0.
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过程 X 适应，且每个 Xr ∈ L1，因而 X 是连续鞅。另一方面，X 还是有限变差过程；由定理 4.8，
只能有 X = 0。因此 ∫ t

0
Ku d〈M,M〉u = 0, ∀t ≥ 0, a.s.

这说明：以 Ku 为 d〈M,M〉u 密度的符号测度几乎处处为零，因而

Ku = 0, d〈M,M〉u-a.e., a.s.

也就是说，K = 0 于 L2(M)。 □
回顾：若 T 是停时，则 XT 表示 X 在 T 处停止所得过程，即 XT

t = Xt∧T。若 M ∈ H2，由

〈MT ,MT 〉∞ = 〈M,M〉T

立即可知 MT ∈ H2。此外，若 H ∈ L2(M)，则过程 1[0,T ]H 也属于 L2(M)，其中

(1[0,T ]H)s(ω) = 1{0≤s≤T (ω)}Hs(ω).

注意：1[0,T ] 是渐进过程，因为它适应且样本路径左连续。

定理 5.4。 设 M ∈ H2。对每个具有形式

Hs(ω) =

p−1∑
i=0

H(i)(ω)1(ti,ti+1](s)

的 H ∈ E，公式

(H ·M)t =

p−1∑
i=0

H(i)(Mti+1∧t −Mti∧t)

定义了一个过程 H ·M ∈ H2。映射 H 7→ H ·M 可延拓为从 L2(M) 到 H2 的等距映射。此外，
H ·M 是唯一满足下述性质的 H2 中的鞅：

〈H ·M,N〉 = H · 〈M,N〉, ∀N ∈ H2. (5.2)

若 T 是停时，则
(1[0,T ]H) ·M = (H ·M)T = H ·MT . (5.3)

常用记号

(H ·M)t =

∫ t

0
Hs dMs,

并称 H ·M 为 H 关于 M 的随机积分。

注。 式 (5.2) 右端的 H · 〈M,N〉 是关于有限变差过程的积分，定义见第 4.1 节。关于有限变
差过程 A 的积分与关于鞅 M 的积分都使用相似记号 H ·A、H ·M，不会造成歧义，因为这
两类过程本质上互不相交。

证明。先注意：当 H ∈ E 时，H ·M 的定义与选取的初等过程表示无关。由此容易验证映射
H 7→ H ·M 线性。下面说明它把 E（视为 L2(M) 的子空间）等距映入 H2。

固定定理中形式的 H ∈ E。对每个 i ∈ {0, 1, . . . , p− 1} 和每个 t ≥ 0，令

M i
t = H(i)(Mti+1∧t −Mti∧t).
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直接验证可知，M i 是连续鞅（定理 4.9 证明开头已经使用过这一事实），且 M i ∈ H2。因此

H ·M =

p−1∑
i=0

M i

也属于 H2。各连续鞅 M i 两两正交，并且

〈M i,M i〉t = (H(i))2
(
〈M,M〉ti+1∧t − 〈M,M〉ti∧t

)
.

由此得到

〈H ·M,H ·M〉t =
p−1∑
i=0

(H(i))2
(
〈M,M〉ti+1∧t − 〈M,M〉ti∧t

)
=

∫ t

0
H2
s d〈M,M〉s.

所以
‖H ·M‖2H2 = E[〈H ·M,H ·M〉∞]

= E

[∫ ∞

0
H2
s d〈M,M〉s

]
= ‖H‖2L2(M).

由线性可知，若另一初等过程 H ′ 与 H 在 L2(M) 中等同，则 H ·M = H ′ ·M。故该映射确实
从 E ⊂ L2(M) 映入 H2，并且是等距映射。由命题 5.3，E 在 L2(M) 中稠密；由命题 5.1，H2 是
Hilbert 空间。因此，该映射唯一延拓为从 L2(M) 到 H2 的等距映射。

下面验证 (5.2)。固定 N ∈ H2。若 H ∈ L2(M)，由 Kunita–Watanabe 不等式（命题 4.18），

E

[∫ ∞

0
|Hs| |d〈M,N〉s|

]
≤ ‖H‖L2(M)‖N‖H2 <∞.

所以 ∫ ∞

0
Hs d〈M,N〉s = (H · 〈M,N〉)∞

有良好定义且属于 L1。先设 H 是定理中形式的初等过程，并仍采用前面定义的 M i。则

〈H ·M,N〉 =
p−1∑
i=0

〈M i, N〉,

而且
〈M i, N〉t = H(i)

(
〈M,N〉ti+1∧t − 〈M,N〉ti∧t

)
.

因此

〈H ·M,N〉t =
p−1∑
i=0

H(i)
(
〈M,N〉ti+1∧t − 〈M,N〉ti∧t

)
=

∫ t

0
Hs d〈M,N〉s.

这就证明了初等过程情形。

再注意，线性映射
X 7−→ 〈X,N〉∞

从 H2 到 L1 连续。事实上，由 Kunita–Watanabe 不等式，

E[|〈X,N〉∞|] ≤ E[〈X,X〉∞]1/2E[〈N,N〉∞]1/2 = ‖N‖H2‖X‖H2 .
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若 (Hn)n≥1 ⊂ E 且 Hn → H 于 L2(M)，则在 L1 中

〈H ·M,N〉∞ = lim
n→∞

〈Hn ·M,N〉∞

= lim
n→∞

(Hn · 〈M,N〉)∞ = (H · 〈M,N〉)∞.

最后一步再次由 Kunita–Watanabe 不等式得到，因为

E

[∣∣∣∣∫ ∞

0
(Hn

s −Hs) d〈M,N〉s
∣∣∣∣] ≤ E[〈N,N〉∞]1/2‖Hn −H‖L2(M).

目前只得到 t = ∞ 时的等式；在该等式中把 N 换成停止鞅 N t，即可得到任意 t ≥ 0 时的等式，
从而完成 (5.2) 的证明。
该性质还唯一刻画 H ·M。事实上，若 X ∈ H2 是另一个满足同一等式的鞅，则对每个 N ∈ H2，

〈H ·M −X,N〉 = 0.

取 N = H ·M −X，再用命题 4.12，得到 X = H ·M。
最后验证 (5.3)。由连续局部鞅括号过程的性质，对每个 N ∈ H2，

〈(H ·M)T , N〉t = 〈H ·M,N〉t∧T
= (H · 〈M,N〉)t∧T
= ((1[0,T ]H) · 〈M,N〉)t.

所以停止鞅 (H ·M)T 满足随机积分 (1[0,T ]H) ·M 的特征性质，得到 (5.3) 的第一个等号。第二个
等号同理：

〈H ·MT , N〉 = H · 〈MT , N〉
= H · 〈M,N〉T

= (1[0,T ]H) · 〈M,N〉.

定理得证。 □

注。 也可以用关系 (5.2) 定义随机积分 H ·M。事实上，映射

N 7−→ E[(H · 〈M,N〉)∞]

是 H2 上的连续线性泛函。由 Riesz 表示定理，存在唯一的 H ·M ∈ H2，使得

E[(H · 〈M,N〉)∞] = (H ·M,N)H2

= E[〈H ·M,N〉∞].

采用定理 5.4 末尾引入的记号，式 (5.2) 可改写为〈∫ ·

0
Hs dMs, N

〉
t

=

∫ t

0
Hs d〈M,N〉s.

可把它理解为：随机积分与括号运算“可交换”。立即得到一个非常重要的推论。若 M ∈ H2、
H ∈ L2(M)，连续两次使用 (5.2)，有

〈H ·M,H ·M〉 = H · (H · 〈M,M〉)
= H2 · 〈M,M〉,
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其中使用了有限变差过程积分的“结合律”(4.1)。换言之，连续鞅 H ·M 的二次变差为〈∫ ·

0
Hs dMs,

∫ ·

0
Hs dMs

〉
t

=

∫ t

0
H2
s d〈M,M〉s. (5.4)

更一般地，若 N ∈ H2、K ∈ L2(N)，同样的论证给出〈∫ ·

0
Hs dMs,

∫ ·

0
Ks dNs

〉
t

=

∫ t

0
HsKs d〈M,N〉s. (5.5)

下面这个随机积分的“结合律”与有限变差过程积分的 (4.1) 类似，并且非常有用。

命题 5.5。 设 H ∈ L2(M)。若 K 是渐进过程，则

KH ∈ L2(M) ⇐⇒ K ∈ L2(H ·M).

当这些条件成立时，
(KH) ·M = K · (H ·M).

证明。由 (5.4)，

E

[∫ ∞

0
K2
sH

2
s d〈M,M〉s

]
= E

[∫ ∞

0
K2
s d〈H ·M,H ·M〉s

]
,

这就给出第一个结论。对第二个结论，任取 N ∈ H2，有

〈(KH) ·M,N〉 = KH · 〈M,N〉
= K · (H · 〈M,N〉)
= K · 〈H ·M,N〉.

由 (5.2) 中的唯一性，得到所需等式。 □
随机积分的矩。设 M,N ∈ H2、H ∈ L2(M)、K ∈ L2(N)。由于 H ·M 与 K ·N 都是 H2 中

的鞅，对每个 t ∈ [0,∞]，

E

[∫ t

0
Hs dMs

]
= 0, (5.6)

并且由命题 4.15(v) 与 (5.5)，

E

[(∫ t

0
Hs dMs

)(∫ t

0
Ks dNs

)]
= E

[∫ t

0
HsKs d〈M,N〉s

]
. (5.7)

特别地，

E

[(∫ t

0
Hs dMs

)2
]
= E

[∫ t

0
H2
s d〈M,M〉s

]
. (5.8)

此外，因为 H ·M 是真鞅，所以对每个 0 ≤ s < t ≤ ∞，

E

[∫ t

0
Hr dMr

∣∣∣∣Fs] = ∫ s

0
Hr dMr, (5.9)

等价地，

E

[∫ t

s
Hr dMr

∣∣∣∣Fs] = 0.

这里对
∫ t
s Hr dMr 使用了显然的记号。需要特别注意：对于下文即将介绍的随机积分推广，上述

公式——尤其是 (5.6) 与 (5.8)——可能不再成立。
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5.1.2 关于局部鞅的随机积分

现在利用 (5.3)，把 H ·M 的定义推广到任意连续局部鞅。若 M 是连续局部鞅，以 L2
loc(M)

（相应地，以 L2(M)）表示所有满足下述条件的渐进过程 H 所成的集合：∫ t

0
H2
s d〈M,M〉s <∞, ∀t ≥ 0, a.s.

（相应地，满足

E

[∫ ∞

0
H2
s d〈M,M〉s

]
<∞

）。为后文使用，注意 L2(M) 仍可看作通常的 L2 空间，因而具有 Hilbert 空间结构；等价关系与
M ∈ H2 时相同。

定理 5.6。 设 M 是连续局部鞅。对每个 H ∈ L2
loc(M)，存在唯一的、初值为 0 的连续局部

鞅，记为 H ·M，使得对每个连续局部鞅 N，

〈H ·M,N〉 = H · 〈M,N〉. (5.10)

若 T 是停时，则
(1[0,T ]H) ·M = (H ·M)T = H ·MT . (5.11)

若 H ∈ L2
loc(M)，K 是渐进过程，则

K ∈ L2
loc(H ·M) ⇐⇒ HK ∈ L2

loc(M),

并且在这些条件成立时，
K · (H ·M) = HK ·M. (5.12)

最后，若 M ∈ H2、H ∈ L2(M)，这里的定义与定理 5.4 的定义一致。

校订注。原书在 (5.12)中把左端写为 H ·(K ·M)。但紧邻该式的可积条件是 K ∈ L2
loc(H ·M)，

且原书随后的证明明确说它与命题 5.5 相同；因此正确次序必为 K · (H ·M)。

证明。可以假设 M0 = 0。一般情形下，写成 M =M0 +M ′，并定义

H ·M := H ·M ′;

注意对每个连续局部鞅 N，〈M,N〉 = 〈M ′, N〉。还可以假设∫ t

0
H2
s d〈M,M〉s <∞

对每个 t ≥ 0 以及每个 ω ∈ Ω 都成立；在该性质失效的零测集上把 H 换成 0 即可。

对每个 n ≥ 1，令

Tn = inf
{
t ≥ 0 :

∫ t

0
(1 +H2

s ) d〈M,M〉s ≥ n

}
.

则 (Tn) 是单调递增且趋于 ∞ 的停时序列。由于

〈MTn ,MTn〉t = 〈M,M〉t∧Tn ≤ n,
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由定理 4.13，停止鞅 MTn 属于 H2。此外，∫ ∞

0
H2
s d〈MTn ,MTn〉s =

∫ Tn

0
H2
s d〈M,M〉s ≤ n.

所以 H ∈ L2(MTn)，可由定理 5.4 定义 H ·MTn。若 m > n，由 (5.3)，

H ·MTn = (H ·MTm)Tn .

于是存在唯一过程 H ·M，使对每个 n，

(H ·M)Tn = H ·MTn .

显然，H ·M 具有连续样本路径；它也是适应的，因为

(H ·M)t = lim
n→∞

(H ·MTn)t.

各停止过程 (H ·M)Tn 都是 H2 中的鞅，所以 H ·M 是连续局部鞅。
下面验证 (5.10)。可设 N0 = 0。对每个 n ≥ 1，令

T ′
n = inf{t ≥ 0 : |Nt| ≥ n}, Sn = Tn ∧ T ′

n.

注意 NT ′
n ∈ H2，于是

〈H ·M,N〉Sn =
〈
(H ·M)Tn , NT ′

n

〉
= 〈H ·MTn , NT ′

n〉

= H · 〈MTn , NT ′
n〉

= H · 〈M,N〉Sn

= (H · 〈M,N〉)Sn .

由于 Sn ↑ ∞，得到 〈H ·M,N〉 = H · 〈M,N〉。与定理 5.4 的证明相同，把这一等式对所有连续局
部鞅 N 写出，再用命题 4.12，即可证明它在初值为 0 的连续局部鞅中唯一刻画 H ·M。
式 (5.11) 的证明与定理 5.4 中 (5.3) 的证明完全相同，因为该证明只用到了括号特征性质。同

理，(5.12) 的证明与命题 5.5 相同。
最后，若 M ∈ H2、H ∈ L2(M)，由 (5.10)，

〈H ·M,H ·M〉 = H2 · 〈M,M〉.

所以 H ·M ∈ H2。再用 (5.2) 的特征性质可知，定理 5.4 与本定理的定义一致。 □
在定理 5.6 的情形下，仍记

(H ·M)t =

∫ t

0
Hs dMs.

值得指出，若 M,N 是连续局部鞅，H ∈ L2
loc(M)、K ∈ L2

loc(N)，则 (5.4) 与 (5.5) 仍然成立；它
们由 (5.10) 立即得到。
与 Wiener 积分的联系。设 B 是 (Ft)-布朗运动，且 h ∈ L2(R+,B(R+), dt) 是确定性的平方

可积函数。可定义 Wiener 积分 ∫ t

0
h(s) dBs = G(h1[0,t]),

其中 G 是与 B 相联系的高斯白噪声（见第 2.1 节末尾）。容易验证，该积分与随机积分 (h ·B)t 一
致；这里把 h 看作确定性的渐进过程。当 h 是简单函数时结论立即成立，一般情形由稠密性论证
得到。

96



布朗运动、鞅与随机微积分｜中文讲义 第五章 随机积分

下面讨论定理 5.4 情形中矩公式的推广。设 M 是连续局部鞅，H ∈ L2
loc(M)，且 t ∈ [0,∞]。

若

E

[∫ t

0
H2
s d〈M,M〉s

]
<∞, (5.13)

则可把定理 4.13 应用于 (H ·M)t，得到它是 H2 中的鞅。因此 (5.6) 与 (5.8) 仍成立：

E

[∫ t

0
Hs dMs

]
= 0, E

[(∫ t

0
Hs dMs

)2
]
= E

[∫ t

0
H2
s d〈M,M〉s

]
.

同样，(5.9) 对 0 ≤ s ≤ t 成立。特别地，在 t = ∞ 的情形，若 H ∈ L2(M)，则连续局部鞅 H ·M
属于 H2，且其终值满足

E

[(∫ ∞

0
Hs dMs

)2
]
= E

[∫ ∞

0
H2
s d〈M,M〉s

]
.

若条件 (5.13) 不成立，上述公式可能失效；不过总有估计

E

[(∫ t

0
Hs dMs

)2
]
≤ E

[∫ t

0
H2
s d〈M,M〉s

]
. (5.14)

事实上，若右端有限，则由前面的讨论等号成立；若右端为无穷，估计显然成立。

5.1.3 关于半鞅的随机积分

最后把随机积分的定义推广到连续半鞅。若渐进过程 H 满足

∀t ≥ 0, sup
s≤t

|Hs| <∞, a.s.,

则称 H 局部有界。特别地，任意具有连续样本路径的适应过程都是局部有界的渐进过程。若 H 渐
进且局部有界，则对每个有限变差过程 V，

∀t ≥ 0,

∫ t

0
|Hs| |dVs| <∞, a.s.,

并且对每个连续局部鞅 M，都有 H ∈ L2
loc(M)。

定义 5.7。设 X 是连续半鞅，其典范分解为 X =M + V。若 H 是局部有界渐进过程，则把
典范分解为

H ·X = H ·M +H · V

的连续半鞅称为 H 关于 X 的随机积分，并记

(H ·X)t =

∫ t

0
Hs dXs.

性质。
(i) 映射 (H,X) 7→ H ·X 是双线性的。
(ii) 若 H,K 渐进且局部有界，则

H · (K ·X) = (HK) ·X.
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(iii) 对每个停时 T，
(H ·X)T = (H1[0,T ]) ·X = H ·XT .

(iv) 若 X 是连续局部鞅（相应地，若 X 是有限变差过程），则 H ·X 也具有相同性质。
(v) 若

Hs(ω) =

p−1∑
i=0

H(i)(ω)1(ti,ti+1](s),

其中 0 = t0 < t1 < · · · < tp，且每个 H(i) 都是 Fti-可测的，则

(H ·X)t =

p−1∑
i=0

H(i)(Xti+1∧t −Xti∧t).

可把性质 (ii) 改述为：若

Yt =

∫ t

0
Ks dXs,

则 ∫ t

0
Hs dYs =

∫ t

0
HsKs dXs.

性质 (i)–(iv) 由连续局部鞅和有限变差过程情形的相应结论立即得到。下面说明性质 (v)。只需考
虑 X = M 是满足 M0 = 0 的连续局部鞅的情形；在适当停时处停止 M，再用 (5.11)，甚至可设
M ∈ H2。困难仅在于随机变量 H(i) 未必有界，因而不能直接使用初等过程积分的构造。为此，对
每个 n ≥ 1，令

Tn = inf{t ≥ 0 : |Ht| ≥ n} = inf{ti : |H(i)| ≥ n}, (inf∅ = ∞).

容易验证，Tn 是停时，且 Tn ↑ ∞。此外，

Hs1[0,Tn](s) =

p−1∑
i=0

H(i)
n 1(ti,ti+1](s),

其中
H(i)
n = H(i)1{Tn>ti}.

这些随机变量具有与 H(i) 相同的可测性，并且绝对值不超过 n。所以 H1[0,Tn] 是初等过程。根据
关于 H2 中鞅的随机积分定义，

(H ·M)t∧Tn = (H1[0,Tn] ·M)t

=

p−1∑
i=0

H(i)
n (Mti+1∧t −Mti∧t).

令 n→ ∞，即得性质 (v)。

5.1.4 随机积分的收敛

先给出随机积分的一个“控制收敛定理”。

命题 5.8。设连续半鞅 X 的典范分解为 X =M + V，并固定 t > 0。设 (Hn)n≥1 与 H 是局
部有界渐进过程，K 是非负渐进过程。假设下列性质 a.s. 成立：
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(i) 对每个 s ∈ [0, t]，当 n→ ∞ 时，Hn
s → Hs；

(ii) 对每个 n ≥ 1 和每个 s ∈ [0, t]，|Hn
s | ≤ Ks；

(iii) ∫ t

0
K2
s d〈M,M〉s <∞,

∫ t

0
Ks |dVs| <∞.

则 ∫ t

0
Hn
s dXs −→

∫ t

0
Hs dXs

依概率成立。

注。
(a) 若 K 局部有界，则条件 (iii) 自动成立。
(b) 不必假设 (i)、(ii) 对每个 s ∈ [0, t] 都成立；只需它们分别对 d〈M,M〉s-a.e. 的 s ∈ [0, t]

和 |dVs|-a.e. 的 s ∈ [0, t] 成立，a.s. 这一点从证明中即可看出。

证明。通常的控制收敛定理给出 a.s. 收敛∫ t

0
Hn
s dVs −→

∫ t

0
Hs dVs.

因此只需证明
∫ t
0 H

n
s dMs 依概率收敛到

∫ t
0 Hs dMs。对每个整数 p ≥ 1，考虑停时

Tp = inf
{
r ∈ [0, t] :

∫ r

0
K2
s d〈M,M〉s ≥ p

}
∧ t.

由条件 (iii)，a.s. 对所有充分大的 p，都有 Tp = t。由 (5.14)，

E

[(∫ Tp

0
Hn
s dMs −

∫ Tp

0
Hs dMs

)2
]
≤ E

[∫ Tp

0
(Hn

s −Hs)
2 d〈M,M〉s

]
.

右端由控制收敛定理趋于 0：这里使用条件 (i)、(ii)，以及∫ Tp

0
K2
s d〈M,M〉s ≤ p.

由于当 p→ ∞ 时 P (Tp = t) → 1，所需的依概率收敛随即得到。 □
下面把命题 5.8 应用于连续被积过程的逼近；下一节将使用这一结果。

命题 5.9。 设 X 是连续半鞅，H 是具有连续样本路径的适应过程。固定 t > 0。对任意一列
网格大小趋于 0 的 [0, t] 分割

0 = tn0 < tn1 < · · · < tnpn = t,

都有

lim
n→∞

pn−1∑
i=0

Htni
(Xtni+1

−Xtni
) =

∫ t

0
Hs dXs

依概率成立。
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证明。对每个 n ≥ 1，定义过程 Hn：

Hn
s =


Htni

, tni < s ≤ tni+1, i ∈ {0, 1, . . . , pn − 1},
H0, s = 0,

0, s > t.

注意 Hn 渐进。令
Ks = max

0≤r≤s
|Hr|,

则 K 是局部有界渐进过程，而且命题 5.8 的全部假设都成立。因此∫ t

0
Hn
s dXs −→

∫ t

0
Hs dXs

依概率成立。由第 5.1.3 节性质 (v)，

∫ t

0
Hn
s dXs =

pn−1∑
i=0

Htni
(Xtni+1

−Xtni
),

从而得到所需结论。 □

校订注。原书在上述证明最后一个离散和中把增量写成 Mtni+1
−Mtni

，但命题从始至终讨论的
是连续半鞅 X，且所引用的第 5.1.3节性质 (v)明确给出 X 的增量。因此这里应为 Xtni+1

−Xtni
。

注。命题 5.9 可视为引理 4.3 在随机积分情形下的推广。但与该引理不同，在命题 5.9 中必须
在区间 (tni , t

n
i+1] 的左端点取 H 的值。若把 Htni

换成 Htni+1
，结论一般不成立。

给出一个简单反例。取 Ht = Xt，并假设分割序列逐次加细。由命题 5.9，

lim
n→∞

pn−1∑
i=0

Xtni
(Xtni+1

−Xtni
) =

∫ t

0
Xs dXs

依概率成立。另一方面，写成

pn−1∑
i=0

Xtni+1
(Xtni+1

−Xtni
) =

pn−1∑
i=0

Xtni
(Xtni+1

−Xtni
)

+

pn−1∑
i=0

(Xtni+1
−Xtni

)2,

再用命题 4.21，得到

lim
n→∞

pn−1∑
i=0

Xtni+1
(Xtni+1

−Xtni
) =

∫ t

0
Xs dXs + 〈X,X〉t

依概率成立。除非 X 的鞅部分退化，这一极限不同于
∫ t
0 Xs dXs。把前面两个收敛式相加，得

到

X2
t −X2

0 = 2

∫ t

0
Xs dXs + 〈X,X〉t,

这是下一节 Itô 公式的一个特例。
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5.2 Itô 公式

Itô 公式是随机分析的基石。它说明：把二次连续可微函数作用于一组连续半鞅，所得过程仍
是连续半鞅，而且可以显式写出这个半鞅的典范分解。

定理 5.10（Itô 公式）。 设 X1, . . . , Xp 是 p 个连续半鞅，F : Rp → R 是二次连续可微函数。
则对每个 t ≥ 0，

F (X1
t , . . . , X

p
t ) = F (X1

0 , . . . , X
p
0 ) +

p∑
i=1

∫ t

0

∂F

∂xi
(X1

s , . . . , X
p
s ) dX

i
s

+
1

2

p∑
i,j=1

∫ t

0

∂2F

∂xi∂xj
(X1

s , . . . , X
p
s ) d〈Xi, Xj〉s.

证明。先处理 p = 1 的情形，并简记 X = X1。固定 t > 0，取一列逐次加细且网格大小趋于
0 的 [0, t] 分割

0 = tn0 < tn1 < · · · < tnpn = t.

对每个 n，

F (Xt) = F (X0) +

pn−1∑
i=0

(
F (Xtni+1

)− F (Xtni
)
)
.

对每个 i ∈ {0, 1, . . . , pn − 1}，在 0 与 1 之间对函数

θ 7−→ F
(
Xtni

+ θ(Xtni+1
−Xtni

)
)

应用 Taylor–Lagrange 公式，得到

F (Xtni+1
)− F (Xtni

) = F ′(Xtni
)(Xtni+1

−Xtni
)

+
1

2
fn,i(Xtni+1

−Xtni
)2,

其中对某个 c ∈ [0, 1]，
fn,i = F ′′(Xtni

+ c(Xtni+1
−Xtni

)
)
.

对 Hs = F ′(Xs) 使用命题 5.9，得到

lim
n→∞

pn−1∑
i=0

F ′(Xtni
)(Xtni+1

−Xtni
) =

∫ t

0
F ′(Xs) dXs

依概率成立。因此，为完成 p = 1 时的证明，只需验证

lim
n→∞

pn−1∑
i=0

fn,i(Xtni+1
−Xtni

)2 =

∫ t

0
F ′′(Xs) d〈X,X〉s (5.15)

依概率成立。

注意

sup
0≤i≤pn−1

|fn,i − F ′′(Xtni
)| ≤ sup

0≤i≤pn−1
sup

x∈[Xtn
i
∧Xtn

i+1
,Xtn

i
∨Xtn

i+1
]
|F ′′(x)− F ′′(Xtni

)|.

由 F ′′ 与 X 的样本路径在紧区间上的一致连续性，右端 a.s. 趋于 0。又因为

pn−1∑
i=0

(Xtni+1
−Xtni

)2
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依概率收敛（命题 4.21），所以∣∣∣∣∣
pn−1∑
i=0

fn,i(Xtni+1
−Xtni

)2 −
pn−1∑
i=0

F ′′(Xtni
)(Xtni+1

−Xtni
)2

∣∣∣∣∣
−→ 0 依概率.

故只需证明

lim
n→∞

pn−1∑
i=0

F ′′(Xtni
)(Xtni+1

−Xtni
)2 =

∫ t

0
F ′′(Xs) d〈X,X〉s (5.16)

依概率成立。下面沿适当子列证明几乎处处收敛。为此，写成

pn−1∑
i=0

F ′′(Xtni
)(Xtni+1

−Xtni
)2 =

∫
[0,t]

F ′′(Xs) νn(ds),

其中 [0, t] 上的随机测度 νn 定义为

νn(dr) =

pn−1∑
i=0

(Xtni+1
−Xtni

)2 δtni (dr).

令 D 为所有分点 tni 组成的 [0, t] 稠密子集。由命题 4.21，对每个 r ∈ D，

νn([0, r]) −→ 〈X,X〉r

依概率成立。通过对可数集 D 作对角抽取，可选取子列，使沿该子列对每个 r ∈ D，

νn([0, r]) −→ 〈X,X〉r, a.s.

这说明 νn a.s. 弱收敛到有限测度 1[0,t](r) d〈X,X〉r。因此沿所选子列，∫
[0,t]

F ′′(Xs) νn(ds) −→
∫ t

0
F ′′(Xs) d〈X,X〉s, a.s.

对任意子列重复这一抽取论证，即得 (5.16) 的依概率收敛，进而完成 p = 1 的证明。

现在考虑一般情形。记
Xt = (X1

t , . . . , X
p
t ).

对每个 n ≥ 1、每个 i ∈ {0, 1, . . . , pn − 1}，把 Taylor–Lagrange 公式用于函数

θ 7−→ F
(
Xtni

+ θ(Xtni+1
−Xtni

)
)
, θ ∈ [0, 1],

得到

F (Xtni+1
)− F (Xtni

) =

p∑
k=1

∂F

∂xk
(Xtni

)(Xk
tni+1

−Xk
tni
)

+
1

2

p∑
k,l=1

fk,ln,i(X
k
tni+1

−Xk
tni
)(X l

tni+1
−X l

tni
),

其中对某个 c ∈ [0, 1]，

fk,ln,i =
∂2F

∂xk∂xl

(
Xtni

+ c(Xtni+1
−Xtni

)
)
.
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一次偏导数对应的各项仍由命题 5.9 处理。对 p = 1 情形的论证稍作修改可得：至少沿适当子列，
对每个 k, l ∈ {1, . . . , p}，

lim
n→∞

pn−1∑
i=0

fk,ln,i(X
k
tni+1

−Xk
tni
)(X l

tni+1
−X l

tni
)

=

∫ t

0

∂2F

∂xk∂xl
(X1

s , . . . , X
p
s ) d〈Xk, X l〉s

依概率成立。定理得证。 □
Itô 公式的一个重要特例是分部积分公式。取 p = 2 和 F (x, y) = xy，若 X,Y 是两个连续半

鞅，则

XtYt = X0Y0 +

∫ t

0
Xs dYs +

∫ t

0
Ys dXs + 〈X,Y 〉t.

特别地，取 Y = X，有

X2
t = X2

0 + 2

∫ t

0
Xs dXs + 〈X,X〉t.

若 X = M 是连续局部鞅，由二次变差的定义，M2 − 〈M,M〉 是连续局部鞅。上式说明该连续局
部鞅就是

M2
0 + 2

∫ t

0
Ms dMs.

也可从第 4 章中 〈M,M〉 的构造直接看出这一点；该构造正使用了
∫ t
0 Ms dMs 的离散逼近。

设 B 是实值 (Ft)-布朗运动。回顾定义 3.11：这意味着 B 是适应于 (Ft) 的布朗运动，并且对
每个 0 ≤ s < t，随机变量 Bt − Bs 与 Fs 独立。(Ft)-布朗运动是连续局部鞅；若 B0 ∈ L1，它还
是真鞅。前面已经指出

〈B,B〉t = t.

在这一特例中，Itô 公式为

F (Bt) = F (B0) +

∫ t

0
F ′(Bs) dBs +

1

2

∫ t

0
F ′′(Bs) ds.

取 X1
t = t、X2

t = Bt，还得到：对 R+ × R 上任意二次连续可微函数 F (t, x)，

F (t, Bt) = F (0, B0) +

∫ t

0

∂F

∂x
(s,Bs) dBs

+

∫ t

0

(
∂F

∂t
+

1

2

∂2F

∂x2

)
(s,Bs) ds.

再设 Bt = (B1
t , . . . , B

d
t ) 是 d 维 (Ft)-布朗运动。各分量 B1, . . . , Bd 都是 (Ft)-布朗运动。由

命题 4.16，当 i 6= j 时，〈Bi, Bj〉 = 0；减去初值不改变括号过程，并可由此化归到各分量独立的
情形。因此，对 Rd 上任意二次连续可微函数 F，Itô 公式给出

F (B1
t , . . . , B

d
t ) = F (B1

0 , . . . , B
d
0) +

d∑
i=1

∫ t

0

∂F

∂xi
(B1

s , . . . , B
d
s ) dB

i
s

+
1

2

∫ t

0
∆F (B1

s , . . . , B
d
s ) ds.

常把它简写为

F (Bt) = F (B0) +

∫ t

0
∇F (Bs) · dBs +

1

2

∫ t

0
∆F (Bs) ds,

其中 ∇F 表示 F 的一阶偏导数组成的向量。对 F (t, Bt) 也有类似公式。
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重要注记。 经常需要把 Itô 公式用于只在开集 U ⊂ Rp 上定义且二次连续可微的函数 F。可
按如下方式处理。设存在另一个开集 V，使得

(X1
0 , . . . , X

p
0 ) ∈ V, a.s., V ⊂ U.

典型地，V 可取为到 U c 的距离严格大于某个 ε > 0 的点集。令

TV = inf{t ≥ 0 : (X1
t , . . . , X

p
t ) /∈ V };

由命题 3.9，TV 是停时。初等分析论证表明，存在 Rp 上二次连续可微函数 G，使得 G = F

于 V。现在可对半鞅

G(X1
t∧TV , . . . , X

p
t∧TV ) = F (X1

t∧TV , . . . , X
p
t∧TV )

应用 Itô 公式；其典范分解只涉及 F 在 V 上的一、二阶偏导数。
若还知道过程 (X1

t , . . . , X
p
t ) a.s. 不离开 U，可令开集 V 递增到 U，得到 F (X1

t , . . . , X
p
t ) 的

Itô 公式仍与定理 5.10 完全相同。例如，这一论证可用于 F (x) = logx 以及取严格正值的半
鞅 X；见后文命题 5.21 的证明。

下面用 Itô 公式构造一类重要的局部鞅；它推广了与独立增量过程相联系的指数鞅。若复值随
机过程的实部与虚部都是连续局部鞅，则称它为复连续局部鞅。

命题 5.11。 设 M 是连续局部鞅。对每个 λ ∈ C，令

E(λM)t = exp
(
λMt −

λ2

2
〈M,M〉t

)
.

则 E(λM) 是复连续局部鞅，并且

E(λM)t = eλM0 + λ

∫ t

0
E(λM)s dMs.

注。 上式右端的随机积分通过分别处理实部与虚部来定义。

证明。若 F (r, x) 是 R2 上的二次连续可微函数，Itô 公式给出

F (〈M,M〉t,Mt) = F (0,M0) +

∫ t

0

∂F

∂x
(〈M,M〉s,Ms) dMs

+

∫ t

0

(
∂F

∂r
+

1

2

∂2F

∂x2

)
(〈M,M〉s,Ms) d〈M,M〉s.

因此，只要 F 满足方程
∂F

∂r
+

1

2

∂2F

∂x2
= 0,

过程 F (〈M,M〉t,Mt) 就是连续局部鞅。函数

F (r, x) = exp
(
λx− λ2

2
r

)
满足该方程；更准确地说，它的实部与虚部都满足该方程。此外，∂F/∂x = λF，从而得到命题中
的公式。 □
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5.3 Itô 公式的若干推论

Itô 公式有大量应用。本节推导其中若干最重要的结果。

5.3.1 布朗运动的 Lévy 刻画

先给出一个引人注目的刻画：实布朗运动是满足 〈M,M〉t = t 的唯一连续局部鞅。下面证明
这一结果的多维版本，通常称为 Lévy 定理。

定理 5.12（Lévy 定理）。 设 X = (X1, . . . , Xd) 是具有连续样本路径的适应过程。下列条件
等价：

(i) X 是 d 维 (Ft)-布朗运动；
(ii) 过程 X1, . . . , Xd 都是连续局部鞅，并且对每个 i, j ∈ {1, . . . , d}，

〈Xi, Xj〉t = δijt,

其中 δij 是 Kronecker 符号，即 δij = 1{i=j}。
特别地，连续局部鞅 M 是 (Ft)-布朗运动，当且仅当对每个 t ≥ 0，

〈M,M〉t = t;

等价地，当且仅当 M2
t − t 是连续局部鞅。

证明。(i) 推出 (ii) 已经证明。下面假设 (ii) 成立。取 ξ = (ξ1, . . . , ξd) ∈ Rd。则

ξ ·Xt =
d∑
j=1

ξjX
j
t

是连续局部鞅，其二次变差为

d∑
j=1

d∑
k=1

ξjξk〈Xj , Xk〉t = |ξ|2t.

由命题 5.11，
exp

(
iξ ·Xt +

1

2
|ξ|2t

)
是复连续局部鞅。它在每个区间 [0, a]、a > 0 上都有界，因而是真鞅；也就是说，其实部与虚部都
是真鞅。因此，对每个 0 ≤ s < t，

E

[
exp

(
iξ ·Xt +

1

2
|ξ|2t

)∣∣∣∣Fs] = exp
(
iξ ·Xs +

1

2
|ξ|2s

)
.

从而

E
[
eiξ·(Xt−Xs)

∣∣∣Fs] = exp
(
−1

2
|ξ|2(t− s)

)
.

所以对每个 A ∈ Fs，

E
[
1Ae

iξ·(Xt−Xs)
]
= P (A) exp

(
−1

2
|ξ|2(t− s)

)
.

取 A = Ω，得到 Xt−Xs 是协方差矩阵为 (t− s)Id 的中心高斯向量；特别地，其各分量 Xj
t −Xj

s、
1 ≤ j ≤ d 相互独立。
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再固定满足 P (A) > 0 的 A ∈ Fs，并记条件概率测度

PA( · ) = P (A)−1P ( · ∩A).

上式还给出

EA

[
eiξ·(Xt−Xs)

]
= exp

(
−1

2
|ξ|2(t− s)

)
,

这说明 Xt −Xs 在 PA 下的分布与它在 P 下的分布相同。因此，对 Rd 上任意非负可测函数 f，

EA[f(Xt −Xs)] = E[f(Xt −Xs)],

等价地，
E[1Af(Xt −Xs)] = P (A)E[f(Xt −Xs)].

该等式对任意 A ∈ Fs 都成立（当 P (A) = 0 时显然），所以 Xt −Xs 与 Fs 独立。

于是，若
0 = t0 < t1 < · · · < tp,

则向量
Xt1 −Xt0 , Xt2 −Xt1 , . . . , Xtp −Xtp−1

相互独立。每个向量的各分量也相互独立，因此所有随机变量

Xj
tk
−Xj

tk−1
, 1 ≤ j ≤ d, 1 ≤ k ≤ p,

相互独立，并且
Xj
tk
−Xj

tk−1
∼ N (0, tk − tk−1).

这说明 X −X0 是从 0 出发的 d 维布朗运动。又因为对每个 0 ≤ s < t，Xt −Xs 与 Fs 独立，容
易推出 X −X0 与 X0 独立，故 X 是 d 维布朗运动。最后，X 适应且相对于滤过 (Ft) 具有独立
增量，所以它是 d 维 (Ft)-布朗运动。 □

5.3.2 连续鞅作为时间变换后的布朗运动

下面的定理说明，任意连续局部鞅 M 都可写成“时间变换”后的布朗运动。严格地说，下面
只在 〈M,M〉∞ = ∞ 时证明这一点，较一般的情形见定理后的注。这意味着 M 的样本路径就是以
不同且变化的速度运行的布朗样本路径，所以 M 样本路径的某些几乎处处性质可由布朗样本路径
的相应性质推出。例如，在 〈M,M〉∞ = ∞ 的条件下，当 t→ ∞ 时，M 的样本路径必在 +∞ 与
−∞ 之间振荡（参见命题 2.14 的最后一个结论）。

定理 5.13（Dambis–Dubins–Schwarz 定理）。 设 M 是连续局部鞅，并且

〈M,M〉∞ = ∞, a.s.

则存在布朗运动 (βs)s≥0，使得

a.s., ∀t ≥ 0, Mt = β⟨M,M⟩t .

注。
(i) 若扩大底层概率空间，可以去掉 〈M,M〉∞ = ∞ 的假设；见 [70，第 V 章]。
(ii) 布朗运动 β 并不适应于滤过 (Ft)，而是适应于下面证明中出现的一个“时间变换后的”
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滤过。

证明。先设 M0 = 0。对每个 r ≥ 0，令

τr = inf{t ≥ 0 : 〈M,M〉t ≥ r}.

由命题 3.9，τr 是停时。在事件 {〈M,M〉∞ = ∞} 上，对每个 r ≥ 0，都有 τr < ∞。为方便起见，
在零测集

N = {〈M,M〉∞ <∞}

上重新定义这些随机变量：当 ω ∈ N 时，对每个 r ≥ 0 令 τr(ω) = 0。由于滤过完备，作此修改后
τr 仍是停时。

按构造，对每个 ω ∈ Ω，函数 r 7→ τr(ω) 单调不减且左连续，因此在每个 r ≥ 0 处都有右极
限，记为 τr+。除去零测集 N，有

τr+ = inf{t ≥ 0 : 〈M,M〉t > r};

在 N 上则 τr+ = 0。

对每个 r ≥ 0，令
βr =Mτr .

由定理 3.7，过程 (βr)r≥0 适应于滤过

Gr = Fτr , r ≥ 0, G∞ = F∞.

由于 (Ft) 完备，(Gr) 也完备。

样本路径 r 7→ βr(ω) 左连续，并且对每个 r ≥ 0，其右极限为

βr+ = lim
s↓r

βs =Mτr+ .

事实上，下面的引理说明：对每个 r ≥ 0，a.s. 有 βr+ = βr。

引理 5.14。 a.s. 对每个 0 ≤ a < b，(
Mt =Ma, ∀t ∈ [a, b]

)
⇐⇒ 〈M,M〉b = 〈M,M〉a.

暂缓证明该引理。对每个 r ≥ 0，有

〈M,M〉τr = 〈M,M〉τr+ .

所以由引理 5.14，a.s. 对每个 r ≥ 0，
Mτr =Mτr+ .

故 β 的样本路径连续。严格地说，应在引理 5.14 的性质失效的零测集上，对每个 r ≥ 0 重新定义
βr = 0。

下面验证 βs 和 β2s − s 关于滤过 (Gs) 都是鞅。对每个整数 n ≥ 1，停止连续局部鞅

M τn 和 (M τn)2 − 〈M,M〉τn

都是一致可积鞅。事实上，由定理 4.13，

〈M τn ,M τn〉∞ = 〈M,M〉τn = n, a.s.
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回顾 M0 = 0，对任意 0 ≤ r ≤ s ≤ n，由可选停时定理（定理 3.22），

E[βs | Gr] = E[M τn
τs | Fτr ] =M τn

τr = βr,

并且类似地，
E[β2s − s | Gr] = E

[
(M τn

τs )
2 − 〈M τn ,M τn〉τs

∣∣Fτr]
= (M τn

τr )
2 − 〈M τn ,M τn〉τr = β2r − r.

由定理 5.12 的一维情形，β 是 (Gr)-布朗运动。
最后，按 β 的定义，a.s. 对每个 t ≥ 0，

β⟨M,M⟩t =Mτ⟨M,M⟩t
.

又有
τ⟨M,M⟩t ≤ t ≤ τ⟨M,M⟩t+,

而 〈M,M〉 在这两个端点取相同值。由引理 5.14，a.s. 对每个 t ≥ 0，

Mt =Mτ⟨M,M⟩t
.

因此
Mt = β⟨M,M⟩t , ∀t ≥ 0, a.s.

这就完成了 M0 = 0 时的证明。

若 M0 6= 0，写成
Mt =M0 +M ′

t ,

并把前面的论证用于 M ′，得到从 0 出发的布朗运动 β′，使得 a.s. 对每个 t ≥ 0，

M ′
t = β′⟨M ′,M ′⟩t .

因为 β′ 是 (Gr)-布朗运动，所以它与 G0 = F0 独立，特别地与 M0 独立。因此

βs =M0 + β′s

也是布朗运动，并给出 M 所需的表示。 □
引理 5.14 的证明。由M 和 〈M,M〉的样本路径连续性，只需证明：对任意固定的 0 ≤ a < b，

a.s. 有事件等式
{Mt =Ma, ∀t ∈ [a, b]} = {〈M,M〉b = 〈M,M〉a}.

由定理 4.9 中 〈M,M〉 的分割逼近，左边事件 a.s. 包含于右边事件。
下面证明反向包含。考虑连续局部鞅

Nt =Mt −Mt∧a,

并注意
〈N,N〉t = 〈M,M〉t − 〈M,M〉t∧a.

对每个 ε > 0，引入停时
Tε = inf{t ≥ 0 : 〈N,N〉t ≥ ε}.

停止过程 NTε 是 H2 中的鞅，因为
〈NTε , NTε〉∞ ≤ ε.
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固定 t ∈ [a, b]，则
E[N2

t∧Tε ] = E[〈N,N〉t∧Tε ] ≤ ε.

令
A = {〈M,M〉b = 〈M,M〉a} ⊂ {Tε ≥ b}.

于是
E[1AN

2
t ] = E[1AN

2
t∧Tε ] ≤ E[N2

t∧Tε ] ≤ ε.

令 ε ↓ 0，得到 E[1AN
2
t ] = 0，所以在 A 上 a.s. 有 Nt = 0。先对 [a, b] 中的有理数 t 同时取结论，

再用样本路径连续性，得到在 A 上对所有 t ∈ [a, b] 都有 Mt =Ma。引理得证。 □
把定理 5.13 证明中的论证与定理 5.12 结合，可得到下面的技术结果。第 7 章讨论平面布朗运

动在全纯变换下的像时将用到它。

命题 5.15。 设 M,N 是两个满足 M0 = N0 = 0 的连续局部鞅，并假设：
(i) 对每个 t ≥ 0，a.s.，〈M,M〉t = 〈N,N〉t；
(ii) M,N 正交，即对每个 t ≥ 0，a.s.，〈M,N〉t = 0；
(iii) a.s.，

〈M,M〉∞ = 〈N,N〉∞ = ∞.

设 β = (βt)t≥0、γ = (γt)t≥0 分别是满足

Mt = β⟨M,M⟩t , Nt = γ⟨N,N⟩t , ∀t ≥ 0, a.s.

的实布朗运动。则 β 与 γ 相互独立。

证明。采用定理 5.13 证明中的记号，则

βr =Mτr , γr = Nτr ,

其中
τr = inf{t ≥ 0 : 〈M,M〉t ≥ r} = inf{t ≥ 0 : 〈N,N〉t ≥ r}.

已知 β, γ 都是 (Gr)-布朗运动。由于 M,N 是正交鞅，MtNt 是局部鞅。与定理 5.13 的证明相同，
并使用命题 4.15(v)，可知对每个 n ≥ 1，M τn

t N τn
t 是一致可积鞅。对 r ≤ s ≤ n 应用可选停时定

理，得到
E[βsγs | Gr] = E[M τn

τs N
τn
τs | Fτr ]

=M τn
τr N

τn
τr = βrγr.

所以 βrγr 是 (Gr)-鞅，因而在滤过 (Gr) 下计算的括号 〈β, γ〉 恒为 0。由定理 5.12，(β, γ) 是二维
布朗运动。又 β0 = γ0 = 0，故 β, γ 相互独立。 □

5.3.3 Burkholder–Davis–Gundy 不等式

下面给出联系连续局部鞅与其二次变差的重要不等式。若 M 是连续局部鞅，对每个 t ≥ 0，令

M∗
t = sup

s≤t
|Ms|.

下面的定理说明：若 M0 = 0，则对每个 p > 0，M∗
T 的 p 阶矩在相差只依赖于 p 的普适乘法常数

的意义下，上下均可由 〈M,M〉1/2T 的 p 阶矩控制。这些估计非常有用，因为当 M 是随机积分时，
估计 〈M,M〉T 的矩通常比直接估计 M∗

T 的矩容易。例如，第 8 章研究随机微分方程时就会出现这
种应用（见定理 8.5 的证明）。
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定理 5.16（Burkholder–Davis–Gundy 不等式）。 对每个实数 p > 0，存在只依赖于 p 的
常数 cp, Cp > 0，使得对任意满足 M0 = 0 的连续局部鞅 M 和任意停时 T，

cpE[〈M,M〉p/2T ] ≤ E[(M∗
T )
p] ≤ CpE[〈M,M〉p/2T ].

注。 量 E[〈M,M〉p/2T ] 与 E[(M∗
T )
p] 可能为无穷。定理断言：它们或者同时有限，此时上述不

等式成立；或者同时为无穷。

证明。把 M 换成停止鞅 MT，可知只需处理 T = ∞ 的情形。进一步，只需考虑 M 有界的
情形。事实上，若已经证明有界情形，可令

Tn = inf{t ≥ 0 : |Mt| = n},

把结果用于 MTn，再令 n→ ∞，即可得到一般情形。

当 p ≥ 4 时，左侧不等式由练习 4.26 第 4 问得到。下面对所有 p > 0 证明右侧不等式；本书
后文只使用这一侧。左侧不等式的其余情形可参见 [70，第 IV 章]。
先设 p ≥ 2。对函数 |x|p 使用 Itô 公式：

|Mt|p =
∫ t

0
p|Ms|p−1 sgn(Ms) dMs

+
1

2

∫ t

0
p(p− 1)|Ms|p−2 d〈M,M〉s.

由于 M 有界，特别地 M ∈ H2，所以过程∫ t

0
p|Ms|p−1 sgn(Ms) dMs

是 H2 中的鞅。因此

E[|Mt|p] =
p(p− 1)

2
E

[∫ t

0
|Ms|p−2 d〈M,M〉s

]
≤ p(p− 1)

2
E[(M∗

t )
p−2〈M,M〉t]

≤ p(p− 1)

2
E[(M∗

t )
p](p−2)/pE[〈M,M〉p/2t ]2/p,

最后一步使用 Hölder 不等式。另一方面，由 Lp 中的 Doob 不等式（命题 3.15），

E[(M∗
t )
p] ≤

(
p

p− 1

)p
E[|Mt|p].

合并以上估计，得到

E[(M∗
t )
p] ≤

[(
p

p− 1

)p p(p− 1)

2

]p/2
E[〈M,M〉p/2t ].

令 t→ ∞ 即得结论。

现在设 0 < p < 2。因为 M 有界，所以 M ∈ H2，并且 M2 − 〈M,M〉 是一致可积鞅。于是对
每个停时 T，

E[M2
T ] = E[〈M,M〉T ].
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给定 x > 0，考虑停时
Tx = inf{t ≥ 0 : (M∗

t )
2 ≥ x}.

若 T 是任意有界停时，则

P ((M∗
T )

2 ≥ x) = P (Tx ≤ T ) = P ((M∗
Tx∧T )

2 ≥ x)

≤ 1

x
E[M2

Tx∧T ] =
1

x
E[〈M,M〉Tx∧T ]

≤ 1

x
E[〈M,M〉T ].

再考虑停时
Sx = inf{t ≥ 0 : 〈M,M〉t ≥ x}.

对每个 t ≥ 0，
{(M∗

t )
2 ≥ x} ⊂ {(M∗

Sx∧t)
2 ≥ x} ∪ {Sx ≤ t}.

把前面的估计用于 T = Sx ∧ t，得到

P ((M∗
t )

2 ≥ x) ≤ P ((M∗
Sx∧t)

2 ≥ x) + P (Sx ≤ t)

≤ 1

x
E[〈M,M〉Sx∧t] + P (〈M,M〉t ≥ x)

=
1

x
E[〈M,M〉t ∧ x] + P (〈M,M〉t ≥ x)

=
1

x
E
[
〈M,M〉t1{⟨M,M⟩t<x}

]
+ 2P (〈M,M〉t ≥ x).

令 q = p/2 ∈ (0, 1)，并把上式两边关于测度 qxq−1 dx 在 (0,∞) 上积分。首先，∫ ∞

0
P ((M∗

t )
2 ≥ x)qxq−1 dx = E

[∫ (M∗
t )

2

0
qxq−1 dx

]
= E[(M∗

t )
2q],

且同样有 ∫ ∞

0
P (〈M,M〉t ≥ x)qxq−1 dx = E[〈M,M〉qt ].

此外， ∫ ∞

0

1

x
E
[
〈M,M〉t1{⟨M,M⟩t<x}

]
qxq−1 dx

= E

[
〈M,M〉t

∫ ∞

⟨M,M⟩t
qxq−2 dx

]
=

q

1− q
E[〈M,M〉qt ].

综合以上等式，得到

E[(M∗
t )

2q] ≤
(
2 +

q

1− q

)
E[〈M,M〉qt ].

令 t→ ∞，得到所需的右侧不等式。 □

推论 5.17。 设 M 是满足 M0 = 0 的连续局部鞅。若

E[〈M,M〉1/2∞ ] <∞,

则 M 是一致可积鞅。
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证明。由定理 5.16 中 p = 1 的情形，条件 E[〈M,M〉1/2∞ ] <∞ 推出

E[M∗
∞] <∞.

连续局部鞅 M 被可积随机变量 M∗
∞ 控制，故由命题 4.7(ii)，它是一致可积鞅。 □

条件 E[〈M,M〉1/2∞ ] <∞ 弱于保证 M ∈ H2 的条件 E[〈M,M〉∞] <∞。推论可用于随机积分：
若 M 是连续局部鞅，H 是渐进过程，并且对每个 t ≥ 0，

E

[(∫ t

0
H2
s d〈M,M〉s

)1/2
]
<∞,

则过程 ∫ t

0
Hs dMs

是鞅；随机积分的一阶矩公式 (5.6) 与条件期望公式 (5.9) 也成立（这里当然取有限的 t）。

5.4 鞅的随机积分表示

现在考虑一种特殊情形：Ω 上的滤过是某个布朗运动的完备自然滤过。我们将证明，此时所有
鞅都可以表示为关于该布朗运动的随机积分。为简化叙述，先处理一维布朗运动；本节末尾再说明
高维推广。

定理 5.18。 设 Ω 上的滤过 (Ft) 是从 0 出发的实布朗运动 B 的完备自然滤过。则对每个随
机变量

Z ∈ L2(Ω,F∞, P ),

存在唯一的渐进过程 h ∈ L2(B)，也就是说

E

[∫ ∞

0
h2s ds

]
<∞,

使得

Z = E[Z] +

∫ ∞

0
hs dBs.

因此，对每个在 L2中有界的鞅M（分别地，对每个连续局部鞅M），存在唯一的过程 h ∈ L2(B)

（分别地，h ∈ L2
loc(B)）以及常数 C ∈ R，使得

Mt = C +

∫ t

0
hs dBs, t ≥ 0.

注。下面的证明表明，定理第二部分适用于任意在 L2 中有界的鞅 M，不需要预先假设 M 的
样本路径连续。这一点在稍后讨论表示定理的推论时会用到。连续局部鞅则依定义具有连续样
本路径。

引理 5.19。在定理 5.18 的假设下，由下列随机变量张成的向量空间在 L2
C(Ω,F∞, P ) 中稠密：

exp

i n∑
j=1

θj(Btj −Btj−1)

 ,
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其中可以任取
0 = t0 < t1 < · · · < tn, θ1, . . . , θn ∈ R.

这里 L2
C 表示所有平方可积、复值且 F∞-可测的随机变量所成的空间。

证明。只需证明：若 Z ∈ L2
C(Ω,F∞, P )，并且对任意上述 t0, . . . , tn 与 θ1, . . . , θn，都有

E

Z exp

i n∑
j=1

θj(Btj −Btj−1)

 = 0, (5.17)

则 Z = 0。

固定 0 = t0 < t1 < · · · < tn，并在 Rn 上定义复测度 ν：对每个 Borel 集 F ⊂ Rn，令

ν(F ) = E
[
Z1F (Bt1 , Bt2 −Bt1 , . . . , Btn −Btn−1)

]
.

式 (5.17) 恰好说明 ν 的傅里叶变换恒为零。由 Rn 上复测度的傅里叶变换具有单射性，ν = 0。因
此，对每个 A ∈ σ(Bt1 , . . . , Btn)，都有

E[Z1A] = 0.

再由单调类论证，这一等式对任意 A ∈ σ(Bt : t ≥ 0) 都成立；取完备化后，它对任意 A ∈ F∞ 都
成立。于是 Z = 0。 □
定理 5.18的证明。先证明第一个断言。唯一性是直接的：若同一个随机变量 Z 分别由 h, h′ ∈ L2(B)

表示，则由随机积分的等距性质，

E

[∫ ∞

0
(hs − h′s)

2 ds

]
= E

[(∫ ∞

0
hs dBs −

∫ ∞

0
h′s dBs

)2
]
= 0.

所以 h = h′ 于 L2(B) 中。

下面证明存在性。记 V 为所有满足定理表示式的 Z ∈ L2(Ω,F∞, P ) 所成的向量空间。若
Z ∈ V，相应过程为 h ∈ L2(B)，则

E[Z2] = (E[Z])2 + E

[∫ ∞

0
h2s ds

]
.

由此可见，V 是 L2(Ω,F∞, P ) 的闭子空间。事实上，若 Zn ∈ V 且 Zn → Z 于 L2，分别对应过程
h(n)，则 (h(n)) 是 L2(B) 中的 Cauchy 列。由于 L2(B) 是 Hilbert 空间，它收敛到某个 h ∈ L2(B)，
并立即得到

Z = E[Z] +

∫ ∞

0
hs dBs.

既然 V 闭，只需验证它包含 L2(Ω,F∞, P ) 的一个稠密子集。任取 0 = t0 < t1 < · · · < tn 与
θ1, . . . , θn ∈ R，令

f(s) =
n∑
j=1

θj1(tj−1,tj ](s).

把指数鞅

Zf
t := E

(
i

∫ ·

0
f(s) dBs

)
t
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记为 Zf。由命题 5.11，

exp

i n∑
j=1

θj(Btj −Btj−1) +
1

2

n∑
j=1

θ2j (tj − tj−1)


= Zf

∞ = 1 + i

∫ ∞

0
Zf
s f(s) dBs.

因此，引理 5.19 中各随机变量的实部和虚部都属于 V。由该引理，这些随机变量的线性组合在
L2(Ω,F∞, P ) 中稠密。第一个断言得证。

再证第二个断言。若 M 是在 L2 中有界的鞅，则存在 M∞ ∈ L2(Ω,F∞, P )，且

M∞ = E[M∞] +

∫ ∞

0
hs dBs

对某个 h ∈ L2(B) 成立。由条件期望公式 (5.9)，

Mt = E[M∞ | Ft] = E[M∞] +

∫ t

0
hs dBs.

过程 h 的唯一性也由第一个断言的唯一性立即得到。

最后，设 M 是连续局部鞅。由于 F0 只包含概率为 0 或 1 的事件，M0 = C ∈ R。令

Tn = inf{t ≥ 0 : |Mt| ≥ n}.

把上一步用于 MTn，得到 h(n) ∈ L2(B)，使得

MTn
t = C +

∫ t

0
h(n)s dBs.

由表示中渐进过程的唯一性，当 m < n 时，

h(m)
s = 1[0,Tm](s)h

(n)
s , ds-a.e., a.s.

因此可以把这些过程相容地拼接成 h ∈ L2
loc(B)，使得对每个 m，

h(m)
s = 1[0,Tm](s)hs, ds-a.e., a.s.

定理中的表示式随即成立，唯一性也同样直接。 □

推论（鞅表示定理的两个重要推论）。 在定理 5.18 的假设下，有以下结论。
(1) 滤过 (Ft)t≥0 是右连续的。事实上，固定 t ≥ 0，设 Z 有界且 Ft+-可测。可取 h ∈ L2(B)，
使得

Z = E[Z] +

∫ ∞

0
hs dBs.

对每个 ε > 0，随机变量 Z 都是 Ft+ε-可测的，故由 (5.9)，

Z = E[Z | Ft+ε] = E[Z] +

∫ t+ε

0
hs dBs.

当 ε ↓ 0 时，右端在 L2 中收敛到

E[Z] +

∫ t

0
hs dBs.
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因而 Z a.s. 等于一个 Ft-可测随机变量；由于滤过完备，Z 本身 Ft-可测。
类似的论证还说明滤过 (Ft)t≥0 是左连续的：对 t > 0，令

Ft− :=
∨

0≤s<t
Fs,

即包含所有 Fs（0 ≤ s < t）的最小 σ-代数，则 Ft− = Ft。
(2) 滤过 (Ft)t≥0 的每个鞅都存在具有连续样本路径的修正。对在 L2 中有界的鞅，这由表示
公式直接得到（见定理后的注）。下面考虑一致可积鞅 M；若 M 不是一致可积的，只需
对每个 a ≥ 0 分别考虑停止过程 Ma = (Mt∧a)t≥0。在一致可积情形，对每个 t ≥ 0，

Mt = E[M∞ | Ft].

由定理 3.18（此时已知滤过右连续，故可应用该定理），M 有一个 càdlàg 修正；以下就
取这个修正。
取一列有界随机变量 (M

(n)
∞ )，使得 M

(n)
∞ →M∞ 于 L1，并令

M
(n)
t = E[M (n)

∞ | Ft].

每个 M (n) 都在 L2 中有界，因此可取其连续修正。另一方面，由 Doob 极大不等式（命
题 3.15），对每个 ε > 0，

P

(
sup
t≥0

|M (n)
t −Mt| > ε

)
≤ 3

ε
E[|M (n)

∞ −M∞|].

因此可选取子列 nk ↑ ∞，使得对每个 k ≥ 1，

P

(
sup
t≥0

|M (nk)
t −Mt| > 2−k

)
≤ 2−k.

由 Borel–Cantelli 引理，
sup
t≥0

|M (nk)
t −Mt| −→ 0, a.s.

因而 M 的样本路径是连续函数的一致极限，所以连续。

多维推广。 最后简述上述结果的多维形式。现设 Ω 上的滤过 (Ft) 是从 0 出发的 d 维布朗运动
B = (B1, . . . , Bd) 的完备自然滤过。则对每个 Z ∈ L2(Ω,F∞, P )，存在唯一的 d 元渐进过程组
(h1, . . . , hd)，满足

E

[∫ ∞

0
(his)

2 ds

]
<∞, 1 ≤ i ≤ d,

并且

Z = E[Z] +
d∑
i=1

∫ ∞

0
his dB

i
s.

同样，若 M 是连续局部鞅，则存在常数 C 和唯一的 d 元渐进过程组 (h1, . . . , hd)，满足∫ t

0
(his)

2 ds <∞, a.s., t ≥ 0, 1 ≤ i ≤ d,

且

Mt = C +

d∑
i=1

∫ t

0
his dB

i
s.

115



布朗运动、鞅与随机微积分｜中文讲义 第五章 随机积分

证明与一维情形（定理 5.18）完全相同。以上两个重要推论也仍然成立。

5.5 Girsanov 定理

本节始终假设滤过 (Ft) 完备且右连续。我们的目标是研究：把底层概率测度 P 换成另一个概
率测度 Q 后，鞅与半鞅的概念如何变化。多数时候，我们假设 P 与 Q 相互绝对连续；此时，(Ft)
关于 P 的完备性也推出它关于 Q 完备。可能混淆时，分别用 EP 与 EQ 表示在 P 与 Q 下的期
望。除非特别说明，本节所说的（局部）鞅或半鞅均相对于 P；若相对于 Q，将明确指出。与鞅不
同，有限变差过程的概念不依赖底层概率测度。

命题 5.20。 设 Q 是 (Ω,F) 上的概率测度，并且 Q 在 F∞ 上关于 P 绝对连续。对每个
t ∈ [0,∞]，令

Dt =
dQ

dP

∣∣∣∣
Ft

,

即 Q关于 P 在 Ft 上的 Radon–Nikodym导数。则 (Dt)t≥0 是一致可积鞅，从而有一个 càdlàg
修正。仍以 (Dt)t≥0 表示这一修正，则对每个停时 T，

DT =
dQ

dP

∣∣∣∣
FT

.

最后，若进一步假设 P 与 Q 在 F∞ 上相互绝对连续，则

inf
t≥0

Dt > 0, P -a.s.

证明。若 A ∈ Ft，则

Q(A) = EQ[1A] = EP [1AD∞] = EP [1AEP [D∞ | Ft]] .

由 Ft 上 Radon–Nikodym 导数的唯一性，

Dt = EP [D∞ | Ft], P -a.s.

所以 D 是由 D∞ 终结的一致可积鞅。由定理 3.18（这里使用滤过的完备性与右连续性），D 有
càdlàg 修正，以下均取这一修正。
若 T 是停时，则由可选停时定理（定理 3.22），对每个 A ∈ FT，

Q(A) = EQ[1A] = EP [1AD∞] = EP [1AEP [D∞ | FT ]] = EP [1ADT ].

又 DT 是 FT -可测的，故
DT =

dQ

dP

∣∣∣∣
FT

.

下面证明最后一个断言。对每个 ε > 0，令

Tε = inf{t ≥ 0 : Dt < ε}.

因为 D 是 càdlàg 过程，且滤过右连续，Tε 是停时：这是 càdlàg 过程首次进入开集的时刻（回顾
命题 3.9）。事件 {Tε <∞} 属于 FTε，故

Q(Tε <∞) = EP [1{Tε<∞}DTε ] ≤ ε,
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其中在 {Tε <∞} 上，样本路径的右连续性给出 DTε ≤ ε。于是

Q

( ∞⋂
n=1

{T1/n <∞}

)
= 0.

由于 P � Q，同一事件的 P -概率也为零。这恰好说明：P -a.s. 存在整数 n ≥ 1，使得 T1/n = ∞，
也就是对所有 t ≥ 0 都有 Dt ≥ 1/n。命题得证。 □

命题 5.21。 设 D 是取严格正值的连续局部鞅。则存在唯一的连续局部鞅 L，使得

Dt = exp
(
Lt −

1

2
〈L,L〉t

)
= E(L)t.

而且

Lt = logD0 +

∫ t

0
D−1
s dDs.

证明。唯一性由定理 4.8 立即得到。由于 D 严格为正，可以对 logDt 使用 Itô 公式（见命题
5.11 前的注），得到

logDt = logD0 +

∫ t

0

dDs

Ds
− 1

2

∫ t

0

d〈D,D〉s
D2
s

= Lt −
1

2
〈L,L〉t,

其中 L 正是命题中给出的过程。 □
下面给出本节的主要定理。它刻画了 P 下连续局部鞅与 Q 下连续局部鞅之间的关系。

定理 5.22（Girsanov 定理）。设概率测度 P,Q 在 F∞ 上相互绝对连续。令 (Dt)t≥0 为具有
càdlàg 样本路径的鞅，并满足对每个 t ≥ 0，

Dt =
dQ

dP

∣∣∣∣
Ft

.

假设 D 具有连续样本路径，并令 L 为满足 Dt = E(L)t 的唯一连续局部鞅。若 M 是 P 下的
连续局部鞅，则

QM :=M − 〈M,L〉

是 Q 下的连续局部鞅。

注。由上一节末尾的鞅表示定理及其推论，当 (Ft) 是布朗运动的完备自然滤过时，D 的样本
路径连续这一假设总是成立。在 Girsanov 定理的应用中，也常常先构造鞅 (Dt)，再用它定义
概率测度 Q；此时连续性通常由构造直接保证（见下一节的例子）。

证明。由命题 5.21，Dt = E(L)t（这里使用了 D 的连续性，以及命题 5.20 所保证的严格正
性）。

先证明一个辅助结论。设 T 是停时，X 是具有连续样本路径的适应过程。若 (XD)T 是 P 下
的鞅，则 XT 是 Q 下的鞅。事实上，由命题 5.20，

EQ[|Xt∧T |] = EP [|Xt∧T |Dt∧T ] <∞,

所以 Xt∧T ∈ L1(Q)。再取 A ∈ Fs 及 s < t。因为 A ∩ {T > s} ∈ Fs，且 (XD)T 是 P -鞅，

EP [1A∩{T>s}Xt∧TDt∧T ] = EP [1A∩{T>s}Xs∧TDs∧T ].
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又由命题 5.20，
Dt∧T =

dQ

dP

∣∣∣∣
Ft∧T

, Ds∧T =
dQ

dP

∣∣∣∣
Fs∧T

,

并且 A ∩ {T > s} ∈ Fs∧T ⊂ Ft∧T，故

EQ[1A∩{T>s}Xt∧T ] = EQ[1A∩{T>s}Xs∧T ].

在 A ∩ {T ≤ s} 上，两边的被积随机变量本来就相等。两部分合并，得到

EQ[1AXt∧T ] = EQ[1AXs∧T ],

辅助结论得证。因此，只要 XD 是 P 下的连续局部鞅，X 就是 Q 下的连续局部鞅。

现在令 M 为 P 下的连续局部鞅，并令 QM = M − 〈M,L〉。对 X = QM 使用分部积分公式，
得到

QMtDt =M0D0 +

∫ t

0

QMs dDs +

∫ t

0
Ds dMs −

∫ t

0
Ds d〈M,L〉s + 〈M,D〉t

=M0D0 +

∫ t

0

QMs dDs +

∫ t

0
Ds dMs.

最后一步使用了命题 5.21 给出的

d〈M,L〉s = D−1
s d〈M,D〉s.

因此 QM D 是 P 下的连续局部鞅。由刚才的辅助结论，QM 是 Q 下的连续局部鞅。 □

推论（Girsanov 定理的推论）。
(a) 若 M 是 P 下的连续局部鞅，则它在 Q 下仍是半鞅，而且它在 Q 下的典范分解为

M = QM + 〈M,L〉.

这里再次用到：有限变差过程的概念不依赖底层概率测度。因此，P 下的半鞅类包含于
Q 下的半鞅类。
事实上，这两个半鞅类相同。在定理 5.22 的假设下，P,Q 的地位是对称的，因为 P 关于
Q 在 Ft 上的 Radon–Nikodym 导数是 D−1

t ，而 D−1 也具有连续样本路径。进一步，令

QL := L− 〈L,L〉.

由定理 5.22，QL 是 Q 下的连续局部鞅，且 〈QL,QL〉 = 〈L,L〉。于是

D−1
t = exp

(
−Lt +

1

2
〈L,L〉t

)
= exp

(
−QLt −

1

2
〈QL,QL〉t

)
= E(−QL)t.

因此，交换 P,Q 时，只需把 D 换成 D−1，把 L 换成 −QL。
(b) 设 X,Y 是半鞅（相对于 P 或 Q）。括号过程 〈X,Y 〉 在 P 与 Q 下相同。事实上，在两种
测度下，该括号都由命题 4.21 的同一离散逼近给出；上面的 (a) 已隐含使用了这一点。
同样，若 H 是局部有界渐进过程，则随机积分 H · X 在 P 与 Q 下也相同。只需考虑
X =M 是 P 下连续局部鞅的情形。分别以 (H ·M)P 与 (H ·M)Q 记两种测度下的随机
积分。由线性性，

(H · QM)P = (H ·M)P −H · 〈M,L〉
= (H ·M)P − 〈(H ·M)P , L〉.
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定理 5.22 说明上式是 Q 下的连续局部鞅。它与任意 Q 下连续局部鞅 N 的括号等于

H · 〈M,N〉 = H · 〈QM,N〉.

由定理 5.6，
(H · QM)P = (H · QM)Q,

从而也有 (H ·M)P = (H ·M)Q。
用定理 5.22 的记号，定义

GQP (M) := QM =M − 〈M,L〉.

则 GQP 把所有 P -连续局部鞅映到所有 Q-连续局部鞅之上。由 (a) 中的讨论容易验证

GPQ ◦GQP = Id .

此外，GQP 与随机积分可交换：若 H 是局部有界渐进过程，则

H ·GQP (M) = GQP (H ·M).

(c) 若 M = B 是 P 下的 (Ft)-布朗运动，则

BQ := B − 〈B,L〉

是 Q 下的连续局部鞅，而且

〈BQ, BQ〉t = 〈B,B〉t = t.

由定理 5.12，BQ 是 Q 下的 (Ft)-布朗运动。

在 Girsanov 定理的大多数应用中，概率测度 Q 按如下方式构造。先取满足 L0 = 0 且

〈L,L〉∞ <∞, a.s.

的连续局部鞅 L。后一条件保证极限
L∞ := lim

t→∞
Lt

a.s. 存在（见练习 4.24）。过程 E(L) 是非负连续局部鞅，因而是上鞅（命题 4.7）；它 a.s. 收敛到

E(L)∞ = exp
(
L∞ − 1

2
〈L,L〉∞

)
,

且由 Fatou 引理，E[E(L)∞] ≤ 1。若

E[E(L)∞] = 1, (5.18)

则 E(L) 是一致可积鞅。事实上，Fatou 引理还给出

E(L)t ≥ E[E(L)∞ | Ft],

而 (5.18) 迫使两边期望相同，因而等号成立。若令 Q 为关于 P 具有密度 E(L)∞ 的概率测度，就
处于定理 5.22 的框架中，且 Dt = E(L)t。所以，给出保证 (5.18) 成立的条件非常重要。
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定理 5.23。 设 L 是满足 L0 = 0 的连续局部鞅。考虑下列性质：
(i) E[exp(12〈L,L〉∞)] <∞ （Novikov 判据）；
(ii) L 是一致可积鞅，并且 E[exp(12L∞)] <∞（Kazamaki 判据）；
(iii) E(L) 是一致可积鞅。
则

(i) =⇒ (ii) =⇒ (iii).

证明。先证 (i)⇒(ii)。性质 (i) 推出 E[〈L,L〉∞] <∞，因而 L 是在 L2 中有界的连续鞅（定理
4.13）。又

exp
(
1

2
L∞

)
=
(
E(L)∞

)1/2(exp
(
1

2
〈L,L〉∞

))1/2

.

由 Cauchy–Schwarz 不等式，

E

[
exp
(
1

2
L∞

)]
≤
(
E[E(L)∞]

)1/2(
E

[
exp
(
1

2
〈L,L〉∞

)])1/2

≤
(
E

[
exp
(
1

2
〈L,L〉∞

)])1/2

<∞.

再证 (ii)⇒(iii)。因为 L 是一致可积鞅，定理 3.22 说明：对任意停时 T，

LT = E[L∞ | FT ].

Jensen 不等式给出

exp
(
1

2
LT

)
≤ E

[
exp
(
1

2
L∞

)∣∣∣∣FT] .
由假设，右端在所有停时 T 上组成一致可积族。因此，exp(12LT ) 在所有停时 T 上也组成一致可
积族。

固定 0 < a < 1，令

Z
(a)
t = exp

(
aLt
1 + a

)
.

直接计算可得
E(aL)t =

(
E(L)t

)a2(
Z

(a)
t

)1−a2
.

若 Γ ∈ F，且 T 是停时，则 Hölder 不等式给出

E[1ΓE(aL)T ] ≤
(
E[E(L)T ]

)a2(
E[1ΓZ

(a)
T ]
)1−a2

≤
(
E[1ΓZ

(a)
T ]
)1−a2

≤
(
E

[
1Γ exp

(
1

2
LT

)])2a(1−a)
.

第二个不等式使用了 E[E(L)T ] ≤ 1：这是命题 3.25 对从 1 出发的非负上鞅 E(L) 的应用。第三个
不等式来自 Jensen 不等式，并注意 (1 + a)/(2a) > 1。由于 exp(12LT ) 在所有停时 T 上组成一致
可积族，上式表明 E(aL)T 在所有停时 T 上也组成一致可积族。

由连续局部鞅的定义，存在停时 Tn ↑ ∞，使得对每个 n，E(aL)Tn 是鞅。若 0 ≤ s ≤ t，利用
刚得到的一致可积性，可在

E[E(aL)t∧Tn | Fs] = E(aL)s∧Tn
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中令 n→ ∞，从而得到 E(aL) 是一致可积鞅。于是

1 = E[E(aL)∞] ≤
(
E[E(L)∞]

)a2(
E[Z(a)

∞ ]
)1−a2

≤
(
E[E(L)∞]

)a2 (
E

[
exp
(
1

2
L∞

)])2a(1−a)
.

令 a ↑ 1，得到 E[E(L)∞] ≥ 1。而非负上鞅性质给出反向不等式，所以 E[E(L)∞] = 1。由 (5.18)
后的讨论，E(L) 是一致可积鞅。 □

5.6 Girsanov 定理的若干应用

本节给出 Girsanov 定理的几个应用，以说明前述结果的威力。
构造随机微分方程的解。 设 b 是 R+ × R 上的有界可测函数。假设存在

g ∈ L2(R+,B(R+), dt),

使得对每个 (t, x) ∈ R+ × R，都有
|b(t, x)| ≤ g(t).

例如，若存在 A > 0，使得 |b| 在 [0, A]×R 上有界，且在 (A,∞)×R 上恒为零，那么上述假设成
立。

设 B 是 (Ft)-布朗运动。考虑连续局部鞅

Lt =

∫ t

0
b(s,Bs) dBs

及相应的指数鞅

Dt = E(L)t = exp
(∫ t

0
b(s,Bs) dBs −

1

2

∫ t

0
b(s,Bs)

2 ds

)
.

关于 b 的假设保证定理 5.23 的条件 (i) 成立，所以 D 是一致可积鞅。令概率测度 Q 由

dQ = D∞ dP

定义。Girsanov 定理及其后的推论 (c) 说明，过程

βt := Bt −
∫ t

0
b(s,Bs) ds

是 Q 下的 (Ft)-布朗运动。
换一种说法：在概率测度 Q 下，存在 (Ft)-布朗运动 β，使得过程 X = B 满足随机微分方程

dXt = dβt + b(t,Xt) dt.

这类方程将在第 7 章研究；与该章的结果不同，这里没有对 b 作任何正则性假设。Girsanov 定理
能够在系数不具正则性的情况下构造随机微分方程的解，这是一个值得注意的事实。

阅读提示。这里构造的是随机微分方程的弱解：布朗运动和解所在的概率测度 Q 也是构造的
一部分，并非预先固定。
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Cameron–Martin 公式。 现在把上述讨论限制到 b(t, x) 不依赖 x 的情形。设

b(t, x) = g(t), g ∈ L2(R+,B(R+), dt),

并对每个 t ≥ 0 定义

h(t) =

∫ t

0
g(s) ds.

所有能够写成这种形式的函数 h 构成的集合 H 称为 Cameron–Martin 空间。若 h ∈ H，有时写
ḣ = g，其中 ḣ 是 h 的分布意义导数。

由前面的特殊情形，在由下式定义的概率测度 Q 下：

dQ

dP
= D∞ = exp

(∫ ∞

0
g(s) dBs −

1

2

∫ ∞

0
g(s)2 ds

)
,

过程 βt := Bt − h(t) 是布朗运动。因此，对路径空间 C(R+,R) 上任意非负可测函数 Φ，

EP [D∞Φ((Bt)t≥0)] = EQ[Φ((Bt)t≥0)]

= EQ[Φ((βt + h(t))t≥0)]

= EP [Φ((Bt + h(t))t≥0)].

首尾两项的等式就是 Cameron–Martin公式。下面把它写成Wiener空间上布朗运动的典范构造形
式（见第 2.2 节末尾）。

命题 5.24（Cameron–Martin 公式）。设 W (dw)是 C(R+,R)上的Wiener测度，且 h ∈ H。
则对路径空间上任意非负可测函数 Φ，∫

W (dw)Φ(w + h) =

∫
W (dw) exp

(∫ ∞

0
ḣ(s) dw(s)− 1

2

∫ ∞

0
ḣ(s)2 ds

)
Φ(w).

注。 积分
∫∞
0 ḣ(s) dw(s) 是关于 w(s) 的随机积分；在 Wiener 测度 W (dw) 下，w(s) 是布朗

运动。由于 ḣ(s) 是确定性函数，它也可以看作 Wiener 积分。Cameron–Martin 公式还可以只
用高斯计算证明，而无须随机积分或 Girsanov 定理（例如见 [62，第 1 章]）；不过，把它看作
Girsanov 定理的特例很有启发性。

Cameron–Martin 公式表明 Wiener 测度在 Cameron–Martin 空间中的函数平移下具有“拟不
变性”：映射 w 7→ w + h 所诱导的 Wiener 测度像测度关于 W (dw) 有密度，这一密度就是与鞅∫ t

0
ḣ(s) dw(s)

对应的指数鞅的终值。

带漂移布朗运动的首达时分布。 设 B 是满足 B0 = 0 的实布朗运动。对每个 a > 0，令

Ta = inf{t ≥ 0 : Bt = a}.

给定 c ∈ R，我们要计算停时
Ua = inf{t ≥ 0 : Bt + ct = a}

的分布。当 c = 0 时，Ua = Ta，其分布已由推论 2.22 给出。Girsanov 定理——更准确地说，
Cameron–Martin 公式——可以由这一特例推出任意 c 的情形。
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固定 t > 0，在 Cameron–Martin 公式中取

ḣ(s) = c1{s≤t}, h(s) = c(s ∧ t),

并对每个 w ∈ C(R+,R) 取
Φ(w) = 1{max0≤s≤t w(s)≥a}.

于是
P (Ua ≤ t) = E[Φ(B + h)]

= E

[
Φ(B) exp

(
cBt −

c2

2
t

)]
= E

[
1{Ta≤t} exp

(
cBt −

c2

2
t

)]
= E

[
1{Ta≤t} exp

(
cBt∧Ta −

c2

2
(t ∧ Ta)

)]
= E

[
1{Ta≤t} exp

(
ca− c2

2
Ta

)]
=

∫ t

0

a√
2πs3

exp
(
−a

2

2s
+ ca− c2

2
s

)
ds

=

∫ t

0

a√
2πs3

exp
(
−(a− cs)2

2s

)
ds.

第四个等号使用了可选停时定理（推论 3.23）：

E

[
exp
(
cBt −

c2

2
t

)∣∣∣∣Ft∧Ta] = exp
(
cBt∧Ta −

c2

2
(t ∧ Ta)

)
.

倒数第二个等号还使用了推论 2.22 给出的 Ta 的显式密度。由此可知，Ua 在 R+ 上的密度为

ρ(s) =
a√
2πs3

exp
(
−(a− cs)2

2s

)
, s > 0.

对该密度积分可得

P (Ua <∞) =

1, c ≥ 0,

e2ca, c < 0.

这一结论也可更直接地对连续鞅
exp(−2c(Bt + ct))

应用可选停时定理得到。

练习

以下练习中的过程都定义在概率空间 (Ω,F , P ) 上，并配备完备滤过 (Ft)t∈[0,∞]。

练习 5.25。 设 B 是满足 B0 = 0 的 (Ft)-布朗运动，H 是具有连续样本路径的适应过程。证
明：当 t ↓ 0 时，

1

Bt

∫ t

0
Hs dBs

依概率收敛，并求出其极限。
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解答 5.25。 写成

1

Bt

∫ t

0
Hs dBs = H0 +

Rt
Bt
, Rt =

∫ t

0
(Hs −H0) dBs.

先假设 H 有界。给定 δ, η > 0，由 Itô 等距式，

P

(∣∣∣∣RtBt
∣∣∣∣ > η

)
≤ P (|Bt| ≤ δ

√
t) + P (|Rt| > ηδ

√
t)

≤ P (|N | ≤ δ) +
1

η2δ2
E

[
sup
0≤s≤t

|Hs −H0|2
]
,

其中 N ∼ N (0, 1)。连续性与控制收敛定理说明第二项在 t ↓ 0 时趋于 0；随后令 δ ↓ 0，便得
Rt/Bt → 0 依概率成立。
一般情形以 τn = inf{s : |Hs| + |H0| ≥ n} 局部化。对每个 n，上述结论适用于 Hτn，而
P (τn ≤ t) → 0（先令 t ↓ 0，再令 n→ ∞）。因此

1

Bt

∫ t

0
Hs dBs

P−−→
t↓0

H0 .

□

练习 5.26。
1. 设 B 是满足 B0 = 0 的一维 (Ft)-布朗运动，f 是 R 上的二次连续可微函数，g 是 R 上
的连续函数。验证过程

Xt = f(Bt) exp
(
−
∫ t

0
g(Bs) ds

)
是半鞅，并写出它作为连续局部鞅与有限变差过程之和的分解。

2. 证明：X 是连续局部鞅，当且仅当 f 满足微分方程

f ′′ = 2gf.

3. 以下进一步假设 g ≥ 0，并且 g在 (0,∞)的某个紧子区间之外恒为零。说明方程 f ′′ = 2gf

存在唯一解 f1，满足
f1(0) = 1, f ′1(0) = 0.

设 a > 0，并令 Ta = inf{t ≥ 0 : Bt = a}。证明

E

[
exp
(
−
∫ Ta

0
g(Bs) ds

)]
=

1

f1(a)
.

解答 5.26。 记 Gt =
∫ t
0 g(Bs) ds。

1. 对 F (x, y) = f(x)e−y 使用 Itô 公式：

Xt = f(0) +

∫ t

0
e−Gsf ′(Bs) dBs +

∫ t

0
e−Gs

(
1

2
f ′′(Bs)− g(Bs)f(Bs)

)
ds.

前一积分是连续局部鞅，后一积分是连续有限变差过程。
2. 由半鞅典范分解的唯一性，X 为局部鞅当且仅当最后一个积分恒为 0。由于被积函数连
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续，而布朗运动能以正概率访问任意开区间，这等价于

1

2
f ′′ − gf ≡ 0, 即 f ′′ = 2gf.

3. 取 0 < α < β，使 g 在 [α, β] 外恒为零。在该区间以初值 f1(α) = 1, f ′1(α) = 0 解
f ′′1 = 2gf1，再在左侧延拓为常数 1，在右侧作仿射延拓。常微分方程的存在唯一性定理
给出所需唯一解；又因 g ≥ 0，有 f1 ≥ 1 于 [0,∞)。
由前两问，Mt = f1(Bt)e

−Gt 是连续局部鞅。停止于 Ta ∧ n 后它是真鞅。由于 f1 在
(−∞, a] 上有界、e−Gt ≤ 1，且 Ta <∞ a.s.，控制收敛给出

1 = E

[
f1(a) exp

(
−
∫ Ta

0
g(Bs) ds

)]
.

因而

E
[
e−

∫ Ta
0 g(Bs) ds

]
=

1

f1(a)
.

□

练习 5.27（上确界的随机微积分）。
预备问题。 设 m : R+ → R 连续且 m(0) = 0，并定义单调不减函数

s(t) = sup
0≤r≤t

m(r).

证明：对 R 上任意有界 Borel 函数 h 及任意 t > 0，∫ t

0
(s(r)−m(r))h(r) ds(r) = 0.

（可以先注意：若开区间 I 与集合 {r ≥ 0 : s(r) = m(r)} 不相交，则
∫
1I(r) ds(r) = 0。）

1. 设 M 是满足 M0 = 0 的连续局部鞅，并对每个 t ≥ 0 令

St = sup
0≤r≤t

Mr.

设 φ : R+ → R 二次连续可微。说明

φ(St) = φ(0) +

∫ t

0
φ′(Ss) dSs.

2. 证明

(St −Mt)φ(St) = Φ(St)−
∫ t

0
φ(Ss) dMs,

其中对每个 x ∈ R，
Φ(x) =

∫ x

0
φ(y) dy.

3. 推出：对每个 λ > 0，过程
e−λSt + λ(St −Mt)e

−λSt

是连续局部鞅。
4. 设 a > 0，并令

T = inf{t ≥ 0 : St −Mt = a}.

假设 〈M,M〉∞ = ∞，a.s. 证明 T <∞，a.s.，并且 ST 服从参数为 1/a 的指数分布。
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解答 5.27。预备问题中，Stieltjes测度 ds集中在闭集 {r : s(r) = m(r)}上。因此 (s−m)h = 0，
ds-a.e.，所给积分为 0。

1. S 连续且递增，普通变量代换公式给出

φ(St) = φ(0) +

∫ t

0
φ′(Ss) dSs.

2. 对 (S −M)φ(S) 作分部积分。由于 dS 集中在 {S =M} 上，

d
(
(S −M)φ(S)

)
= dΦ(S)− φ(S) dM.

积分即得题中等式。
3. 取 φ(x) = λe−λx，于是 Φ(x) = 1− e−λx，从而

e−λSt + λ(St −Mt)e
−λSt = 1− λ

∫ t

0
e−λSs dMs,

这是连续局部鞅。
4. 由 Dambis–Dubins–Schwarz 定理，Mt = W⟨M⟩t。因 〈M〉∞ = ∞，布朗运动的回撤最终
达到任意给定高度，故 T < ∞ a.s. 停止前 0 ≤ S −M ≤ a 且 S ≥ 0，所以第 3 问中的
停止局部鞅有界，是真鞅。令 t→ ∞，得到

1 = E[e−λST (1 + λa)], E[e−λST ] =
1

1 + λa
.

这是均值为 a 的指数分布的 Laplace 变换，故

ST ∼ Exp(1/a) .

□

练习 5.28。 设 B 是从 1 出发的 (Ft)-布朗运动。固定 ε ∈ (0, 1)，令

Tε = inf{t ≥ 0 : Bt = ε}.

另取 λ > 0 与 α ∈ R \ {0}。
1. 证明

Zt = (Bt∧Tε)
α

是半鞅，并写出它作为连续局部鞅与有限变差过程之和的典范分解。
2. 证明：若 α, λ 满足一个需要确定的多项式方程，则过程

Z̃t = (Bt∧Tε)
α exp

(
−λ
∫ t∧Tε

0

ds

B2
s

)
是连续局部鞅。

3. 计算

E

[
exp
(
−λ
∫ Tε

0

ds

B2
s

)]
.
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解答 5.28。
1. 在 t ∧ Tε 之前 B ≥ ε。Itô 公式给出

(Bt∧Tε)
α = 1 + α

∫ t∧Tε

0
Bα−1
s dBs +

α(α− 1)

2

∫ t∧Tε

0
Bα−2
s ds.

2. 对乘积使用 Itô 公式，有限变差项恰在

α(α− 1)

2
− λ = 0

时消失。因此所求方程为 α(α− 1) = 2λ。
3. 选取负根

α− =
1−

√
1 + 8λ

2
< 0.

此时 Z̃t∧Tε 有界，故为真鞅。又 Tε <∞ a.s.，令 t→ ∞ 得

1 = εα−E

[
exp
(
−λ
∫ Tε

0

ds

B2
s

)]
.

所以

E
[
e−λ

∫ Tε
0 B−2

s ds
]
= ε(

√
1+8λ−1)/2 .

□

练习 5.29。 设 (Xt)t≥0 是半鞅。假设存在从 0 出发的 (Ft)-布朗运动 (Bt)t≥0 和连续函数
b : R → R，使得

Xt = Bt +

∫ t

0
b(Xs) ds.

1. 设 F : R → R 二次连续可微。求一个二阶微分方程，使得 F 满足该方程时，F (Xt) 是连
续局部鞅。

2. 求该方程满足 F (0) = 0、F ′(0) = 1 的解。下文始终以 F 表示这个特定解；它可以写成

F (x) =

∫ x

0
e−2β(y) dy,

其中函数 β 要用 b 表示出来。
3. 仅在本问中，进一步假设 b 可积，即∫

R
|b(x)| dx <∞.

(a) 证明连续局部鞅 Mt = F (Xt) 是真鞅。
(b) 证明 〈M,M〉∞ = ∞，a.s.
(c) 推出

lim sup
t→∞

Xt = +∞, lim inf
t→∞

Xt = −∞, a.s.

4. 回到一般情形。设 c < 0 < d，并令

Tc = inf{t ≥ 0 : Xt ≤ c}, Td = inf{t ≥ 0 : Xt ≥ d}.
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证明：在事件 {Tc ∧ Td = ∞} 上，对所有整数 n ≥ 0，随机变量 |Bn+1 −Bn| 都被某个与
n 无关的确定性常数控制。推出

P (Tc ∧ Td = ∞) = 0.

5. 用 F (c) 与 F (d) 表示 P (Tc < Td)。
6. 假设 b 在 (−∞, 0] 上恒为零，并且存在常数 α > 1/2，使得对每个 x ≥ 1，

b(x) ≥ α

x
.

证明：对每个 ε > 0，可以选取 c < 0，使得

P (Tn < Tc, 对每个n ≥ 1) ≥ 1− ε.

推出 Xt → +∞ 当 t→ ∞，a.s. （提示：注意连续局部鞅 MTc 有界。）
7. 现在设对每个 x ≥ 1，b(x) = 1/(2x)。证明

lim inf
t→∞

Xt = −∞, a.s.

解答 5.29。
1. Itô 公式给出

dF (Xt) = F ′(Xt) dBt +

(
1

2
F ′′(Xt) + b(Xt)F

′(Xt)

)
dt.

因而所求方程为 F ′′ + 2bF ′ = 0。
2. 令 β(x) =

∫ x
0 b(z) dz。由初值条件，

F ′(x) = e−2β(x), F (x) =

∫ x

0
e−2β(y) dy .

3. 若 b ∈ L1(R)，则 β 有界，故存在 0 < c < C <∞ 使 c ≤ F ′ ≤ C。于是

Mt = F (Xt) =

∫ t

0
F ′(Xs) dBs

在有限时间区间上平方可积，因而是真鞅；并且

〈M〉t =
∫ t

0
F ′(Xs)

2 ds ≥ c2t −→ ∞.

时间变换定理说明 M a.s. 上下无界。又 F 严格递增且 F (±∞) = ±∞，所以 X 的上极
限为 +∞，下极限为 −∞，a.s.

4. 在 {Tc ∧ Td = ∞} 上，Xs ∈ (c, d)。令 K = sup[c,d] |b|，则

|Bn+1 −Bn| ≤ |Xn+1 −Xn|+
∫ n+1

n
|b(Xs)| ds ≤ d− c+K.

但独立同分布的增量 Bn+1−Bn ∼ N (0, 1)不可能全部被同一常数控制，因此 P (Tc∧Td =
∞) = 0。
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5. 对 T = Tc ∧ Td，有界鞅 F (Xt∧T ) 的可选停时定理给出

0 = F (c)P (Tc < Td) + F (d)P (Td < Tc).

故

P (Tc < Td) =
F (d)

F (d)− F (c)
.

6. 由假设，对充分大的 y，β(y) ≥ C + α log y。因 2α > 1，F (∞) =: ℓ < ∞；而 F (c) = c

对 c ≤ 0 成立。第 5 问给出

P (Tn < Tc) =
−F (c)

F (n)− F (c)
.

令 n→ ∞，

P (Tn < Tc 对所有n ≥ 1) =
−F (c)
ℓ− F (c)

−−−−→
c→−∞

1.

在这一事件上，有界鞅 MTc 收敛；同时 MTn = F (n) → ℓ。若 Xt 不趋于 +∞，便有一
列 tk → ∞ 及常数 K 使 Xtk ≤ K，从而 Mtk ≤ F (K) < ℓ，矛盾。让上述概率任意接近
1，即得 Xt → +∞ a.s.

7. 当 x ≥ 1 时 b(x) = 1/(2x)，故 F ′(x) = C/x，于是 F (d) → ∞。第 5 问给出

P (Tc <∞) = lim
d→∞

F (d)

F (d)− F (c)
= 1.

对 c = −n 求可数交，得到
lim inf
t→∞

Xt = −∞ a.s.

□

练习 5.30（Lévy 面积）。设 (Xt, Yt)t≥0 是从 0出发的二维 (Ft)-布朗运动。对每个 t ≥ 0，令

At =

∫ t

0
Xs dYs −

∫ t

0
Ys dXs （Lévy 面积）.

1. 计算 〈A,A〉t，并推出 (At)t≥0 是平方可积的真鞅。
2. 设 λ > 0。说明

E[eiλAt ] = E[cos(λAt)].
3. 设 f 是 R+ 上的二次连续可微函数。写出半鞅

Zt = cos(λAt), Wt = −f
′(t)

2
(X2

t + Y 2
t ) + f(t)

的典范分解，并验证 〈Z,W 〉t = 0。
4. 证明：为使过程 Zte

Wt 成为连续局部鞅，只需 f 满足

f ′′(t) = f ′(t)2 − λ2.

5. 设 r > 0。验证函数
f(t) = − log cosh(λ(r − t))

满足第 4 问中的微分方程，并推出

E[eiλAr ] =
1

cosh(λr) .
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解答 5.30。 令 Rt = X2
t + Y 2

t 。
1. 由二维布朗运动各坐标的独立性，

〈A〉t =
∫ t

0
Rs ds, E[〈A〉t] =

∫ t

0
2s ds = t2 <∞.

因此 A 是平方可积真鞅。
2. 变换 (X,Y ) 7→ (X,−Y ) 保持二维布朗运动的分布，却把 A 变成 −A。故 At 的分布关于

0 对称，E[eiλAt ] = E[cos(λAt)]。
3. Itô 公式给出

dZt = −λ sin(λAt) dAt −
λ2

2
Rt cos(λAt) dt,

dWt = −f ′(t)(Xt dXt + Yt dYt)−
1

2
f ′′(t)Rt dt.

两个鞅部分的协变差密度为 λf ′(t) sin(λAt)(−XtYt +XtYt) = 0。
4. 又 d〈W 〉t = f ′(t)2Rt dt。对 Zte

Wt 使用乘积公式，其有限变差部分为

1

2
eWtRtZt

(
f ′(t)2 − f ′′(t)− λ2

)
dt.

所以 f ′′ = f ′2 − λ2 足以使该过程成为连续局部鞅。
5. 对 f(t) = − log cosh(λ(r−t))，直接计算可得 f ′′ = f ′2−λ2。在 0 ≤ t ≤ r上，f ≤ 0, f ′ ≥ 0，
故 Zte

Wt 有界，因而是真鞅。又

W0 = − log cosh(λr), Wr = 0,

所以

E[eiλAr ] = E[cos(λAr)] =
1

cosh(λr) .

□

练习 5.31（平方 Bessel 过程）。 设 B 是从 0 出发的 (Ft)-布朗运动，X 是取值于 R+ 的连
续半鞅，并且对每个 t ≥ 0，

Xt = x+ 2

∫ t

0

√
Xs dBs + αt,

其中 x, α 是非负实数。
1. 设 f : R+ → R+ 连续，φ 是 R+ 上取严格正值的二次连续可微函数，满足

φ′′ = 2fφ, φ(0) = 1, φ′(1) = 0.

注意，此时 φ 在 [0, 1] 上必单调不增。对每个 t ≥ 0，令

u(t) =
φ′(t)

2φ(t)
.

验证
u′(t) + 2u(t)2 = f(t),

然后证明：对每个 t ≥ 0，

u(t)Xt −
∫ t

0
f(s)Xs ds = u(0)x+

∫ t

0
u(s) dXs − 2

∫ t

0
u(s)2Xs ds.
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记

Yt = u(t)Xt −
∫ t

0
f(s)Xs ds.

2. 证明：对每个 t ≥ 0，
φ(t)−α/2eYt = E(N)t,

其中 E(N)t = exp(Nt − 1
2〈N,N〉t)，且

Nt = u(0)x+ 2

∫ t

0
u(s)

√
Xs dBs.

3. 由上一问推出

E

[
exp
(
−
∫ 1

0
f(s)Xs ds

)]
= φ(1)α/2 exp

(x
2
φ′(0)

)
.

4. 设 λ > 0。证明

E

[
exp
(
−λ
∫ 1

0
Xs ds

)]
=
(
cosh(

√
2λ)
)−α/2

× exp
(
−x
2

√
2λ tanh(

√
2λ)
)
.

5. 设 β = (βt)t≥0 是从 y 出发的实布朗运动。证明：对每个 λ > 0，

E

[
exp
(
−λ
∫ 1

0
β2s ds

)]
=
(
cosh(

√
2λ)
)−1/2

× exp
(
−y

2

2

√
2λ tanh(

√
2λ)

)
.

解答 5.31。
1. 由 u = φ′/(2φ) 及 φ′′ = 2fφ，

u′ + 2u2 = f.

对 u(t)Xt 作分部积分，并代入此恒等式，得到

u(t)Xt −
∫ t

0
f(s)Xs ds = u(0)x+

∫ t

0
u(s) dXs − 2

∫ t

0
u(s)2Xs ds.

2. 令 Ñt = 2
∫ t
0 u(s)

√
Xs dBs，则 〈Ñ〉t = 4

∫ t
0 u(s)

2Xs ds，且

Yt = u(0)x+ Ñt −
1

2
〈Ñ〉t + α

∫ t

0
u(s) ds.

因
∫ t
0 u(s) ds =

1
2 logφ(t)，

φ(t)−α/2eYt = exp
(
u(0)x+ Ñt −

1

2
〈Ñ〉t

)
,

这正是题中记号所表示的随机指数。
3. 在 [0, 1] 上 φ′ ≤ 0，故 u ≤ 0。于是 Yt ≤ 0，而 φ 在该区间上有正的下界；上一问的局
部鞅因而有界，是真鞅。注意 u(1) = 0，在 t = 1 取期望得

E
[
e−

∫ 1
0 f(s)Xs ds

]
= φ(1)α/2 exp

(x
2
φ′(0)

)
.
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4. 对 f ≡ λ，令 k =
√
2λ，取

φ(t) =
cosh(k(1− t))

cosh k .

则 φ(1) = 1/ cosh k 且 φ′(0) = −k tanh k。代入第 3 问即得

E
[
e−λ

∫ 1
0 Xs ds

]
= (cosh

√
2λ)−α/2 exp

(
−x
2

√
2λ tanh

√
2λ
)
.

5. 对从 y 出发的布朗运动 β，Itô 公式给出

β2t = y2 + 2

∫ t

0
|βs| dB̃s + t, B̃t =

∫ t

0
sgn(βs) dβs,

其中 B̃ 是布朗运动。因此 X = β2 对应 x = y2, α = 1，代入第 4 问便得到题中公式。
□

练习 5.32（Tanaka 公式与局部时）。设 B 是从 0 出发的 (Ft)-布朗运动。对每个 ε > 0，定
义函数

gε(x) =
√
ε+ x2, x ∈ R.

1. 证明
gε(Bt) = gε(0) +M ε

t +Aεt ,

其中 M ε 是平方可积连续鞅；请把它写成随机积分的形式，并说明 Aε 是递增过程。
2. 对每个 x ∈ R，令

sgn(x) = 1{x>0} − 1{x<0}.

证明：对每个 t ≥ 0，

M ε
t

L2

−−→
ε↓0

∫ t

0
sgn(Bs) dBs.

推出存在递增过程 L，使得对每个 t ≥ 0，

|Bt| =
∫ t

0
sgn(Bs) dBs + Lt.

3. 注意到 Aεt → Lt 当 ε ↓ 0。证明：对每个 δ > 0 以及每个 0 < u < v，若 a.s. 对所有
t ∈ [u, v] 都有 |Bt| ≥ δ，则 Lv = Lu。推出：a.s.，函数 t 7→ Lt 在开集 {t ≥ 0 : Bt 6= 0}
的每个连通分支上都是常数。

4. 对每个 t ≥ 0，令

βt =

∫ t

0
sgn(Bs) dBs.

证明 (βt)t≥0 是从 0 出发的 (Ft)-布朗运动。
5. 证明

Lt = sup
s≤t

(−βs), a.s.

（为证明 Lt ≤ sups≤t(−βs)，可以考察时刻 t 之前 B 的最后一个零点，并使用第 3 问。）
求 Lt 的分布。

6. 对每个 ε > 0，如下定义两列停时 (Sεn)n≥1 与 (T εn)n≥1：

Sε1 = 0, T ε1 = inf{t ≥ 0 : |Bt| = ε},
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并递归定义
Sεn+1 = inf{t ≥ T εn : Bt = 0},
T εn+1 = inf{t ≥ Sεn+1 : |Bt| = ε}.

对每个 t ≥ 0，令
N ε
t = sup{n ≥ 1 : T εn ≤ t}, sup∅ = 0.

证明
εN ε

t
L2

−−→
ε↓0

Lt.

（可以注意到

Lt +

∫ t

0

( ∞∑
n=1

1[Sε
n,T

ε
n]
(s)

)
sgn(Bs) dBs = εN ε

t + rεt ,

其中余项满足 |rεt | ≤ ε。）
7. 证明：当 t→ ∞ 时，

N1
t√
t

law−−→ |U |,

其中 U ∼ N (0, 1)。

本练习的许多结论将在第 8 章重新证明并推广。

解答 5.32。
1. 因

g′ε(x) =
x√
ε+ x2

, g′′ε (x) =
ε

(ε+ x2)3/2
,

Itô 公式给出

M ε
t =

∫ t

0

Bs√
ε+B2

s

dBs, Aεt =
1

2

∫ t

0

ε

(ε+B2
s )

3/2
ds.

前一积分的被积函数绝对值不超过 1，故 M ε 平方可积；Aε 递增。
2. 被积函数逐点收敛到 sgn(Bs)，且绝对值不超过 1。Itô 等距式与控制收敛定理给出

M ε
t −→

∫ t

0
sgn(Bs) dBs 于L2.

令

Lt = |Bt| −
∫ t

0
sgn(Bs) dBs.

由 Aεt → Lt 及连续版本的标准对角线论证，L 可取为连续递增过程。
3. 若在 [u, v] 上 |Bs| ≥ δ，则

0 ≤ Aεv −Aεu ≤ ε(v − u)

2δ3
−→ 0.

因此 Lv = Lu，所以 dL 只由零点集承载，且 L 在其补集的每个连通分支上为常数。
4. 令 βt =

∫ t
0 sgn(Bs) dBs。布朗运动的零点集 a.s. 具有 Lebesgue 测度 0，故

〈β〉t =
∫ t

0
1{Bs ̸=0} ds = t.

Lévy 刻画定理说明 β 是布朗运动。
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5. 等式 |B| = β + L、非负性、L0 = 0，以及 dL 只在 |B| = 0 时增加，正是 Skorokhod 反
射引理的条件。因此

Lt = sup
s≤t

(−βs).

由反射原理，
Lt

d
= sup

s≤t
βs

d
= |βt|

d
=

√
t |U |, U ∼ N (0, 1).

6. 采用题中提示，记相应随机积分为 Kε
t。其被积函数只在 |Bs| ≤ ε 时可能非零，故

E[(Kε
t )

2] ≤
∫ t

0
P (|Bs| ≤ ε) ds −→ 0.

又 |rεt | ≤ ε，所以

εN ε
t − Lt = Kε

t − rεt
L2

−−→
ε↓0

0.

7. 由布朗缩放，N1
t
d
= N

1/
√
t

1 。令 ε = t−1/2，第 6 问给出

N1
t√
t

d
= εN ε

1
law−−−→
t→∞

L1
d
= |U |.

□

练习 5.33（多维布朗运动的研究）。 设

Bt = (B1
t , B

2
t , . . . , B

N
t )

是从 x = (x1, . . . , xN ) ∈ RN 出发的 N 维 (Ft)-布朗运动，并假设 N ≥ 2。
1. 验证 |Bt|2 是连续半鞅，并且 |Bt|2 的鞅部分是真鞅。
2. 令

βt =

N∑
i=1

∫ t

0

Bi
s

|Bs|
dBi

s,

并约定当 |Bs| = 0 时，Bi
s/|Bs| = 0。说明上述随机积分都有定义，并证明 (βt)t≥0 是从

0 出发的 (Ft)-布朗运动。
3. 证明

|Bt|2 = |x|2 + 2

∫ t

0
|Bs| dβs +Nt.

4. 以下假设 x 6= 0。设 ε ∈ (0, |x|)，并令

Tε = inf{t ≥ 0 : |Bt| ≤ ε}.

对每个 a > 0，当 N = 2 时令 f(a) = log a，当 N ≥ 3 时令 f(a) = a2−N。验证

f(|Bt∧Tε |)

是连续局部鞅。
5. 设 R > |x|，并令

SR = inf{t ≥ 0 : |Bt| ≥ R}.

证明

P (Tε < SR) =
f(R)− f(|x|)
f(R)− f(ε)

.
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注意当 ε ↓ 0 时 P (Tε < SR) → 0，并据此证明

P (Bt 6= 0 对所有t ≥ 0) = 1.

6. 证明：a.s. 对每个 t ≥ 0，

|Bt| = |x|+ βt +
N − 1

2

∫ t

0

ds

|Bs|
.

7. 假设 N ≥ 3。证明当 t→ ∞ 时

|Bt| −→ ∞, a.s.

（提示：注意 |Bt|2−N 是非负上鞅。）
8. 假设 N = 3。利用高斯密度的形式，验证随机变量族 (|Bt|−1)t≥0 在 L2 中有界。证明

(|Bt|−1)t≥0 是连续局部鞅，但不是真鞅。

第 7 章将用略有不同的方法处理本练习的结果，尤其见命题 7.16。

解答 5.33。
1. Itô 公式给出

|Bt|2 = |x|2 + 2

N∑
i=1

∫ t

0
Bi
s dB

i
s +Nt.

每个随机积分在有限时间区间上平方可积，故鞅部分是真鞅。
2. 各被积函数有界，故积分有定义。又对每个 s > 0，P (Bs = 0) = 0，Fubini 定理给出零
点集的 Lebesgue 测度 a.s. 为 0。因此

〈β〉t =
N∑
i=1

∫ t

0

(Bi
s)

2

|Bs|2
ds = t.

由 Lévy 刻画，β 是布朗运动。
3. 将

∑
iB

i
s dB

i
s = |Bs| dβs 代入第 1 问，得到

|Bt|2 = |x|2 + 2

∫ t

0
|Bs| dβs +Nt.

4. 函数 z 7→ f(|z|) 在 RN \ {0} 上调和。停止于 Tε 后其一、二阶导数有界，故 Itô 公式的
漂移项为零。

5. 对 T = Tε ∧ SR 应用可选停时定理：

f(|x|) = f(ε)P (Tε < SR) + f(R)P (SR < Tε).

因而

P (Tε < SR) =
f(R)− f(|x|)
f(R)− f(ε)

.

右端在 ε ↓ 0 时趋于 0。对每个整数 R > |x|，在到达半径 R 前击中原点的概率为 0；再
对 R 求可数并，得到 Bt 6= 0 对所有 t ≥ 0 a.s. 成立。

6. 对 z 7→ |z| 使用 Itô 公式（先停止于 Tε，再令 ε ↓ 0）：

|Bt| = |x|+ βt +
N − 1

2

∫ t

0

ds

|Bs|
.
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7. 当 N ≥ 3 时，|Bt|2−N 是非负局部鞅，故为上鞅并 a.s. 收敛。任一坐标布朗运动 a.s. 无
界，因此沿某列时刻 |Bt| → ∞，相应 |Bt|2−N → 0。上鞅极限只能为 0，故 |Bt| → ∞
a.s.

8. 现在 N = 3。令 δ = |x|/2。在 |y| ≥ δ 上有 |y|−2 ≤ δ−2；在 |y| < δ 上有 |y− x| ≥ |x|/2，
且
∫
|y|<δ |y|

−2 dy <∞。结合高斯密度可得

sup
t≥0

E[|Bt|−2] <∞.

第 4 问的计算说明 |Bt|−1 是连续局部鞅。若它是真鞅，上述 L2 有界性使其一致可积；
但第 7 问给出 |Bt|−1 → 0 a.s.，这将推出 E[|B0|−1] = 0，矛盾。因此它不是真鞅。

□

练习 5.34（Cameron–Martin 公式的应用）。 设 B 是从 0 出发的 (Ft)-布朗运动，并对每
个 t ≥ 0 令

B∗
t = sup{|Bs| : s ≤ t}.

1. 令
U1 = inf{t ≥ 0 : |Bt| = 1}, V1 = inf{t ≥ U1 : Bt = 0}.

说明

P (B∗
V1 < 2) =

1

2
,

然后证明存在常数 α > 0 与 γ > 0，使得

P (V1 ≥ α, B∗
V1 < 2) = γ > 0.

2. 证明：对每个整数 n ≥ 1，
P (B∗

nα < 2) ≥ γn.

（提示：构造适当的停时列 V1, V2, . . .，使得对每个 n ≥ 2，

P (Vn ≥ nα, B∗
Vn < 2) ≥ γP (Vn−1 ≥ (n− 1)α, B∗

Vn−1
< 2).

）推出：对每个 ε > 0 与 t ≥ 0，
P (B∗

t ≤ ε) > 0.

3. 设 h 是 R+ 上的二次连续可微函数，h(0) = 0，并取 K > 0。适当使用 Itô 公式，证明
存在常数 A，使得对每个 ε > 0，在事件 {B∗

K ≤ ε} 上 a.s. 有∣∣∣∣∫ K

0
h′(s) dBs

∣∣∣∣ ≤ Aε.

4. 令
Xt = Bt − h(t), X∗

t = sup{|Xs| : s ≤ t}.

由第 3 问推出

lim
ε↓0

P (X∗
K ≤ ε)

P (B∗
K ≤ ε)

= exp
(
−1

2

∫ K

0
h′(s)2 ds

)
.
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注记与评论

希望进一步学习本章内容的读者，可参阅 Karatzas 与 Shreve [49]、Revuz 与 Yor [70] 以及
Rogers 与 Williams [72] 的优秀著作。Chung 与 Williams [10] 还给出了更简洁的随机积分导论。
关于布朗运动的随机积分由 Itô [36] 于 1944 年引入；他的动机是严格处理支配扩散过程的随

机微分方程。Doob [15] 建议把随机积分作为鞅来研究。此后，Kunita 与 Watanabe [50]、Meyer
[60] 等多位作者推动了这一理论的发展。本章只讨论关于连续半鞅的随机积分。对带跳半鞅的一
般理论感兴趣的读者，可参阅 Dellacherie 与 Meyer [14] 的专著，以及 Protter [63] 或 Jacod 与
Shiryaev [44] 的较新著作。

Itô 公式最初在 [40] 中针对布朗运动随机积分型过程导出；在本章的一般框架中，它出现于
Kunita 与 Watanabe [50] 的工作。定理 5.12 至少在 d = 1 时通常归功于 Lévy，尽管在 Lévy 的著
作中很难找到完全相同的表述（不过可参见 [54，第 III 章]）。把任意连续鞅写成时间变换后布朗
运动的定理 5.13 由 Dambis [11] 与 Dubins–Schwarz [17] 得到。Burkholder–Davis–Gundy 不等式
见 [7]；关于这些著名不等式的历史，还可参阅 Burkholder 的综述 [6]。
定理 5.18 可追溯到 Itô [39]，当时采用的是 Wiener 泛函混沌分解这一不同形式；它是随机

积分理论的一项重大成果。该定理及其大量推广在数理金融中有许多应用。Girsanov 定理发表于
1960年的 [29]，Cameron–Martin公式则可追溯到 1944年的 [8]。Stroock与 Varadhan的著作 [77]
系统发展了 Girsanov 定理在随机微分方程中的应用。练习 5.30 研究平面布朗运动的所谓 Lévy 面
积；Lévy [53,54] 曾用不同定义研究这一对象。练习 5.31 受 Pitman 与 Yor [67] 的工作启发。
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第六章 马尔可夫过程的一般理论

本章简要介绍连续时间马尔可夫过程理论的主要思想。马尔可夫过程是随机过程中的一个基
本类别，在数学之外的实际问题中也有许多应用。它之所以如此重要，根本原因在于所谓的马尔可
夫性质：这一性质使许多对一般随机过程无法处理的计算变得显式可行。马尔可夫过程理论虽然
不是本书的中心主题，却会在后续各章，特别是在随机微分方程的讨论中发挥重要作用。事实上，
Itô 随机微积分的创立，正是由研究随机微分方程解所给出的马尔可夫过程所推动的；这些过程也
称为扩散过程。

本章大体独立于前面各章，不过仍会把布朗运动作为基本例子，并且第 3 章建立的鞅理论将
在这里发挥重要作用。先介绍一般定义与存在性问题；然后集中讨论 Feller 过程，并在该框架中引
入生成元这一核心概念。我们从上鞅的相应结果推出 Feller 过程样本路径的正则性，再讨论强马
尔可夫性质，最后介绍三类重要的马尔可夫过程。

6.1 一般定义与存在性问题

设 (E, E) 是可测空间。从 E 到 E 的 马尔可夫转移核是映射

Q : E × E −→ [0, 1],

并满足：

(i) 对每个 x ∈ E，映射 E 3 A 7→ Q(x,A) 是 (E, E) 上的概率测度；
(ii) 对每个 A ∈ E，映射 E 3 x 7→ Q(x,A) 是 E-可测的。
下文简称为转移核。

注。 若 E 有限或可数，并赋予由其所有子集组成的 σ-代数，则 Q 完全由“矩阵”

(Q(x, {y}))x,y∈E

确定。

若 f : E → R 有界可测（分别地，非负可测），定义

Qf(x) =

∫
E
Q(x, dy)f(y).

则 Qf 也是 E 上的有界可测函数（分别地，非负可测函数）。当 f 是示性函数时，可测性正是上
面的性质 (ii)；一般情形由标准逼近论证得到。

定义 6.1。 若 E 上的一族转移核 (Qt)t≥0 满足下列三个条件，就称它为 转移半群：
(i) 对每个 x ∈ E，

Q0(x, dy) = δx(dy);

(ii) 对每个 s, t ≥ 0 及 A ∈ E，

Qt+s(x,A) =

∫
E
Qt(x, dy)Qs(y,A)

138



布朗运动、鞅与随机微积分｜中文讲义 第六章 马尔可夫过程的一般理论

（Chapman–Kolmogorov 恒等式）；
(iii) 对每个 A ∈ E，函数

(t, x) 7−→ Qt(x,A)

关于 B(R+)⊗ E 可测。

以 B(E) 表示 E 上所有有界实值可测函数组成的向量空间，并赋予范数

‖f‖ = sup{|f(x)| : x ∈ E}.

线性映射 f 7→ Qtf 是 B(E) 上的压缩算子。从这一角度看，Chapman–Kolmogorov 恒等式等价于

Qt+s = QtQs, s, t ≥ 0.

因此，(Qt)t≥0 可以看成 B(E) 上的压缩算子半群。

现在考虑滤过概率空间
(Ω,F , (Ft)t∈[0,∞], P ).

定义 6.2。 设 (Qt)t≥0 是 E 上的转移半群。若取值于 E 的 (Ft)-适应过程 (Xt)t≥0 满足：对
每个 s, t ≥ 0 及 f ∈ B(E)，

E[f(Xs+t) | Fs] = Qtf(Xs),

就称 X 是关于滤过 (Ft)、转移半群为 (Qt) 的 马尔可夫过程。

注。 若只说 X 是马尔可夫过程而不指定滤过，默认定义中的性质对其自然滤过

FX
t = σ(Xr : 0 ≤ r ≤ t)

成立。还要注意：若 X 关于滤过 (Ft) 是马尔可夫过程，则它自动也关于 (FX
t ) 是具有同一半

群的马尔可夫过程。

定义 6.2 可以作如下解释。取 f = 1A，得到

P (Xs+t ∈ A | Fs) = Qt(Xs, A),

特别地，
P (Xs+t ∈ A | Xr, 0 ≤ r ≤ s) = Qt(Xs, A).

因此，在已知时刻 s 以前“过去”(Xr, 0 ≤ r ≤ s) 的条件下，Xs+t 的条件分布是 Qt(Xs, ·)，只依
赖“现在”状态 Xs。这就是马尔可夫性质。非正式地说，要预测时刻 s 以后的未来，过去直到 s

为止所提供的信息并不多于当前状态 Xs 本身。

推论（定义 6.2 的直接推论）。 设 ν(dx) 是 X0 的分布。若

0 < t1 < t2 < · · · < tp

且 A0, A1, . . . , Ap ∈ E，则

P (X0 ∈ A0, Xt1 ∈ A1, . . . , Xtp ∈ Ap)

=

∫
A0

ν(dx0)

∫
A1

Qt1(x0, dx1)

∫
A2

Qt2−t1(x1, dx2) · · ·
∫
Ap

Qtp−tp−1(xp−1, dxp).
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更一般地，若 f0, f1, . . . , fp ∈ B(E)，则

E[f0(X0)f1(Xt1) · · · fp(Xtp)]

=

∫
E
ν(dx0)f0(x0)

∫
E
Qt1(x0, dx1)f1(x1)

∫
E
Qt2−t1(x1, dx2)f2(x2) · · ·

×
∫
E
Qtp−tp−1(xp−1, dxp)fp(xp).

后一公式可由定义对 p 归纳得到。反过来，若它对任意 0 < t1 < · · · < tp 和 f0, . . . , fp ∈ B(E)

都成立，则 (Xt)t≥0 关于自然滤过 FX
t = σ(Xr : 0 ≤ r ≤ t) 是半群为 (Qt) 的马尔可夫过程。

这里用单调类论证把上述公式推广到定义所需的条件期望性质；参见附录 A1。
由这些公式可见，过程 X 的有限维边缘分布完全由半群 (Qt) 与初始分布 L(X0) 确定。

例。 取 E = Rd。对每个 t > 0 及 x ∈ Rd，令

Qt(x, dy) = pt(y − x) dy,

其中

pt(z) = (2πt)−d/2 exp
(
−|z|2

2t

)
, z ∈ Rd,

是协方差矩阵为 tId 的 d 维高斯向量密度。容易验证，这给出 Rd 上的转移半群，相应的马尔
可夫过程就是 d 维布朗运动。严格地说，此时只能称为“预布朗运动”，因为我们尚未说明样
本路径的任何性质。当 d = 1 时，可与推论 2.4 比较。

下面讨论具有给定半群的马尔可夫过程是否存在。为此，需要随机过程的一般构造定理，即
Kolmogorov 扩张定理。这里只陈述所需的特殊情形而不证明；更一般框架中的证明见 [64，第 III
章]，还可参见 [47，第 VII 章]，而 E = R 的特殊情形见 [49，第 2.2 节]。
令

Ω⋆ = ER+

为所有映射 ω : R+ → E 组成的空间，并赋予由坐标映射 ω 7→ ω(t)（t ∈ R+）生成的 σ-代数 F⋆。
以 F(R+) 表示 R+ 的所有有限子集组成的集合。对每个 U ∈ F(R+)，令

πU : Ω⋆ −→ EU

把 ω 映到它在 U 上的限制。若 U, V ∈ F(R+) 且 U ⊂ V，同样用

πVU : EV −→ EU

表示自然的限制映射。

回顾：若拓扑空间的拓扑可分，并且可以由某个完备度量诱导，就称它为 Polish 空间。

定理 6.3（Kolmogorov 扩张定理）。设 E 是 Polish空间，并赋予其 Borel σ-代数 E。对每个
U ∈ F(R+)，设 µU 是 EU 上的概率测度。假设这一族测度满足如下相容性：若 U ⊂ V，则 µU
是 µV 在映射 πVU 下的像测度。则在 (Ω⋆,F⋆)上存在唯一概率测度 µ，使得对每个 U ∈ F(R+)，

(πU )#µ = µU .

注。 测度 µ 的唯一性是单调类引理的直接推论；参见附录 A1。
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Kolmogorov扩张定理可以构造具有指定有限维边缘分布的随机过程。为说明这一点，考虑 Ω⋆

上的典范过程
Xt(ω) = ω(t), t ≥ 0.

若 µ 是 Ω⋆ 上的概率测度，且 U = {t1, . . . , tp} ∈ F(R+)，其中 t1 < · · · < tp，就借助

ω 7−→ (ω(t1), . . . , ω(tp))

把 EU 与 Ep 认同。此时 (Xt1 , . . . , Xtp) 在 µ 下的分布就是 (πU )#µ。因此，定理 6.3 也可以表述
为：任给满足相容条件的有限维边缘分布族 (µU )，都能在 Ω⋆ 上构造概率测度 µ，使典范过程 X

的各有限维边缘分布恰为 µU。这一相容条件显然也是必要的。

推论 6.4。 设 E 满足定理 6.3 的假设，(Qt)t≥0 是 E 上的转移半群，ν 是 E 上的概率测度。
则在 Ω⋆ 上存在唯一概率测度 P，使得在 P 下，典范过程 (Xt)t≥0 是转移半群为 (Qt) 的马尔
可夫过程，并且 X0 的分布为 ν。

证明。取 U = {t1, . . . , tp} ∈ F(R+)，其中 0 ≤ t1 < · · · < tp。在上述 EU ' Ep 的认同下，定
义概率测度 PU：对每个可测集 A ⊂ EU，令

PU (A) =

∫
E
ν(dx0)

∫
E
Qt1(x0, dx1)

∫
E
Qt2−t1(x1, dx2) · · ·

×
∫
E
Qtp−tp−1(xp−1, dxp)1A(x1, . . . , xp).

利用 Chapman–Kolmogorov关系可以验证，(PU )满足相容条件。由 Kolmogorov扩张定理，在 Ω⋆

上存在唯一概率测度 P，其有限维边缘分布为 PU。根据前面关于有限维分布公式的逆向观察，这
说明在 P 下，(Xt)t≥0 关于自然滤过是半群为 (Qt) 的马尔可夫过程，且初始分布为 ν。 □
对每个 x ∈ E，把推论 6.4 中取 ν = δx 时所得的测度记为 Px。映射 x 7→ Px 是可测的，意思

是：对每个 A ∈ F⋆，函数 x 7→ Px(A) 可测。事实上，当 A 只依赖有限个坐标时，Px(A) 有显式
公式；一般情形再由单调类论证得到。并且，对 E 上任意概率测度 ν，由

P (ν)(A) =

∫
E
ν(dx)Px(A)

定义的测度，正是使典范过程具有半群 (Qt) 和初始分布 ν 的唯一概率测度。

综上，在对 E 作适当拓扑假设后，推论 6.4 可以构造具有指定半群与初始分布的马尔可夫过
程。更精确地说，我们得到一族可测的概率测度 (Px)x∈E，使得在 Px 下过程从 x 出发。不过，这
种方法的缺点是没有给出 X 的样本路径正则性；目前甚至不能断言样本路径可测。稍后我们会在
对半群加入附加条件后回到这个问题。

本节最后引入重要的预解算子概念。

定义 6.5。 设 λ > 0。转移半群 (Qt)t≥0 的 λ-预解算子（λ-resolvent）是线性算子

Rλ : B(E) −→ B(E),

其定义为：对 f ∈ B(E) 及 x ∈ E，

Rλf(x) =

∫ ∞

0
e−λtQtf(x) dt.

注。 转移半群定义中的性质 (iii) 保证 t 7→ Qtf(x) 可测，从而上式中的积分有意义。

预解算子的性质。
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(i) ‖Rλf‖ ≤ λ−1‖f‖；
(ii) 若 0 ≤ f ≤ 1，则 0 ≤ λRλf ≤ 1；
(iii) 若 λ, µ > 0，则

Rλ −Rµ + (λ− µ)RλRµ = 0

（预解方程）。

证明。性质 (i)、(ii) 直接由定义得到。只证明 (iii)，并可设 λ 6= µ。由 Tonelli–Fubini 定理和
半群性质，

Rλ(Rµf)(x) =

∫ ∞

0
e−λsQs

(∫ ∞

0
e−µtQtf dt

)
(x) ds

=

∫ ∞

0

∫ ∞

0
e−λs−µtQs+tf(x) dt ds

=

∫ ∞

0
e−(λ−µ)s

(∫ ∞

s
e−µrQrf(x) dr

)
ds

=

∫ ∞

0
e−µrQrf(x)

(∫ r

0
e−(λ−µ)s ds

)
dr

=
Rµf(x)−Rλf(x)

λ− µ
.

移项即得所需预解方程。 □

例。 对实布朗运动，可以验证

Rλf(x) =

∫
R
rλ(y − x)f(y) dy,

其中

rλ(y − x) =

∫ ∞

0
(2πt)−1/2 exp

(
−|y − x|2

2t
− λt

)
dt

=
1√
2λ

exp
(
−|y − x|

√
2λ
)
.

得到最后一个等式的一种简洁方法，是使用从 0 出发的实布朗运动首次到达 a > 0 的时刻 Ta
的 Laplace 变换

E[e−λTa ] = e−a
√
2λ

（见公式 (3.7)）。对 λ 求导得到

E[Tae
−λTa ] =

a√
2λ
e−a

√
2λ.

再用推论 2.22 给出的 Ta 密度重写左端，就恰好得到计算 rλ(y − x) 时出现的积分。

引入预解算子的一个关键动机，是它可以构造与马尔可夫过程相联系的某些上鞅。

引理 6.6。设 X 是关于滤过 (Ft)、转移半群为 (Qt) 的马尔可夫过程。若 h ∈ B(E) 非负，且
λ > 0，则过程

e−λtRλh(Xt)

是 (Ft)-上鞅。

证明。随机变量 e−λtRλh(Xt) 有界，因而可积。对每个 s ≥ 0，

QsRλh =

∫ ∞

0
e−λtQs+th dt.
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于是

e−λsQsRλh =

∫ ∞

0
e−λ(s+t)Qs+th dt

=

∫ ∞

s
e−λrQrh dr ≤ Rλh.

因此，对每个 s, t ≥ 0，由马尔可夫性质，

E[e−λ(t+s)Rλh(Xt+s) | Ft] = e−λ(t+s)QsRλh(Xt)

≤ e−λtRλh(Xt),

这就是所需的上鞅性质。 □

6.2 Feller 半群

从本节起，假设 E 是可度量的局部紧拓扑空间，并且 E 在无穷远处可数，即 E 是可数个紧
集的并（也就是说，E 是 σ-紧的）。空间 E 赋予其 Borel σ-代数。在这些假设下，众所周知 E 是
Polish 空间。此外，可以找到一列递增的紧子集 (Kn)n≥1，使 E 的任意紧子集都包含在某个 Kn

中。

若函数 f : E → R 满足：对每个 ε > 0，存在紧集 K ⊂ E，使得对所有 x ∈ E \ K 都有
|f(x)| ≤ ε，就称 f 在无穷远处趋于零。这等价于要求

sup
x∈E\Kn

|f(x)| −−−→
n→∞

0.

以 C0(E) 表示 E 上所有在无穷远处趋于零的连续实函数组成的集合。对上确界范数

‖f‖ = sup
x∈E

|f(x)|,

空间 C0(E) 是 Banach 空间。

定义 6.7。 设 (Qt)t≥0 是 E 上的转移半群。若满足：
(i) 对每个 f ∈ C0(E)，都有 Qtf ∈ C0(E)；
(ii) 对每个 f ∈ C0(E)，当 t→ 0 时，

‖Qtf − f‖ −→ 0,

就称 (Qt)t≥0 为 Feller 半群。若一个取值于 E 的马尔可夫过程的转移半群是 Feller 半群，就
称该过程为 Feller 过程。

注。 可以证明（例如见 [70，命题 III.2.4]），条件 (ii) 可以由下面这个看似较弱的性质代替：

对每个f ∈ C0(E) 及x ∈ E, Qtf(x) −−→
t→0

f(x).

除本章末尾的一个特殊例子外，我们不会用到这一事实。

条件 (ii) 推出：对每个 s ≥ 0，

lim
t↓0

‖Qs+tf −Qsf‖ = lim
t↓0

‖Qs(Qtf − f)‖ = 0,
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因为 Qs 是 C0(E) 上的压缩算子。这里的收敛关于 s ∈ R+ 一致。因此，对每个固定的 f ∈ C0(E)，
映射

t 7−→ Qtf

从 R+ 到 C0(E) 一致连续。

以下固定 E 上的一个 Feller 半群 (Qt)t≥0。由定义的性质 (i) 和控制收敛定理容易验证：对每
个 f ∈ C0(E) 及 λ > 0，都有 Rλf ∈ C0(E)。

命题 6.8。 固定 λ > 0，并令
R = {Rλf : f ∈ C0(E)}.

则 R 不依赖于 λ > 0 的选择，而且 R 是 C0(E) 的稠密线性子空间。

证明。若 λ 6= µ，由预解方程，

Rλf = Rµ
(
f + (µ− λ)Rλf

)
.

因此，凡能写成 Rλf（其中 f ∈ C0(E)）的函数，也能写成 Rµg（其中 g ∈ C0(E)）的形式。交换
λ, µ 即得第一个结论。

显然，R 是 C0(E) 的线性子空间。为证明它稠密，只需注意：对每个 f ∈ C0(E)，

λRλf = λ

∫ ∞

0
e−λtQtf dt =

∫ ∞

0
e−tQt/λf dt −−−→

λ→∞
f 于C0(E),

这里使用了 Feller 半群定义的性质 (ii) 和控制收敛定理。 □

定义 6.9。 令

D(L) =

{
f ∈ C0(E) :

Qtf − f

t
当t ↓ 0 时在C0(E) 中收敛

}
,

并对每个 f ∈ D(L) 定义

Lf = lim
t↓0

Qtf − f

t
.

于是，D(L) 是 C0(E) 的线性子空间，而

L : D(L) −→ C0(E)

是线性算子，称为半群 (Qt)t≥0 的生成元；子空间 D(L) 称为 L 的定义域。

先给出生成元的两个简单性质。

命题 6.10。 若 f ∈ D(L) 且 s > 0，则 Qsf ∈ D(L)，并且

L(Qsf) = Qs(Lf).

证明。写成
Qt(Qsf)−Qsf

t
= Qs

(
Qtf − f

t

)
,

再利用 Qs 是 C0(E) 上的压缩算子，就得到左端在 t ↓ 0 时收敛到 Qs(Lf)，从而得到结论。 □
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命题 6.11。 若 f ∈ D(L)，则对每个 t ≥ 0，

Qtf = f +

∫ t

0
Qs(Lf) ds = f +

∫ t

0
L(Qsf) ds.

证明。设 f ∈ D(L)。对每个 t ≥ 0，

ε−1(Qt+εf −Qtf) = Qt
(
ε−1(Qεf − f)

)
−−→
ε↓0

Qt(Lf).

而且，前面的收敛关于 t ∈ R+ 一致。这说明，对每个 x ∈ E，函数 t 7→ Qtf(x) 在 R+ 上可微，其
导数为连续函数 t 7→ Qt(Lf)(x)。由微积分基本定理以及命题 6.10，得到所需公式。 □
下面的命题利用预解算子 Rλ 刻画定义域 D(L)。

命题 6.12。 设 λ > 0。
(i) 对每个 g ∈ C0(E)，都有 Rλg ∈ D(L)，并且

(λ− L)Rλg = g;

(ii) 若 f ∈ D(L)，则
Rλ(λ− L)f = f.

因此 D(L) = R，并且算子

Rλ : C0(E) −→ R, λ− L : D(L) −→ C0(E)

互为逆算子。

证明。先证 (i)。若 g ∈ C0(E)，则对每个 ε > 0，

ε−1(QεRλg −Rλg) = ε−1

(∫ ∞

0
e−λtQε+tg dt−

∫ ∞

0
e−λtQtg dt

)
= ε−1(1− e−λε)

∫ ∞

0
e−λtQε+tg dt− ε−1

∫ ε

0
e−λtQtg dt

−−→
ε↓0

λRλg − g 于C0(E).

这里用了 Feller 半群定义的性质 (ii)，以及由该性质推出的映射 t 7→ Qtg 从 R+ 到 C0(E) 的连续
性。因此 Rλg ∈ D(L)，且 L(Rλg) = λRλg − g。

再证 (ii)。若 f ∈ D(L)，由命题 6.11，

Qtf = f +

∫ t

0
Qs(Lf) ds.

于是，对每个 x ∈ E，∫ ∞

0
e−λtQtf(x) dt =

f(x)

λ
+

∫ ∞

0
e−λt

(∫ t

0
Qs(Lf)(x) ds

)
dt

=
f(x)

λ
+

∫ ∞

0

e−λs

λ
Qs(Lf)(x) ds.

因此
λRλf = f +RλLf,
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这正给出 (ii)。
最后，(i) 说明 R ⊂ D(L)，(ii) 给出反向包含；而 (i)、(ii) 中的恒等式同时说明 Rλ 与 λ− L

互为逆算子。 □

推论 6.13。 半群 (Qt)t≥0 由其生成元 L 唯一确定；这里生成元的数据也包括定义域 D(L)。

证明。设 f ∈ C0(E) 非负。函数 Rλf 是 D(L) 中满足

(λ− L)Rλf = f

的唯一元素。另一方面，对每个 λ > 0，知道

Rλf(x) =

∫ ∞

0
e−λtQtf(x) dt

就由 Laplace 变换的唯一性确定了连续函数 t 7→ Qtf(x)。最后注意，算子 Qt 由它在所有非负函
数 f ∈ C0(E) 上的取值唯一确定。 □

例。容易验证，实布朗运动的半群 (Qt)t≥0 是 Feller 半群。下面计算其生成元 L。前面已经得
到：对每个 λ > 0 及 f ∈ C0(R)，

Rλf(x) =

∫
R

1√
2λ

exp
(
−
√
2λ |y − x|

)
f(y) dy.

若 h ∈ D(L)，则存在 f ∈ C0(R) 使 h = Rλf。取 λ = 1
2，便有

h(x) =

∫
R
e−|y−x|f(y) dy.

在积分号下求导（其严格论证留给读者），得到 h 在 R 上可微，且

h′(x) =

∫
R

sgn(y − x)e−|y−x|f(y) dy,

其中
sgn(z) = 1{z>0} − 1{z<0};

sgn(0) 的取值无关紧要。再证明 h′ 在 R 上可微。若 x > x0，则

h′(x)− h′(x0) =

∫ x

x0

(
−e−|y−x| − e−|y−x0|)f(y) dy

+

∫
R\[x0,x]

sgn(y − x0)
(
e−|y−x| − e−|y−x0|)f(y) dy.

由此可得
h′(x)− h′(x0)

x− x0
−−−→
x↓x0

−2f(x0) + h(x0).

当 x ↑ x0 时得到同一极限，所以 h 二阶可微，并且

h′′ = −2f + h.

另一方面，因 h = R1/2f，命题 6.12 给出(
1

2
− L

)
h = f,
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从而

Lh = −f +
1

2
h =

1

2
h′′.

综上，已经得到
D(L) ⊂ {h ∈ C2(R) : h 与h′′ 都属于C0(R)},

并且对 h ∈ D(L)，有 Lh = 1
2h

′′。
事实上，上面的包含关系是等式。若 g 二阶可微，并且 g, g′′ ∈ C0(R)，令

f =
1

2
(g − g′′) ∈ C0(R), h = R1/2f ∈ D(L).

由前面的论证，h 二阶可微且 h′′ = −2f + h，故

(h− g)′′ = h− g.

函数 h− g 属于 C0(R)，因而只能恒等于零。于是 g = h ∈ D(L)。

注。 一般来说，要确定生成元的精确定义域非常困难。下面的定理常常使我们能够借助与半
群为 (Qt)t≥0 的马尔可夫过程相联系的鞅，识别生成元定义域中的元素。

仍考虑一般的 Feller 半群 (Qt)t≥0。假设在某个概率空间上，对每个 x ∈ E，都给定一个关于
滤过 (Ft)t≥0、半群为 (Qt)t≥0 的马尔可夫过程 (Xx

t )t≥0，并且

P (Xx
0 = x) = 1.

为使下面出现的积分有意义，还假设 (Xx
t )t≥0 的样本路径右连续且有左极限（càdlàg）。下一节将

说明，这一假设并不构成实质限制。

定理 6.14。 设 h, g ∈ C0(E)。下列两个条件等价：
(i) h ∈ D(L)，且 Lh = g；
(ii) 对每个 x ∈ E，过程

h(Xx
t )−

∫ t

0
g(Xx

s ) ds

关于滤过 (Ft) 是鞅。

证明。先证 (i) 推出 (ii)。设 h ∈ D(L) 且 g = Lh。由命题 6.11，对每个 s ≥ 0，

Qsh = h+

∫ s

0
Qrg dr.

于是，对 s, t ≥ 0，

E[h(Xx
t+s) | Ft] = Qsh(X

x
t ) = h(Xx

t ) +

∫ s

0
Qrg(X

x
t ) dr.

另一方面，

E

[∫ t+s

t
g(Xx

r ) dr

∣∣∣∣Ft] = ∫ t+s

t
E[g(Xx

r ) | Ft] dr

=

∫ t+s

t
Qr−tg(X

x
t ) dr =

∫ s

0
Qrg(X

x
t ) dr.

第一行交换条件期望与积分，可以直接用条件期望的刻画性质说明其合理性。结合最后两个等式，
得到

E

[
h(Xx

t+s)−
∫ t+s

0
g(Xx

r ) dr

∣∣∣∣Ft] = h(Xx
t )−

∫ t

0
g(Xx

r ) dr,
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这就是 (ii)。
反过来，假设 (ii) 成立。则对每个 t ≥ 0，

E

[
h(Xx

t )−
∫ t

0
g(Xx

r ) dr

]
= h(x).

另一方面，由马尔可夫过程的定义，左端等于

Qth(x)−
∫ t

0
Qrg(x) dr.

因此
Qth− h

t
=

1

t

∫ t

0
Qrg dr −−→

t↓0
g 于C0(E),

这里使用了 Feller 半群定义的性质 (ii)。所以 h ∈ D(L)，且 Lh = g。 □

例。 对 d 维布朗运动，Itô 公式说明：若 h ∈ C2(Rd)，则

h(Xt)−
1

2

∫ t

0
∆h(Xs) ds

是连续局部鞅。若进一步假设 h,∆h ∈ C0(Rd)（因而二者有界），这个连续局部鞅就是鞅。于
是由定理 6.14，

h ∈ D(L), Lh =
1

2
∆h.

回顾一下：当 d = 1 时，我们已经通过直接计算 L 得到了这一结论；事实上，那里的结论更
精确，因为此处只能断言

D(L) ⊃ {h ∈ C2(Rd) : h 与∆h 都属于C0(Rd)},

而 d = 1 时等号成立。

6.3 样本路径的正则性

本节的目标是说明：可以把 Feller 过程构造得具有右连续且有左极限的样本路径。设 (Qt)t≥0

是拓扑空间 E 上的 Feller 半群；与上一节一样，假设 E 可度量、局部紧且 σ-紧。

定理 6.15。设 (Xt)t≥0是关于滤过 (Ft)t∈[0,∞]、半群为 (Qt)t≥0的马尔可夫过程。令 F̃∞ = F∞，
并对每个 t ≥ 0 定义

F̃t = Ft+ ∨ σ(N ),

其中 N 表示所有 F∞-可测零概率集合组成的类。
则 (Xt)t≥0 有一个适应于滤过 (F̃t)的 càdlàg修正 (X̃t)t≥0。此外，(X̃t)t≥0 关于滤过 (F̃t)t∈[0,∞]

仍是半群为 (Qt)t≥0 的马尔可夫过程。

注。 滤过 (F̃t) 是右连续的，因为 (Ft+) 右连续，而加入零集类 N 后仍保持右连续性。

证明。令
E∆ = E ∪ {∆}

为 E 的 Alexandroff 单点紧化，即给 E 添加一个无穷远点 ∆；按定义，∆ 的邻域就是 E 中紧集
的补集。约定把每个 f ∈ C0(E) 延拓为 E∆ 上的连续函数，并令 f(∆) = 0。
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以 C+
0 (E) 表示 C0(E) 中所有非负函数组成的集合。可以在 C+

0 (E) 中找到一列函数 (fn)n≥0，
它能够分离 E∆ 中的点：若 x, y ∈ E∆ 且 x 6= y，则存在整数 n 使 fn(x) 6= fn(y)。于是

H = {Rpfn : p ≥ 1, n ≥ 0}

也是 C+
0 (E) 的一个可数子集，并且能够分离 E∆ 中的点。这里使用了

‖pRpf − f‖ −→ 0 (p→ ∞).

若 h ∈ H，引理 6.6 说明，存在整数 p ≥ 1，使

e−pth(Xt)

是上鞅。取 R+ 的一个可数稠密子集 D。由定理 3.17 (i)，在某个 F∞-可测零概率事件 Nh 之外，
对每个 t ∈ R+，极限

lim
s↓t
s∈D

h(Xs), lim
s↑t
s∈D

h(Xs)

同时存在；第二个极限只在 t > 0 时考虑。事实上，与定理 3.17 的证明相同，可以把 N c
h 定义为

所有满足下述性质的 ω ∈ Ω 组成的集合：对每个有理数 a < b，函数

D 3 s 7−→ e−psh(Xs)

在任意有限时间区间内对区间 [a, b] 只有有限次上穿。令

N =
⋃
h∈H

Nh,

则仍有 N ∈ N。

若 ω /∈ N，则对每个 t ≥ 0，极限

lim
s↓t
s∈D

Xs(ω), lim
s↑t
s∈D

Xs(ω)

都在 E∆ 中存在；第二个极限仍只在 t > 0 时考虑。事实上，由紧性至少存在聚点；若在 s ↓ t 时
Xs(ω) 有两个不同的聚点，就可取一个 h ∈ H 分离这两个点，从而与 h(Xs) 的极限存在相矛盾。
左极限同理。因此，对每个 ω /∈ N 及 t ≥ 0，可定义

X̃t(ω) = lim
s↓t
s∈D

Xs(ω).

若 ω ∈ N，则对所有 t ≥ 0 令 X̃t(ω) = x0，其中 x0 是 E 中预先固定的一点。于是，对每个 t ≥ 0，
X̃t 是取值于 E∆ 的 F̃t-可测随机变量。此外，由引理 3.16，对每个 ω ∈ Ω，映射 t 7→ X̃t(ω) 作为
E∆-值映射是 càdlàg 的。具体地说，该引理说明，对每个 h ∈ H，函数 t 7→ h(X̃t(ω)) 都是 càdlàg
的；由于 H 能够分离 E∆ 中的点，这已经足够。

下面证明：对每个固定的 t ≥ 0，

P (Xt = X̃t) = 1.

取 f, g ∈ C0(E)，并取 D 中严格递减到 t 的序列 (tn)。则

E[f(Xt)g(X̃t)] = lim
n→∞

E[f(Xt)g(Xtn)]

= lim
n→∞

E[f(Xt)Qtn−tg(Xt)]

= E[f(Xt)g(Xt)],
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因为由 Feller 半群的定义，
Qtn−tg −→ g 于C0(E).

上述等式说明，随机向量 (Xt, X̃t) 与 (Xt, Xt) 具有相同分布，所以 P (Xt = X̃t) = 1。

接着验证 (X̃t)t≥0 关于滤过 (F̃t) 是半群为 (Qt) 的马尔可夫过程。只需证明：对每个 s ≥ 0、
t > 0、A ∈ F̃s 及 f ∈ C0(E)，

E[1Af(X̃s+t)] = E[1AQtf(X̃s)].

由于 X̃s = Xs 及 X̃s+t = Xs+t 几乎处处成立，这等价于

E[1Af(Xs+t)] = E[1AQtf(Xs)].

集合 A 几乎处处等于 Fs+ 中的某个集合，故不妨设 A ∈ Fs+。取 D 中递减到 s 的序列 (sn)，于
是对每个 n，都有 A ∈ Fsn。当 sn ≤ s+ t 时，由马尔可夫性质，

E[1Af(Xs+t)] = E[1AE[f(Xs+t) | Fsn ]]
= E[1AQs+t−snf(Xsn)].

由 Feller 半群的性质，
Qs+t−snf −→ Qtf

一致收敛；而且 Xsn = X̃sn 几乎处处成立，并且

Xsn −→ X̃s = Xs 几乎处处.

令 n→ ∞，便得到所需结论。

还需验证样本路径 t 7→ X̃t(ω) 作为 E-值映射而不只是 E∆-值映射是 càdlàg 的。虽然已经知
道，对每个固定的 t ≥ 0，X̃t = Xt 几乎处处，因而以概率 1 属于 E，但这并不能保证整条样本路
径及其左极限都留在 E 中。

取 g ∈ C+
0 (E)，使得对每个 x ∈ E 都有 g(x) > 0。函数

h = R1g

也具有同样的性质。对每个 t ≥ 0，令

Yt = e−th(X̃t).

由引理 6.6，(Yt)t≥0 关于滤过 (F̃t) 是非负上鞅。此外，(Yt) 的样本路径是 càdlàg 的；这里仍按约
定令 h(∆) = 0。

对每个整数 n ≥ 1，令
T(n) = inf{t ≥ 0 : Yt < 1/n}.

于是 T(n) 是滤过 (F̃t)的停时。事实上，T(n) 是适应 càdlàg过程首次到达开集的时刻，而滤过 (F̃t)
右连续，所以可以应用命题 3.9。因而

T = lim
n→∞

↑ T(n)

也是停时。只要证明
P (T <∞) = 0,

所需结论便成立。事实上，对每个 t ∈ [0, T(n))，显然有 X̃t ∈ E 且 X̃t− ∈ E；而在零概率事件
{T <∞} ∈ N 上，可以把所有 t ≥ 0 的 X̃t(ω) 重新定义为 x0。
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为验证 P (T <∞) = 0，对上鞅 Z = Y 以及停时

U = T(n), V = T + q

应用定理 3.25 及其后的注，其中 q > 0 是有理数。得到

E[YT+q1{T<∞}] ≤ E[YT(n)
1{T(n)<∞}] ≤

1

n
.

令 n→ ∞，便有
E[YT+q1{T<∞}] = 0,

从而在 {T <∞} 上，YT+q = 0 几乎处处。再利用 Y 的样本路径右连续，得到：在 {T <∞} 上，
几乎处处有

Yt = 0, t ∈ [T,∞).

但另一方面，对每个整数 k ≥ 0，由于 X̃k ∈ E 几乎处处，故

Yk = e−kh(X̃k) > 0 几乎处处.

这就推出 P (T <∞) = 0。 □

注。 略作修改，前面的证明也适用于下面这种设置。设给定过程 (Xt)t≥0 和一族概率测度
(Px)x∈E，使得在 Px 下，(Xt)t≥0 是关于滤过 (Ft)t∈[0,∞]、半群为 (Qt)t≥0 的马尔可夫过程，且
Px(X0 = x) = 1。第 6.1 节已经说明：若从半群 (Qt) 出发，利用 Kolmogorov 扩张定理在空
间 Ω⋆ = ER+ 上构造测度 Px，那么典范过程 (Xt) 就满足这些性质。
在这一设置下，可定义滤过 (F̃t)t∈[0,∞]：

F̃t = Ft+ ∨ σ(N ′),

其中 N ′ 表示所有对每个 x ∈ E 都具有零 Px-概率的 F∞-可测集合组成的类。沿用前面证明中
的论证，可以构造一个适应于 (F̃t)、具有 càdlàg样本路径的过程 (X̃t)t≥0，使得对每个 x ∈ E，

Px(X̃t = Xt) = 1, t ≥ 0.

并且在 Px 下，(X̃t)t≥0 关于滤过 (F̃t)t∈[0,∞] 是半群为 (Qt) 的马尔可夫过程，且

Px(X̃0 = x) = 1.

6.4 强马尔可夫性质

本节前半部分回到第 6.1 节的一般框架：(Qt)t≥0 是 E 上不一定为 Feller 的转移半群。这里假
设 E 是度量空间并赋予其 Borel σ-代数；还假设对每个 x ∈ E，都能构造一个半群为 (Qt)t≥0 的
马尔可夫过程 (Xx

t )t≥0，使得 Xx
0 = x 几乎处处，并且 Xx 的样本路径是 càdlàg 的。当 (Qt) 是

Feller 半群时，这种过程的存在性由推论 6.4 和定理 6.15 得到。
以 D(E) 表示所有 càdlàg 路径

f : R+ −→ E

组成的空间，并赋予由坐标映射 f 7→ f(t) 生成的 σ-代数 D。对每个 x ∈ E，以 Px 表示 D(E) 上
的概率测度，它是随机路径 (Xx

t )t≥0 的分布。注意，Px 不依赖于 Xx 的具体选取，也不依赖于承
载 Xx 的概率空间：这是因为马尔可夫过程的有限维边缘分布由其半群和初始分布唯一确定。

先给出简单马尔可夫性质的一个版本，它只是马尔可夫过程定义的直接推广。下文用 Ex 表示
关于 Px 的期望。
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定理 6.16（简单马尔可夫性质）。 设 (Yt)t≥0 是关于滤过 (Ft)t≥0、半群为 (Qt)t≥0 的马尔可
夫过程，并假设 Y 的样本路径是 càdlàg 的。设 s ≥ 0，并令

Φ : D(E) −→ R+

为可测函数。则
E
[
Φ
(
(Ys+t)t≥0

) ∣∣Fs] = EYs [Φ].

注。 上式右端是 Ys 与映射 y 7→ Ey[Φ] 的复合。为验证后一映射可测，只需考虑 Φ = 1A、
A ∈ D 的情形。当 A 只依赖有限个坐标时，有显式公式；再应用单调类引理即可完成论证。

证明。与上面的注相同，只需考虑 Φ = 1A，其中

A = {f ∈ D(E) : f(t1) ∈ B1, . . . , f(tp) ∈ Bp},

0 ≤ t1 < t2 < · · · < tp,

而 B1, . . . , Bp 是 E 的可测子集。此时要验证

P (Ys+t1 ∈ B1, . . . , Ys+tp ∈ Bp | Fs)

=

∫
B1

Qt1(Ys, dx1)

∫
B2

Qt2−t1(x1, dx2) · · ·
∫
Bp

Qtp−tp−1(xp−1, dxp).

更一般地，若 φ1, . . . , φp ∈ B(E)，则

E[φ1(Ys+t1) · · ·φp(Ys+tp) | Fs]

=

∫
E
Qt1(Ys, dx1)φ1(x1)

∫
E
Qt2−t1(x1, dx2)φ2(x2) · · ·

×
∫
E
Qtp−tp−1(xp−1, dxp)φp(xp).

当 p = 1 时，这就是马尔可夫过程的定义。一般情形对 p 归纳。事实上，

E[φ1(Ys+t1) · · ·φp(Ys+tp) | Fs]
= E

[
φ1(Ys+t1) · · ·φp−1(Ys+tp−1)E[φp(Ys+tp) | Fs+tp−1 ]

∣∣Fs]
= E

[
φ1(Ys+t1) · · ·φp−1(Ys+tp−1)Qtp−tp−1φp(Ys+tp−1)

∣∣Fs] ,
所需结论随即由归纳假设得到。 □

现在讨论强马尔可夫性质。

定理 6.17（强马尔可夫性质）。保留定理 6.16 的假设，并进一步假设 (Qt)t≥0 是 Feller 半群；
特别地，E 可度量、局部紧且 σ-紧。设 T 是滤过 (Ft+) 的停时，并令

Φ : D(E) −→ R+

为可测函数。则
E
[
1{T<∞}Φ

(
(YT+t)t≥0

) ∣∣FT ] = 1{T<∞}EYT [Φ].

校订注。 英文原文在结论前多出“对每个 x ∈ E”一句，但本定理中的过程 Y 已在给定概率
空间上固定，结论也不含自由变量 x；该短语在此没有数学含义，故删去。
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注。 这里允许 T 是 (Ft+) 的停时，这比要求 T 是 (Ft) 的停时稍微一般一些。

证明。先注意，上式右端是 FT -可测的：在 {T <∞} 上，映射 ω 7→ YT (ω) 是 FT -可测的（定
理 3.7），而函数 y 7→ Ey[Φ] 可测。因此，只需对固定的 A ∈ FT 证明

E
[
1A∩{T<∞}Φ

(
(YT+t)t≥0

)]
= E[1A∩{T<∞}EYT [Φ]].

与上面一样，可以只考虑

Φ(f) = φ1(f(t1)) · · ·φp(f(tp)),

其中
0 ≤ t1 < t2 < · · · < tp, φ1, . . . , φp ∈ B(E).

事实上，只需证明 p = 1 的情形。若该情形成立，就可归纳写成

E[1A∩{T<∞}φ1(YT+t1) · · ·φp(YT+tp)]
= E

[
1A∩{T<∞}φ1(YT+t1) · · ·φp−1(YT+tp−1)E[φp(YT+tp) | FT+tp−1 ]

]
= E[1A∩{T<∞}φ1(YT+t1) · · ·φp−1(YT+tp−1)Qtp−tp−1φp(YT+tp−1)].

因此，固定 t ≥ 0 和 φ ∈ B(E)，目标是证明

E[1A∩{T<∞}φ(YT+t)] = E[1A∩{T<∞}Qtφ(YT )].

可以假设 φ ∈ C0(E)，因为有限测度由它在 C0(E) 中函数上的积分唯一确定。

在事件 {T <∞} 上，以 [T ]n 表示严格大于 T 的、形如 i2−n（i ∈ Z+）的最小实数。于是

E[1A∩{T<∞}φ(YT+t)] = lim
n→∞

E[1A∩{T<∞}φ(Y[T ]n+t)]

= lim
n→∞

∞∑
i=1

E[1A∩{(i−1)2−n≤T<i2−n}φ(Yi2−n+t)]

= lim
n→∞

∞∑
i=1

E[1A∩{(i−1)2−n≤T<i2−n}Qtφ(Yi2−n)]

= lim
n→∞

E[1A∩{T<∞}Qtφ(Y[T ]n)]

= E[1A∩{T<∞}Qtφ(YT )].

第一个和最后一个等式使用了样本路径的右连续性。第三个等式中，事件

A ∩ {(i− 1)2−n ≤ T < i2−n}

属于 Fi2−n：这是因为 A ∈ FT，而 T 是滤过 (Ft+) 的停时（使用命题 3.6）。最后也是最关键的一
点是，末行还用到 Qtφ 连续；这来自 φ ∈ C0(E) 以及半群的 Feller 性质。 □

注。 在一维布朗运动这一特殊情形，定理 6.17 与第 2 章的定理 2.20 本质等价。定理 2.20 的
表述看起来不同，是因为布朗运动具有平稳且独立的增量，而这一性质在这里的一般框架中当
然不再成立。即使对布朗运动，定理 6.17 的表述在许多场合也更合适；下一章命题 7.7 (ii) 的
证明就是一个有说服力的例子。
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6.5 三类重要的 Feller 过程

6.5.1 有限状态空间上的跳过程

本小节假设状态空间 E 有限，并赋予离散拓扑。注意，每个 càdlàg 函数 f ∈ D(E) 必须具
有如下形式：存在 t1 ∈ (0,∞]，使得对所有 t ∈ [0, t1)，都有 f(t) = f(0)；若 t1 < ∞，则存在
t2 ∈ (t1,∞]，使得对所有 t ∈ [t1, t2)，都有

f(t) = f(t1) 6= f(0),

依此类推。

t

E

x

XT1

XT2

XT3

T1 T2 T3

图 6.1: Px 下跳过程 X 的一条样本路径

考虑 E 上的一个 Feller 半群 (Qt)t≥0。由第 6.3 节末尾的注，可以在一个配备右连续滤过
(Ft)t∈[0,∞] 的概率空间 Ω 上，构造一族概率测度 (Px)x∈E 和一个具有 càdlàg 样本路径的过程
(Xt)t≥0，使得在 Px 下，X 关于滤过 (Ft) 是半群为 (Qt) 的马尔可夫过程，且 Px(X0 = x) = 1。与
前面一样，Ex 表示关于 Px 的期望。

由于 X 的样本路径是 càdlàg 的，对每个 ω ∈ Ω，都存在一个序列

T0(ω) = 0 < T1(ω) ≤ T2(ω) ≤ T3(ω) ≤ · · · ≤ ∞,

使得对每个 t ∈ [0, T1(ω))，都有 Xt(ω) = X0(ω)；并且对每个整数 i ≥ 1，若 Ti(ω) <∞，则

Ti(ω) < Ti+1(ω), XTi(ω)(ω) 6= XTi−1(ω)(ω),

且对每个 t ∈ [Ti(ω), Ti+1(ω))，
Xt(ω) = XTi(ω)(ω).

此外，当 n→ ∞ 时，Tn(ω) ↑ ∞。见图 6.1。
不难验证 T0, T1, T2, . . . 都是停时。例如，

{T1 < t} =
⋃

q∈[0,t)∩Q

{Xq 6= X0} ∈ Ft.

回顾：若正随机变量 U 满足

P (U > r) = e−λr, r ≥ 0,

则称 U 服从参数为 λ > 0 的指数分布。下文约定：参数为 0 的指数随机变量几乎处处等于 +∞。
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引理 6.18。 设 x ∈ E。存在实数 q(x) ≥ 0，使得在 Px 下，随机变量 T1 服从参数为 q(x) 的
指数分布。此外，若 q(x) > 0，则在 Px 下，T1 与 XT1 相互独立。

证明。设 s, t ≥ 0。有

Px(T1 > s+ t) = Ex[1{T1>s}Φ((Xs+r)r≥0)],

其中，对 f ∈ D(E)，
Φ(f) = 1{f(r)=f(0), ∀r∈[0,t]}.

由简单马尔可夫性质（定理 6.16），

Px(T1 > s+ t) = Ex[1{T1>s}EXs [Φ((Xr)r≥0)]]

= Ex[1{T1>s}Px(T1 > t)]

= Px(T1 > s)Px(T1 > t).

这说明 T1 在 Px 下服从某个参数为 q(x) ≥ 0 的指数分布。

再设 q(x) > 0，于是 T1 <∞ 在 Px 下几乎处处成立。对每个 t ≥ 0 及 y ∈ E，

Px(T1 > t,XT1 = y) = Ex[1{T1>t}Ψ((Xt+r)r≥0)],

其中，对 f ∈ D(E)，若 f 为常值函数，就令 Ψ(f) = 0；否则令

Ψ(f) = 1{ξ1(f)=y},

ξ1(f) 表示 f 第一次跳跃后的取值。再次使用简单马尔可夫性质，

Px(T1 > t,XT1 = y) = Ex[1{T1>t}EXt [Ψ((Xr)r≥0)]]

= Ex[1{T1>t}Px(XT1 = y)]

= Px(T1 > t)Px(XT1 = y),

这就给出所需的独立性。 □
满足 q(x) = 0 的点 x 是该马尔可夫过程的吸收态，即

Px(Xt = x, ∀t ≥ 0) = 1.

对每个满足 q(x) > 0 的 x ∈ E 以及每个 y ∈ E，令

Π(x, y) = Px(XT1 = y).

于是 Π(x, ·) 是 E 上的概率测度，并且 Π(x, x) = 0。

命题 6.19。 设 L 是 (Qt)t≥0 的生成元。则

D(L) = C0(E) = B(E).

对每个 φ ∈ B(E) 及 x ∈ E，有：
• 若 q(x) = 0，则 Lφ(x) = 0；
• 若 q(x) > 0，则

Lφ(x) = q(x)
∑
y∈E
y ̸=x

Π(x, y)
(
φ(y)− φ(x)

)
=
∑
y∈E

L(x, y)φ(y),
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其中

L(x, y) =

q(x)Π(x, y), y 6= x,

−q(x), y = x.

证明。取 φ ∈ B(E) 和 x ∈ E。若 q(x) = 0，显然 Qtφ(x) = φ(x)，从而

lim
t↓0

Qtφ(x)− φ(x)

t
= 0.

以下设 q(x) > 0。先观察到，当 t→ 0 时，

Px(T2 ≤ t) = O(t2). (6.1)

事实上，在停时 T1 处使用强马尔可夫性质，

Px(T2 ≤ t) ≤ Px(T1 ≤ t, T2 ≤ T1 + t)

= Ex[1{T1≤t}PXT1
(T1 ≤ t)].

并且
PXT1

(T1 ≤ t) ≤ sup
y∈E

Py(T1 ≤ t) ≤ t sup
y∈E

q(y).

再结合 Px(T1 ≤ t) ≤ q(x)t，便得到 (6.1)。
由 (6.1)、T1 与 XT1 的独立性以及 Π(x, y) 的定义，

Qtφ(x) = Ex[φ(Xt)]

= Ex[φ(Xt)1{t<T1}] + Ex[φ(XT1)1{T1≤t}] +O(t2)

= φ(x)e−q(x)t + (1− e−q(x)t)
∑
y∈E
y ̸=x

Π(x, y)φ(y) +O(t2).

因此
Qtφ(x)− φ(x)

t
−−→
t↓0

−q(x)φ(x) + q(x)
∑
y∈E
y ̸=x

Π(x, y)φ(y).

由于 E 有限，上述收敛关于 x ∈ E 一致，故它是在 C0(E) 中的收敛，这就完成了证明。 □
特别地，取 φ = 1{y}。当 y 6= x 时，

L(x, y) =
d

dt
Px(Xt = y)

∣∣∣∣
t=0

,

所以 L(x, y) 可以解释为从 x 跳到 y 的瞬时转移率。

下面的命题完整描述 Px 下 X 的样本路径。为简化表述，假设没有吸收态；读者不难把结论
推广到一般情形。

命题 6.20。 假设对每个 y ∈ E，都有 q(y) > 0。设 x ∈ E。则在 Px 下几乎处处，跳跃时刻

T1 < T2 < T3 < · · ·

全都有限，而且序列
X0, XT1 , XT2 , . . .

156



布朗运动、鞅与随机微积分｜中文讲义 第六章 马尔可夫过程的一般理论

在 Px 下是从 x 出发、转移核为 Π 的离散时间马尔可夫链。此外，在给定 (X0, XT1 , XT2 , . . .)

的条件下，随机变量
T1 − T0, T2 − T1, . . .

相互独立；并且对每个整数 i ≥ 0，Ti+1 − Ti 的条件分布是参数为 q(XTi) 的指数分布。

证明。应用强马尔可夫性质可知，所有停时 T1, T2, . . . 在 Px 下几乎处处有限。取 y, z ∈ E 及
f1, f2 ∈ B(R+)。在停时 T1 处使用强马尔可夫性质，得到

Ex[1{XT1
=y}f1(T1)1{XT2

=z}f2(T2 − T1)]

= Ex[1{XT1
=y}f1(T1)EXT1

[1{XT1
=z}f2(T1)]]

= Π(x, y)Π(y, z)

(∫ ∞

0
q(x)e−q(x)s1f1(s1) ds1

)(∫ ∞

0
q(y)e−q(y)s2f2(s2) ds2

)
.

归纳可得：对每个 y1, . . . , yp ∈ E 及 f1, . . . , fp ∈ B(R+)，

Ex

[
p∏
i=1

1{XTi
=yi} f1(T1)f2(T2 − T1) · · · fp(Tp − Tp−1)

]
= Π(x, y1)Π(y1, y2) · · ·Π(yp−1, yp)

×
p∏
i=1

(∫ ∞

0
q(yi−1)e

−q(yi−1)sfi(s) ds

)
,

其中约定 y0 = x。命题的各项结论立即得到。 □

校订注。 英文原文在命题 6.20 证明的两个积分公式中漏写了指数分布密度的因子 q(x)、q(y)
（一般式中为 q(yi−1)）。若缺少这些因子，令 fi ≡ 1 时右端不能归一化为概率；上文已补入。

跳过程在应用概率的许多模型中都很重要，尤其是在可靠性理论和排队论中。在这些应用里，
通常从过程的转移率出发。因此，一个重要问题是：给定一族非负实数 (q(x))x∈E，并且对每个满
足 q(x) > 0 的 x，给定 E 上的概率测度 Π(x, ·)，且 Π(x, x) = 0，是否存在相应的 Feller 半群
(Qt)t≥0，从而存在相应的马尔可夫过程？答案是肯定的，可以给出两种论证。

• 概率方法。利用命题 6.20 的描述（或它在存在吸收态时的推广），从任意 x ∈ E 出发构造过
程 (Xt)t≥0，再由

Qtφ(x) = Ex[φ(Xt)]

定义半群 (Qt)t≥0。
• 解析方法。 用命题 6.19 的公式定义生成元 L。若半群 (Qt) 存在，由命题 6.11，它必须满足
微分方程

d

dt
Qt(x, y) = (QtL)(x, y).

这导出
Qt = exp(tL),

这里右端是矩阵指数。若 λ > 0 足够大，则 λI + L 的所有矩阵元非负。由

exp(tL) = e−λt exp
(
t(λI + L)

)
立即看出 Qt 的所有矩阵元非负。以 1 表示向量 (1, 1, . . . , 1)，由 L1 = 0 得 Qt1 = 1，所以
(Qt(x, ·))x∈E 定义了转移核。最后，

exp((s+ t)L) = exp(sL) exp(tL)
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给出 Chapman–Kolmogorov 性质。因此 (Qt)t≥0 是 E 上的转移半群，其 Feller 性质也显然
成立。

前面的许多结果都能推广到可数状态空间 E 上的 Feller 马尔可夫过程。不过，给定转移率后
过程的存在性会遇到一些困难。事实上，若从命题 6.20 的概率描述出发，就必须排除跳跃在有限
时间区间内聚集的可能；当转移率族

(q(y) : y ∈ E)

无界时，这种现象可能发生。当然，当 E 有限时不会出现这一问题。

6.5.2 Lévy 过程

考虑满足下列三个假设的实值过程 (Yt)t≥0：

(i) Y0 = 0 几乎处处；
(ii) 对每个 0 ≤ s ≤ t，随机变量 Yt − Ys 与 (Yr : 0 ≤ r ≤ s) 独立，并且与 Yt−s 同分布；
(iii) 当 t ↓ 0 时，Yt 依概率收敛到 0。

两个特殊例子是从 0 出发的实布朗运动，以及实布朗运动到达各水平的时刻所组成的过程 (Ta)a≥0

（参见练习 2.26）。
注意，这里没有假设 Y 的样本路径是 càdlàg 的，而只作了较弱的正则性假设 (iii)。前面建立

的理论将使我们能够找到 Y 的一个 càdlàg 修正。
对每个 t ≥ 0，把 Yt 的分布记为 Qt(0, dy)；对每个 x ∈ R，令 Qt(x, dy) 为 Qt(0, dy) 在平移

y 7−→ x+ y

下的像测度。

命题 6.21。 (Qt)t≥0 是 R 上的 Feller 半群。此外，(Yt)t≥0 是半群为 (Qt)t≥0 的马尔可夫过程。

证明。先证明 (Qt)t≥0 是转移半群。设 φ ∈ B(R)、s, t ≥ 0 且 x ∈ R。性质 (ii) 说明，随机向量

(Yt, Yt+s − Yt)

的分布是乘积概率测度 Qt(0, ·)⊗Qs(0, ·)。因此∫
R
Qt(x, dy)

∫
R
Qs(y, dz)φ(z)

=

∫
R
Qt(0, dy)

∫
R
Qs(0, dz)φ(x+ y + z)

= E[φ(x+ Yt + (Yt+s − Yt))]

= E[φ(x+ Yt+s)]

=

∫
R
Qt+s(x, dz)φ(z),

这就给出 Chapman–Kolmogorov 关系。还应验证映射

(t, x) 7−→ Qt(x,A)

的可测性；这可由下面为验证 Feller 性质而建立的更强连续性得到。
先验证 Feller 半群定义中的性质 (i)。若 φ ∈ C0(R)，则由控制收敛定理，映射

x 7−→ Qtφ(x) = E[φ(x+ Yt)]
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连续；再次使用控制收敛定理，有

E[φ(x+ Yt)] −→ 0 (|x| → ∞).

所以 Qtφ ∈ C0(R)。其次，由性质 (iii)，

Qtφ(x) = E[φ(x+ Yt)] −−→
t↓0

φ(x).

φ 的一致连续性还说明，这一收敛关于 x 一致。于是命题的第一个结论得证。

为证明第二个结论，对每个 s, t ≥ 0 及 φ ∈ B(R)，由性质 (ii) 以及 Qt(0, ·) 的定义，

E[φ(Ys+t) | Yr, 0 ≤ r ≤ s] = E[φ(Ys + (Ys+t − Ys)) | Yr, 0 ≤ r ≤ s]

=

∫
R
φ(Ys + y)Qt(0, dy)

=

∫
R
φ(y)Qt(Ys, dy).

这正是马尔可夫性质。 □
由定理 6.15，(Yt)t≥0 存在一个具有 càdlàg 样本路径的修正。显然，这一修正仍满足性质 (i)、

(ii)。
所谓 Lévy 过程，就是满足上面性质 (i)、(ii) 并具有 càdlàg 样本路径的过程；后一个条件蕴

含性质 (iii)。关于 Lévy 过程理论的完整论述，可参见 [3]。

6.5.3 连续状态分枝过程

取值于 E = R+ 的马尔可夫过程 (Xt)t≥0，若其半群 (Qt)t≥0 满足：对每个 x, y ∈ R+ 及 t ≥ 0，

Qt(x, ·) ∗Qt(y, ·) = Qt(x+ y, ·),

就称为连续状态分枝过程。这里 µ ∗ ν 表示 R+ 上概率测度 µ, ν 的卷积。注意，这一性质蕴含

Qt(0, ·) = δ0, t ≥ 0.

练习。 设 X 与 X ′ 是两个相互独立、具有同一半群 (Qt)t≥0 的连续状态分枝过程。验证
(Xt + X ′

t)t≥0 也是半群为 (Qt)t≥0 的马尔可夫过程。这就是所谓的分枝性质；可与离散时间
Galton–Watson 过程比较。

固定一个连续状态分枝过程的半群 (Qt)t≥0，并假设：

(i) 对每个 x > 0 及 t > 0，
Qt(x, {0}) < 1;

(ii) 当 t→ 0 时，
Qt(x, ·) =⇒ δx

（概率测度的弱收敛）。

命题 6.22。 在上述假设下，半群 (Qt)t≥0 是 Feller 半群。此外，对每个 λ > 0 及 x ≥ 0，∫
R+

Qt(x, dy)e
−λy = e−xψt(λ),
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其中函数
ψt : (0,∞) −→ (0,∞)

对每个 s, t ≥ 0 满足
ψt ◦ ψs = ψt+s.

证明。先证明第二个结论。若 x, y > 0，等式

Qt(x, ·) ∗Qt(y, ·) = Qt(x+ y, ·)

蕴含 (∫
R+

Qt(x, dz)e
−λz
)(∫

R+

Qt(y, dz)e
−λz
)

=

∫
R+

Qt(x+ y, dz)e−λz.

所以函数

x 7−→ − log
(∫

R+

Qt(x, dz)e
−λz
)

在 R+ 上非减且可加，因而必为
xψt(λ)

的形式，其中 ψt(λ) > 0；假设 (i) 排除了 ψt(λ) = 0 的情形。为得到 ψt ◦ ψs = ψt+s，写成∫
R+

Qt+s(x, dz)e
−λz =

∫
R+

Qt(x, dy)

∫
R+

Qs(y, dz)e
−λz

=

∫
R+

Qt(x, dy)e
−yψs(λ)

= e−xψt(ψs(λ)).

还需证明该半群是 Feller 半群。对每个 λ > 0，令

φλ(x) = e−λx.

则
Qtφλ = φψt(λ) ∈ C0(R+).

由 Stone–Weierstrass 定理，函数族
{φλ : λ > 0}

张成的向量空间在 C0(R+) 中稠密。因此容易推出：对每个 φ ∈ C0(R+)，都有

Qtφ ∈ C0(R+).

最后，由假设 (ii)，对每个 x ≥ 0，

Qtφ(x) =

∫
R+

Qt(x, dy)φ(y) −−→
t→0

φ(x).

利用定义 6.7 后的注，这已经足以推出

‖Qtφ− φ‖ −→ 0 (t→ 0),

从而完成证明。 □
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例。 对每个 t > 0 及 x ≥ 0，定义 Qt(x, dy) 为随机变量

e1 + e2 + · · ·+ eN

的分布，其中 e1, e2, . . . 相互独立，且都服从参数为 1/t 的指数分布；N 服从参数为 x/t 的
Poisson 分布，并与序列 (ei) 独立。简单计算得到∫

R+

Qt(x, dy)e
−λy = e−xψt(λ),

其中

ψt(λ) =
λ

1 + λt
.

注意到
ψt ◦ ψs = ψt+s,

便知 (Qt)t≥0 满足 Chapman–Kolmogorov 恒等式，从而是某个连续状态分枝过程的转移半群。
此外，(Qt) 满足前面的假设 (i)、(ii)，因而是 Feller 半群，并且可以构造一个具有 càdlàg 样
本路径的相应马尔可夫过程 (Xt)t≥0。事实上，可以证明 (Xt) 的样本路径连续；这个过程称为
Feller 分枝扩散，参见第 8.4.3 节。

练习

练习 6.23（反射布朗运动）。考虑配备滤过 (Ft)t∈[0,∞]的概率空间。设 a ≥ 0，并令 B = (Bt)t≥0

是满足 B0 = a 的 (Ft)-布朗运动。对每个 t > 0 及 z ∈ R，令

pt(z) =
1√
2πt

exp
(
−z

2

2t

)
.

1. 对每个 t ≥ 0，令 Xt = |Bt|。验证：对每个 s, t ≥ 0 以及每个有界可测函数 f : R+ → R，

E[f(Xs+t) | Fs] = Qtf(Xs),

其中 Q0f = f，而对每个 t > 0 及 x ≥ 0，

Qtf(x) =

∫ ∞

0

(
pt(y − x) + pt(y + x)

)
f(y) dy.

2. 推出 (Qt)t≥0 是转移半群，再推出 (Xt)t≥0 是关于滤过 (Ft)、取值于 E = R+、半群为
(Qt) 的马尔可夫过程。

3. 验证 (Qt)t≥0 是 Feller 半群。以 L 表示其生成元。
4. 设 f 是 R+ 上的二阶连续可微函数，并且 f, f ′′ ∈ C0(R+)。证明：若 f ′(0) = 0，则
f ∈ D(L)，且

Lf =
1

2
f ′′.

（提示：可以注意到，由 g(y) = f(|y|) 定义的函数 g : R → R 此时在 R 上二阶连续可微。）
反过来证明：若 f ′(0) 6= 0，则 f /∈ D(L)。
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解答 6.23。
1. 对 g(z) = f(|z|)，布朗运动的马尔可夫性给出

E[f(Xs+t) | Fs] = E[g(Bs+t) | Fs] =
∫
R
pt(y −Bs)f(|y|) dy.

分别在正、负半轴积分并在后一项作代换 y 7→ −y，便得到 Qtf(|Bs|) = Qtf(Xs)。
2. 对任意有界可测 f，有Qtf(|z|) = Ptg(z)，其中 Pt是实布朗运动半群。因此由 Pt+s = PtPs
得 Qt+s = QtQs；第 1 问正是 X 关于该半群的马尔可夫性质。

3. 若 f ∈ C0(R+)，则 g(z) = f(|z|) ∈ C0(R)，且

‖Qtf − f‖∞ ≤ ‖Ptg − g‖∞ −→ 0.

同时 Qtf ∈ C0(R+)，故 (Qt) 是 Feller 半群。
4. 若 f ′(0) = 0，则偶延拓 g(z) = f(|z|) 属于 C2(R)，并有 g′′(z) = f ′′(|z|)。因此

Qtf − f

t
=
Ptg − g

t

∣∣∣∣
R+

∥·∥∞−−−→
t↓0

1

2
f ′′,

即 f ∈ D(L) 且 Lf = f ′′/2。
反之，若 f ′(0) 6= 0，令 N ∼ N (0, 1)。Taylor 展开给出

Qtf(0)− f(0)

t
=
E[f(

√
t |N |)]− f(0)

t
=
f ′(0)E|N |√

t
+O(1),

该式无有限极限，故 f /∈ D(L)。
□

练习 6.24。设 (Qt)t≥0 是可测空间 E 上的转移半群，π 是从 E 到另一可测空间 F 的满射可
测映射。假设：对 F 的任意可测子集 A，任取满足 π(x) = π(y) 的 x, y ∈ E，对每个 t > 0 都
有

Qt(x, π
−1(A)) = Qt(y, π

−1(A)).

于是，对 z ∈ F、F 的可测子集 A 及 t > 0，定义

Q′
t(z,A) = Qt(x, π

−1(A)),

其中 x 是任意满足 π(x) = z 的 E 中点；并令

Q′
0(z,A) = 1A(z).

再假设：对每个固定的 A，映射
(t, z) 7−→ Q′

t(z,A)

在 R+ × F 上可测。
1. 验证 (Q′

t)t≥0 构成 F 上的转移半群。
2. 设 (Xt)t≥0 是关于滤过 (Ft)t≥0、取值于 E、转移半群为 (Qt) 的马尔可夫过程。对每个
t ≥ 0，令 Yt = π(Xt)。验证 (Yt)t≥0 是关于滤过 (Ft)、取值于 F、转移半群为 (Q′

t) 的马
尔可夫过程。

3. 设 (Bt)t≥0 是 d 维布朗运动，并令 Rt = |Bt|。验证 (Rt)t≥0 是马尔可夫过程，并给出其
转移半群的公式。（d = 1 的情形已在练习 6.23 中用另一种方法处理。）
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解答 6.24。
1. 若 f 是 F 上的有界可测函数，令 g = f ◦ π。由定义，

(Q′
tf)(π(x)) = Qtg(x).

因而
(Q′

t+sf)(π(x)) = Qt+sg(x) = Qt(Qsg)(x) = (Q′
tQ

′
sf)(π(x)).

加上题设的可测性及 Q′
t1 = 1，可知 (Q′

t) 是转移半群。
2. 由上一恒等式及 X 的马尔可夫性，

E[f(Ys+t) | Fs] = E[g(Xs+t) | Fs] = Qtg(Xs) = Q′
tf(Ys).

3. 取 π(z) = |z|。若 |x| = |y|，存在正交矩阵 O 使 x = Oy；高斯核及 Lebesgue 测度在正
交变换下不变，故题设的纤维不变性成立。因此 Rt = |Bt| 是马尔可夫过程。把代表点取
为 (r, 0, . . . , 0)，其半群为

Q′
tf(r) =

∫
Rd

1

(2πt)d/2
exp
[
−
(z1 − r)2 +

∑d
k=2 z

2
k

2t

]
f(|z|) dz .

□

以下各题统一采用如下记号。设 (E, d)是局部紧且 σ-紧的度量空间，(Qt)t≥0 是 E 上的 Feller
半群。考虑一个具有 càdlàg 样本路径的 E-值过程 (Xt)t≥0，以及一族概率测度 (Px)x∈E，使得在
Px 下，(Xt)关于滤过 (Ft)是半群为 (Qt)的马尔可夫过程，并且 Px(X0 = x) = 1。以 L表示 (Qt)

的生成元，以 D(L) 表示 L 的定义域；对每个 λ > 0，以 Rλ 表示 λ-预解算子。

练习 6.25（尺度函数）。 本题假设 E = R+，且 X 的样本路径连续。对每个 x ∈ R+，令

Tx = inf{t ≥ 0 : Xt = x},

并令
φ(x) = Px(T0 <∞).

1. 证明：若 0 ≤ x ≤ y，则
φ(y) = φ(x)Py(Tx <∞).

2. 假设对每个 x > 0，都有

φ(x) < 1, Px

(
sup
t≥0

Xt = +∞
)

= 1.

证明：若 0 < x ≤ y，则

Px(T0 < Ty) =
φ(x)− φ(y)

1− φ(y)
.

解答 6.25。
1. 从 y ≥ x 出发，连续路径在到达 0 之前必先到达 x。强马尔可夫性质于是给出

φ(y) = Ey[1{Tx<∞}PXTx
(T0 <∞)] = Py(Tx <∞)φ(x).
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2. 题设的无界性和路径连续性给出 Px(Ty <∞) = 1。按先到达 0 或 y 分解，再在 Ty 使用
强马尔可夫性质：

φ(x) = Px(T0 < Ty) + Px(Ty < T0)φ(y).

又 Px(T0 < Ty) + Px(Ty < T0) = 1，故

Px(T0 < Ty) =
φ(x)− φ(y)

1− φ(y)
.

□

练习 6.26（Feynman–Kac 公式）。设 v 是 C0(E) 中的非负函数。对每个 x ∈ E、t ≥ 0 及
φ ∈ B(E)，定义

Qvtφ(x) = Ex

[
φ(Xt) exp

(
−
∫ t

0
v(Xs) ds

)]
.

1. 证明：对每个 φ ∈ B(E) 及 s, t ≥ 0，

Qvt+sφ = Qvt (Q
v
sφ).

2. 先注意到

1− exp
(
−
∫ t

0
v(Xs) ds

)
=

∫ t

0
v(Xs) exp

(
−
∫ t

s
v(Xr) dr

)
ds,

再证明：对每个 φ ∈ B(E)，

Qtφ−Qvtφ =

∫ t

0
Qs
(
vQvt−sφ

)
ds.

3. 假设 φ ∈ D(L)。证明
d

dt
Qvtφ

∣∣∣∣
t=0

= Lφ− vφ.

解答 6.26。
1. 将

∫ t+s
0 v(Xr) dr 在 t 处分开，并在时刻 t 使用马尔可夫性质，得到

Qvt+sφ(x) = Ex

[
e−

∫ t
0 v(Xr) drQvsφ(Xt)

]
= Qvt (Q

v
sφ)(x).

2. 将题给恒等式乘以 φ(Xt)，取期望并用 Fubini 定理：

Qtφ(x)−Qvtφ(x) =

∫ t

0
Ex

[
v(Xs)φ(Xt)e

−
∫ t
s v(Xr) dr

]
ds

=

∫ t

0
Qs
(
vQvt−sφ

)
(x) ds.

3. 由上一问，
Qvtφ− φ

t
=
Qtφ− φ

t
− 1

t

∫ t

0
Qs(vQ

v
t−sφ) ds.

当 φ ∈ D(L) 时，第一项在 C0(E) 中趋于 Lφ；Feller 强连续性、v ∈ C0(E) 及 Qvuφ→ φ
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说明第二项趋于 vφ。所以
d

dt
Qvtφ

∣∣∣∣
t=0

= Lφ− vφ .

□

练习 6.27（拟左连续性）。 本题始终固定起点 x ∈ E。对每个 t > 0，以 Xt−(ω) 表示样本路
径 s 7→ Xs(ω) 在 t 处的左极限。
设 (Tn)n≥1 是严格递增的停时序列，并令

T = lim
n→∞

↑ Tn.

假设存在常数 C <∞ 使 T ≤ C。本题目标是验证

XT− = XT , Px-几乎处处.

1. 设 f ∈ D(L) 且 h = Lf。证明：对每个 n ≥ 1，

Ex[f(XT ) | FTn ] = f(XTn) + Ex

[∫ T

Tn

h(Xs) ds

∣∣∣∣FTn] .
2. 回顾离散时间鞅理论中的结论：

Ex[f(XT ) | FTn ]
几乎处处且于L1

−−−−−−−−−→
n→∞

Ex[f(XT ) | F̃T ],

其中

F̃T =

∞∨
n=1

FTn .

由第 1 问推出
Ex[f(XT ) | F̃T ] = f(XT−).

3. 证明：若只假设 f ∈ C0(E)，第 2 问的结论仍然成立。继而推出：对任意 f, g ∈ C0(E)，

Ex[f(XT )g(XT−)] = Ex[f(XT−)g(XT−)].

最后证明 XT− = XT 在 Px 下几乎处处成立。

解答 6.27。
1. 对 f ∈ D(L) 及 h = Lf，过程

Mt = f(Xt)−
∫ t

0
h(Xs) ds

是鞅。因 Tn ≤ T ≤ C，可选停时定理给出

Ex[f(XT ) | FTn ] = f(XTn) + Ex

[∫ T

Tn

h(Xs) ds

∣∣∣∣FTn] .
2. càdlàg 性与 Tn ↑ T 且 Tn < T 给出 XTn → XT−。又

Ex

[∫ T

Tn

|h(Xs)| ds
]
≤ ‖h‖∞Ex[T − Tn] −→ 0.
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因而第 1 问右端在 L1 中趋于 f(XT−)。与题给的离散鞅收敛比较，得到

Ex[f(XT ) | F̃T ] = f(XT−).

3. D(L) 在 C0(E) 中稠密。对 f ∈ C0(E) 取 fk ∈ D(L) 使 ‖fk − f‖∞ → 0，条件期望的收
缩性便将上一等式推广到所有 f ∈ C0(E)。又 g(XT−) 对 F̃T 可测，故

Ex[f(XT )g(XT−)] = Ex[f(XT−)g(XT−)].

E 是可分的局部紧度量空间，C0(E) 含有可数个分离点的函数；由单调类定理，上式确
定了 (XT , XT−) 的分布集中在对角线上。因此

XT = XT− Px-a.s.

□

练习 6.28（杀死操作）。 本题假设 X 的样本路径连续。设 A 是 E 的紧子集，并令

TA = inf{t ≥ 0 : Xt ∈ A}.

1. 对每个 t ≥ 0 和 E 上的有界可测函数 φ，令

Q∗
tφ(x) = Ex[φ(Xt)1{t<TA}], x ∈ E.

验证：对每个 s, t > 0，
Q∗
t+sφ = Q∗

t (Q
∗
sφ).

2. 令
E = (E \A) ∪ {∆},

其中 ∆ 是作为孤立点添加到 E \A 的一点。对 E 上的任意有界可测函数 φ 及 t ≥ 0，定
义：若 x ∈ E \A，则

Qtφ(x) = Ex[φ(Xt)1{t<TA}] + Px(TA ≤ t)φ(∆),

并令
Qtφ(∆) = φ(∆).

验证 (Qt)t≥0 是 E 上的转移半群。（映射 (t, x) 7→ Qtφ(x) 的可测性证明从略。）
3. 证明：在概率测度 Px 下，由

Xt =

Xt, t < TA,

∆, t ≥ TA

定义的过程 X，关于其自然滤过是半群为 (Qt)t≥0 的马尔可夫过程。
4. 承认半群 (Qt)t≥0 是 Feller 半群，并以 L 表示其生成元。设 f ∈ D(L)，且 f 与 Lf 都
在某个包含 A 的开集上为零。以 f 表示 f 在 E \A 上的限制，并令

f(∆) = 0,

从而把 f 看成 E 上的函数。证明

f ∈ D(L), L f(x) = Lf(x), x ∈ E \A.

166



布朗运动、鞅与随机微积分｜中文讲义 第六章 马尔可夫过程的一般理论

解答 6.28。
1. 在 {t < TA} 上于时刻 t 使用马尔可夫性质：

Q∗
tQ

∗
sφ(x) = Ex[1{t<TA}Q

∗
sφ(Xt)] = Ex[φ(Xt+s)1{t+s<TA}] = Q∗

t+sφ(x).

2. ∆ 为吸收态。若 x 6= ∆，把在时刻 t 前已经被杀死与尚未被杀死两种情形分开，并在后
一情形使用第 1 问，即得 QtQs = Qt+s；显然 Qt1 = 1 且 Q0 = I，所以它是转移半群。

3. 对有界可测 φ，在事件 {s < TA} 上使用 X 的马尔可夫性质，在 {s ≥ TA} 上利用 ∆ 的
吸收性，得到

Ex[φ(Xs+t) | Fs] = Qtφ(Xs).

因而 X 是所述马尔可夫过程。
4. 定义

h(x) =

Lf(x), x ∈ E \A,
0, x = ∆.

由于 f, Lf 在 A 的某个邻域内为零，f, h ∈ C0(E)。原过程的鞅 f(Xt)−
∫ t
0 Lf(Xs) ds 停

止于 TA 后仍为鞅，并且

f(Xt)−
∫ t

0
h(Xs) ds = f(Xt∧TA)−

∫ t∧TA

0
Lf(Xs) ds.

由生成元的鞅刻画，f ∈ D(L) 且

Lf = h, L f(x) = Lf(x) (x ∈ E \A).

□

练习 6.29（Dynkin 公式）。
1. 设 g ∈ C0(E)、x ∈ E，并设 T 是停时。说明下式成立：

Ex

[
1{T<∞}e

−λT
∫ ∞

0
e−λtg(XT+t) dt

]
= Ex[1{T<∞}e

−λTRλg(XT )].

2. 推出

Rλg(x) = Ex

[∫ T

0
e−λtg(Xt) dt

]
+ Ex[1{T<∞}e

−λTRλg(XT )].

3. 证明：若 f ∈ D(L)，则

f(x) = Ex

[∫ T

0
e−λt(λf − Lf)(Xt) dt

]
+ Ex[1{T<∞}e

−λT f(XT )].

4. 假设 Ex[T ] <∞。由上一问推出

Ex

[∫ T

0
Lf(Xt) dt

]
= Ex[f(XT )]− f(x).

这个公式还可以怎样更直接地证明？
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5. 对每个 ε > 0，令
Tε,x = inf{t ≥ 0 : d(x,Xt) > ε}.

假设对所有充分小的 ε，都有 Ex[Tε,x] <∞。证明：在仍假设 f ∈ D(L) 时，

Lf(x) = lim
ε↓0

Ex[f(XTε,x)]− f(x)

Ex[Tε,x]
.

6. 证明：若 x 不是吸收点，即存在 t > 0 使

Qt(x, {x}) < 1,

则对每个充分小的 ε，假设 Ex[Tε,x] <∞ 自动成立。
提示。注意存在非负函数 h ∈ C0(E)，它在以 x 为中心的某个球上为零，且 Qth(x) > 0。
由此推出可以选取 α > 0 和 η ∈ (0, 1)，使得对每个整数 n ≥ 1，

Px(Tα,x > nt) ≤ (1− η)n.

解答 6.29。
1. Fubini 定理和停时 T 处的强马尔可夫性质给出

Ex

[
1{T<∞}e

−λT
∫ ∞

0
e−λtg(XT+t) dt

]
= Ex

[
1{T<∞}e

−λT
∫ ∞

0
e−λtQtg(XT ) dt

]
= Ex[1{T<∞}e

−λTRλg(XT )].

2. 将
∫∞
0 分成 [0, T ] 与 [T,∞)，再用第 1 问处理后一段，便得到题中预解分解公式。

3. 若 f ∈ D(L)，取 g = (λ− L)f。预解恒等式给出 f = Rλg，将其代入第 2 问即得结论。
4. 令 λ ↓ 0。由于 f, Lf 有界且 ExT <∞，控制收敛定理给出

Ex

[∫ T

0
Lf(Xt) dt

]
= Ex[f(XT )]− f(x).

也可直接对鞅 f(Xt)−
∫ t
0 Lf(Xs) ds 使用 T ∧ n 的可选停时定理，再令 n→ ∞。

5. 在 0 ≤ t ≤ Tε,x 上，Xt 留在 x 的 ε-邻域内。Dynkin 公式给出

Ex[f(XTε,x)]− f(x)

Ex[Tε,x]
=
Ex[
∫ Tε,x
0 Lf(Xt) dt]

Ex[Tε,x]
.

Lf 在 x 连续，故右端与 Lf(x) 的差不超过 supd(x,y)≤ε |Lf(y)− Lf(x)|，从而趋于 0。
6. 非吸收性给出某个 r, t > 0，使 Qt(x,B(x, r)c) > 0。可取 0 ≤ h ≤ 1、h ∈ C0(E)，使

h = 0 于 x 的一个邻域且 Qth(x) > 0。由 Feller 性，存在 α > 0, η > 0，使 Qth(y) ≥ η

对所有 y ∈ B(x, α) 成立。因此在尚未离开 B(x, α) 时，每经过长度 t 的一步，继续留在
该球内的条件概率至多为 1− η。马尔可夫性递推给出

Px(Tα,x > nt) ≤ (1− η)n.

所以

Ex[Tα,x] =

∫ ∞

0
Px(Tα,x > s) ds ≤ t

∞∑
n=0

(1− η)n <∞.

若 0 < ε < α，则 Tε,x ≤ Tα,x，故其期望也有限。
□
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注释与评述

马尔可夫过程理论是概率论中极其重要的领域。马尔可夫过程有着漫长的历史，不可能在此作
简短概述。Dynkin 和 Feller 对该理论的发展起了重要作用，特别可参见 Dynkin 的著作 [20, 21]。
本章只介绍后续研究随机微分方程所需的最少材料。关于 Feller 过程的处理受到 [70]、[71] 相应章
节的启发。我们选择集中讨论 Feller 半群，是因为这一特殊情形既便于介绍生成元等核心概念，又
包含本书所考虑的主要例子。

对更一般的马尔可夫过程理论感兴趣的读者，可以参阅 Blumenthal与 Getoor [5]、Meyer [59]
以及 Sharpe [73] 的经典著作。用一族相关鞅来刻画马尔可夫过程的思想（与定理 6.14 的精神一
致）发展出了鞅问题理论；可参阅 Stroock 与 Varadhan 的经典著作 [77]。Ethier 与 Kurtz 的著
作 [24] 也讨论了鞅问题，该书着重研究马尔可夫过程的刻画与收敛问题，并包含许多例子和应用。
Stroock 较新的著作 [76] 在讨论其他主题的同时，也处理了可数状态空间上的马尔可夫过程。关于
Lévy 过程理论的现代论述，可参阅 Bertoin 的专著 [3]。
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第七章 布朗运动与偏微分方程

本章利用前两章的结果讨论布朗运动与偏微分方程之间的联系。简要讨论热方程后，我们将重
点研究 Laplace 方程

∆u = 0

以及布朗运动同 Rd 中区域上的调和函数之间的关系。特别地，我们将给出边界满足外锥条件的有
界区域上经典 Dirichlet 问题的概率解。当区域为球时，解可由 Poisson 核显式表示；Poisson 核正
是布朗运动离开该球时退出位置分布的密度。随后讨论 d 维布朗运动的常返性与暂留性，并把第
5章的结果用于证明平面布朗运动的共形不变性。共形不变性的一个重要应用是平面布朗运动的所
谓斜积表示；我们将由此导出若干渐近律，其中包括著名的平面布朗运动绕数的 Spitzer 定理。

7.1 布朗运动与热方程

本章始终以 B 表示 d 维布朗运动：对每个 x ∈ Rd，在概率测度 Px 下，B 从 x 出发。可以使
用第 2.2 节的典范构造，即把 Wiener 测度 W (dw) 在平移映射 w 7→ x+ w 下的像定义为 Px。于
是 (Bt)t≥0 是 Feller 过程，其半群为

Qtφ(x) =

∫
Rd

(2πt)−d/2 exp
(
−|y − x|2

2t

)
φ(y) dy, φ ∈ B(Rd).

以 L 表示这一 Feller 过程的生成元。若 f 是 Rd 上二阶连续可微的函数，并且 f,∆f ∈ C0(Rd)，
则

f ∈ D(L), Lf =
1

2
∆f

（见第 6.2 节末尾）。
若 φ ∈ B(Rd)，则对每个固定的 t > 0，Qtφ 可看成 φ 与光滑函数

pt(x) = (2πt)−d/2 exp
(
−|x|2

2t

)
的卷积，因而 Qtφ 也是光滑函数。进一步，若 φ ∈ C0(Rd)，则在积分号下求导可知，Qtφ 的各阶
导数也都属于 C0(Rd)。所以对每个 t > 0，

Qtφ ∈ D(L), L(Qtφ) =
1

2
∆(Qtφ).

定理 7.1。 设 φ ∈ C0(Rd)。对每个 t > 0 和 x ∈ Rd，令

ut(x) = Qtφ(x) = Ex[φ(Bt)].

则函数族 (ut(x))t>0, x∈Rd 在 (0,∞)× Rd 上满足偏微分方程

∂ut
∂t

=
1

2
∆ut.
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此外，对每个 x ∈ Rd，
lim
s↓0
y→x

us(y) = φ(x).

证明。由定理前的讨论，对每个 t > 0，ut 是光滑函数、ut ∈ D(L)，并且 Lut =
1
2∆ut。固定

ε > 0。把命题 6.11 用于 f = uε，对每个 t ≥ ε 得到

ut = uε +

∫ t−ε

0
L(Qsuε) ds = uε +

∫ t

ε
Lus ds.

因为
Lus = Qs−ε(Luε)

关于 s ∈ [ε,∞) 连续，所以对 t ≥ ε，
∂ut
∂t

= Lut =
1

2
∆ut.

最后一个结论就是 Qsφ→ φ（s ↓ 0）这一事实。 □

注。 也可以从 Qtφ 的显式表达式直接计算来证明定理 7.1；这种计算还表明，只要假设 φ 有
界连续，结论仍然成立。不过，上面的证明揭示了该结论同第 6 章马尔可夫过程一般理论之间
的关系；它也说明，对于更一般的方程

∂u

∂t
= Au,

只要 A 能解释为某个适当马尔可夫过程的生成元，通常也会有类似结论。
布朗运动还能为许多其他抛物型偏微分方程的解提供概率表示。特别地，若 v 是 Rd 上的非负
函数，则形如

∂u

∂t
=

1

2
∆u− vu

的方程可由所谓 Feynman–Kac 公式表示；精确表述见练习 7.28。

7.2 布朗运动与调和函数

现在转向布朗运动同 Laplace 方程 ∆u = 0 之间的联系。先给出经典定义。

定义 7.2。 设 D 是 Rd 中的区域。函数 u : D → R 称为在 D 上调和，如果 u 二阶连续可微
并且

∆u = 0 在D 上.

设 D′ 是 D 的子区域，且 D′ ⊂ D。考虑停时

T := inf{t ≥ 0 : Bt /∈ D′}.

若 u 在 D 上调和，则 Itô 公式（其适用性由命题 5.11 前的注保证）说明：对每个 x ∈ D′，在 Px
下，过程

u(Bt∧T ) = u(B0) +

∫ t∧T

0
∇u(Bs) · dBs (7.1)

是局部鞅。这里以及下文在应用第 5 章的随机微积分结果时，都以 (Ft) 表示 B 的自然滤过在 Px
下的完备化。

粗略地说，调和函数正是与布朗运动复合后产生（局部）鞅的函数。
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命题 7.3。 设 u 在区域 D 上调和，D′ 是 D 的有界子区域且 D′ ⊂ D，并令

T := inf{t ≥ 0 : Bt /∈ D′}.

则对每个 x ∈ D′，
u(x) = Ex[u(BT )].

证明。由于 D′ 是 D 的紧子集，u 和 ∇u 在 D′ 上都有界；并且对每个 x ∈ D′，都有 Px(T <

∞) = 1。由 (7.1)，u(Bt∧T ) 实际上是真鞅，特别地，

u(x) = Ex[u(Bt∧T )]

对每个 t ≥ 0 成立。令 t→ ∞，再用控制收敛定理即得

u(x) = Ex[u(BT )].

□
上述命题很容易推出调和函数的平均值性质。为陈述这一性质，先回忆：单位球面上的均匀概

率测度记为 σ1(dy)，它是球面
{y ∈ Rd : |y| = 1}

上在所有向量空间等距变换下不变的唯一概率测度。对每个 x ∈ Rd 和 r > 0，以 σx,r(dy) 表示
σ1(dy) 在映射 y 7→ x+ ry 下的像。

命题 7.4（平均值性质）。设 u 在区域 D 上调和。若 x ∈ D、r > 0，且以 x 为中心、半径为
r 的闭球包含于 D，则

u(x) =

∫
σx,r(dy)u(y).

证明。先令
T1 = inf{t ≥ 0 : |Bt| = 1}.

由第 2 章末尾所述布朗运动的不变性，在 P0 下，BT1 的分布在 Rd 的所有向量空间等距变换下不
变，因而就是 σ1(dy)。由尺度不变性和平移不变性，对每个 x ∈ Rd、r > 0，若

Tx,r = inf{t ≥ 0 : |Bt − x| = r},

则在 Px 下，BTx,r 的分布为 σx,r。另一方面，在命题的条件下，命题 7.3 给出

u(x) = Ex[u(BTx,r)].

结论随即成立。 □
若 D 上的局部有界可测函数 u 满足命题 7.4 的结论，就称 u 满足 平均值性质。这一性质事

实上刻画了调和函数。

引理 7.5。 设 u 是 D 上满足平均值性质的局部有界可测函数，则 u 在 D 上调和。

证明。固定 r0 > 0，令 D0 为 D 中到 Dc 的距离大于 r0 的点组成的开集。只需证明 u 在 D0

上二阶连续可微且 ∆u = 0。取一个非恒为零的 C∞ 函数 h : R → R+，其紧支集包含于 (0, r0)。对
每个 x ∈ D0 和 r ∈ (0, r0)，有

u(x) =

∫
σx,r(dy)u(y).
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等式两边乘以 rd−1h(r)，再关于 Lebesgue 测度 dr 在 (0, r0) 上积分。使用极坐标积分公式，并约
定在 Dc 上令 u = 0，得到：对每个 x ∈ D0，

c u(x) =

∫
{|y|<r0}

h(|y|)u(x+ y) dy =

∫
Rd

h(|z − x|)u(z) dz,

其中 c > 0 是常数；这里还使用了当 |z − x| ≥ r0 时 h(|z − x|) = 0。因为 z 7→ h(|z|) 是 C∞ 函数，
最后一个积分中的卷积在 D0 上也定义了 C∞ 函数。

还需验证 ∆u = 0。这里采用概率论证（解析论证也很容易）。对 x ∈ D0、r ∈ (0, r0)，在 Px
下把 Itô 公式用于 u(Bt)，得到

Ex[u(Bt∧Tx,r)] = u(x) +
1

2
Ex

[∫ t∧Tx,r

0
∆u(Bs) ds

]
.

令 t→ ∞，并注意 Ex[Tx,r] <∞（参见推论 3.24 后的例 (b)），可得

Ex[u(BTx,r)] = u(x) +
1

2
Ex

[∫ Tx,r

0
∆u(Bs) ds

]
.

平均值性质恰好说明 Ex[u(BTx,r)] = u(x)，所以

Ex

[∫ Tx,r

0
∆u(Bs) ds

]
= 0.

这对所有 r ∈ (0, r0) 都成立；令 r ↓ 0，利用 ∆u 的连续性便有 ∆u(x) = 0。 □

校订注。 英文原文在本证明两次应用 Itô 公式时，都把漂移项写成 Ex[
∫
∆u(Bs) ds]，漏掉了

系数 1/2。本书前文已经确定布朗运动的生成元为 1
2∆，故正确项应为

1
2Ex[

∫
∆u(Bs) ds]，现

已改正。由于随后令该积分等于零，这一漏因子不影响原证明的结论。

从现在起，假设区域 D 有界。

定义 7.6（经典 Dirichlet 问题）。设 g 是 ∂D 上的连续函数。如果函数 u : D → R 在 D 上
调和，并且具有边界值 g，即对每个 y ∈ ∂D，

u(x) −→ g(y) (x→ y, x ∈ D),

就称 u 解出了区域 D 上边界条件为 g 的 Dirichlet 问题。

回忆 D 表示 D 的闭包。若 u 解出了边界条件为 g 的 Dirichlet 问题，则在 D 上定义

ũ(x) =

u(x), x ∈ D,

g(x), x ∈ ∂D,

所得函数连续，因而在 D 上有界。

命题 7.7。 设 D 是有界区域，并记

T = inf{t ≥ 0 : Bt /∈ D}

为布朗运动离开 D 的时刻。
(i) 设 g 是 ∂D 上的连续函数，且 u是边界条件为 g 的 Dirichlet问题的解。则对每个 x ∈ D，

u(x) = Ex[g(BT )].
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(ii) 设 g 是 ∂D 上的有界可测函数，则函数

u(x) = Ex[g(BT )], x ∈ D,

在 D 上调和。

注。 断言 (i) 表明：只要边界条件为 g 的 Dirichlet 问题有解，其解就唯一。利用平均值性质
也很容易证明这一点。

证明。

(i) 固定 x ∈ D，并取 ε0 > 0，使以 x 为中心、半径为 ε0 的球包含于 D。对每个 ε ∈ (0, ε0)，令
Dε 为开集

{z ∈ D : dist(z,Dc) > ε}

中包含 x 的连通分支。若
Tε = inf{t ≥ 0 : Bt /∈ Dε},

则命题 7.3 给出
u(x) = Ex[u(BTε)].

注意当 ε ↓ 0 时，Tε ↑ T。事实上，若 T ′ 是这一递增极限，则 T ′ ≤ T，而样本路径的连续性
又给出 BT ′ ∈ ∂D，故 T ′ = T。由控制收敛定理，Ex[u(BTε)] 在 ε→ 0 时收敛到 Ex[g(BT )]。

(ii) 由引理 7.5，只需验证函数 u(x) = Ex[g(BT )] 满足平均值性质。固定 x ∈ D 与 r > 0，使以
x 为中心、半径为 r 的闭球包含于 D。把定理 6.17 的强马尔可夫性质用于停时 Tx,r。依该定
理的记号，对满足 w(0) ∈ D 的 w ∈ C(R+,Rd)，令 Φ(w) 为路径 w 首次离开 D 的位置处的
g 值；若 w 从不离开 D，则令 Φ(w) = 0。有

g(BT ) = Φ((Bt)t≥0) = Φ((BTx,r+t)t≥0), Px-a.s.,

因为两条路径在 D 上的退出位置相同。因此

u(x) = Ex[g(BT )]

= Ex
[
Φ((BTx,r+t)t≥0)

]
= Ex

[
EBTx,r

[Φ((Bt)t≥0)]
]

= Ex[u(BTx,r)].

又因在 Px 下 BTx,r 的分布为 σx,r，平均值性质得证。

□

校订注。 英文原文在上述 (ii) 的最后两行三次把停时下标 x 误排为 ε，写成 Tε,r。该停时在
证明中从未定义，而且本段固定的是中心 x 与半径 r；依强马尔可夫性质与平均值性质，三处
均应为 Tx,r，现已改正。

命题 7.7 (i) 告诉我们：若边界条件为 g 的 Dirichlet 问题有解，则它必由概率公式

u(x) = Ex[g(BT )]

给出。另一方面，不论在 ∂D 上如何选取有界可测函数 g，断言 (ii) 都说明该概率公式给出一个在
D 上调和的函数。可是，即使 g 连续，也还不能由此看出 u 具有边界值 g；一般而言这甚至可能
不成立（Dirichlet 问题无解的例子见练习 7.24 和 7.25）。下面的定理给出一个部分答案。
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若 y ∈ ∂D，并且存在一个顶点为 y 的非空开锥 C 和实数 r > 0，使 C 与以 y 为中心、半径
为 r 的开球之交包含于 Dc，就称 D 在 y 处满足外锥条件。例如，凸区域在其每个边界点都满足
外锥条件。

定理 7.8（Dirichlet 问题的解）。 设 D 是 Rd 中的有界区域，并假设 D 在每个 y ∈ ∂D 处
都满足外锥条件。则对 ∂D 上的每个连续函数 g，公式

u(x) = Ex[g(BT )], T = inf{t ≥ 0 : Bt /∈ D},

给出边界条件为 g 的 Dirichlet 问题的唯一解。

证明。由命题 7.7 (ii)，只需对每个固定的 y ∈ ∂D 验证

lim
x→y
x∈D

u(x) = g(y). (7.2)

固定 ε > 0。由于 g 连续，可取 δ > 0，使得只要 z ∈ ∂D 且 |z − y| < δ，便有

|g(z)− g(y)| ≤ ε

3
.

再取 M > 0，使 |g(z)| ≤M 对所有 z ∈ ∂D 成立。于是对每个 η > 0，

|u(x)− g(y)| ≤ Ex[|g(BT )− g(y)|1{T≤η}] + Ex[|g(BT )− g(y)|1{T>η}]

≤ Ex

[
|g(BT )− g(y)|1{T≤η}1{supt≤η |Bt−x|≤δ/2}

]
+ 2MPx

(
sup
t≤η

|Bt − x| > δ

2

)
+ 2MPx(T > η).

把最右端三个量依次记为 A1, A2, A3，并假设 |y − x| < δ/2。

在事件

{T ≤ η} ∩

{
sup
t≤η

|Bt − x| ≤ δ

2

}
上，

|BT − y| ≤ |BT − x|+ |y − x| < δ,

所以由 δ 的选择，A1 ≤ ε/3。其次，由平移不变性，

A2 = 2MP0

(
sup
t≤η

|Bt| >
δ

2

)
,

它由样本路径的连续性在 η ↓ 0 时趋于零。故可固定 η > 0，使 A2 < ε/3。最后，我们声称可以取
足够小的 α ∈ (0, δ/2]，使只要 |x− y| < α，就有

A3 = 2MPx(T > η) <
ε

3
.

于是 |x− y| < α 时 |u(x)− g(y)| < ε，这便证明了 (7.2)。下面的引理证明上述断言。 □

引理 7.9。 在外锥条件下，对每个 y ∈ ∂D 和每个 η > 0，都有

lim
x→y
x∈D

Px(T > η) = 0.
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证明。对每个满足 |u| = 1 的 u ∈ Rd 以及每个 γ ∈ (0, 1)，考虑圆锥

C(u, γ) := {z ∈ Rd : z · u > (1− γ)|z|},

其中点号表示通常的标量积。固定 y ∈ ∂D。外锥条件意味着可以固定 r > 0、u 和 γ，使

y + (C(u, γ) ∩Br) ⊂ Dc,

其中 Br 表示以 0 为中心、半径为 r 的开球。简记

C = C(u, γ) ∩Br, C′ = C(u, γ/2) ∩Br/2.

对 Rd 的每个开集 F，记
TF = inf{t ≥ 0 : Bt ∈ F}.

沿命题 2.14 (i) 证明中的思路应用 Blumenthal 零一律（定理 2.13，准确地说是它到 d 维布朗运动
的直接推广），可得

P0(TC(u,γ/2) = 0) = 1,

再由样本路径连续性得到 P0(TC′ = 0) = 1。对 a ∈ (0, r/2)，令

C′
a = {z ∈ C′ : |z| > a}.

当 a ↓ 0 时，集合 C′
a 递增到 C′，所以

TC′
a
↓ TC′ = 0, P0-a.s.

给定任意 β > 0，可以固定足够小的 a，使

P0(TC′
a
≤ η) ≥ 1− β.

又因 y + C ⊂ Dc，
Px(T ≤ η) ≥ Px(Ty+C ≤ η) = P0(Ty−x+C ≤ η).

一个简单的几何论证表明：只要 |y − x| 足够小，平移后的锥 y − x+ C 就包含 C′
a。因而

Px(T ≤ η) ≥ P0(TC′
a
≤ η) ≥ 1− β.

由于 β 任意，结论成立。 □

注。外锥条件只是 Dirichlet 问题存在唯一解的一个充分条件。保证每个连续边界值都存在解
的充要条件可参见文献 [69]。

7.3 球内的调和函数与 Poisson 核

再考虑一个有界区域 D 以及 ∂D 上的连续函数 g。令

T = inf{t ≥ 0 : Bt /∈ D}

为布朗运动离开 D 的时刻。命题 7.7 (i) 说明：若 D 上边界条件为 g 的 Dirichlet 问题有解（在定
理 7.8 的假设下确实如此），则

u(x) = Ex[g(BT )] =

∫
∂D

ω(x, dy)g(y),

其中对每个 x ∈ D，ω(x, dy) 表示在 Px 下 BT 的分布。概率测度 ω(x, dy) 称为 D 关于 x 的调和
测度。一般而言，想求出这些测度的显式表达式是不现实的；不过当 D 是球时，确实有显式表达
式，从而 Dirichlet 问题解的表示也变得具体。
以下设 D = B1 是 Rd 中的开单位球，并假设 d ≥ 2 以避免平凡情形；其边界 ∂B1 是 Rd 中

的单位球面。
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定义 7.10。 （单位球的）Poisson 核是在 B1 × ∂B1 上定义的函数

K(x, y) =
1− |x|2

|y − x|d
, x ∈ B1, y ∈ ∂B1.

引理 7.11。 对每个固定的 y ∈ ∂B1，函数 x 7→ K(x, y) 在 B1 上调和。

证明。对 x ∈ B1 令 Ky(x) = K(x, y)。则 Ky 是 B1 上的 C∞ 函数。一个略显冗长的直接计
算给出 ∆Ky = 0；计算留给读者。 □
为导出 Poisson 核的进一步性质，需要下面关于径向调和函数的引理。

引理 7.12。 设 0 ≤ r1 < r2，并令 h : (r1, r2) → R 为可测函数。函数 u(x) = h(|x|) 在区域

{x ∈ Rd : r1 < |x| < r2}

上调和，当且仅当存在常数 a, b，使得

h(r) =

a+ b log r, d = 2,

a+ br2−d, d ≥ 3.

证明。若 u(x) = h(|x|) 在上述区域调和，则 u 二阶连续可微，因而 h 也如此。由径向函数的
Laplace 算子公式，∆u = 0 当且仅当

h′′(r) +
d− 1

r
h′(r) = 0, r ∈ (r1, r2).

这一二阶线性微分方程的解恰为命题中给出的形式，反向结论也由直接代入得到。 □
仍以 σ1(dy) 表示单位球面 ∂B1 上的均匀概率测度。

引理 7.13。 对每个 x ∈ B1， ∫
∂B1

K(x, y)σ1(dy) = 1.

证明。对每个 x ∈ B1，令

F (x) =

∫
∂B1

K(x, y)σ1(dy).

由引理 7.11，F 在 B1 上调和。事实上，若 x ∈ B1 且 r < 1− |x|，则由引理 7.11 和平均值性质，
对每个 y ∈ ∂B1，

K(x, y) =

∫
K(z, y)σx,r(dz).

因此由 Fubini 定理， ∫
F (z)σx,r(dz) =

∫ (∫
K(z, y)σ1(dy)

)
σx,r(dz)

=

∫ (∫
K(z, y)σx,r(dz)

)
σ1(dy)

=

∫
K(x, y)σ1(dy) = F (x),

即 F 满足平均值性质。
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若 R 是 Rd 的向量空间等距变换，则

K(Rx,Ry) = K(x, y),

而 σ1(dy) 在 R 下不变，所以 F (Rx) = F (x)。故 F 是径向调和函数。由引理 7.12 以及 F 在 0 的
邻域有界这一事实，F 必为常数。又 F (0) = 1，结论成立。 □

定理 7.14。 设 g 是 ∂B1 上的连续函数。B1 上边界条件为 g 的 Dirichlet 问题的唯一解为

u(x) =

∫
∂B1

g(y)K(x, y)σ1(dy), x ∈ B1.

证明。与引理 7.13 证明开头完全相同的论证说明 u 在 B1 上调和。为验证边界条件，固定
y0 ∈ ∂B1。对每个 δ > 0，Poisson 核的显式表达式表明：若 x ∈ B1、y ∈ ∂B1，且 |x− y0| < δ/2、
|y − y0| > δ，则

K(x, y) ≤
(
2

δ

)d
(1− |x|2).

由此，对每个 δ > 0，

lim
x→y0
x∈B1

∫
{|y−y0|>δ}

K(x, y)σ1(dy) = 0. (7.3)

给定 ε > 0，可以取足够小的 δ > 0，使得只要 y ∈ ∂B1 且 |y− y0| ≤ δ，便有 |g(y)− g(y0)| ≤ ε。令

M = sup{|g(y)| : y ∈ ∂B1}.

利用引理 7.13，得到

|u(x)− g(y0)| =
∣∣∣∣∫ K(x, y)(g(y)− g(y0))σ1(dy)

∣∣∣∣
≤ 2M

∫
{|y−y0|>δ}

K(x, y)σ1(dy) + ε.

由 (7.3)，
lim sup
x→y0
x∈B1

|u(x)− g(y0)| ≤ ε.

由于 ε 任意，所需边界条件成立。 □
上述定理还确定了单位球的调和测度。

推论 7.15。 令
T = inf{t ≥ 0 : Bt /∈ B1}.

对每个 x ∈ B1，在 Px 下 BT 的分布关于 σ1(dy) 的密度为 K(x, y)。

事实上，把命题 7.7 (i) 与定理 7.14 结合起来，对 ∂B1 上任意连续函数 g 都有

Ex[g(BT )] =

∫
∂B1

g(y)K(x, y)σ1(dy), x ∈ B1,

因而结论立即成立。
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7.4 布朗运动的暂留性与常返性

再次考虑 d 维布朗运动 (Bt)t≥0：在概率测度 Px 下，它从 x 出发。仍假设 d ≥ 2，因为 d = 1

的相应结果已在前几章得到。

对每个 a ≥ 0，引入停时
Ua = inf{t ≥ 0 : |Bt| = a},

并照例约定 inf∅ = ∞。

命题 7.16。 设 x 6= 0，并取 ε,R 使 0 < ε < |x| < R。则

Px(Uε < UR) =


logR− log |x|
logR− log ε , d = 2,

R2−d − |x|2−d

R2−d − ε2−d
, d ≥ 3.

(7.4)

因此
Px(U0 <∞) = 0,

而且对每个 ε ∈ (0, |x|)，

Px(Uε <∞) =


1, d = 2,(
ε

|x|

)d−2

, d ≥ 3.

证明。记
Dε,R = {y ∈ Rd : ε < |y| < R}.

对 x ∈ Dε,R，令 u(x) 为 (7.4) 右端的函数。由引理 7.12，u 在 Dε,R 上调和；而且显然，u 解出了
该环域上边界条件

g(y) =

0, |y| = R,

1, |y| = ε

的 Dirichlet 问题。若 Tε,R 是离开 Dε,R 的时刻，则命题 7.7 给出

u(x) = Ex[g(BTε,R)] = Px(Uε < UR),

从而得到 (7.4)。
固定 R > |x|。对每个 0 < ε < |x|，事件 {U0 < UR} 在 Px-a.s. 意义下包含于 {Uε < UR}。令

ε ↓ 0，由 (7.4) 右端的极限得到
Px(U0 < UR) = 0.

又因当 R ↑ ∞ 时 UR ↑ ∞，故 Px(U0 <∞) = 0。最后，

Px(Uε <∞) = lim
R→∞

Px(Uε < UR),

再令 R→ ∞ 即得所述公式。 □

注。 可以把公式 (7.4) 与第 3 章得到的一维布朗运动退出区间的位置分布（推论 3.24 后的例
(a)）比较。也可以仿照一维情形来证明它：对局部鞅 log |Bt|（d = 2）或 |Bt|2−d（d ≥ 3）应
用可选停时定理；参见练习 5.33。
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对每个 y ∈ Rd，令
τy = inf{t ≥ 0 : Bt = y},

特别地 τ0 = U0。当 x 6= 0 时，Px(τ0 <∞) = 0；由平移不变性，只要 y 6= x，就有

Px(τy <∞) = 0.

这说明布朗运动以零概率访问其起点以外的任一固定点。换言之，当 d ≥ 2 时，单点对 d 维布朗
运动是极集（关于极集的更多内容见练习 7.25）。

若 m 表示 Rd 上的 Lebesgue 测度，则由 Fubini 定理，

Ex[m({Bt : t ≥ 0})] = Ex

[∫
Rd

1{τy<∞} dy

]
=

∫
Rd

Px(τy <∞) dy = 0.

因此
m({Bt : t ≥ 0}) = 0, Px-a.s.

不过可以证明，在每个维数 d ≥ 2 中，曲线 {Bt : t ≥ 0} 的 Hausdorff 维数都等于 2（例如见 [62]）。
从某种意义上说，这表明平面布朗曲线离具有正 Lebesgue 测度“并不太远”。

定理 7.17。
(i) 当 d = 2 时，布朗运动是常返的：几乎处处地，对 Rd 的每个非空开集 O，集合

{t ≥ 0 : Bt ∈ O}

都无界。
(ii) 当 d ≥ 3 时，布朗运动是暂留的：

lim
t→∞

|Bt| = ∞, a.s.

证明。

(i) 只需对以有理坐标点为中心、有理数为半径的开球证明结论，因为这类球组成 R2 拓扑的可
数基。因此固定一个开球 B；由平移不变性，可设它以 0 为中心，并可设布朗运动的起点为
x 6= 0。命题 7.16 表明，布朗运动永不击中 0；特别地，对每个 t ≥ 0，

inf{|Br| : 0 ≤ r ≤ t} > 0, a.s.

但它仍会以概率 1 击中任意以 0 为中心的开球。对每个整数 n，在时刻 n 使用马尔可夫性质
并再次应用命题 7.16，可知在 n 以后还会击中 B，其条件概率为 1。对 n 取可数交，得到 B

在任意大的时刻访问 B。
(ii) 同样可设起点 x 6= 0。函数 y 7→ |y|2−d 在 Rd \{0}上调和，而前面已经看到 B 不会击中 0，故

|Bt|2−d 是局部鞅，从而由命题 4.7 是上鞅。定理 3.19 以及“非负上鞅自动在 L1 中有界”这
一事实说明，|Bt|2−d 在 t → ∞ 时几乎处处收敛。其极限必为 0：否则布朗曲线 {Bt : t ≥ 0}
将有界，而布朗运动的坐标过程不可能全部有界。于是 |Bt| → ∞。

□

注。 在 d = 2 时，还可稍微加强常返性：几乎处处地，对 R2 的每个非空开集 O，集合
{t ≥ 0 : Bt ∈ O} 的 Lebesgue 测度为无穷。这可由强马尔可夫性质直接推出，细节从略。
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7.5 平面布朗运动与全纯函数

本节专门讨论平面情形 d = 2，并把二维布朗运动写成

Bt = (Xt, Yt).

把 R2 与复平面 C 等同是方便的；于是

Bt = Xt + iYt,

有时称 B 为复布朗运动。同前，对每个 z ∈ C，在 Pz 下 B 从 z 出发。

若 Φ : C → C 是全纯函数，则 Φ 的实部和虚部都是调和函数，所以 Φ(Bt) 的实部与虚部都是
连续局部鞅。事实上还有更强的结论。

定理 7.18。 设 Φ : C → C 是非常值全纯函数，并对每个 t ≥ 0 令

Ct =

∫ t

0
|Φ′(Bs)|2 ds.

固定 z ∈ C。在 Pz 下，存在一个从 Φ(z) 出发的复布朗运动 Γ，使得

Φ(Bt) = ΓCt , 对每个t ≥ 0, quadPz-a.s.

换言之，复布朗运动在全纯函数下的像是一个经过时间变换的复布朗运动。这就是平面布朗运
动的共形不变性。定理 7.18 可以推广到 Φ 只在复平面的区域 D 上定义并全纯、且 z ∈ D 的情形；
这时类似表示在 B 首次离开 D 以前成立（例如见 [18]）。这一推广对许多应用很有用。
证明。以 g 和 h 分别表示 Φ 的实部和虚部。由于 g, h 调和，Itô 公式在 Pz 下给出

g(Bt) = g(z) +

∫ t

0

∂g

∂x
(Bs) dXs +

∫ t

0

∂g

∂y
(Bs) dYs,

以及

h(Bt) = h(z) +

∫ t

0

∂h

∂x
(Bs) dXs +

∫ t

0

∂h

∂y
(Bs) dYs.

故 Mt = g(Bt) 与 Nt = h(Bt) 都是局部鞅。Cauchy–Riemann 方程
∂g

∂x
=
∂h

∂y
,

∂g

∂y
= −∂h

∂x

进一步给出
〈M,N〉t = 0

以及

〈M,M〉t = 〈N,N〉t =
∫ t

0
|Φ′(Bs)|2 ds = Ct.

平面布朗运动的常返性说明 C∞ = ∞ a.s.：取一个球 B，使 |Φ′| 在该球上有正的下界，再注意 B

在 B 中停留的总时间几乎处处为无穷。于是可以在 Pz 下把命题 5.15用于 Mt− g(z)与 Nt−h(z)，
得到两个从 0 出发的相互独立的一维布朗运动 β, γ，使对每个 t ≥ 0，

Mt = g(z) + βCt , Nt = h(z) + γCt , a.s.

令
Γt = Φ(z) + βt + iγt,

即得结论。 □
下面把平面布朗运动的共形不变性用于它的极坐标分解，这一分解称为斜积表示。

181



布朗运动、鞅与随机微积分｜中文讲义 第七章 布朗运动与偏微分方程

定理 7.19（斜积表示）。 设 z ∈ C \ {0}，并写成

z = exp(r + iθ), r ∈ R, quadθ ∈ (−π, π].

在 Pz 下，存在两个相互独立的一维布朗运动 β, γ，它们分别从 r 和 θ 出发，并且几乎处处地，
对每个 t ≥ 0，

Bt = exp(βHt + iγHt),

其中

Ht =

∫ t

0

ds

|Bs|2
.

证明。证明定理 7.19 的“自然”做法，是把定理 7.18 的推广应用于复对数的一个适当连续分
支；不过这会带来一些技术困难，所以下面采用另一种论证。

可以先设 z = 1，从而 r = θ = 0；一般情形可由布朗运动的尺度不变性与旋转不变性化归到
这一情形。设

Γt = Γ1
t + iΓ2

t

是从 0 出发的复布朗运动。由定理 7.18，几乎处处地，对每个 t ≥ 0，

exp(Γt) = ZCt , (7.5)

其中 Z 是从 1 出发的复布朗运动，并且

Ct =

∫ t

0
exp(2Γ1

s) ds.

令 (Hs)s≥0 为 (Ct)t≥0 的反函数。由反函数的求导公式，

Hs =

∫ s

0
exp(−2Γ1

Hu
) du =

∫ s

0

du

|Zu|2
,

最后一个等号使用了
exp(Γ1

Hu
) = |Zu|.

在 (7.5) 中取 t = Hs，得到
Zs = exp(Γ1

Hs
+ iΓ2

Hs
).

因为 Γ1,Γ2 是两个相互独立、从 0 出发的一维布朗运动，这已经给出所需结论，只不过得到的是
证明过程中引入的复布朗运动 Z，而不是原先的 B。

为完成证明，记 argBt 为满足 argB0 = 0 的 Bt 辐角的连续选取；这是有意义的，因为 B 几
乎处处不访问 0。定理 7.19 在 z = 1 时等价于：若令

βt = log
∣∣∣Binf{s≥0:

∫ s
0 |Bu|−2 du>t}

∣∣∣ ,
γt = argBinf{s≥0:

∫ s
0 |Bu|−2 du>t},

则 β, γ 是两个相互独立、从 0 出发的一维布朗运动。注意 β, γ 都是 B 的确定性函数，因此把 B

换成复布朗运动 Z 时，它们的分布不变。由前一段对 Z 得到的表示，结论成立。 □
下面简要说明斜积表示。把 Ht 写成其反函数的反函数，得到

Ht = inf
{
s ≥ 0 :

∫ s

0
exp(2βu) du > t

}
, (7.6)
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因而
log |Bt| = βinf{s≥0:

∫ s
0 exp(2βu) du>t}.

这说明 |B| 完全由一维布朗运动 β 决定。它与以下事实有关：|Bt| 是马尔可夫过程，准确地说是
二维 Bessel 过程（参见练习 6.24；Bessel 过程还将在第 8.4.3 节简要讨论）。

另一方面，令
θt = argBt = γHt .

过程 θ 不是马尔可夫过程。至少从直观上看，这是因为 θ 在时刻 t 以前的历史包含关于当前 |Bt|
的信息：例如，若 θ 在 t 以前振荡得很快，就说明 |Bt| 应当很小；而 |Bt| 的当前值又影响 θ 的未
来演化。

7.6 平面布朗运动的渐近律

本节把斜积表示用于平面布朗运动的若干渐近结果。固定起点 z ∈ C \ {0}（常取 z = 1），为
简便起见把 Pz 记为 P。仍以

θt = argBt
表示 Bt 辐角的一个连续选取。虽然 θ 不是马尔可夫过程，但它可写成一个一维布朗运动在独立递
增过程下的时间变换；这一事实使我们能够获得许多样本路径性质。例如，因为 Ht → ∞（t→ ∞），
命题 2.14 立即给出：几乎处处地，

lim sup
t→∞

θt = +∞, lim inf
t→∞

θt = −∞.

接下来可以问：当 t很大时，θt 的典型大小是多少？答案是著名的平面布朗运动绕数的 Spitzer
定理。

定理 7.20（Spitzer 定理）。 设 (θt)t≥0 是从 z ∈ C \ {0} 出发的复布朗运动 B 的辐角的连续
选取。则当 t→ ∞ 时，

2

log t θt

依分布收敛到标准对称 Cauchy 分布。换言之，对每个 x ∈ R，

lim
t→∞

P

(
2

log tθt ≤ x

)
=

∫ x

−∞

dy

π(1 + y2)
.

证明定理前，先建立一个关键引理。不失一般性，可设 z = 1、θ0 = 0。采用定理 7.19 的记号，
使 β, γ 是两个相互独立、从 0 出发的一维布朗运动。

引理 7.21。 对每个 λ > 0，定义缩放布朗运动

β
(λ)
t =

1

λ
βλ2t, t ≥ 0,

并令
T
(λ)
1 = inf{t ≥ 0 : β

(λ)
t = 1}.

则当 t→ ∞ 时，
4

(log t)2Ht − T
((log t)/2)
1 −→ 0

依概率成立。
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注。 特别地，这表明 4(log t)−2Ht 依分布收敛到从 0 出发的一维布朗运动击中 1 的时刻的分
布。

证明。对每个 a > 0，令

Ta = inf{t ≥ 0 : βt = a}, T (λ)
a = inf{t ≥ 0 : β

(λ)
t = a}.

为简化记号，在整个证明中令

λt =
log t
2
,

并始终假设 t > 1。先验证：对每个 ε > 0，

P
(
(λt)

−2Ht > T
(λt)
1+ε

)
−−−→
t→∞

0. (7.7)

由公式 (7.6)，

{(λt)−2Ht > T
(λt)
1+ε } =

{∫ (λt)2T
(λt)
1+ε

0
exp(2βu) du < t

}

=

{
1

2λt
log
∫ (λt)2T

(λt)
1+ε

0
exp(2βu) du < 1

}
,

(7.8)

因为 2λt = log t。在积分中作变量替换 u = (λt)
2v，得到

1

2λt
log
∫ (λt)2T

(λt)
1+ε

0
exp(2βu) du

=
logλt
λt

+
1

2λt
log
∫ T

(λt)
1+ε

0
exp(2λtβ(λt)v ) dv.

对每个固定的 t > 1，右端与

logλt
λt

+
1

2λt
log
∫ T1+ε

0
exp(2λtβv) dv (7.9)

同分布，因为对任意 λ > 0，缩放布朗运动 (β
(λ)
t )t≥0 与 (βt)t≥0 同分布。

现在使用一个简单的解析事实：对任意连续函数 f : R+ → R 和任意 s > 0，

1

2λ
log
∫ s

0
exp(2λf(v)) dv −−−→

λ→∞
sup

0≤r≤s
f(r).

其证明留给读者。由此，

1

2λ
log
∫ T1+ε

0
exp(2λβv) dv −−−→

λ→∞
sup

0≤r≤T1+ε

βr = 1 + ε, a.s.

所以 (7.9) 在 t→ ∞ 时几乎处处收敛到 1 + ε。因此

1

2λt
log
∫ (λt)2T

(λt)
1+ε

0
exp(2βu) du −−−→

t→∞
1 + ε

依概率成立。故 (7.8) 右端事件的概率趋于 0，从而证明 (7.7)。
完全相同的论证表明，对每个 ε ∈ (0, 1)，

P
(
(λt)

−2Ht < T
(λt)
1−ε

)
−−−→
t→∞

0.
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注意
T
(λt)
1−ε < T

(λt)
1 < T

(λt)
1+ε ,

并且
T
(λt)
1+ε − T

(λt)
1−ε

与 T1+ε − T1−ε 同分布。当 ε ↓ 0 时，后一个差依概率趋于 0：显然 T1−ε ↑ T1；另一方面，由时刻
T1 处的强马尔可夫性质和命题 2.14 (i)，有 T1+ε ↓ T1 a.s.。引理得证。 □

定理 7.20 的证明。 保留上一证明的记号，并对每个 λ > 0 定义缩放布朗运动

γ
(λ)
t =

1

λ
γλ2t.

对 t > 1，仍令 λt = (log t)/2，则

2

log tθt =
1

λt
γHt = γ

(λt)
(λt)−2Ht

.

由引理 7.21，并利用所有一维布朗运动 γ(λ) 都同分布这一事实，

2

log tθt − γ
(λt)

T
(λt)
1

−−−→
t→∞

0

依概率成立。

只需再注意：对每个固定的 λ > 0，随机变量 γ
(λ)

T
(λ)
1

服从标准对称 Cauchy 分布。事实上，

(β(λ), γ(λ)) 是一对相互独立、从 0 出发的一维布朗运动，所以该随机变量与 γT1 同分布。先关于
T1 条件化，再利用推论 3.24 后例 (c) 中 T1 的 Laplace 变换，得到

E[exp(iξγT1)] = E

[
exp
(
−1

2
ξ2T1

)]
= exp(−|ξ|),

这正是标准对称 Cauchy 分布的特征函数。 □
斜积表示和引理 7.21 还可用于导出其他渐近律。我们知道，从 z 6= 0 出发的平面布朗运动 B

几乎处处不击中 0；另一方面，常返性保证

min{|Bs| : 0 ≤ s ≤ t} −→ 0 (t→ ∞).

因此可以问：当 t 很大时，这个最小距离的典型大小是多少？换言之，平面布朗运动以怎样的速度
接近一个不同于起点的给定点？

命题 7.22。 设平面布朗运动 B 从 z 6= 0 出发。则对每个 a > 0，

lim
t→∞

P

(
min
0≤s≤t

|Bs| ≤ t−a/2
)

=
1

1 + a
.

例如，从非零点出发的布朗运动在时刻 t以前到达距原点不超过 1/t的位置的概率，在 t→ ∞
时趋于 1/3；这并不是一个容易猜到的结果。

证明。不失一般性，取 z = 1，并保留引理 7.21 与定理 7.20 的证明中的记号。注意

log
(

min
0≤s≤t

|Bs|
)

= min
0≤s≤t

βHs = min
0≤s≤Ht

βs.

因此
2

log t log
(

min
0≤s≤t

|Bs|
)

=
1

λt
min

0≤s≤Ht

βs = min
0≤s≤(λt)−2Ht

β(λt)s .
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由引理 7.21，
min

0≤s≤(λt)−2Ht

β(λt)s − min
0≤s≤T (λt)

1

β(λt)s −−−→
t→∞

0

依概率成立。因而有依分布收敛

2

log t log
(

min
0≤s≤t

|Bs|
)

(d)−−−→
t→∞

min
0≤s≤T1

βs,

其中 β 是从 0 出发的一维布朗运动，而 T1 = inf{s ≥ 0 : βs = 1}。若

T−a = inf{s ≥ 0 : βs = −a},

则

P

(
min

0≤s≤T1
βs ≤ −a

)
= P (T−a < T1) =

1

1 + a

（参见第 3.4 节），结论随即成立。 □
作为斜积表示的最后一个应用，下面陈述布朗运动在球内停留时间的 Kallianpur–Robbins 渐

近律；这里起点可以任意。

定理 7.23（Kallianpur–Robbins 渐近律）。 设 z ∈ C、R > 0。在 Pz 下，当 t→ ∞ 时，

2

log t

∫ t

0
1{|Bs|<R} ds

依分布收敛到均值为 R2 的指数分布。

定理 7.23 的证明部分依赖第 9 章建立的局部时理论，因此推迟到第 9 章末尾。

练习

以下各题中，(Bt)t≥0 是 d 维布朗运动，在概率测度 Px 下从 x 出发。除练习 7.28 外，始终假
设 d ≥ 2。

练习 7.24。 设 B1 是 Rd（d ≥ 2）中的开单位球，并令

B∗
1 = B1 \ {0}.

在 ∂B∗
1 上定义连续函数 g：当 |x| = 1 时令 g(x) = 0，并令 g(0) = 1。证明：B∗

1 上边界条件
为 g 的 Dirichlet 问题无解。

解答 7.24。 反设存在解 u。它在紧集 B1 上连续，故有界。对 0 < ε < |x| < 1，令

Ur = inf{t ≥ 0 : |Bt| = r}.

在环域 {ε < |y| < 1} 上使用布朗运动的 Dirichlet 表示：

u(x) = Ex[u(BUε)1{Uε<U1}],
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因为外球面上的边值为 0。而

Px(Uε < U1) =


log |x|
log ε , d = 2,

1− |x|2−d

1− ε2−d
, d ≥ 3,

−→ 0.

由 u 有界可知 u(x) = 0 对所有 x ∈ B∗
1 成立。这与 limx→0 u(x) = g(0) = 1 矛盾，故该

Dirichlet 问题无解。 □

练习 7.25（极集）。 本题始终设 K 是 Rd（d ≥ 2）中的非空紧集，并令

TK = inf{t ≥ 0 : Bt ∈ K}.

若存在 x ∈ Kc 使 Px(TK <∞) = 0，就称 K 为极集。
1. 仿照命题 7.7 (ii) 的证明使用强马尔可夫性质，证明函数

x 7−→ Px(TK <∞)

在 Kc 的每个连通分支上调和。
2. 从本问起直到第 4 问，假设 K 是极集。证明 Kc 连通，并且对每个 x ∈ Kc，都有
Px(TK <∞) = 0。
提示。注意集合

{x ∈ Kc : Px(TK <∞) = 0}

在 Kc 中既开又闭。
3. 设 D 是包含 K 的有界区域，并令 D′ = D \K。证明：D′ 上的任意有界调和函数 h 都
可延拓成 D 上的调和函数。若把“有界”改为“正”，结论是否仍成立？

4. 对 x ∈ ∂D 令 g(x) = 0，对 x ∈ ∂D′ \ ∂D 令 g(x) = 1。证明：D′ 上边界条件为 g 的
Dirichlet 问题无解。（这推广了练习 7.24。）

5. 若 α ∈ (0, d]，称紧集 K 的 α 维 Hausdorff 测度为零，如果对每个 ε > 0，都存在整数
Nε ≥ 1 以及 Nε 个开球

B(1), . . . , B(Nε),

其半径分别为 r(1), . . . , r(Nε)，使 K 包含于这些球的并集，且

Nε∑
j=1

(r(j))α ≤ ε.

证明：若 d ≥ 3，且 K 的 (d− 2) 维 Hausdorff 测度为零，则 K 是极集。

解答 7.25。 记 ϕ(x) = Px(TK <∞)。
1. 若 B(x, r) ⊂ Kc，令 τ = inf{t : |Bt − x| = r}。强马尔可夫性质给出

ϕ(x) = Ex[ϕ(Bτ )] =

∫
∂B(x,r)

ϕ(y)σx,r(dy).

因而 ϕ 在 Kc 的每个连通分支上满足球面平均值性质，故调和。
2. 若 Kc 有两个不同的连通分支，从其中任一点出发去击中另一分支内的一个小球，连续
路径必先穿过 K；而布朗运动击中该小球的概率为正。这将使每个分支上的 ϕ 都严格为
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正，与 K 为极集矛盾。因此 Kc 连通。又 ϕ ≥ 0 调和，且在某一点为 0，强极小值原理
给出

ϕ ≡ 0 于Kc.

3. 取包含 K 的相对紧光滑区域递增列 Gn ↑ D。对 z ∈ K 定义

h̃(z) = Ez[h(Bτn)], τn = inf{t : Bt /∈ Gn}.

强马尔可夫性质及 K 的极性说明右端与充分大的 n 无关；对 z ∈ D \K，同一公式等于
h(z)。球面平均值性质表明 h̃ 在 D 上调和，故给出所需延拓。
把“有界”仅改成“正”时结论不成立。例如 K = {0}，在穿孔球中

h(x) =

− log |x|, d = 2,

|x|2−d, d ≥ 3

是正调和函数，却不能调和地延拓到 0。
4. 若该 Dirichlet 问题有解，则解在 D′ 上有界。由于 Px(TK <∞) = 0，布朗运动从 D′ 出
发只会从 ∂D 离开；Dirichlet 表示于是给出 u(x) = 0。这与趋近 ∂D′ \ ∂D 时边值应趋
于 1 矛盾。

5. 固定 x ∈ Kc，令 ρ = d(x,K) > 0。用题设中的球覆盖 K，并把每个中心移到 K 中、半
径至多扩大为原来的两倍。若 ε 足够小，可令各球半径 rj < ρ/2。在 d ≥ 3 时，

Px(TB(cj ,rj)
<∞) =

(
rj

|x− cj |

)d−2

≤
(
2rj
ρ

)d−2

.

由并集上界，

Px(TK <∞) ≤ 2d−2

ρd−2

∑
j

rd−2
j ≤ 2d−2

ρd−2
ε.

令 ε ↓ 0，得到 Px(TK <∞) = 0，故 K 为极集。
□

练习 7.26。 本题设 d ≥ 3。令 K 是 Rd 的开单位球内的紧集，并记

TK = inf{t ≥ 0 : Bt ∈ K}.

假设 D = Rd \K 连通，并设 g 是 K 上的连续函数。本题目标是确定所有满足下列性质的函
数 u : D → R：

(P) u 有界且在 D 上连续，在 D 上调和，并且当 y ∈ ∂D 时 u(y) = g(y)。

这是 D上的 Dirichlet问题，但与第 7.2节不同，D在这里无界。固定一个递增实数列 (Rn)n≥1，
其中 R1 ≥ 1，并且 Rn ↑ ∞。对每个 n ≥ 1，令

T (n) = inf{t ≥ 0 : |Bt| ≥ Rn}.

1. 假设 u 满足 (P)。证明：对每个 n ≥ 1 以及满足 x ∈ D、|x| < Rn 的每个 x，

u(x) = Ex[g(BTK )1{TK≤T (n)}]

+ Ex[u(BT (n))1{T (n)<TK}].
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2. 证明：必要时把 (Rn)n≥1 换成一个子列后，可以假设存在常数 α ∈ R，使得对每个 x ∈ D，

lim
n→∞

Ex[u(BT (n))] = α;

并且此时
lim

|x|→∞
u(x) = α.

3. 证明：对每个 x ∈ D，

u(x) = Ex[g(BTK )1{TK<∞}] + αPx(TK = ∞).

4. 假设 D 在每个 y ∈ ∂D 处满足外锥条件（定义与有界区域时相同）。证明：对任意 α ∈ R，
第 3 问的公式都给出问题 (P) 的一个解。

解答 7.26。 令 M = ‖u‖∞。
1. 在有界区域 B(0, Rn) \K 上应用 Dirichlet 表示，边界的两部分分别为 K 与 ∂B(0, Rn)，
立即得到

u(x) = Ex[g(BTK )1{TK≤T (n)}] + Ex[u(BT (n))1{T (n)<TK}].

2. 令
fn(x) = Ex[u(BT (n))], |x| < Rn.

fn 在 B(0, Rn) 上调和且 |fn| ≤M。调和函数的内点梯度估计与 Arzelà–Ascoli 定理，配
合对有理球的对角线抽取，给出一子列 fnk

在每个紧集上一致收敛到有界整调和函数 f。
Liouville 定理说明 f ≡ α。
还需辨认无穷远处的极限。因 K ⊂ B(0, 1)，当 1 < |x| < Rnk

时

Px(TK < T (nk)) ≤ Px(TB(0,1) < T (nk)) =
R2−d
nk

− |x|2−d

R2−d
nk − 1

.

给定 ε > 0，先取 |x| 足够大，再取 k 足够大，使右端及 |fnk
(x)− α| 都小于 ε。第 1 问

与 fnk
的定义给出

|u(x)− fnk
(x)| ≤ 2M Px(TK < T (nk)),

因而 lim|x|→∞ u(x) = α。
3. 令 k → ∞。当 d ≥ 3时 |Bt| → ∞ a.s.；在 {TK = ∞}上，u(BT (nk)) → α，而在 {TK <∞}
上第二项最终消失。控制收敛于是给出

u(x) = Ex[g(BTK )1{TK<∞}] + αPx(TK = ∞) .

4. 反过来，用上式定义 u。强马尔可夫性质给出球面平均值性质，故 u 在 D 上调和；显然
它有界，且第 2 问中的击中概率估计给出 u(x) → α 当 |x| → ∞。外锥条件保证每个边
界点对布朗运动都是正则点，所以当 x→ y ∈ ∂D 时 TK → 0（依概率），结合 g 的连续
性得 u(x) → g(y)。因此任意 α ∈ R 都产生一个满足 (P) 的解。

□

练习 7.27。 设 f : C → C 是非常值全纯函数。利用平面布朗运动证明集合

{f(z) : z ∈ C}
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在 C 中稠密。Picard 小定理给出更强的结论：上述集合在 C 中的补集至多含一个点。这也可
用布朗运动证明，但论证更复杂，参见 [12]。

解答 7.27。 反设 f(C) 不稠密，则存在开圆盘 U 与 f(C) 不相交。令 B 为从 0 出发的平面
布朗运动。平面布朗运动的共形不变性给出另一平面布朗运动 Γ，使

f(Bt) = ΓCt , Ct =

∫ t

0
|f ′(Bs)|2 ds,

其中 Γ0 = f(0)。因 f 非常值，存在开球 V 及 c > 0，使 |f ′| ≥ c 于 V。平面布朗运动反复访
问 V，且在 V 中的总占用时间 a.s. 无穷，故 C∞ = ∞ a.s.
另一方面，平面布朗运动 Γ a.s. 击中非空开圆盘 U。时间变换遍历 [0,∞)，于是 f(Bt) = ΓCt

必在某时进入 U，这与 U ∩ f(C) = ∅ 矛盾。因此 f(C) 在 C 中稠密。 □

练习 7.28（布朗运动的 Feynman–Kac 公式）。这是第 6 章练习 6.26 的继续。沿用该题记
号，假设 E = Rd、Xt = Bt。设 v ∈ C0(Rd) 非负，并假设 v 连续可微且一阶偏导数有界。同
练习 6.26，对每个 φ ∈ B(Rd)，令

Qvtφ(x) = Ex

[
φ(Xt) exp

(
−
∫ t

0
v(Xs) ds

)]
.

1. 利用练习 6.26 第 2 问的公式证明：对每个 t > 0 和每个 φ ∈ C0(Rd)，函数 Qvtφ 在
Rd 上二阶连续可微，并且它及其不超过二阶的各阶偏导数都属于 C0(Rd)。由此推出
Qvtφ ∈ D(L)。

2. 设 φ ∈ C0(Rd)，并对每个 t > 0、x ∈ Rd 令 ut(x) = Qvtφ(x)。利用练习 6.26 第 3 问证
明：对每个 x ∈ Rd，函数 t 7→ ut(x) 在 (0,∞) 上连续可微，并且

∂ut
∂t

=
1

2
∆ut − vut.

解答 7.28。 以 Pt 表示热半群，并写 ut = Qvtφ。
1. 练习 6.26 给出 Duhamel 公式

ut = Ptφ−
∫ t

0
Ps(vut−s) ds. (1)

设 ks 为热核。则

‖∂iPsh‖∞ ≤ Cs−1/2‖h‖∞, ‖∂iks‖L1 = Cs−1/2. (2)

由于 s−1/2 在 0 附近可积，对 (1) 在积分号下求一次导数是合法的，并得 ∂iut ∈ C0。再
利用

∂j∂iPs(vut−s) = (∂j(vut−s)) ∗ ∂iks
以及由第一次求导得到的估计

‖∇ur‖∞ ≤ Ct(1 + r−1/2), 0 < r ≤ t,

可知二次求导的控制函数至多是常数倍的 s−1/2(1 + (t− s)−1/2)，它在 (0, t) 上可积。因
此 ut ∈ C2(Rd)，且 ut 及其不超过二阶的偏导数都属于 C0(Rd)。特别地 ut,∆ut ∈ C0，
故 ut ∈ D(L) 且 Lut =

1
2∆ut。
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2. 由练习 6.26 的半群性质，
ut+h = Qvhut.

第 1 问说明 ut ∈ D(L)，而练习 6.26 第 3 问给出

lim
h↓0

ut+h − ut
h

= Lut − vut =
1

2
∆ut − vut.

对左导数作同样的半群论证；(1)、(2) 及控制收敛还说明右端随 t > 0 连续。因此

∂ut
∂t

=
1

2
∆ut − vut, t > 0 .

□

练习 7.29。 本题设 d = 2，并把 R2 与复平面 C 等同。取 α ∈ (0, π)，考虑开锥

Cα = {reiθ : r > 0, θ ∈ (−α, α)}.

令
T = inf{t ≥ 0 : Bt /∈ Cα}.

1. 证明：在 P1 下，log |BT | 的分布等于

βinf{t≥0:|γt|=α}

的分布，其中 β, γ 是两个相互独立、从 0 出发的一维布朗运动。
2. 验证：对每个 λ ∈ R，

E1[exp(iλ log |BT |)] =
1

cosh(αλ) .

解答 7.29。
1. 由平面布朗运动的斜积分解，存在相互独立的实布朗运动 β, γ，使

Bt = exp(βHt + iγHt), Ht =

∫ t

0

ds

|Bs|2
.

H 连续递增且 H∞ = ∞。若 S = inf{s ≥ 0 : |γs| = α}，则 HT = S，从而

log |BT | = βHT
= βS .

2. 在给定 γ 后，S 已确定，且
E[eiλβS | γ] = e−λ

2S/2.

对停止于 S 的指数鞅 exp(λγt − λ2t/2) 使用可选停时定理，并利用 γS = ±α 的对称性：

1 = E[eλγS−λ
2S/2] = cosh(αλ)E[e−λ

2S/2].

所以

E1[e
iλ log |BT |] =

1

cosh(αλ) .

□
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注释与评述

布朗运动与偏微分方程之间的联系由来已久，并且正是这些联系推动了对这一随机过程的研
究。Durrett 的著作 [18，第 8 章] 综述了可以用布朗运动求解的偏微分方程。定理 7.1 的表示（写
成高斯密度的形式）可追溯至十九世纪 Fourier 和 Laplace 的工作 1；相关文献见 [49]。布朗运动
与调和函数之间的优美联系由 Kakutani [45, 46] 发现并研究，后来 Hunt [33, 34] 研究了位势论同
暂留马尔可夫过程之间的联系（关于这一主题的更多内容见 Blumenthal–Getoor的著作 [5]）。Port
与 Stone [69] 以及 Doob [16] 的著作对布朗运动与经典位势论的联系作了出色阐述；另见 Itô 与
McKean [42]、Chung [9] 以及 [62] 的第 3、8 章。

平面布朗运动的共形不变性由 Lévy [54] 提出，但他只给出了非常简略的证明。Davis 的论文
[12]很好地综述了平面布朗运动与解析函数之间的联系；另见 Durrett的著作 [18]，以及 Getoor与
Sharpe的论文 [28]。后者引入了共形鞅的概念，它在鞅论中扮演着类似于解析函数的角色。Spitzer
定理由经典论文 [75] 得到，Kallianpur–Robbins 律则在 [48] 中导出。早在 1940 年，Lévy [53] 就
已经观察到平面布朗运动的许多非凡性质。关于平面布朗运动渐近律的系统研究可参见 Pitman与
Yor [68]。本章的叙述紧随 [52]，该文还给出了斜积表示的其他应用。

1校订注：英文原文误作“ninetieth century”（九十世纪），显然应为“nineteenth century”（十九世纪）。
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第八章 随机微分方程

本章讨论随机微分方程；Itô 正是为研究这类方程而构造了随机积分。给出一般定义以后，我
们将详细处理 Lipschitz 情形；在这一情形下，解的强存在性与唯一性都成立。仍在 Lipschitz 情
形下，我们证明随机微分方程的解是具有 Feller 半群的马尔可夫过程，其生成元是一个二阶微分
算子。由第 6 章的结果，Feller 性质立即给出随机微分方程解的强马尔可夫性质。最后一节介绍几
个重要例子。本章可以不依赖第 7 章而独立阅读。

8.1 动机与一般定义

随机微分方程的目标，是为受到随机噪声扰动的微分方程建立模型。先考虑常微分方程

y′(t) = b(y(t)),

或用微分形式写成
dyt = b(yt) dt.

这类方程可用于刻画物理系统的演化。若把系统受到的随机扰动考虑在内，就加入一个噪声项；典
型形式是 σ dBt，其中 B 是布朗运动，常数 σ 表示噪声强度。这里采用布朗运动，是因为它具有
独立增量性质；这一性质对应于假设不相交时间区间内的随机扰动相互独立。

于是得到形如
dyt = b(yt) dt+ σ dBt

的随机微分方程。只有它的积分形式

yt = y0 +

∫ t

0
b(ys) ds+ σBt

具有严格的数学意义。

还可允许 σ 依赖于系统在时刻 t 的状态，得到

dyt = b(yt) dt+ σ(yt) dBt,

或其积分形式

yt = y0 +

∫ t

0
b(ys) ds+

∫ t

0
σ(ys) dBs.

由于含有关于 dBs 的积分，上一方程只有借助第 5 章建立的随机积分理论才有意义。进一步允许
σ, b 依赖时间参数 t，便得到下面的定义。

定义 8.1。 设 d,m 为正整数，σ, b 是定义在 R+ × Rd 上的局部有界可测函数，分别取值于
Md×m(R) 和 Rd，其中Md×m(R) 是所有 d×m 实矩阵组成的集合。记

σ = (σij)1≤i≤d, 1≤j≤m, b = (bi)1≤i≤d.

随机微分方程
E(σ, b) : dXt = σ(t,Xt) dBt + b(t,Xt) dt
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的一个解由下列对象组成：
• 滤过概率空间 (Ω,F , (Ft)t∈[0,∞], P )，其中总假设滤过完备；
• 从 0 出发的 m 维 (Ft)-布朗运动 B = (B1, . . . , Bm)；
• 取值于 Rd、具有连续样本路径的 (Ft)-适应过程 X = (X1, . . . , Xd)，满足

Xt = X0 +

∫ t

0
σ(s,Xs) dBs +

∫ t

0
b(s,Xs) ds.

最后一个等式的含义是：对每个 i ∈ {1, . . . , d}，

Xi
t = Xi

0 +

m∑
j=1

∫ t

0
σij(s,Xs) dB

j
s +

∫ t

0
bi(s,Xs) ds.

若还满足 X0 = x ∈ Rd，就称 X 是 Ex(σ, b) 的一个解。

谈论 E(σ, b) 的解时，并不预先固定滤过概率空间和布朗运动 B。若这些对象已经固定，我们
会明确说明。随机微分方程有若干种存在性与唯一性概念。

定义 8.2。 对方程 E(σ, b)，称：
• 弱存在性成立，如果对每个 x ∈ Rd，Ex(σ, b) 都至少有一个解；
• 弱存在性与弱唯一性成立，如果还对每个 x ∈ Rd，Ex(σ, b) 的所有解都具有同一分布；
• 路径唯一性成立，如果在固定滤过概率空间 (Ω,F , (Ft), P ) 与固定 (Ft)-布朗运动 B 后，
任意两个满足 X0 = X ′

0 a.s. 的解 X,X ′ 都不可分辨。
此外，若 Ex(σ, b) 的解 X 关于 B 的完备自然滤过适应，就称 X 为强解。

注。 弱存在性和弱唯一性可能同时成立，而路径唯一性却不成立。举一个简单例子：设 β 是
从 β0 = y 出发的一维布朗运动，并令

Bt =

∫ t

0
sgn(βs) dβs,

其中当 x > 0 时 sgn(x) = 1，当 x ≤ 0 时 sgn(x) = −1。由随机积分的结合律立即得到

βt = y +

∫ t

0
sgn(βs) dBs.

另一方面，B 是二次变差满足 〈B,B〉t = t 的连续鞅，故定理 5.12 说明 B 是从 0 出发的布朗
运动。因此 β 解出了

dXt = sgn(Xt) dBt, X0 = y,

从而该方程具有弱存在性。再次使用定理 5.12可知，该方程的任何其他解都必为布朗运动，所
以弱唯一性也成立。
但是路径唯一性不成立。事实上，在上述构造中取 y = 0，很容易看出 β 与 −β 都以同一个布
朗运动 B 和同一初值 0 解出该方程；这里使用了∫ t

0
1{βs=0} ds = 0,

∫ t

0
1{βs=0} dBs = 0.

还可以证明 β 不是强解：B 的自然滤过与 |β| 的自然滤过相同，而后者严格小于 β 的自然滤
过。证明从略；它是第 9 章公式 (9.18) 的简单应用。
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下面的定理联系了不同的存在性与唯一性概念。

定理（Yamada–Watanabe）。若弱存在性与路径唯一性都成立，则弱唯一性也成立。此外，
对任意滤过概率空间 (Ω,F , (Ft), P ) 和任意 (Ft)-布朗运动 B，对每个 x ∈ Rd，Ex(σ, b) 都存
在唯一强解。

证明可参见 Yamada 与 Watanabe [83]，这里从略，因为后文不需要这一结果。在我们将研究
的 Lipschitz 情形中，会直接建立 Yamada–Watanabe 定理所给出的性质。

8.2 Lipschitz 情形

本节始终作如下假设。

假设。函数 σ, b 在 R+ ×Rd 上连续，并且关于变量 x 满足 Lipschitz 条件：存在常数 K，使
对每个 t ≥ 0 及 x, y ∈ Rd，

|σ(t, x)− σ(t, y)| ≤ K|x− y|, |b(t, x)− b(t, y)| ≤ K|x− y|.

定理 8.3。 在上述假设下，方程 E(σ, b) 具有路径唯一性；并且，对任意滤过概率空间
(Ω,F , (Ft), P ) 和任意 (Ft)-布朗运动 B，对每个 x ∈ Rd，Ex(σ, b) 都存在唯一强解。

特别地，该定理蕴含 E(σ, b) 的弱存在性。弱唯一性将由下一个定理得到；也可结合路径唯一
性与 Yamada–Watanabe 定理推出它。

注。 可以把 σ, b 的 Lipschitz 假设“局部化”，即允许常数 K 依赖于参数 t, x, y 所处的紧集。
不过这时必须保留形如

|σ(t, x)| ≤ K(1 + |x|), |b(t, x)| ≤ K(1 + |x|)

的线性增长条件。这类条件用于防止解在有限时间爆破，在常微分方程中也已经出现。

证明。为简化记号，只证明 d = m = 1 的情形。一般情形的论证完全相同，只是记号更繁重。

先证明路径唯一性。在同一滤过概率空间上、关于同一个布朗运动 B，考虑两个满足 X0 = X ′
0

的解 X,X ′。固定 M > 0，并令

τ = inf{t ≥ 0 : |Xt| ≥M 或|X ′
t| ≥M}.

对每个 t ≥ 0，

Xt∧τ = X0 +

∫ t∧τ

0
σ(s,Xs) dBs +

∫ t∧τ

0
b(s,Xs) ds,
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而 X ′
t∧τ 满足类似方程。固定 T > 0。对两式作差，并使用估计 (5.14)，对 t ∈ [0, T ] 得

E[(Xt∧τ −X ′
t∧τ )

2] ≤ 2E

[(∫ t∧τ

0
(σ(s,Xs)− σ(s,X ′

s)) dBs

)2
]

+ 2E

[(∫ t∧τ

0
(b(s,Xs)− b(s,X ′

s)) ds

)2
]

≤ 2E

[∫ t∧τ

0
(σ(s,Xs)− σ(s,X ′

s))
2 ds

]
+ 2TE

[∫ t∧τ

0
(b(s,Xs)− b(s,X ′

s))
2 ds

]
≤ 2K2(1 + T )E

[∫ t∧τ

0
(Xs −X ′

s)
2 ds

]
≤ 2K2(1 + T )E

[∫ t

0
(Xs∧τ −X ′

s∧τ )
2 ds

]
.

因此函数

h(t) = E[(Xt∧τ −X ′
t∧τ )

2]

满足

h(t) ≤ C

∫ t

0
h(s) ds, t ∈ [0, T ],

其中 C = 2K2(1 + T )。

引理 8.4（Gronwall 引理）。设 T > 0，g 是 [0, T ] 上非负、有界、可测的函数。假设存在常
数 a, b ≥ 0，使对每个 t ∈ [0, T ]，

g(t) ≤ a+ b

∫ t

0
g(s) ds.

则对每个 t ∈ [0, T ]，
g(t) ≤ a exp(bt).

引理的证明。 反复使用对 g 的假设，得到：对每个 n ≥ 1，

g(t) ≤ a+ a(bt) + b2
∫ t

0
ds

∫ s

0
dr g(r)

≤ a+ a(bt) + a
(bt)2

2
+ · · ·+ a

(bt)n

n!

+ bn+1

∫ t

0
ds1

∫ s1

0
ds2 · · ·

∫ sn

0
dsn+1 g(sn+1).

若 0 ≤ g ≤ A，则最右端最后一项不超过 A(bt)n+1/(n+ 1)!，因而当 n → ∞ 时趋于 0。结论随即
成立。 □
回到定理的证明。函数 h 不超过 4M2，而引理的假设以 a = 0, b = C 成立，故 h = 0，从而

Xt∧τ = X ′
t∧τ。令 M → ∞，得到 Xt = X ′

t，路径唯一性得证。
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为证明第二个断言，使用 Picard 逐次逼近法构造解。归纳定义

X0
t = x,

X1
t = x+

∫ t

0
σ(s, x) dBs +

∫ t

0
b(s, x) ds,

Xn
t = x+

∫ t

0
σ(s,Xn−1

s ) dBs +

∫ t

0
b(s,Xn−1

s ) ds, n ≥ 2.

由归纳可知，每个 Xn 都适应且具有连续样本路径，因此这些随机积分均有定义。

只需证明：对每个 T > 0，Ex(σ, b) 在 [0, T ] 上有强解。事实上，唯一性随后会把不同 T 上的
解拼接成 R+ 上的唯一强解，并且它在 [0, T ] 上与该区间内构造的解一致。

固定 T > 0。对每个 n ≥ 1 和 t ∈ [0, T ]，令

gn(t) = E

[
sup
0≤s≤t

|Xn
s −Xn−1

s |2
]
.

下面归纳估计 gn；目前甚至还不能断言这些函数有限。函数 σ(·, x) 与 b(·, x) 在 [0, T ] 上连续，因
而有界。对随机积分项使用 L2 中的 Doob 不等式，可知存在常数 C ′

T，使

g1(t) ≤ C ′
T , t ∈ [0, T ].

又

Xn+1
t −Xn

t =

∫ t

0
[σ(s,Xn

s )− σ(s,Xn−1
s )], dBs

+

∫ t

0
[b(s,Xn

s )− b(s,Xn−1
s )], ds.

对第一项使用 p = 2 的 Burkholder–Davis–Gundy 不等式，并以 C(2) 表示该不等式中的常数，得
到

E

[
sup
0≤s≤t

|Xn+1
s −Xn

s |2
]
≤ 2C(2)E

[∫ t

0
(σ(u,Xn

u )− σ(u,Xn−1
u ))2 du

]
+ 2TE

[∫ t

0
(b(u,Xn

u )− b(u,Xn−1
u ))2 du

]
≤ 2(C(2) + T )K2E

[∫ t

0
|Xn

u −Xn−1
u |2 du

]
≤ CTE

[∫ t

0
sup

0≤r≤u
|Xn

r −Xn−1
r |2 du

]
,

其中 CT = 2(C(2) + T )K2。所以对每个 n ≥ 1，

gn+1(t) ≤ CT

∫ t

0
gn(u) du. (8.1)

由 g1(t) ≤ C ′
T 与 (8.1) 归纳得到：对每个 n ≥ 1、t ∈ [0, T ]，

gn(t) ≤ C ′
T (CT )

n−1 tn−1

(n− 1)!
.

特别地，
∞∑
n=1

gn(T )
1/2 <∞,
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这蕴含
∞∑
n=0

sup
0≤t≤T

|Xn+1
t −Xn

t | <∞, a.s.

因此 (Xn
t )0≤t≤T 几乎处处在 [0, T ]上一致收敛到一个具有连续样本路径的极限过程 (Xt)0≤t≤T。归

纳还可验证，每个 Xn 都关于 B 的完备自然滤过适应，故 X 也如此。

最后，由 σ, b 关于 x 的 Lipschitz 性，对每个 t ∈ [0, T ]，∫ t

0
σ(s,Xs) dBs −

∫ t

0
σ(s,Xn

s ) dBs −−−→n→∞
0

以及 ∫ t

0
b(s,Xs) ds−

∫ t

0
b(s,Xn

s ) ds −−−→n→∞
0

都依概率成立。处理随机积分时可使用命题 5.8，并注意

|Xn
s −Xs| ≤

∞∑
k=0

sup
0≤r≤s

|Xk+1
r −Xk

r |.

在定义 Xn 的递推方程中令 n→ ∞，便知 X 在 [0, T ] 上解出 Ex(σ, b)。定理得证。 □
下面以 W (dw) 表示典范空间 C(R+,Rm) 上的 Wiener 测度；该空间由所有从 R+ 到 Rm 的

连续函数组成。换言之，若 B 是从 0 出发的 m 维布朗运动，则 W (dw) 是 (Bt)t≥0 的分布。

定理 8.5。 在定理 8.3 的假设下，对每个 x ∈ Rd，存在映射

Fx : C(R+,Rm) −→ C(R+,Rd),

当定义域赋予由所有 W -零测集完备化的 Borel σ-代数、值域赋予 Borel σ-代数时，该映射可
测；并且满足：

(i) 对每个 t ≥ 0，Fx(w)t 在 W (dw)-a.s. 意义下等于 (w(r))0≤r≤t 的某个可测函数；
(ii) 对每个 w ∈ C(R+,Rm)，映射 x 7→ Fx(w) 连续；
(iii) 对每个 x ∈ Rd，任取完备滤过概率空间 (Ω,F , (Ft), P ) 和满足 B0 = 0 的 m 维 (Ft)-布

朗运动 B，由
Xt = Fx(B)t

定义的过程 X 是 Ex(σ, b)的唯一解。此外，若 U 是 F0-可测的 Rd-值随机变量，则 FU (B)t
是初值 X0 = U 的唯一解。

校订注。 英文原文在定理首句把 x ∈ Rd 误写为 x ∈ R，又在 (iii) 中把一般维初值 U 误称为
“实随机变量”。但同一定理的映射值域、(iii) 的 x ∈ Rd 以及方程本身都明确是 d 维的，故两
处应分别为 x ∈ Rd 和“Rd-值随机变量”，现已改正。

注。断言 (iii) 特别蕴含 E(σ, b) 的弱唯一性：Ex(σ, b) 的任何解都必为 Fx(B) 的形式，因而其
分布唯一地等于 W (dw) 在 Fx 下的像。

证明。仍只证明 d = m = 1 的情形。令 N 为 C(R+,R) 中所有 W -零测集组成的类，并对
t ∈ [0,∞] 令

Gt = σ(w(s) : 0 ≤ s ≤ t) ∨N .

对每个 x ∈ R，以 Xx 表示在滤过概率空间

(C(R+,R),G∞, (Gt),W )
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上、关于典范布朗运动 Bt(w) = w(t) 的 Ex(σ, b) 的解。由定理 8.3，该解存在且在不可分辨意义
下唯一；这里 (Gt) 按构造完备。

取 x, y ∈ R，并令
Tn = inf{t ≥ 0 : |Xx

t | ≥ n 或|Xy
t | ≥ n}.

取 p ≥ 2、T ≥ 1。先用 Burkholder–Davis–Gundy 不等式，再用 Hölder 不等式；对 t ∈ [0, T ]，得
到

E

[
sup
s≤t

|Xx
s∧Tn −Xy

s∧Tn |
p

]
≤ Cp

(
|x− y|p + E

[
sup
s≤t

∣∣∣∣∫ s∧Tn

0
(σ(r,Xx

r )− σ(r,Xy
r )) dBr

∣∣∣∣p
]

+ E

[
sup
s≤t

∣∣∣∣∫ s∧Tn

0
(b(r,Xx

r )− b(r,Xy
r )) dr

∣∣∣∣p
])

≤ C ′
p

(
|x− y|p + E

[(∫ t∧Tn

0
(σ(r,Xx

r )− σ(r,Xy
r ))

2 dr

)p/2]

+ E

[(∫ t∧Tn

0
|b(r,Xx

r )− b(r,Xy
r )| dr

)p])

≤ C ′′
p

(
|x− y|p + T p

∫ t

0
E[|Xx

r∧Tn −Xy
r∧Tn |

p], dr

)
.

常数 Cp, C
′
p, C

′′
p <∞ 只依赖于 p（以及 Lipschitz 常数 K），而不依赖 n, x, y, T。因为

t 7−→ E

[
sup
s≤t

|Xx
s∧Tn −Xy

s∧Tn |
p

]
有界，由引理 8.4，对 t ∈ [0, T ]，

E

[
sup
s≤t

|Xx
s∧Tn −Xy

s∧Tn |
p

]
≤ C ′′

p |x− y|p exp(C ′′
pT

pt).

令 n→ ∞，得到

E

[
sup
s≤t

|Xx
s −Xy

s |p
]
≤ C ′′

p |x− y|p exp(C ′′
pT

pt).

空间 C(R+,R) 的拓扑可由距离

d(w,w′) =
∞∑
k=1

αk

(
sup
s≤k

|w(s)− w′(s)| ∧ 1

)

定义；只要正数列 (αk) 的级数收敛，就可任意选取它。可以选择这些系数使

∞∑
k=1

αk exp(C ′′
pk

p+1) <∞.

把每个 Xx 看成取值于 C(R+,R) 的随机变量。上面的估计和 Jensen 不等式给出

E[d(Xx, Xy)p] ≤

( ∞∑
k=1

αk

)p−1 ∞∑
k=1

αkE

[
sup
s≤k

|Xx
s −Xy

s |p
]

≤ C̃p|x− y|p,
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其中 C̃p 与 x, y 无关。对取值于度量空间 C(R+,R) 的过程 (Xx)x∈R 应用 Kolmogorov 引理（定理
2.9），得到一个关于参数 x 具有连续样本路径的修正，记为 (X̃x)x∈R。令

Fx(w) = X̃x(w) = (X̃x
t (w))t≥0.

性质 (ii) 立即成立。
映射 w 7→ Fx(w) 从赋予 G∞ 的 C(R+,R) 到赋予 Borel σ-代数

C = σ(w(s) : s ≥ 0)

的同一空间可测。此外，对每个 t ≥ 0，Fx(w)t = X̃x
t (w) = Xx

t (w) a.s.，而 Xx
t 是 Gt-可测的，故

它在 W (dw)-a.s. 意义下等于 (w(s))0≤s≤t 的某个可测函数。这就证明了 (i)。
下面证明 (iii) 的第一部分。固定滤过概率空间 (Ω,F , (Ft), P ) 与 (Ft)-布朗运动 B。过程

(Fx(B)t)t≥0 显然具有连续样本路径；由 (i) 和滤过的完备性，它也适应。另一方面，由 Fx 的构造
以及 X̃x = Xx a.s.，对每个 t ≥ 0，在 W (dw)-a.s. 意义下，

Fx(w)t = x+

∫ t

0
σ(s, Fx(w)s) dw(s) +

∫ t

0
b(s, Fx(w)s) ds.

这里的随机积分可沿一个适当子列 (nk) 定义为∫ t

0
σ(s, Fx(w)s) dw(s)

= lim
k→∞

2nk−1∑
i=0

σ

(
it

2nk
, Fx(w)it/2nk

)(
w

(
(i+ 1)t

2nk

)
− w

(
it

2nk

))
,

其中使用了命题 5.9。现在把 w 换成分布为 W (dw) 的 B，又由命题 5.9，几乎处处地，

Fx(B)t = x+ lim
k→∞

2nk−1∑
i=0

σ

(
it

2nk
, Fx(B)it/2nk

)(
B(i+1)t/2nk −Bit/2nk

)
+

∫ t

0
b(s, Fx(B)s) ds

= x+

∫ t

0
σ(s, Fx(B)s) dBs +

∫ t

0
b(s, Fx(B)s) ds.

故 Fx(B) 是所需的解。

还需证明 (iii) 的第二部分。仍固定上述概率空间和布朗运动，设 U 是 F0-可测随机变量。若
在 Fx(B) 满足的随机积分方程中形式地以 U 代替 x，就会得到 FU (B) 是初值为 U 的解；但这一
代换需要仔细论证。

先注意，对每个固定 t，映射
(x, ω) 7−→ Fx(B(ω))t

对固定 ω 关于 x 连续，对固定 x 关于 ω 为 Ft-可测，因而关于 B(R)⊗Ft 可测。由于 U 是 F0-可
测的，FU (B)t 为 Ft-可测，所以过程 FU (B) 适应。

对 x ∈ R、w ∈ C(R+,R)，定义 G(x,w) ∈ C(R+,R)：

G(x,w)t =

∫ t

0
b(s, Fx(w)s) ds,

并令
H(x,w) = Fx(w)− x−G(x,w).
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前面已经看到，对每个 x ∈ R，在 W (dw)-a.s. 意义下，

H(x,w)t =

∫ t

0
σ(s, Fx(w)s) dw(s).

令

Hn(x,w)t =
2n−1∑
i=0

σ

(
it

2n
, Fx(w)it/2n

)(
w

(
(i+ 1)t

2n

)
− w

(
it

2n

))
.

由命题 5.9，对每个 x ∈ R，在 W (dw) 下依概率有

H(x,w)t = lim
n→∞

Hn(x,w)t.

因为 U 是 F0-可测而 B 是 (Ft)-布朗运动，U 与 B 独立。由上述收敛推出

H(U,B)t = lim
n→∞

Hn(U,B)t

依概率成立。再次使用命题 5.9，右端极限必为∫ t

0
σ(s, FU (B)s) dBs.

所以 ∫ t

0
σ(s, FU (B)s) dBs = H(U,B)t

= FU (B)t − U −
∫ t

0
b(s, FU (B)s) ds.

这证明了 FU (B) 解出初值为 U 的 E(σ, b)。 □
定理 8.5，特别是性质 (ii)，还给出解关于初值的连续性。给定滤过概率空间与布朗运动 B，

可以对每个 x ∈ Rd 构造 Ex(σ, b) 的解 Xx，使对每个 ω ∈ Ω，映射 x 7→ Xx(ω) 连续。更精确
地，上一证明的论证给出：对每个 ε ∈ (0, 1) 和任意常数 A, T > 0，存在随机常数 Cε,A,T (ω)，使当
|x|, |y| ≤ A 时，

sup
t≤T

|Xx
t (ω)−Xy

t (ω)| ≤ Cε,A,T (ω)|x− y|1−ε.

严格地说，定理 2.9 中的 Kolmogorov 引理版本只在 d = 1 时直接给出这一结论；多维参数过程有
相应的 Kolmogorov 引理，见 [70，定理 I.2.1]。

8.3 随机微分方程的解作为马尔可夫过程

本节考虑齐次情形
σ(t, y) = σ(y), b(t, y) = b(y).

同上一节一样，假设 σ, b 满足 Lipschitz 条件：存在常数 K，使对每个 x, y ∈ Rd，

|σ(x)− σ(y)| ≤ K|x− y|, |b(x)− b(y)| ≤ K|x− y|.

固定 x ∈ Rd，令 Xx 是 Ex(σ, b) 的一个解。由于弱唯一性成立，对每个 t ≥ 0，Xx
t 的分布不

依赖解的选择。事实上，这一分布是 C(R+,Rm) 上的Wiener 测度在映射 w 7→ Fx(w)t 下的像，其
中 Fx 由定理 8.5 给出。该定理还说明 Xx

t 的分布连续地依赖于 (x, t)。
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定理 8.6。 设 (Xt)t≥0 是在完备滤过概率空间 (Ω,F , (Ft), P ) 上的 E(σ, b) 的解。则 (Xt)t≥0

关于滤过 (Ft) 是马尔可夫过程，其半群 (Qt)t≥0 由

Qtf(x) = E[f(Xx
t )]

定义，其中 Xx 是 Ex(σ, b) 的任意一个解。

注。 沿用定理 8.5 的记号，还有

Qtf(x) =

∫
f(Fx(w)t)W (dw). (8.2)

证明。先验证：对 Rd 上任意有界可测函数 f 及任意 s, t ≥ 0，

E[f(Xs+t) | Fs] = Qtf(Xs),

其中 Qtf 由 (8.2) 定义。固定 s ≥ 0。对每个 t ≥ 0，写成

Xs+t = Xs + ints+ts σ(Xr) dBr +

∫ s+t

s
b(Xr) dr, (8.3)

其中 B 是从 0 出发的 (Ft)-布朗运动。令

X ′
t = Xs+t, F ′

t = Fs+t, B′
t = Bs+t −Bs.

滤过 (F ′
t) 完备，X ′ 对它适应，并且 B′ 是 m 维 (F ′

t)-布朗运动。利用连续适应过程随机积分的逼
近结果（命题 5.9），容易验证：几乎处处地，对每个 t ≥ 0，∫ s+t

s
σ(Xr) dBr =

∫ t

0
σ(X ′

u) dB
′
u,

右端随机积分在滤过 (F ′
t) 中计算。故由 (8.3)，

X ′
t = Xs + intt0σ(X

′
u) dB

′
u +

∫ t

0
b(X ′

u) du.

因此，在空间 (Ω,F , (F ′
t), P ) 上，关于布朗运动 B′，X ′ 解出了初值 X ′

0 = Xs 的 E(σ, b)；注意 Xs

是 F ′
0-可测的。由定理 8.5 的最后一个断言，

X ′ = FXs(B
′), a.s.

于是对每个 t ≥ 0，
E[f(Xs+t) | Fs] = E[f(X ′

t) | Fs]
= E[f(FXs(B

′)t) | Fs]

=

∫
f(FXs(w)t)W (dw)

= Qtf(Xs).

第三个等式使用了：B′ 与 Fs 独立且分布为 W (dw)，而 Xs 是 Fs-可测的。
还需验证 (Qt) 是转移半群。定义中的性质 (i) 和 (iii) 立即成立；验证 (iii) 时使用了 Xx

t 的分
布连续依赖于 (x, t) 这一事实。对 Chapman–Kolmogorov 关系，把上面的结论用于 Xx，得到

Qt+sf(x) = E[f(Xx
s+t)] = E[E[f(Xx

s+t) | Fs]]

= E[Qtf(X
x
s )] =

∫
Qs(x, dy)Qtf(y).
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证明完成。 □
以 C2

c (Rd) 表示 Rd 上所有具有紧支集的二阶连续可微函数组成的空间。

定理 8.7。 半群 (Qt)t≥0 是 Feller 半群。此外，其生成元 L 满足

C2
c (Rd) ⊂ D(L),

并且对每个 f ∈ C2
c (Rd)，

Lf(x) =
1

2

d∑
i,j=1

(σσ∗)ij(x)
∂2f

∂xi∂xj
(x) +

d∑
i=1

bi(x)
∂f

∂xi
(x),

其中 σ∗ 表示矩阵 σ 的转置。

证明。为简化起见，只证明 σ, b 有界的情形。固定 f ∈ C0(Rd)，先验证 Qtf ∈ C0(Rd)。映射
x 7→ Fx(w) 连续，所以公式 (8.2) 与控制收敛定理说明 Qtf 连续。另一方面，

Xx
t = x+

∫ t

0
σ(Xx

s ) dBs +

∫ t

0
b(Xx

s ) ds.

由 σ, b 有界，存在不依赖 t, x 的常数 C，使

E[|Xx
t − x|2] ≤ C(t+ t2). (8.4)

马尔可夫不等式于是给出：对每个 t ≥ 0，

sup
x∈Rd

P (|Xx
t − x| > A) −−−−→

A→∞
0.

并且
|Qtf(x)| ≤ |E[f(Xx

t )1{|Xx
t −x|≤A}]|

+ ‖f‖P (|Xx
t − x| > A).

由于 f ∈ C0(Rd)，
lim sup
|x|→∞

|Qtf(x)| ≤ ‖f‖ sup
x∈Rd

P (|Xx
t − x| > A).

令 A→ ∞，得到 Qtf(x) → 0（|x| → ∞），从而 Qtf ∈ C0(Rd)。

类似地验证 Qtf → f（t ↓ 0）。对每个 ε > 0，

sup
x∈Rd

|E[f(Xx
t )]− f(x)| ≤ sup

x,y∈Rd

|x−y|≤ε

|f(x)− f(y)|

+ 2‖f‖ sup
x∈Rd

P (|Xx
t − x| > ε).

由 (8.4) 和马尔可夫不等式，第二项在 t ↓ 0 时趋于零；第一项可通过取小的 ε 任意逼近零。因此
‖Qtf − f‖ → 0，Feller 性质得证。
证明生成元的结论。取 f ∈ C2

c (Rd)，对 f(Xx
t ) 使用 Itô 公式。若 Xx

t = (Xx,1
t , . . . , Xx,d

t )，则

Xx,i
t = xi +

m∑
j=1

∫ t

0
σij(X

x
s ) dB

j
s +

∫ t

0
bi(X

x
s ) ds.
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所以

f(Xx
t ) = f(x) +Mt +

d∑
i=1

∫ t

0
bi(X

x
s )
∂f

∂xi
(Xx

s ) ds

+
1

2

d∑
i,i′=1

∫ t

0

∂2f

∂xi∂xi′
(Xx

s ) d〈Xx,i, Xx,i′〉s,

其中 M 是连续局部鞅。而

d〈Xx,i, Xx,i′〉s =
m∑
j=1

σij(X
x
s )σi′j(X

x
s ) ds = (σσ∗)ii′(X

x
s ) ds.

令

g(x) =
1

2

d∑
i,i′=1

(σσ∗)ii′(x)
∂2f

∂xi∂xi′
(x) +

d∑
i=1

bi(x)
∂f

∂xi
(x).

则

Mt = f(Xx
t )− f(x)−

∫ t

0
g(Xx

s ) ds

是连续局部鞅。因为 f, g 有界，命题 4.7 (ii) 说明 M 是鞅。由定理 6.14，f ∈ D(L) 且 Lf = g。□

推论 8.8。设 (Xt)t≥0 是某个滤过概率空间上的 E(σ, b) 的解，则 X 满足强马尔可夫性质：若
T 是停时，且 Φ : C(R+,Rd) → R+ 是 Borel 可测函数，则

E[1{T<∞}Φ((XT+t)t≥0) | FT ] = 1{T<∞}EXT
[Φ],

其中对每个 x ∈ Rd，Px 表示 Ex(σ, b) 任一解在 C(R+,Rd) 上的分布。

证明。应用定理 6.17 即可。也可以仿照定理 8.6 的证明，把停时 T 放在该证明中确定性时刻
s 的位置，再使用布朗运动的强马尔可夫性质。 □
由随机微分方程的解得到的、具有连续样本路径的马尔可夫过程，有时称为扩散过程。有些作

者把 Rd 或流形上任何具有连续样本路径的强马尔可夫过程都称为扩散过程。注意，即使在这里的
Lipschitz框架内，定理 8.7也没有完全确定生成元 L，而只给出它在定义域 D(L)的一个子集上的
作用。正如第 6 章已经提到的，完整描述生成元的定义域通常十分困难。不过在许多情形中，像定
理 8.7 这样对生成元的部分了解已经足以刻画过程的分布。这一观察是强大的鞅问题理论的核心；
该理论系统展开于 Stroock 与 Varadhan 的经典著作 [77]。

至少限制在 C2
c (Rd) 上时，生成元 L 是二阶微分算子。随机微分方程 E(σ, b) 为关于这一微分

算子的许多解析结果提供了概率方法与概率解释；其精神与上一章所述布朗运动同 Laplace 算子
之间的联系相同。关于随机微分方程与偏微分方程的更多联系，可参见 Durrett [18，第 9 章] 和
Friedman [26, 27]。概率与分析之间的这些联系，是定义并研究随机微分方程的重要动机。

8.4 随机微分方程的几个例子

本节简要讨论三个重要的一维例子。前两个例子的解有显式公式；一般的随机微分方程当然并
非如此。
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8.4.1 Ornstein–Uhlenbeck 过程

设 λ > 0。一维 Ornstein–Uhlenbeck 过程是随机微分方程

dXt = dBt − λXt dt

的解。对 eλtXt 使用 Itô 公式，得到

Xt = X0e
−λt +

∫ t

0
e−λ(t−s) dBs.

这里的随机积分是 Wiener 积分，因为被积函数是确定性的；所以它属于 B 生成的高斯空间。

先设 X0 = x ∈ R。由上式，X 是非中心高斯过程，其均值函数为

m(t) = E[Xt] = xe−λt,

协方差函数为

K(s, t) = cov(Xs, Xt) =
e−λ|t−s| − e−λ(t+s)

2λ
.

初值服从 N (0, (2λ)−1) 的情形也很有意义。此时 X 是中心高斯过程，协方差函数为

1

2λ
e−λ|t−s|.

这是平稳协方差函数。因此在这种情形下，Ornstein–Uhlenbeck 过程既是以 R+ 为指标集的平稳
高斯过程，又是马尔可夫过程。

8.4.2 几何布朗运动

设 σ > 0、r ∈ R。参数为 σ, r 的几何布朗运动是方程

dXt = σXt dBt + rXt dt

的解。对 logXt 使用 Itô 公式（例如先设 X0 > 0），得到

Xt = X0 exp
(
σBt +

(
r − σ2

2

)
t

)
.

特别地，若初值严格为正，则解在每个时刻 t ≥ 0 仍严格为正。

几何布朗运动用于金融数学中著名的 Black–Scholes 模型。使用它的理由来自一项经济假设：
对应于互不相交时间区间的连续收益率

Xt2 −Xt1

Xt1

,
Xt3 −Xt2

Xt2

, . . . ,
Xtn −Xtn−1

Xtn−1

相互独立。由 Xt 的显式公式可见，这恰好来自布朗运动的独立增量性质。

8.4.3 Bessel 过程

设 m ≥ 0 为实数。m 维平方 Bessel 过程是取非负实值并解出

dXt = 2
√
Xt dBt +mdt (8.5)
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的过程。这个方程不属于本章研究的 Lipschitz 框架，因为 σ(x) = 2
√
x 在 R+ 上不满足 Lipschitz

条件。还可注意到该函数只定义在 R+ 而非整个 R 上；这只是次要问题，因为可以把它替换为
2
√

|x|，再事后验证从非负初值出发的解始终非负。不过，存在一些弱于 Lipschitz 连续性的判别
准则，特别在一维时，它们适用于 (8.5) 并给出解的存在性与路径唯一性。练习 8.14 给出一个可
用于该方程的路径唯一性判别准则。

研究 Bessel 过程的一个主要原因如下。若整数 d ≥ 1，且 β = (β1, . . . , βd) 是 d 维布朗运动，
则 Itô 公式说明

|βt|2 = (β1t )
2 + · · ·+ (βdt )

2

是 d 维平方 Bessel 过程；参见练习 5.33。还可验证，当 m = 0 时，过程 (12Xt)t≥0 与第 6 章末尾
讨论的 Feller 分枝扩散同分布（见练习 8.11）。
以下设 m > 0、X0 = x > 0。对每个 r ≥ 0，令

Tr = inf{t ≥ 0 : Xt = r}.

若 r > x，则 P (Tr <∞) = 1。事实上，由 (8.5)，

Xt∧Tr = x+m(t ∧ Tr) + Yt∧Tr , E[(Yt∧Tr)
2] ≤ 4rt.

由马尔可夫不等式，
P (Yt∧Tr > t3/4) −→ 0 (t→ ∞).

若 P (Tr = ∞) > 0，则上一表示在该事件上与 Xt < r 矛盾，故断言成立。

对每个 t ∈ [0, T0)，令

Mt =

X
1−m/2
t , m 6= 2,

logXt, m = 2.

Itô 公式说明，对每个 ε ∈ (0, x)，Mt∧Tε 是连续局部鞅。对每个 A > x，它在时间区间 [0, Tε ∧ TA]
上有界；再使用 TA <∞ a.s. 并应用可选停时定理，若 m 6= 2，得到

P (Tε < TA) =
A1−m/2 − x1−m/2

A1−m/2 − ε1−m/2
,

而当 m = 2 时，

P (Tε < TA) =
logA− logx
logA− log ε .

当 m = d 是整数时，这就重新得到命题 7.16 的公式。
最后集中讨论 m ≥ 2。在上述公式中令 ε ↓ 0，得到

P (T0 <∞) = 0.

再令 A→ ∞，还得到：当 m = 2 时 P (Tε <∞) = 1，正如第 7 章已经看到的；当 m > 2 时，

P (Tε <∞) =
( ε
x

)m/2−1
.

由 P (T0 < ∞) = 0，过程 M 对每个 t ≥ 0 都有定义且是连续局部鞅。当 m > 2 时，M 取非
负值，故由命题 4.7 (i) 是上鞅，并由命题 3.19 在 t → ∞ 时几乎处处收敛。其极限必为 0，因为
前面已经看到，对每个 A > x，都有 P (TA <∞) = 1。所以当 m > 2 时，

Xt −→ ∞, a.s.

可以证明连续局部鞅 M 不是真鞅；当 m = 3 时参见练习 5.33 的第 8 问。
第 5 章练习 5.31 给出了许多与平方 Bessel 过程有关的重要计算。关于这一类过程的深入研

究，可参见 [70，第 XI 章]。
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注。 m 维 Bessel 过程当然由
Yt =

√
Xt

得到。当 m = d 是正整数时，它就是 d 维布朗运动的模。若 m > 1，过程 Y 也满足一个随机
微分方程，不过该方程没有 (8.5) 那样便于处理；见练习 8.13。

练习

练习 8.9（时间变换法）。 考虑随机微分方程

E(σ, 0) dXt = σ(Xt) dBt,

其中函数 σ : R → R 连续，并且存在常数 ε > 0 与 M，使得

ε ≤ σ ≤M.

1. 在本问及下一问中，设 X 是 E(σ, 0) 的一个解，且 X0 = x。对每个 t ≥ 0，令

At =

∫ t

0
σ(Xs)

2 ds, τt = inf{s ≥ 0 : As > t}.

证明

τt =

∫ t

0

dr

σ(Xτr)
2
, At = inf

{
s ≥ 0 :

∫ s

0

dr

σ(Xτr)
2
> t

}
.

2. 证明：存在从 x 出发的一维布朗运动 β = (βt)t≥0，使得几乎处处地，对每个 t ≥ 0，

Xt = βinf{s≥0:
∫ s
0 σ(βr)

−2 dr>t}.

3. 证明 E(σ, 0) 具有弱存在性与弱唯一性。
提示。关于存在性，注意若由一个布朗运动 β 按第 2 问的公式定义 X，则 X（关于适当
的滤过）是连续局部鞅，并且

〈X,X〉t =
∫ t

0
σ(Xs)

2 ds.

解答 8.9。
1. A 连续、严格递增且 At ≥ ε2t，故其逆函数就是 τ，并且 Aτt = t。由逆函数求导公式，

τ ′t =
1

A′
τt

=
1

σ(Xτt)
2
.

积分即得第一式；第二式只是 A = τ−1 的广义逆表达。
2. X 是从 x 出发的连续局部鞅，且

〈X〉t = At, A∞ = ∞.

Dambis–Dubins–Schwarz定理给出从 x出发的布朗运动 β，使 Xt = βAt。于是 Xτr = βr，
第 1 问给出

Xt = βinf{s≥0:
∫ s
0 σ(βr)

−2 dr>t} .
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3. 反过来，从布朗运动 β 出发，令

Cs =

∫ s

0
σ(βr)

−2 dr, θt = inf{s : Cs > t}, Xt = βθt .

关于时间变换后的滤过，X 是连续局部鞅，且

〈X〉t = θt =

∫ t

0
σ(Xs)

2 ds.

因而 Bt =
∫ t
0 σ(Xs)

−1 dXs 的二次变差为 t，由 Lévy 刻画它是布朗运动，且 dXt =

σ(Xt)dBt。这证明弱存在性。
任意弱解都具有第 2 问的表示，而右端是布朗路径的同一个可测泛函；故所有有限维分
布相同，弱唯一性成立。

□

练习 8.10。 考虑随机微分方程

E(σ, b) dXt = σ(Xt) dBt + b(Xt) dt,

其中函数 σ, b : R → R 有界且连续，并满足∫
R
|b(x)| dx <∞, σ ≥ ε

（这里 ε > 0 为常数）。
1. 设 X 是 E(σ, b) 的一个解。证明：存在单调递增的二阶连续可微函数 F : R → R，使
F (Xt) 为鞅。请用 σ 与 b 写出 F 的一个显式公式。

2. 证明过程 Yt = F (Xt) 解出形如
dYt = σ′(Yt) dBt

的随机微分方程，并确定函数 σ′。
3. 利用上一题，证明 E(σ, b) 具有弱存在性与弱唯一性。进一步证明：若 σ 是 Lipschitz 的，
则路径唯一性也成立。

解答 8.10。
1. 令

F (x) =

∫ x

0
exp
(
−
∫ y

0

2b(z)

σ(z)2
dz

)
dy.

则 F ′ > 0，并且
1

2
σ2F ′′ + bF ′ = 0.

Itô 公式于是给出

F (Xt) = F (X0) +

∫ t

0
F ′(Xs)σ(Xs) dBs.

因 b ∈ L1、σ ≥ ε，函数 F ′ 有正的上下界；随机积分在每个有限时间区间上平方可积，
故 F (X) 是真鞅。

2. 上述界还说明 F (±∞) = ±∞，所以 F 是 R 到自身的 C2 严格递增双射。若 Y = F (X)，
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则
dYt = σ̂(Yt) dBt, σ̂(y) = F ′(F−1(y))σ(F−1(y)) .

3. σ̂ 连续、有界且有严格正的下界。因此练习 8.9 给出 Y 方程的弱存在性与弱唯一性；用
X = F−1(Y ) 变换回来，即得 E(σ, b) 的弱存在性与弱唯一性。
若 σ 是 Lipschitz 的，则 b 有界、σ ≥ ε 说明 F ′′ = −2bF ′/σ2 有界，故 F ′ 与 F−1 都是
Lipschitz 的。于是 σ̂ 也是 Lipschitz 的，Y 方程具有路径唯一性；再由 X = F−1(Y ) 得
到原方程的路径唯一性。

□

练习 8.11。 假设对每个 x ∈ R+，都能在同一滤过概率空间 (Ω,F , (Ft), P ) 上构造一个取非
负值的过程 Xx，它解出 dXt =

√
2Xt dBt,

X0 = x,

并且诸过程 Xx 关于滤过 (Ft)都是取值于 R+ 的马尔可夫过程，具有同一个半群 (Qt)t≥0。（这
当然与定理 8.6 很接近；但函数 x 7→

√
2x 不是 Lipschitz 的，故不能直接应用该定理。）

1. 固定 x ∈ R+、T > 0 与 λ ≥ 0。对每个 t ∈ [0, T ]，令

Mt = exp
(
− λXx

t

1 + λ(T − t)

)
.

证明过程 (Mt∧T )t≥0 是鞅。
a

2. 证明 (Qt)t≥0 是 Feller 分枝扩散的半群（见第 6 章末尾）。
a校订注：英文原文在本问中使用参数 λ，却没有声明其取值范围；这里补为 λ ≥ 0，这也是后续 Laplace 变换

计算所需的范围。

解答 8.11。
1. 令

a(t) =
λ

1 + λ(T − t)
.

则 a′ = a2。对 e−a(t)X
x
t 使用 Itô 公式，并利用 d〈Xx〉t = 2Xx

t dt，其漂移项为(
−a′(t)Xx

t + a(t)2Xx
t

)
e−a(t)X

x
t dt = 0.

因 0 < Mt ≤ 1，该局部鞅是真鞅。
2. 在 t = T 与 t = 0 比较期望，得到

QT (e
−λ·)(x) = E[e−λX

x
T ] = exp

(
−x λ

1 + λT

)
.

即 ∫
R+

e−λyQT (x, dy) = e−xψT (λ), ψT (λ) =
λ

1 + Tλ
.

这正是第 6 章末尾 Feller 分枝扩散半群的 Laplace 变换；Laplace 变换唯一确定 R+ 上
的概率测度，故 (Qt) 就是该半群。

□
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练习 8.12。 考虑定义在 R 上的两列实函数 (σn)n≥1 与 (bn)n≥1。假设：
(i) 存在常数 C > 0，使得对每个 n ≥ 1 及 x ∈ R，

|σn(x)| ≤ C, |bn(x)| ≤ C.

(ii) 存在常数 K > 0，使得对每个 n ≥ 1 及 x, y ∈ R，

|σn(x)− σn(y)| ≤ K|x− y|, |bn(x)− bn(y)| ≤ K|x− y|.

设 B 是一个 (Ft)-布朗运动；对每个 n ≥ 1，令 Xn 为满足

Xn
t =

∫ t

0
σn(X

n
s ) dBs +

∫ t

0
bn(X

n
s ) ds

的唯一适应过程。
1. 设 T > 0。证明：存在常数 A > 0，使得对每个 M > 0 及 n ≥ 1，

P

(
sup
t≤T

|Xn
t | ≥M

)
≤ A

M2
.

2. 进一步假设 (σn) 与 (bn) 分别在 R 的每个紧子集上一致收敛到函数 σ 与 b。说明存在一
个具有连续样本路径的适应过程 X = (Xt)t≥0，使得

Xt =

∫ t

0
σ(Xs) dBs +

∫ t

0
b(Xs) ds.

然后证明：存在常数 A′ > 0，使得对每个 M > 0、t ∈ [0, T ] 及 n ≥ 1，

E

[
sup
s≤t

(Xn
s −Xs)

2

]
≤ 4(4 + T )K2

∫ t

0
E[(Xn

s −Xs)
2] ds+

A′

M2

+ 4T

(
4 sup
|x|≤M

(σn(x)− σ(x))2 + T sup
|x|≤M

(bn(x)− b(x))2

)
.

3. 由上一问推出

lim
n→∞

E

[
sup
s≤T

(Xn
s −Xs)

2

]
= 0.

解答 8.12。
1. Doob 不等式、Itô 等距式及 Cauchy–Schwarz 不等式给出

E

[
sup
t≤T

|Xn
t |2
]
≤ 2E

[
sup
t≤T

∣∣∣∣∫ t

0
σn(X

n
s ) dBs

∣∣∣∣2
]
+ 2TE

∫ T

0
|bn(Xn

s )|2ds

≤ 8C2T + 2C2T 2 =: A.

Markov 不等式即得题中概率上界。
2. 局部一致极限 σ, b仍满足同样的有界性与 Lipschitz条件，因而相应方程存在唯一适应连
续解 X。写

Xn
t −Xt =

∫ t

0
(σn(X

n
s )− σ(Xs)) dBs +

∫ t

0
(bn(X

n
s )− b(Xs)) ds.
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将每个系数差拆成“自变量差”与“函数差”，对前者使用 Lipschitz 界，对后者在事件
{sups≤T (|Xn

s | ∨ |Xs|) ≤ M} 上使用紧集一致范数；补事件则由第 1 问及 X 的同样估计
控制。Doob 与 Cauchy–Schwarz 不等式整理后得到

E

[
sup
s≤t

(Xn
s −Xs)

2

]
≤ 4(4 + T )K2

∫ t

0
E[(Xn

s −Xs)
2] ds+

A′

M2

+ 4T

(
4 sup
|x|≤M

|σn(x)− σ(x)|2 + T sup
|x|≤M

|bn(x)− b(x)|2
)
,

其中 A′ 与 n,M, t 无关。
3. 对第 2 问的不等式使用 Gronwall 引理。固定 M 后，两个紧集一致范数在 n→ ∞ 时趋
于 0，故

lim sup
n→∞

E

[
sup
s≤T

(Xn
s −Xs)

2

]
≤ A′e4(4+T )K

2T

M2
.

再令 M → ∞，得到所需 L2 收敛。
□

练习 8.13。 设 β = (βt)t≥0 是从 0 出发的 (Ft)-布朗运动。固定实参数 α, r，其中 α > 1/2、
r > 0。对每个整数 n ≥ 1 及 x ∈ R，令

fn(x) =
1

|x|
∧ n.

1. 设 n ≥ 1。说明存在唯一的半鞅 Zn 解出

Znt = r + βt + α

∫ t

0
fn(Z

n
s ) ds.

2. 令
Sn = inf{t ≥ 0 : Znt ≤ 1/n}.

先注意到，当 t ≤ Sn ∧ Sn+1 时，

Zn+1
t − Znt = α

∫ t

0

(
1

Zn+1
s

− 1

Zns

)
ds.

证明几乎处处地，对每个 t ∈ [0, Sn ∧ Sn+1]，都有 Zn+1
t = Znt ；并由此推出 Sn+1 ≥ Sn。

3. 设 g 是 R 上的二阶连续可微函数。证明过程

g(Znt )− g(r)−
∫ t

0

(
αg′(Zns )fn(Z

n
s ) +

1

2
g′′(Zns )

)
ds

是连续局部鞅。
4. 对每个 x > 0，令 h(x) = x1−2α。证明：对每个整数 n ≥ 1，h(Znt∧Sn

) 是有界鞅。由此推
出：对每个 t ≥ 0，当 n→ ∞ 时 P (Sn ≤ t) → 0，因而 Sn → ∞ a.s.

5. 由第 2、4 问推出：存在唯一的正半鞅 Z，使得对每个 t ≥ 0，

Zt = r + βt + α

∫ t

0

ds

Zs
.
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6. 设 d ≥ 3，且 B 是从 y ∈ Rd \ {0} 出发的 d 维布朗运动。证明 Yt = |Bt| 满足第 5 问中
的随机方程（适当选取 β），其中

r = |y|, α =
d− 1

2
.

可以使用练习 5.33 的结果。

解答 8.13。
1. 每个 fn 都有界且全局 Lipschitz。因此具有 Lipschitz 漂移和常数扩散系数的方程

dZnt = dβt + αfn(Z
n
t ) dt, Zn0 = r

存在唯一强解。
2. 在 t ≤ Sn ∧ Sn+1 时两过程均为正，且相应截断尚未生效。令 Dt = Zn+1

t − Znt ，则

Dt = −α
∫ t

0

Ds

Zn+1
s Zns

ds, D0 = 0.

线性积分方程的唯一性给出 D ≡ 0。在 Sn 时共同过程等于 1/n > 1/(n+1)，故 Sn+1 ≥
Sn。

3. 直接对 g(Znt ) 使用 Itô 公式，减去题中有限变差部分后剩下∫ t

0
g′(Zns ) dβs,

它是连续局部鞅。
4. 对 h(x) = x1−2α，有

1

2
h′′(x) +

α

x
h′(x) = 0.

在 Sn 前 fn(Z
n) = 1/Zn，故第 3 问说明 h(Znt∧Sn

) 是局部鞅；它非负且被 n2α−1 控制，
因而是真鞅。因此

r1−2α = E[h(Znt∧Sn
)] ≥ n2α−1P (Sn ≤ t),

即 P (Sn ≤ t) ≤ (rn)1−2α → 0。因 Sn ↑，得 Sn ↑ ∞ a.s.
5. 由第 2 问的一致性，在 t ≤ Sn 上定义 Zt = Znt ，第 4 问保证这对所有 t 给出唯一正连
续半鞅，且

Zt = r + βt + α

∫ t

0

ds

Zs
.

若有另一正解，则在任一有限区间上两解都有正的共同下界；其差满足第 2 问同型的线
性积分方程，故恒为 0。

6. 练习 5.33 已证明

|Bt| = |y|+ βt +
d− 1

2

∫ t

0

ds

|Bs|
,

其中

βt =
d∑
i=1

∫ t

0

Bi
s

|Bs|
dBi

s

是一维布朗运动。因此取 r = |y|、α = (d− 1)/2 即得结论。
□
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练习 8.14（Yamada–Watanabe 唯一性判别准则）。 本题目标是在如下条件下证明一维随
机微分方程

dXt = σ(Xt) dBt + b(Xt) dt

的路径唯一性：存在常数 K <∞，使得对每个 x, y ∈ R，

|σ(x)− σ(y)| ≤ K
√
|x− y|, |b(x)− b(y)| ≤ K|x− y|.

1. 预备问题。设 Z 是一个半鞅，并且

〈Z,Z〉t =
∫ t

0
hs ds, 0 ≤ hs ≤ C|Zs|,

其中 C <∞ 为常数。证明：对每个 t ≥ 0，

lim
n→∞

nE

[∫ t

0
1{0<|Zs|≤1/n} d〈Z,Z〉s

]
= 0.

提示。注意对每个 n ≥ 1，

E

[∫ t

0
|Zs|−11{0<|Zs|≤1} d〈Z,Z〉s

]
≤ Ct <∞.

2. 对每个整数 n ≥ 1，定义函数 φn : R → R：

φn(x) =


0, |x| > 1/n,

2n(1− nx), 0 ≤ x ≤ 1/n,

2n(1 + nx), −1/n ≤ x ≤ 0.

再记 Fn 为 R 上满足
Fn(0) = F ′

n(0) = 0, F ′′
n = φn

的唯一二阶连续可微函数。注意对每个 x ∈ R，当 n→ ∞ 时，

Fn(x) −→ |x|, F ′
n(x) −→ sgn(x) := 1{x>0} − 1{x<0}.

设 X,X ′ 是同一滤过概率空间上由同一个布朗运动 B 驱动的 E(σ, b) 的两个解。由第 1
问推出

lim
n→∞

E

[∫ t

0
φn(Xs −X ′

s) d〈X −X ′, X −X ′〉s
]
= 0.

3. 设 T 是一个停时，使半鞅 Xt∧T −X ′
t∧T 有界。对 Fn(Xt∧T −X ′

t∧T ) 应用 Itô 公式，证明

E[|Xt∧T −X ′
t∧T |] = E[|X0 −X ′

0|]

+ E

[∫ t∧T

0
(b(Xs)− b(X ′

s)) sgn(Xs −X ′
s) ds

]
.

4. 利用 Gronwall 引理证明：若 X0 = X ′
0，则几乎处处地，对每个 t ≥ 0，都有 Xt = X ′

t。

解答 8.14。
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1. 以 dµ = d〈Z〉 记随机测度。题给估计说明

E

∫ t

0
|Zs|−11{0<|Zs|≤1} µ(ds) ≤ Ct.

又
n1{0<|Zs|≤1/n} ≤ |Zs|−11{0<|Zs|≤1},

左端逐点趋于 0。控制收敛定理即得结论。
2. 令 Z = X −X ′。则

d〈Z〉s = (σ(Xs)− σ(X ′
s))

2ds ≤ K2|Zs| ds.

因 0 ≤ φn ≤ 2n1{0<|z|≤1/n}，第 1 问给出

E

∫ t

0
φn(Zs) d〈Z〉s −→ 0.

3. 对 Fn(Zt∧T ) 使用 Itô 公式。随机积分的被积函数满足 |F ′
n| ≤ 1，而其二次变差由 K2|Z|

控制；停止后的 Z 有界，故随机积分期望为 0。令 n→ ∞，利用 Fn → | · |、F ′
n → sgn、

第 2 问及控制收敛，得到

E[|Xt∧T −X ′
t∧T |] = E[|X0 −X ′

0|]

+ E

∫ t∧T

0
(b(Xs)− b(X ′

s)) sgn(Xs −X ′
s) ds.

4. 若 X0 = X ′
0，取 Tm = inf{t : |Xt|+ |X ′

t| ≥ m}。第 3 问及 b 的 Lipschitz 条件给出

gm(t) := E|Xt∧Tm −X ′
t∧Tm | ≤ K

∫ t

0
gm(s) ds.

Gronwall 引理说明 gm ≡ 0。令 m → ∞，再先对有理时刻求可数交并利用路径连续性，
得到

Xt = X ′
t 对所有t ≥ 0，a.s.

□

注释与评述

如前所述，对随机微分方程的研究促使 Itô发明了随机积分。1 关于这一主题的进一步阅读，可
参见 Ikeda与Watanabe的经典著作 [43]，以及 Stroock与 Varadhan的经典著作 [77]；后者结合鞅
问题研究随机微分方程。Øksendal 的著作 [66] 强调随机微分方程在其他领域中的应用。Friedman
的著作 [26, 27] 则着重于随机微分方程与偏微分方程之间的联系。
本章选择集中讨论 Lipschitz 情形；在这一情形中，存在唯一性的主要结果早已由 Itô [37, 38]

得到。在一维中，保证路径唯一性的判别条件可以显著削弱（尤其参见 Yamada与Watanabe的论
文 [83]，练习 8.14 正受其启发），但在高维中情形不再如此。[70] 的第 XI 章包含许多关于 Bessel
过程的内容。

1校订注：英文原文在这里把“随机积分”误写成了“随机微分方程”，从而形成“随机微分方程的研究促使 Itô 发明
随机微分方程”的同义反复；依照本章开头的正确表述订正。
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第九章 局部时

本章把随机分析应用于连续半鞅的局部时理论。粗略地说，半鞅 X 在水平 a 处的局部时，是
一个递增过程，用来度量 X 对水平 a 的“访问次数”。我们先用经典的 Tanaka 公式构造局部时，
再研究它关于空间变量的正则性。随后说明如何用局部时得到广义 Itô 公式，并建立所谓的占用
时间密度公式；还将给出局部时的若干逼近。之后转向布朗运动：从一般半鞅的结果推出经典的
Trotter 定理，并证明著名的 Lévy 定理，后者刻画布朗运动在水平 0 处的局部时过程之分布。最
后一节用布朗局部时证明第 7 章末尾陈述的 Kallianpur–Robbins 律。除最后一节依赖第 7 章外，
本章可独立于第 6、7、8 章阅读。

9.1 Tanaka 公式与局部时的定义

本章始终在滤过概率空间 (Ω,F , (Ft)t≥0, P ) 上讨论，并假设滤过 (Ft)t≥0 完备。设 X 是连续
半鞅。若 f : R → R 二阶连续可微，则 Itô 公式说明 f(Xt) 仍是连续半鞅，并且

f(Xt) = f(X0) +

∫ t

0
f ′(Xs) dXs +

1

2

∫ t

0
f ′′(Xs) d〈X,X〉s.

下面的命题把这一公式推广到凸函数。

命题 9.1。设 f 是 R 上的凸函数。则 f(Xt) 是半鞅；更准确地说，存在一个递增过程 Af，使
得对每个 t ≥ 0，

f(Xt) = f(X0) +

∫ t

0
f ′−(Xs) dXs +Aft ,

其中 f ′−(x) 表示 f 在 x 处的左导数。
更一般地，若 f 是两个凸函数之差，则 f(Xt) 是半鞅。

证明。取非负连续函数 h : R → R，使得 x /∈ [0, 1] 时 h(x) = 0，并且∫ 1

0
h(x) dx = 1.

对每个整数 n ≥ 1，令 hn(x) = nh(nx)，再定义

φn(x) = (hn ∗ f)(x) =
∫
R
hn(y)f(x− y) dy.

容易验证，φn 在 R 上二阶连续可微，
φ′
n = hn ∗ f ′−,

并且对每个 x ∈ R，当 n→ ∞ 时，

φn(x) −→ f(x), φ′
n(x) −→ f ′−(x).

此外，φn 也都是凸函数，因而 φ′′
n ≥ 0。

写出半鞅 X 的标准分解 X =M + V。固定整数 K ≥ 1，引入停时

TK := inf
{
t ≥ 0 : |Xt|+ 〈M,M〉t +

∫ t

0
|dVs| ≥ K

}
.
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由 Itô 公式，

φn(Xt∧TK ) = φn(X0) +

∫ t∧TK

0
φ′
n(Xs) dXs

+
1

2

∫ t∧TK

0
φ′′
n(Xs) d〈M,M〉s.

(9.1)

由 TK 的定义，〈M,M〉TK ≤ K。注意到诸函数 φ′
n 在每个紧区间上一致有界，再简单应用命题 5.8，

得到 ∫ t∧TK

0
φ′
n(Xs) dXs

P−−−→
n→∞

∫ t∧TK

0
f ′−(Xs) dXs. (9.2)

对每个 t ≥ 0，令

Af,Kt := f(Xt∧TK )− f(X0)−
∫ t∧TK

0
f ′−(Xs) dXs. (9.3)

因为当 n→ ∞ 时 φn(X0) → f(X0) 且 φn(Xt∧TK ) → f(Xt∧TK )，由 (9.2) 与 (9.1) 可得

1

2

∫ t∧TK

0
φ′′
n(Xs) d〈M,M〉s

P−−−→
n→∞

Af,Kt . (9.4)

由 (9.3)，过程 (Af,Kt )t≥0 具有连续样本路径，并且 Af,K0 = 0。又因 φ′′
n ≥ 0，收敛式 (9.4) 表明

(Af,Kt )t≥0 的样本路径也是不减的。因此 Af,K 是递增过程。最后，由 (9.4)还可知，若 K ≤ K ′，则

Af,Kt = Af,K
′

t∧TK .

所以存在递增过程 Af，使得对每个 t ≥ 0、K ≥ 1，都有

Af,Kt = Aft∧TK .

在 (9.3) 中令 K → ∞，即得命题中的公式。若 f 是两个凸函数之差，则分别应用上述结果再相减
即可。 □

注。 记 f ′+ 为 f 的右导数。与上面证明相似的论证表明，存在递增过程 Ãf，使

f(Xt) = f(X0) +

∫ t

0
f ′+(Xs) dXs + Ãft .

若 f 二阶连续可微，则

Aft = Ãft =
1

2

∫ t

0
f ′′(Xs) d〈X,X〉s.

然而在一般情形下，Ãft 与 Aft 可能不同。

上一命题可以立即导出半鞅局部时的定义。对每个 x ∈ R，令

sgn(x) := 1{x>0} − 1{x≤0}.

请特别注意，这里规定 sgn(0) = −1，这一点很重要。

命题 9.2（Tanaka 公式）。设 X 是连续半鞅，a ∈ R。存在递增过程 (Lat (X))t≥0，使下列三
个恒等式成立：

|Xt − a| = |X0 − a|+
∫ t

0
sgn(Xs − a) dXs + Lat (X), (9.5)
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(Xt − a)+ = (X0 − a)+ +

∫ t

0
1{Xs>a} dXs +

1

2
Lat (X), (9.6)

(Xt − a)− = (X0 − a)− −
∫ t

0
1{Xs≤a} dXs +

1

2
Lat (X). (9.7)

递增过程 (Lat (X))t≥0 称为 X 在水平 a 处的局部时。此外，对每个停时 T，

Lat (X
T ) = Lat∧T (X).

以后把 (9.5)、(9.6)、(9.7) 中的任一式都称为 Tanaka 公式。
证明。对凸函数 f(x) = |x− a| 应用命题 9.1，并注意

f ′−(x) = sgn(x− a).

于是，由

Lat (X) := |Xt − a| − |X0 − a| −
∫ t

0
sgn(Xs − a) dXs

定义的过程 (Lat (X))t≥0 是递增过程。

还需验证另外两个公式。分别对凸函数 f(x) = (x− a)+ 与 f(x) = (x− a)− 应用命题 9.1，得
到两个递增过程 Aa,(+)、Aa,(−)，使

(Xt − a)+ = (X0 − a)+ +

∫ t

0
1{Xs>a} dXs +A

a,(+)
t ,

以及

(Xt − a)− = (X0 − a)− −
∫ t

0
1{Xs≤a} dXs +A

a,(−)
t .

两式相减，立即得到 Aa,(+) = Aa,(−)。另一方面，把两式相加并与 (9.5) 比较，得到

A
a,(+)
t +A

a,(−)
t = Lat (X).

因此

A
a,(+)
t = A

a,(−)
t =

1

2
Lat (X),

从而得到 (9.6) 与 (9.7)。
最后一个断言直接由 (9.5) 以及随机积分的停时性质得到。 □
下面陈述局部时的关键性质。记 dsL

a
s(X) 为递增函数 s 7→ Las(X) 所对应的随机测度，即∫

[0,t]
dsL

a
s(X) = Lat (X).

命题 9.3。 设 X 是连续半鞅，a ∈ R。则几乎处处地，随机测度 dsL
a
s(X) 的支集包含于

{s ≥ 0 : Xs = a}.

证明。令 Wt = |Xt − a|。由于对每个 x ∈ R 都有 | sgn(x)| = 1，由 (9.5) 可知

〈W,W 〉t = 〈X,X〉t.
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对 W 2
t 应用 Itô 公式，得到

(Xt − a)2 =W 2
t = (X0 − a)2 + 2

∫ t

0
(Xs − a) dXs

+ 2

∫ t

0
|Xs − a| dsLas(X) + 〈X,X〉t.

把它同直接对 (Xt − a)2 应用 Itô 公式所得结果比较，便有∫ t

0
|Xs − a| dsLas(X) = 0.

这就给出所需结论。 □
命题 9.3 表明，函数 t 7→ Lat (X) 只能在 Xt = a 时增加。因此，从某种意义上说，Lat (X) 度

量了过程 X 在时刻 t 以前对水平 a 的“访问次数”（第 9.3 节的结果会严格化这一直观说法）。这
也解释了“局部时”这一名称。

9.2 局部时的连续性与广义 Itô 公式

设 X 是连续半鞅，并写出其标准分解 X = M + V。本节首先研究局部时关于空间变量 a 的
连续性。

为方便起见，把随机连续函数 (Lat (X))t≥0 记为 La(X)，并把它看成取值于空间 C(R+;R+)的
随机变量。与以往一样，该空间赋予在每个紧集上一致收敛的拓扑。

定理 9.4。 取值于 C(R+;R+) 的过程 (La(X), a ∈ R) 有一个 càdlàg 修正；此后总取这一修
正，并仍使用记号 (La(X), a ∈ R)。若 La−(X) = (La−t (X))t≥0 表示映射 b 7→ Lb(X) 在 a 处
的左极限，则对每个 t ≥ 0，

Lat (X)− La−t (X) = 2

∫ t

0
1{Xs=a} dVs. (9.8)

特别地，若 X 是连续局部鞅，则过程 (Lat (X))a∈R, t≥0 具有联合连续的样本路径。

定理的证明依赖 Tanaka 公式以及下面的技术引理。

引理 9.5。 设 p ≥ 1。存在只依赖于 p 的常数 Cp，使得对任意 a, b ∈ R 且 a < b，

E

[(∫ t

0
1{a<Xs≤b} d〈M,M〉s

)p]
≤ Cp(b− a)p

(
E[(〈M,M〉t)p/2]

+ E

[(∫ t

0
|dVs|

)p])
.

对每个 a ∈ R，令 Y a = (Y a
t )t≥0 为取值于 C(R+;R) 的随机变量，其中

Y a
t =

∫ t

0
1{Xs>a} dMs.

则过程 (Y a, a ∈ R) 有连续修正。

证明。先证第一个断言。只需证明 a = −u、b = u（u > 0）时的估计；一般情形可取 u = (b−a)/2，
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并用 X − (b+ a)/2 代替 X。设 f 是满足

f ′′(x) =

(
2− |x|

u

)+

, f(0) = f ′(0) = 0

的唯一二阶连续可微函数。于是对每个 x ∈ R，都有 |f ′(x)| ≤ 2u。由于 f ′′ ≥ 0，而且当 −u ≤ x ≤ u

时 f ′′(x) ≥ 1，故 ∫ t

0
1{−u<Xs≤u} d〈M,M〉s ≤

∫ t

0
f ′′(Xs) d〈M,M〉s. (9.9)

另一方面，由 Itô 公式，

1

2

∫ t

0
f ′′(Xs) d〈M,M〉s = f(Xt)− f(X0)−

∫ t

0
f ′(Xs) dXs. (9.10)

回忆 |f ′| ≤ 2u，由 Burkholder–Davis–Gundy 不等式（定理 5.16），

E[|f(Xt)− f(X0)|p] ≤ (2u)pE[|Xt −X0|p]

≤ (2u)pE

[(
|Mt −M0|+

∫ t

0
|dVs|

)p]
≤ Cp(2u)

p

(
E[(〈M,M〉t)p/2] + E

[(∫ t

0
|dVs|

)p])
.

这里以及下文中，Cp 都表示只依赖于 p 的常数，其数值可以逐行改变。又有∫ t

0
f ′(Xs) dXs =

∫ t

0
f ′(Xs) dMs +

∫ t

0
f ′(Xs) dVs,

以及

E

[∣∣∣∣∫ t

0
f ′(Xs) dVs

∣∣∣∣p] ≤ (2u)pE

[(∫ t

0
|dVs|

)p]
.

再次使用 Burkholder–Davis–Gundy 不等式，

E

[∣∣∣∣∫ t

0
f ′(Xs) dMs

∣∣∣∣p] ≤ CpE

[(∫ t

0
f ′(Xs)

2 d〈M,M〉s
)p/2]

≤ Cp(2u)
pE[(〈M,M〉t)p/2].

把上述估计与 (9.9)、(9.10) 合并，即得引理的第一个断言。
再证第二个断言。固定 p > 2。由 Burkholder–Davis–Gundy 不等式，对每个 a < b 及 t ≥ 0，

E

[
sup
s≤t

|Y b
s − Y a

s |p
]
≤ CpE

[(∫ t

0
1{a<Xs≤b} d〈M,M〉s

)p/2]
. (9.11)

右端可由引理的第一个断言估计。更准确地说，对每个整数 n ≥ 1，引入停时

Tn := inf
{
t ≥ 0 : 〈M,M〉t +

∫ t

0
|dVs| ≥ n

}
.

对停住过程 XTn 应用引理的第一个断言，并把其中的指数取为 p/2，可知对每个 t ≥ 0，

E

[(∫ t∧Tn

0
1{a<Xs≤b} d〈M,M〉s

)p/2]
≤ Cp(n

p/4 + np/2)(b− a)p/2.
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在 (9.11) 中也用 XTn 代替 X，再令 t→ ∞，得到

E

[
sup
s≥0

|Y b
s∧Tn − Y a

s∧Tn |
p

]
≤ Cp(n

p/4 + np/2)(b− a)p/2.

由于 p > 2，可应用 Kolmogorov 引理（定理 2.9），得到取值于 C(R+;R) 的过程 a 7→ (Y a
s∧Tn)s≥0

的一个连续修正，记为 (Y
(n),a
s )s≥0。

若 1 ≤ n < m，则对每个固定的 a，几乎处处地，对所有 s ≥ 0，

Y (n),a
s = Y

(m),a
s∧Tn .

由连续性，在同一个概率为零的例外集之外，这一等式对所有 a ∈ R、s ≥ 0 同时成立。因此可定
义取值于 C(R+;R) 且样本路径连续的过程 (Ỹ a, a ∈ R)，使得对每个 n ≥ 1，几乎处处地，

Y (n),a
s = Ỹ a

s∧Tn , a ∈ R, s ≥ 0.

过程 (Ỹ a, a ∈ R) 就是所需的连续修正。 □

注。把引理 9.5 的估计应用于 XTn（其中 Tn 如上），再令 a→ b，可知对每个 b ∈ R，几乎处
处地，对每个 t ≥ 0， ∫ t

0
1{Xs=b} d〈M,M〉s = 0.

因此由命题 4.12，还有 ∫ t

0
1{Xs=b} dMs = 0, t ≥ 0, quada.s. (9.12)

证明。（定理 9.4 的证明） 稍微滥用记号，仍把引理 9.5 第二个断言得到的连续修正记为
(Y a, a ∈ R)。再定义取值于 C(R+;R) 的过程 (Za, a ∈ R)：

Zat =

∫ t

0
1{Xs>a} dVs.

由 Tanaka 公式，对每个固定的 a ∈ R，几乎处处地，对每个 t ≥ 0，

Lat (X) = 2
(
(Xt − a)+ − (X0 − a)+ − Y a

t − Zat
)
.

上一等式的右端给出了所需的 càdlàg 修正。事实上，过程

a 7−→
(
(Xt − a)+ − (X0 − a)+ − Y a

t

)
t≥0

有连续样本路径，而过程 a 7→ Za 有 càdlàg 样本路径。对每个 a0 ∈ R，控制收敛定理给出：在每
个紧时间区间上一致地， ∫ t

0
1{Xs>a} dVs −−−→

a↓a0

∫ t

0
1{Xs>a0} dVs,

以及 ∫ t

0
1{Xs>a} dVs −−−→

a↑a0
a<a0

∫ t

0
1{Xs≥a0} dVs.

这还说明 Za 在 a0 处的跳跃为

Za0t − Za0−t = −
∫ t

0
1{Xs=a0} dVs.

于是得到 (9.8)，定理得证。 □
从现在起，我们只使用定理 9.4 所得到的局部时 càdlàg 修正。
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注（定理 9.4 的例示）。令 Wt = |Xt|。由 Tanaka公式 (9.5)，W 也是半鞅。对 Wt 应用 (9.6)，
有

Wt = (Wt)
+ = |X0|+

∫ t

0
1{|Xs|>0}

(
sgn(Xs) dXs + dsL

0
s(X)

)
+

1

2
L0
t (W )

= |X0|+
∫ t

0
sgn(Xs) dXs +

∫ t

0
1{Xs=0} dXs +

1

2
L0
t (W ).

这里使用了局部时的支集性质（命题 9.3），它给出∫ t

0
1{|Xs|>0} dsL

0
s(X) = 0.

把所得公式与取 a = 0 的 (9.5) 比较，并使用 (9.8)，得到

L0
t (W ) = 2L0

t (X)− 2

∫ t

0
1{Xs=0} dXs = L0

t (X) + L0−
t (X).

这是一条更一般公式的特殊情形：对每个 a ≥ 0，

Lat (W ) = Lat (X) + L
(−a)−
t (X).

该式也很容易由下面的推论 9.7导出。还要注意，局部时的支集性质给出：当 a < 0时 Lat (W ) =

0，特别地 L0−
t (W ) = 0。读者可自行验证：对 L0

t (W )−L0−
t (W ) 应用 (9.8)，所得结果与上面

对 L0
t (W ) 的表达式相符。

下面给出 Itô 公式的推广，这里只考虑把公式应用于单个半鞅的函数。若 f : R → R 为凸函
数，则左导数 f ′− 左连续且单调不减；存在唯一的 Radon 测度 f ′′(da)，使得对每个 a < b，

f ′′([a, b)) = f ′−(b)− f ′−(a).

也可把 f ′′ 理解为 f 在分布意义下的二阶导数。若 f 二阶连续可微，则 f ′′(da) = f ′′(a) da。若 f

是两个凸函数之差，即 f = f1− f2，则对任意支集包含于某个紧区间的有界可测函数 φ，仍可定义∫
f ′′(da)φ(a) :=

∫
f ′′1 (da)φ(a)−

∫
f ′′2 (da)φ(a).

下面的定理辨认出命题 9.1 中出现的递增过程 Af。

定理 9.6（广义 Itô 公式）。 设 f 是 R 上两个凸函数之差。则对每个 t ≥ 0，

f(Xt) = f(X0) +

∫ t

0
f ′−(Xs) dXs +

1

2

∫
R
Lat (X) f ′′(da).

注。 由命题 9.2 与连续性论证，几乎处处地，

Lat (X) = 0 只要 a /∈
[

min
0≤s≤t

Xs, max
0≤s≤t

Xs

]
,

而且函数 a 7→ Lat (X) 有界。结合定理前的说明可知，积分
∫
R L

a
t (X)f ′′(da) 有意义。

证明。由线性性，只需处理 f 为凸函数的情形。进一步作简单的局部化，可设 f ′′ 是支集包含
于 [−K,K] 的有限测度，其中 K > 0。再给 f 加上一个仿射函数，可设 f = 0 于 (−∞,−K]。于
是容易验证，对每个 x ∈ R，

f(x) =

∫
R
(x− a)+ f ′′(da),
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以及

f ′−(x) =

∫
R
1{a<x} f

′′(da). (9.13)

对每个 a ∈ R，Tanaka 公式给出

(Xt − a)+ = (X0 − a)+ + Y a
t + Zat +

1

2
Lat (X),

其中沿用定理 9.4 证明中的记号，并回忆 (Y a, a ∈ R) 指引理 9.5 得到的连续修正。对上一等式关
于有限测度 f ′′(da) 积分，得到

f(Xt) = f(X0) +

∫
R
Y a
t f

′′(da) +

∫
R
Zat f

′′(da) +
1

2

∫
R
Lat (X) f ′′(da).

由 Fubini 定理与 (9.13)， ∫
R
Zat f

′′(da) =

∫
R

(∫ t

0
1{Xs>a} dVs

)
f ′′(da)

=

∫ t

0

(∫
R
1{Xs>a} f

′′(da)

)
dVs

=

∫ t

0
f ′−(Xs) dVs.

因此只需再验证 ∫
R
Y a
t f

′′(da) =

∫ t

0
f ′−(Xs) dMs. (9.14)

这可看成涉及随机积分的一种 Fubini 定理。为给出严格证明，对每个 n ≥ 1 引入停时

Tn := inf{s ≥ 0 : 〈M,M〉s ≥ n}.

由 (9.13)，只需证明对每个 n ≥ 1，几乎处处地，∫
R

(∫ t∧Tn

0
1{Xs>a} dMs

)
f ′′(da) =

∫ t∧Tn

0

(∫
R
1{Xs>a} f

′′(da)

)
dMs. (9.15)

其中约定：左端使用引理 9.5 给出的 a 7→
∫ t∧Tn
0 1{Xs>a}dMs 的连续修正。

容易验证，(9.15) 左端定义了 H2 中的鞅 Mf。而对 H2 中任意另一个鞅 N，

E[〈Mf , N〉∞] = E[Mf
∞N∞]

= E

[∫
R

(∫ Tn

0
1{Xs>a} d〈M,N〉s

)
f ′′(da)

]
= E

[∫ Tn

0

(∫
R
1{Xs>a} f

′′(da)

)
d〈M,N〉s

]
= E

[(∫ Tn

0

(∫
R
1{Xs>a} f

′′(da)

)
dMs

)
N∞

]
.

由 H2 中的对偶论证，这足以说明 Mf 等于 (9.15) 右端的 H2 鞅。因此 (9.14) 成立，证明完成。□
下面的推论甚至比上一条定理更为重要。
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推论 9.7（占用时间密度公式）。 几乎处处地，对每个 t ≥ 0 及 R 上每个非负可测函数 φ，∫ t

0
φ(Xs) d〈X,X〉s =

∫
R
φ(a)Lat (X) da.

更一般地，几乎处处地，对 R+ × R 上任意非负可测函数 F，∫ ∞

0
F (s,Xs) d〈X,X〉s =

∫
R
da

∫ ∞

0
F (s, a) dsL

a
s(X).

证明。固定 t ≥ 0，取 R 上非负、连续且具有紧支集的函数 φ。令 f 是满足 f ′′ = φ 的一个二
阶连续可微函数。由于 φ ≥ 0，函数 f 为凸函数。比较对 f(Xt) 应用的普通 Itô 公式与定理 9.6 的
公式，立即得到，几乎处处地，∫ t

0
φ(Xs) d〈X,X〉s =

∫
R
φ(a)Lat (X) da.

由连续性论证，该公式可在同一个概率为零的例外集之外对每个 t ≥ 0 以及属于 R 上所有非负紧
支连续函数的某个可数稠密子集的每个 φ 同时成立。这足以推出：几乎处处地，对每个 t ≥ 0，随
机测度

A 7−→
∫ t

0
1A(Xs) d〈X,X〉s

关于 R 上 Lebesgue 测度的密度为 (Lat (X))a∈R。这就给出推论的第一个断言。

因此，当
F (s, a) = 1[u,v](s)1A(a),

其中 0 ≤ u ≤ v，且 A 是 R 的 Borel 子集时，第二个断言中的公式成立。于是，几乎处处地，定
义在 R+ × R 上的两个 σ-有限测度

B 7−→
∫ ∞

0
1B(s,Xs) d〈X,X〉s

和

B 7−→
∫
R
da

∫ ∞

0
1B(s, a) dsL

a
s(X)

在所有 B = [u, v]×A 上取相同值，故这两个测度相同。 □
若 X =M + V 是连续半鞅，则占用时间密度公式立即给出：对每个 b ∈ R，∫ t

0
1{Xs=b} d〈M,M〉s =

∫
R
1{b}(a)L

a
t (X) da = 0.

这一性质已经在引理 9.5 的证明之后得到。另一方面，可能存在某些 b 使得∫ t

0
1{Xs=b} dVs 6= 0.

由定理 9.4，这些 b 正对应于局部时关于空间变量的不连续点。

推论 9.8。 若 X 形如 Xt = X0 + Vt，其中 V 是有限变差过程，则对所有 a ∈ R、t ≥ 0，

Lat (X) = 0.

证明。由占用时间密度公式以及 〈X,X〉 = 0，对每个非负可测函数 φ，∫
R
φ(a)Lat (X) da = 0.

所需结论随即得到。 □
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注。 也可直接由 Tanaka 公式推出上一推论。

9.3 局部时的逼近

第一个逼近结果是占用时间密度公式的直接推论。

命题 9.9。 设 X 是连续半鞅。则几乎处处地，对每个 a ∈ R、t ≥ 0，

Lat (X) = lim
ε↓0

1

ε

∫ t

0
1{a≤Xs≤a+ε} d〈X,X〉s.

证明。由占用时间密度公式，

1

ε

∫ t

0
1{a≤Xs≤a+ε} d〈X,X〉s =

1

ε

∫ a+ε

a
Lbt(X) db.

由映射 b 7→ Lbt(X) 在 a 处右连续（定理 9.4），结论成立。 □

注。 同样的论证给出

lim
ε↓0

1

2ε

∫ t

0
1{a−ε≤Xs≤a+ε} d〈X,X〉s =

1

2

(
Lat (X) + La−t (X)

)
.

量
L̃at (X) :=

1

2

(
Lat (X) + La−t (X)

)
有时称为半鞅 X 的对称局部时。若把 Lat (X) 换成 L̃at (X)，占用时间密度公式仍然成立；事
实上，二者至多在可数多个 a 上不同。若同时把左导数 f ′− 换成

1
2(f

′
+ + f ′−)，则广义 Itô 公式

（定理 9.6）也仍然成立。Tanaka 公式也有类似的说法。

结合上一命题与引理 9.5，可以得到一个有用的局部时矩估计。

推论 9.10。设 p ≥ 1。存在常数 Cp，使得对任意具有标准分解 X =M + V 的连续半鞅以及
每个 a ∈ R、t ≥ 0，

E[(Lat (X))p] ≤ Cp

(
E[(〈M,M〉t)p/2] + E

[(∫ t

0
|dVs|

)p])
.

证明。使用命题 9.9 对 Lat (X) 的逼近，再结合引理 9.5 的估计与 Fatou 引理即可。 □
下面讨论局部时的逐次上穿逼近。先引入记号。设 X 为连续半鞅，ε > 0。递归定义两列停时

(σεn)n≥1 与 (τ εn)n≥1：

σε1 := inf{t ≥ 0 : Xt = 0}, τ ε1 := inf{t ≥ σε1 : Xt = ε},

并且对每个 n ≥ 1，

σεn+1 := inf{t ≥ τ εn : Xt = 0}, τ εn+1 := inf{t ≥ σεn+1 : Xt = ε}.

1

1校订注：英文原文把第二个递推式中的 σε
n+1 误写为 σε

n。照原式会导致 τε
n+1 = τε

n，无法形成逐次上穿；这里按定
义与后续证明一并订正。
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定义 X 在时刻 t 以前沿区间 [0, ε] 的上穿次数为

NX
ε (t) = Card{n ≥ 1 : τ εn ≤ t}.

这一概念已经在第 3.3 节用略有不同的方式引入。

命题 9.11。 对每个 t ≥ 0，当 ε ↓ 0 时，

εNX
ε (t)

P−→ 1

2
L0
t (X).

证明。本证明中简记 L0
s = L0

s(X)。首先由 Tanaka 公式，对每个 n ≥ 1，

(Xτεn∧t)
+ − (Xσε

n∧t)
+ =

∫ τεn∧t

σε
n∧t

1{Xs>0} dXs

+
1

2

(
L0
τεn∧t − L0

σε
n∧t

)
.

对所有 n ≥ 1 求和，得到
∞∑
n=1

(
(Xτεn∧t)

+ − (Xσε
n∧t)

+
)

=

∫ t

0

( ∞∑
n=1

1(σε
n,τ

ε
n]
(s)

)
1{Xs>0} dXs

+
1

2

∞∑
n=1

(
L0
τεn∧t − L0

σε
n∧t

)
.

(9.16)

满足 τ εn ≤ t 的 n 只有有限多个。交换级数与随机积分的次序，可先用有限和逼近，再应用命题
5.8；所需控制是显然的，因为被积过程都不超过 1。

下面逐项考察 (9.16)。局部时 L0 在形如 [τ εn, σ
ε
n+1) 的区间上不增加，在 [0, σε1) 上也不增加，

因此
∞∑
n=1

(
L0
τεn∧t − L0

σε
n∧t

)
=

∞∑
n=1

(
L0
σε
n+1∧t − L0

σε
n∧t

)
= L0

t .

又注意到，只要 τ εn ≤ t，就有
(Xτεn∧t)

+ − (Xσε
n∧t)

+ = ε.

从而
∞∑
n=1

(
(Xτεn∧t)

+ − (Xσε
n∧t)

+
)
= εNX

ε (t) + u(ε),

其中 0 ≤ u(ε) ≤ ε。

结合 (9.16) 与以上两式，只需验证∫ t

0

( ∞∑
n=1

1(σε
n,τ

ε
n]
(s)

)
1{Xs>0} dXs

P−−→
ε↓0

0.

这再次是命题 5.8 的推论，因为

0 ≤

( ∞∑
n=1

1(σε
n,τ

ε
n]
(s)

)
1{Xs>0} ≤ 1{0<Xs≤ε},

且当 ε ↓ 0 时 1{0<Xs≤ε} → 0。 □
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9.4 一维布朗运动的局部时

本节始终设 (Bt)t≥0 是从 0 出发的一维布朗运动，(Ft) 是 B 的完备自然滤过。

下面的 Trotter 定理实质上是前几节的一般结果在一维布朗运动情形下的重述；但由于这一结
果十分重要，仍值得单独陈述。对 R+ 上的有限测度 µ，记 supp(µ) 为其拓扑支集。

定理 9.12（Trotter 定理）。 存在唯一过程

(Lat (B))a∈R, t≥0,

其样本路径是二元变量 (a, t) 的连续函数；对每个固定的 a ∈ R，(Lat (B))t≥0 是递增过程；而
且几乎处处地，对每个 t ≥ 0 以及 R 上每个非负可测函数 φ，∫ t

0
φ(Bs) ds =

∫
R
φ(a)Lat (B) da.

此外，几乎处处地，对每个 a ∈ R，

supp(dsLas(B)) ⊂ {s ≥ 0 : Bs = a}, (9.17)

并且若 a 固定，则这一包含关系以概率 1 为等式。

证明。把定理 9.4 与推论 9.7 应用于 X = B，并注意 〈B,B〉t = t，便得到第一个断言。我们
已经知道：若 a 固定，则 (9.17) 以概率 1 成立；因而它几乎处处地对所有有理数 a 同时成立。连
续性论证表明，可在同一个概率为零的例外集之外使它对所有 a ∈ R 同时成立。事实上，若对某
个 a ∈ R 和 0 ≤ s < t，有

Lat (B) > Las(B), Br 6= a (r ∈ [s, t]),

则可取充分接近 a 的有理数 b，使把 a 换成 b 后上述两个性质仍然成立，这就产生矛盾。

最后验证：固定 a ∈ R 时，(9.17) 几乎处处地为等式。对每个非负有理数 q，令

Hq := inf{t ≥ q : Bt = a}.

只需证明：几乎处处地，对每个 ε > 0，

LaHq+ε(B) > LaHq
(B).

在时刻 Hq 使用强马尔可夫性质，只需证明：若 B′ 是从 a 出发的一维布朗运动，则几乎处处地，
对每个 ε > 0，Laε(B′) > 0。显然可取 a = 0。由简单的尺度变换（例如使用上一节的逼近式），

L0
ε(B)

(d)
=

√
εL0

1(B).

又由 Tanaka 公式，
P (L0

1(B) > 0) > 0, E[L0
1(B)] = E[|B1|].

对事件

A :=
∞⋂
n=1

{L0
2−n(B) > 0} = lim inf

n→∞
{L0

2−n(B) > 0}

应用 Blumenthal 零一律（定理 2.13），即得结论。 □
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注。 对具有任意初值（初值也可随机）的布朗运动，定理 9.12 仍成立，证明相同。

下面讨论布朗局部时的分布性质。

命题 9.13。
(i) 设 a ∈ R \ {0}，并令

Ta := inf{t ≥ 0 : Bt = a}.

则 L0
Ta
(B) 服从均值为 2|a| 的指数分布。

(ii) 设 a > 0，并令
Ua := inf{t ≥ 0 : |Bt| = a}.

则 L0
Ua
(B) 服从均值为 a 的指数分布。

证明。

(i) 由简单的尺度变换与对称性，只需取 a = 1。先注意

L0
∞(B) = ∞, a.s.

事实上，上一证明中的尺度变换说明，对任意 λ > 0，L0
∞(B) 与 λL0

∞(B) 同分布；并且我们
已经看到 L0

∞(B) > 0 a.s.
固定 s > 0，令

δ := inf{t ≥ 0 : L0
t (B) ≥ s}.

则 δ 是 (Ft) 的停时；由局部时的支集性质，Bδ = 0。强马尔可夫性质表明

B′
t := Bδ+t

是从 0 出发的布朗运动，并且独立于 Fδ。由命题 9.9，对每个 t ≥ 0，

L0
t (B

′) = L0
δ+t(B)− s.

在事件
{L0

T1(B) ≥ s} = {δ ≤ T1}

上，因而有
L0
T1(B)− s = L0

T1−δ(B
′) = L0

T ′
1
(B′),

其中
T ′
1 := inf{t ≥ 0 : B′

t = 1}.

事件 {δ ≤ T1} 属于 Fδ，而 B′ 独立于 Fδ。因此，在已知 L0
T1
(B) ≥ s 的条件下，L0

T1
(B)− s

的条件分布等于 L0
T1
(B) 的无条件分布。无记忆性表明 L0

T1
(B) 服从指数分布。

最后，由 Tanaka 公式 (9.6)，
1

2
E[L0

t∧T1(B)] = E[(Bt∧T1)
+].

当 t→ ∞ 时，左端由单调收敛趋于 1
2E[L0

T1
(B)]；右端由控制收敛趋于 E[(BT1)

+] = 1，因为
0 ≤ (Bt∧T1)

+ ≤ 1。故
E[L0

T1(B)] = 2.

(ii) 论证完全相同；这一次用 Tanaka 公式 (9.5) 验证

E[L0
Ua
(B)] = a.

□
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注。也可用随机分析给出另一种证明。例如，为证明 (ii)，由 Itô 公式可验证：对每个 λ > 0，

(1 + λ|Bt|) exp(−λL0
t (B))

是连续局部鞅，并且在 [0, Ua] 上有界。应用可选停时定理，得到

E[exp(−λL0
Ua
(B))] = (1 + λa)−1.

不过，上面的证明更能解释指数分布为何出现。

对每个 t ≥ 0，令
St := sup

0≤s≤t
Bs, It := inf

0≤s≤t
Bs.

定理 9.14（Lévy 定理）。 两个过程

(St, St −Bt)t≥0 与 (L0
t (B), |Bt|)t≥0

同分布。

注。 由显然的对称性，过程
(−It, Bt − It)t≥0

也与 (St, St −Bt)t≥0 同分布。

证明。由 Tanaka 公式，对每个 t ≥ 0，

|Bt| = −βt + L0
t (B), (9.18)

其中

βt := −
∫ t

0
sgn(Bs) dBs.

由于 〈β, β〉t = t，定理 5.12 保证 β 是从 0 出发的一维布朗运动。下面断言：对每个 t ≥ 0，

L0
t (B) = sup{βs : s ≤ t}.

由 (9.18)，对每个 s ∈ [0, t]，
L0
t (B) ≥ L0

s(B) ≥ βs,

所以“≥”显然成立。反过来，记 γt 为 t 以前 B 最后一次取零的时刻。由局部时的支集性质，

L0
t (B) = L0

γt(B);

再在 (9.18) 中取时刻 γt，得到

L0
γt(B) = βγt ≤ sup{βs : s ≤ t}.

因此几乎处处地，
(L0

t (B), |Bt|)t≥0 =
(

sup
s≤t

βs, sup
s≤t

βs − βt
)
t≥0

.

由于 (βs)s≥0 与 (Bs)s≥0 同分布，右端与 (St, St −Bt)t≥0 同分布。 □
定理 9.14 有若干有趣推论。对每个 t ≥ 0，St 与 |Bt| 同分布（定理 2.21），故 L0

t (B) 也具有
这一分布。由 (St, Bt) 的密度显式公式 (2.2)，还可得到 (L0

t (B), |Bt|) 的联合密度。
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对每个 s ≥ 0，令
δs := inf{t ≥ 0 : L0

t (B) > s}.

过程 (δs)s≥0 称为布朗运动 B（在 0 处）的逆局部时。按构造，它具有 càdlàg 的递增样本路径。由
Lévy 定理 9.14，

(δs)s≥0
(d)
= (T̃s)s≥0,

其中对每个 s ≥ 0，
T̃s := inf{t ≥ 0 : Bt > s}.

容易验证，对每个固定的 s ≥ 0，T̃s = Ts a.s.；但过程 (T̃s)s≥0 具有 càdlàg 样本路径，而 (Ts)s≥0

没有这一性质。

与命题 9.13 证明中相同地应用强马尔可夫性质，可知 (δs)s≥0 具有平稳独立增量；可与练习
2.26 比较。此外，由布朗运动的尺度不变性，对每个 λ > 0，

(δλs)s≥0
(d)
= (λ2δs)s≥0.

上述性质可概括为：(δs)s≥0 是指数为 1/2 的稳定次序过程（subordinator），即样本路径不减的
Lévy 过程。
研究 (δs)s≥0 的意义，部分体现在下面的命题中。

命题 9.15。 几乎处处地，

{t ≥ 0 : Bt = 0} = {δs : s ≥ 0} ∪ {δs− : s ∈ D},

其中 D 是过程 (δs)s≥0 的可数跳跃时刻集。

证明。由 (9.17)，几乎处处地，

supp(dtL0
t (B)) ⊂ {t ≥ 0 : Bt = 0}.

因此，形如 t = δs 或 t = δs− 的任一时刻都属于 B 的零点集。反过来，回忆对 a = 0，(9.17) 几乎
处处地为等式。因此，几乎处处地，对每个满足 Bt = 0 的 t，要么对每个 ε > 0 都有

L0
t+ε(B) > L0

t (B),

要么当 t > 0 时，对每个 0 < ε ≤ t 都有

L0
t (B) > L0

t−ε(B),

或者两者同时成立。这说明
t = δL0

t (B) 或 t = δL0
t (B)−.

□
由命题 9.15，零点集 {t ≥ 0 : Bt = 0} 的补集的各连通分支，恰好是

(δs−, δs), s ∈ D.

这些连通分支称为（离开 0 的）游程区间。对每个 s ∈ D，相应游程定义为

es(t) := B(δs−+t)∧δs , t ≥ 0.

游程理论的目标，是描述游程过程，即族 (es)s∈D 的分布。不过这项研究超出本书范围；特别可参
见 [4, 70, 72]。
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9.5 Kallianpur–Robbins 律

本节使用局部时，简短证明第 7 章末尾定理 7.23 所陈述的平面布朗运动 Kallianpur–Robbins
律。先回忆所需记号。令 B 表示复布朗运动；为简单起见，假设 B0 = 1（一般情形例如可在首次
击中单位圆的时刻应用强马尔可夫性质）。由定理 7.19，

|Bt| = exp(βHt),

其中 β 是从 0 出发的一维布朗运动，并且

Ht =

∫ t

0

ds

|Bs|2
= inf

{
s ≥ 0 :

∫ s

0
exp(2βu) du > t

}
.

对每个 λ > 0，再考虑尺度变换后的布朗运动

β
(λ)
t = λ−1βλ2t;

当 t > 1 时，记

λt =
log t
2
.

我们的目标是证明：对每个 R > 0，当 t→ ∞ 时，

2

log t

∫ t

0
1{|Bs|<R} ds

依分布收敛到均值为 R2 的指数分布。为此，对每个固定的 t > 1，写成

2

log t

∫ t

0
1{|Bs|<R} ds =

1

λt

∫ t

0
1{βHs<logR} ds

=
1

λt

∫ Ht

0
1{βu<logR} exp(2βu) du

= λt

∫ λ−2
t Ht

0
1{β(λt)

u <λ−1
t logR} exp(2λtβ(λt)u ) du

= λt

∫ λ−1
t logR

−∞
exp(2λta)Laλ−2

t Ht
(β(λt)) da

=

∫ R

0
L
λ−1
t log r
λ−2
t Ht

(β(λt)) r dr.

倒数第二个等号对布朗运动 β(λt) 使用了占用时间密度公式（推论 9.7）；最后一个等号使用变量代
换 r = eλta。

当 t→ ∞ 时，对每个 r > 0，
λ−1
t log r −→ 0.

引理 7.21 还说明
λ−2
t Ht − T

(λt)
1

P−→ 0,

其中
T
(λ)
1 := inf{s ≥ 0 : β(λ)s = 1}.

由布朗局部时的联合连续性（定理 9.12），对每个 ε ∈ (0, R)，

sup
ε≤r≤R

∣∣∣∣Lλ−1
t log r
λ−2
t Ht

(β(λt))− L0

T
(λt)
1

(β(λt))

∣∣∣∣ P−−−→
t→∞

0.
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结合前面的表示，得到 ∣∣∣∣ 2

log t

∫ t

0
1{|Bs|<R} ds−

R2

2
L0

T
(λt)
1

(β(λt))

∣∣∣∣ P−−−→
t→∞

0.

最后只需注意：对任意 λ > 0，
L0

T
(λ)
1

(β(λ))

的分布与 λ 无关，并且由命题 9.13，它服从均值为 2 的指数分布。定理 7.23 因而得证。

注。 上述证明还表明，定理 7.23 中的极限指数变量并不依赖 R 的选择：若同时取若干个 R，
则可得到联合收敛，并且各极限只相差相应的乘法常数。也可由 Chacon–Ornstein 遍历定理
推出这一点；该定理还说明，对复平面 C 中任意紧集 K 的占用时间，也有相同的分布极限，
只需把常数 R2 换成 K 的 Lebesgue 测度乘以 π−1。
本节的证明方法还说明：Kallianpur–Robbins 定理中的收敛与 Spitzer 定理（定理 7.20）中的
绕数收敛联合成立；其联合极限分布为(

R2

2
L0
T1(β), γT1

)
的分布，其中 β, γ 是两个相互独立、从 0 出发的一维布朗运动，而

T1 = inf{t ≥ 0 : βt = 1}.

练习

练习 9.16。 设 f : R → R 严格单调递增，并假设 f 是两个凸函数之差。设 X 是半鞅，并考
虑半鞅 Yt = f(Xt)。证明：对每个 a ∈ R，

L
f(a)
t (Y ) = f ′+(a)L

a
t (X), L

f(a)−
t (Y ) = f ′−(a)L

a−
t (X).

a

特别地，若 X 是布朗运动，则 f(X) 的局部时关于空间变量连续，当且仅当 f 连续可微。

a校订注：英文原文把左端的水平 f(a) 两处都误印为 a，并且只假设 f 单调不减。平移函数 f(x) = x+ c 已可
看出第一处错误；若 f 有平坦区间，局部时的变量变换公式也会失效。因此这里同时把假设订正为严格单调递增。

解答 9.16。严格递增的 DC 函数 f 连续，且左右导数处处存在；f ′+ 右连续，f ′− 左连续。连
续半鞅的函数演算说明

d〈Y 〉s = f ′−(Xs)
2 d〈X〉s.

固定 a, t，并令
aε = f−1(f(a) + ε).

由局部时的逼近式与占用密度公式，

L
f(a)
t (Y ) = lim

ε↓0

1

ε

∫ t

0
1{f(a)≤f(Xs)<f(a)+ε}f

′
−(Xs)

2 d〈X〉s

= lim
ε↓0

∫ aε
a f ′+(b)

2Lbt(X) db

f(aε)− f(a)
= f ′+(a)L

a
t (X).
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最后一步使用 b 7→ f ′+(b)L
b
t(X) 的右连续性以及 f(aε)− f(a) =

∫ aε
a f ′(b) db。从左侧作同一计

算，得到
L
f(a)−
t (Y ) = f ′−(a)L

a−
t (X).

先对固定的有理 a, t建立等式，再利用局部时与导数的单侧连续性，可取同一个概率为一的事
件使两式对所有 a, t 同时成立。
若 X 是布朗运动，则 a 7→ Lat (X) 连续。若 f ∈ C1，以上两式立即说明 f(X) 的局部时在
f(R) 内连续。反之，布朗运动会使每个给定水平的局部时在某个时刻严格为正；局部时的左
右连续性迫使 f ′+(a) = f ′−(a) 对每个 a 成立。DC 函数的导数局部有界变差，再结合导数的
Darboux 性质，得到 f ′ 连续。因此 f ∈ C1。 □

练习 9.17。 设 M 是满足
〈M,M〉∞ = ∞, a.s.

的连续局部鞅，并设 B 是由 Dambis–Dubins–Schwarz 定理（定理 5.13）同 M 联系起来的布
朗运动。证明：几乎处处地，对每个 a ∈ R、t ≥ 0，

Lat (M) = La⟨M,M⟩t(B).

解答 9.17。 由时间变换表示 Mt = B⟨M⟩t。对 M 与 B 分别使用 Tanaka 公式：

|Mt − a| = |M0 − a|+
∫ t

0
sgn(Ms − a) dMs + Lat (M),

|B⟨M⟩t − a| = |M0 − a|+
∫ ⟨M⟩t

0
sgn(Br − a) dBr + La⟨M⟩t(B).

随机积分的时间变换公式给出∫ t

0
sgn(Ms − a) dMs =

∫ ⟨M⟩t

0
sgn(Br − a) dBr.

比较两式便得
Lat (M) = La⟨M⟩t(B).

先在有理 a, t 上取可数交，再用 t 方向的连续性与 a 方向的右连续性，可使该等式在同一个
概率为一的事件上对所有 a ∈ R, t ≥ 0 成立。 □

练习 9.18。 设 X 是连续半鞅，并假设它可写成

Xt = X0 +

∫ t

0
σ(ω, s) dBs +

∫ t

0
b(ω, s) ds,

其中 B 是布朗运动，σ, b均渐进可测且局部有界。假设几乎处处地，对 Lebesgue-a.e. 的 s ≥ 0，
都有

σ(ω, s) 6= 0.

证明局部时 Lat (X) 关于二元变量 (a, t) 联合连续。
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解答 9.18。 由占用密度公式，在同一个概率为一的事件上，对每个 t 与每个 a ∈ R，∫ t

0
1{Xs=a}σ(ω, s)

2 ds = 0.

题设说明 σ(ω, s) 6= 0 对 Lebesgue-a.e. 的 s 成立，故∫ t

0
1{Xs=a} ds = 0,

∫ t

0
1{Xs=a}b(ω, s) ds = 0

对所有 a, t 同时成立（局部化后 b 有界）。
连续半鞅局部时的连续性判别定理表明：空间变量上的跳跃恰由有限变差部分在水平集 {X =

a} 上所带的质量造成。上述积分全部为零，故空间变量的跳跃消失；而局部时本来在时间变
量上连续。因而可取一个版本，使

(a, t) 7−→ Lat (X)

联合连续。 □

练习 9.19。 设 X 是连续半鞅。证明：在同一个概率为零的例外集之外，性质

supp(dsLas(X)) ⊂ {s ≥ 0 : Xs = a}

对所有 a ∈ R 同时成立。

解答 9.19。 对每个固定的有理数 q，局部时的基本支集性质给出

supp(dsLqs) ⊂ {s : Xs = q}

在一个概率为一的事件上成立。对所有 q ∈ Q 求可数交，固定该事件。
现在任取 a ∈ R 及满足 Xt0 6= a 的 t0。由 X 连续，存在开时间区间 I 3 t0 与 δ > 0，使 Xs

在 I 上始终位于 a 的同一侧并与 a 至少相距 δ。取一列有理数 qn ↓ a，且 |qn − a| < δ。对每
个 n，X 在 I 上不取值 qn，故 Lqn 在 I 上恒定。由 q 7→ Lqt 的右连续性令 n→ ∞，得到 La

在 I 上也恒定。因此 t0 /∈ supp(dsLas)。
a, t0 均为任意，所需包含关系便在同一个概率为一的事件上对所有 a 同时成立。 □

练习 9.20。 设 B 是从 0 出发的布朗运动。证明：几乎处处地，存在 a ∈ R，使得包含关系

supp(dsLas(B)) ⊂ {s ≥ 0 : Bs = a}

不是等式。
提示。考虑 B 在 [0, 1] 上的最大值。

解答 9.20。 令
A = max

0≤s≤1
Bs,

并令 τ ∈ (0, 1) 为取得该最大值的唯一时刻；这些性质 a.s. 成立。对固定样本路径，空间连续
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性以及 La1(B) = 0 对所有 a > A 成立，给出

LA1 (B) = 0.

因此测度 dsL
A
s (B) 在 [0, 1] 上为零。特别地，可以取一个包含 τ 且包含于 (0, 1) 的开区间，其

dsL
A
s -质量为零，所以

τ /∈ supp(dsLAs (B)).

但 Bτ = A。故对这个随机水平 a = A，题中的支集包含关系严格。 □

练习 9.21。 设 B 是从 0 出发的布朗运动。注意几乎处处地，∫ ∞

0
1{Bs>0} ds = ∞.

对每个 t ≥ 0，令

At =

∫ t

0
1{Bs>0} ds, σt = inf{s ≥ 0 : As > t}.

1. 验证过程
γt =

∫ σt

0
1{Bs>0} dBs

关于适当的滤过是布朗运动。
2. 证明过程

Λt = L0
σt(B)

具有连续不减的样本路径，并且测度 dsΛs 的支集包含于

{s : Bσs = 0}.

3. 证明过程 (Bσt)t≥0 与 (|Bt|)t≥0 同分布。

解答 9.21。
1. 令

Mt =

∫ t

0
1{Bs>0} dBs.

则 〈M〉t = At。关于时间变换后的滤过，γt = Mσt 是连续局部鞅，且 〈γ〉t = Aσt = t。
Lévy 刻画说明 γ 是布朗运动。

2. σ 连续地遍历正占用时间，而 t 7→ L0
t (B) 连续不减，故 Λt = L0

σt(B) 也连续不减。又
dL0

s(B) 只在 Bs = 0 时增加；时间变换后，

supp(dΛ) ⊂ {t : Bσt = 0}.

3. Tanaka 公式给出
B+
σt = γt +

1

2
Λt.

时间变换删去了所有严格负的游程，故 Bσt ≥ 0，于是左端就是 Bσt。第 2 问说明 Λ/2

只在该非负过程为 0 时增加。Skorokhod 反射引理因此给出

Bσt = γt − inf
0≤s≤t

γs.
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布朗运动的反射恒等式说明右端过程与 (|Bt|)t≥0 同分布。
□

练习 9.22（斜布朗运动）。 设 α, β > 0，并考虑函数

g(x) = α1{x≥0} + β1{x<0}.

设 X 是满足

Xt =

∫ t

0
g(Xs) dBs (9.19)

的连续半鞅，其中 B 是布朗运动。
1. 令

φ(x) =
x

α
1{x≥0} +

x

β
1{x<0}, Yt = φ(Xt).

证明 Y 解出

Yt = Bt +
1

2

(
1− α

β

)
L0
t (Y ).

可使用练习 9.16 的结果。
a

2. 用两种不同方法，把
L0
t (Y )− L0−

t (Y )

表示成 L0
t (Y ) 的倍数。

3. 从满足 β0 = 0 的布朗运动 β 出发，令

At =

∫ t

0

ds

g(βs)2
, σt = inf{s ≥ 0 : As > t}.

验证过程 Xt = βσt 关于适当的滤过和适当的布朗运动 B 满足方程 (9.19)。
a校订注：英文原文在 g 与 φ 的负半轴两项前均误印为负号。若照原式，φ(X) ≥ 0，却要求它满足一般斜布

朗运动方程，且公式中的局部时系数也不再能由广义 Itô 公式推出。这里把两处改为正号，使 φ 为单调尺度函数，
并与本问公式及第 3 问的时间变换相符。

解答 9.22（本版补写）。
1. 写成

φ(x) =
x

β
+

(
1

α
− 1

β

)
x+.

广义 Itô–Tanaka 公式及 dXt = g(Xt)dBt 给出

Yt = Bt +
1

2

(
1

α
− 1

β

)
L0
t (X).

这里在 {Xt = 0} 上随机积分系数的取值无关紧要，因为 g 有严格正的下界，故 X 的零
点集具有 Lebesgue 测度 0。由练习 9.16，

L0
t (Y ) =

1

α
L0
t (X).
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代入即得

Yt = Bt +
1

2

(
1− α

β

)
L0
t (Y ) .

2. 第一种方法仍用练习 9.16：

L0
t (Y ) =

1

α
L0
t (X), L0−

t (Y ) =
1

β
L0−
t (X).

X 是连续局部鞅，故 L0
t (X) = L0−

t (X)，于是

L0−
t (Y ) =

α

β
L0
t (Y ), L0

t (Y )− L0−
t (Y ) =

(
1− α

β

)
L0
t (Y ).

第二种方法直接使用连续半鞅左右局部时之差的公式。第 1 问中 Y = B+ cL0(Y )，其中
c = 1

2(1− α/β)，而 dL0(Y ) 只由 {Y = 0} 承载，故

L0
t (Y )− L0−

t (Y ) = 2

∫ t

0
1{Ys=0} c dL

0
s(Y ) =

(
1− α

β

)
L0
t (Y ).

3. A 连续严格递增，且其导数有正的上下界；因此 σ = A−1，并有

σ′t = g(βσt)
2 = g(Xt)

2.

关于时间变换后的滤过，Xt = βσt 是连续局部鞅，且

〈X〉t = σt =

∫ t

0
g(Xs)

2 ds.

令

Bt =

∫ t

0

1

g(Xs)
dXs.

则 〈B〉t = t，故 B 是布朗运动；并且

Xt =

∫ t

0
g(Xs) dBs.

□

练习 9.23。 设 g : R → R 是实值可积函数，即∫
R
|g(x)| dx <∞.

令 B 是从 0 出发的布朗运动，并令

At =

∫ t

0
g(Bs) ds.

1. 说明定义 At 的积分有意义，并验证：对每个 c > 0、u ≥ 0，Ac2u 与

c2
∫ u

0
g(cBs) ds

同分布。
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2. 证明
1√
t
At

(d)−−−→
t→∞

(∫
R
g(x) dx

)
|N |,

其中 N ∼ N (0, 1)。

解答 9.23。
1. 对 t > 0，由 Fubini 定理与高斯密度，

E

∫ t

0
|g(Bs)| ds =

∫
R
|g(x)|

∫ t

0

e−x
2/(2s)

√
2πs

ds dx

≤
√

2t

π

∫
R
|g(x)| dx <∞.

因而 At a.s. 有定义。布朗缩放与变量代换给出

Ac2u = c2
∫ u

0
g(Bc2s) ds

d
= c2

∫ u

0
g(cBs) ds.

2. 占用密度公式给出

At√
t
=

∫
R
g(a)

Lat (B)√
t

da
d
=

∫
R
g(a)L

a/
√
t

1 (B) da.

对每条布朗路径，a 7→ La1 连续、有紧支集且有界；因此由 g ∈ L1 与控制收敛定理，∫
R
g(a)L

a/
√
t

1 da −→ L0
1

∫
R
g(a) da a.s.

Lévy 恒等式给出 L0
1
d
= |B1|

d
= |N |。故

At√
t

(d)−−−→
t→∞

(∫
R
g(x) dx

)
|N | .

□

练习 9.24。 设 σ, b 是 R+ × R 上两个局部有界可测函数，考虑随机微分方程

E(σ, b) dXt = σ(t,Xt) dBt + b(t,Xt) dt.

设 X,X ′ 是同一滤过概率空间上由同一个布朗运动 B 驱动的 E(σ, b) 的两个解。
1. 假设对每个 t ≥ 0，都有

L0
t (X −X ′) = 0.

证明 Xt ∨X ′
t 与 Xt ∧X ′

t 也都是 E(σ, b) 的解。
提示。写成

Xt ∨X ′
t = Xt + (X ′

t −Xt)
+,

并使用 Tanaka 公式。
2. 假设对每个 t, x，σ(t, x) = 1。证明第 1 问的假设自动成立。再假设 E(σ, b) 具有弱唯一
性。证明：若 X0 = X ′

0 = x ∈ R，则过程 X,X ′ 不可区分。
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解答 9.24。
1. 令 Z = X ′ −X。在 Z = 0 时两解的漂移相同，所以左右局部时在 0 处相等；题设因而
也给出 L0

t (Z) = 0。由 Tanaka 公式，

(X ′
t −Xt)

+ = (X ′
0 −X0)

+ +

∫ t

0
1{X′

s>Xs} d(X
′
s −Xs).

将它代入 X ∨X ′ = X + (X ′ −X)+，并注意在 X = X ′ 时两个系数相同，得到

d(Xt ∨X ′
t) = σ(t,Xt ∨X ′

t) dBt + b(t,Xt ∨X ′
t) dt.

对 X ∧X ′ = X − (X −X ′)+ 作同样计算，得到极小过程也是解。
2. 若 σ ≡ 1，则

Xt −X ′
t = X0 −X ′

0 +

∫ t

0
(b(s,Xs)− b(s,X ′

s)) ds

是有限变差过程，二次变差为零，故其所有局部时均为零。
当 X0 = X ′

0 时，第 1 问给出 U = X ∨X ′ 与 V = X ∧X ′ 都是同一初值的解。弱唯一性
说明 Ut, Vt 同分布，而 Ut ≥ Vt a.s. 对任意有界严格递增函数 h，两者期望相同，因而
Ut = Vt a.s. 在所有有理 t 上取可数交并利用连续性，得到 X,X ′ 不可区分。

□

练习 9.25（再论 Yamada–Watanabe 判别准则）。 设 ρ : [0,∞) → [0,∞) 单调不减，并且
对每个 ε > 0， ∫ ε

0

du

ρ(u)
= ∞.

考虑一维随机微分方程

E(σ, b) dXt = σ(Xt) dBt + b(Xt) dt,

并假设存在常数 K <∞，使对每个 x, y ∈ R，

(σ(x)− σ(y))2 ≤ ρ(|x− y|), |b(x)− b(y)| ≤ K|x− y|.

本题用局部时给出 E(σ, b) 路径唯一性的一个简短证明；它比练习 8.14 的结果略强。
1. 设 Y 是连续半鞅，并且对每个 t > 0，几乎处处地，∫ t

0

d〈Y, Y 〉s
ρ(|Ys|)

<∞.

证明几乎处处地，对每个 t ≥ 0，
L0
t (Y ) = 0.

2. 设 X,X ′ 是同一滤过概率空间上由同一个布朗运动 B 驱动的 E(σ, b) 的两个解。对 Y =

X −X ′ 应用第 1 问，证明几乎处处地，对每个 t ≥ 0，

L0
t (X −X ′) = 0,

因而

|Xt −X ′
t| = |X0 −X ′

0|+
∫ t

0
(σ(Xs)− σ(X ′

s)) sgn(Xs −X ′
s) dBs

+

∫ t

0
(b(Xs)− b(X ′

s)) sgn(Xs −X ′
s) ds.

3. 利用 Gronwall 引理证明：若 X0 = X ′
0，则几乎处处地，对每个 t ≥ 0，都有 Xt = X ′

t。
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解答 9.25。
1. 固定 t。占用密度公式给出（在 Ys = 0 时把商定义为 0）∫ t

0

d〈Y 〉s
ρ(|Ys|)

=

∫
R

Lat (Y )

ρ(|a|)
da.

若 L0
t (Y ) > 0，由 a ↓ 0 时 Lat (Y ) → L0

t (Y )，存在 δ, c > 0 使 Lat (Y ) ≥ c 对 0 < a < δ 成
立。于是右端至少为

c

∫ δ

0

da

ρ(a)
= ∞,

与题设矛盾。因此 L0
t (Y ) = 0。对有理 t 取可数交，再用时间连续性，结论对所有 t ≥ 0

同时成立。
2. 对 Y = X −X ′，

d〈Y 〉s = (σ(Xs)− σ(X ′
s))

2ds ≤ ρ(|Ys|) ds.

因而第 1 问中的积分不超过 t，所以 L0
t (Y ) = 0。Tanaka 公式随即给出题中 |Xt − X ′

t|
的分解。

3. 若初值相同，取 Tm = inf{t : |Xt|+ |X ′
t| ≥ m}。停止后的随机积分平方可积，期望为 0。

第 2 问及漂移的 Lipschitz 条件给出

E|Xt∧Tm −X ′
t∧Tm | ≤ K

∫ t

0
E|Xs∧Tm −X ′

s∧Tm | ds.

Gronwall 引理说明左端恒为 0。令 m → ∞，再利用路径连续性，得到 Xt = X ′
t 对所有

t ≥ 0 a.s. 成立，即路径唯一性。
□

注释与评述

Lévy [54] 最早讨论布朗运动的局部时，并称之为“邻域测度”（mesure du voisinage）。1958
年，Trotter [80] 把布朗局部时看作占用测度的密度，并建立了它的联合连续性。Tanaka [79] 在布
朗运动情形得到命题 9.2 的公式。Meyer [61] 讨论了半鞅的局部时，并在这一一般框架下导出定理
9.6（在此之前，Tanaka [79] 已处理布朗运动情形）。此后，Yor [84] 发展了导向定理 9.4 的有力方
法。

对布朗运动而言，局部时的上穿逼近（命题 9.11）源于 Itô与 McKean [42，第 2章]；El Karoui
[22] 把它推广到半鞅。Lévy [54] 还得到了布朗局部时的其他逼近结果（见 [42] 与 [70]）。定理 9.14
实质上也源于 Lévy [54]，不过本书的证明以 Skorokhod [74] 的论证为基础；关于半鞅框架下所谓
“反射问题”的相关研究，见 [23]。

关于局部时的更多性质，可参见 [70] 第 V 章、[49] 第 6 章，以及 Itô 与 McKean 的经典著作
[42]。局部时也是游程理论的关键工具；Blumenthal 的著作 [4] 在一般马尔可夫过程的框架下处理
了这一理论。练习 9.22 讨论 Harrison 与 Shepp [31] 最早研究的奇异随机方程，其解称为斜布朗运
动。练习 9.23 给出 Kallianpur–Robbins 律的一维版本，也可在 [48] 中找到。练习 9.25 取自 [51]。
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附录 A1 单调类引理

单调类引理是测度论中的一个工具，在概率论的许多论证中非常有用。这里给出本书多处使用
的版本。

设 E 是任意集合，P(E) 表示 E 的所有子集组成的集合。若 C ⊂ P(E)，则 σ(C) 表示 E 上
包含 C 的最小 σ-代数；等价地，它是所有包含 C 的 σ-代数之交。

定义（单调类）。 若M ⊂ P(E) 满足下列性质，就称M 为 单调类：
(i) E ∈ M；
(ii) 若 A,B ∈ M 且 A ⊂ B，则 B \A ∈ M；
(iii) 若 (An)n≥0 是递增的 E 的子集序列，并且对每个 n ≥ 0 都有 An ∈ M，则⋃

n≥0

An ∈ M.

每个 σ-代数都是单调类。同 σ-代数的情形一样，任意一族单调类之交仍是单调类。若 C 是
P(E) 的任意子集，则由 C 生成的单调类记为M(C)，定义为

M(C) =
⋂

M 为单调类
C⊂M

M.

单调类引理。 若 C ⊂ P(E) 关于有限交稳定，则

M(C) = σ(C).

证明。由于每个 σ-代数都是单调类，显然

M(C) ⊂ σ(C).

为证明反向包含，只需验证M(C) 是 σ-代数。一个单调类是 σ-代数，当且仅当它关于有限交稳定：
事实上，先取补集可知它关于有限并稳定，再取递增极限便得到关于可数并稳定。因此只需证明
M(C) 关于有限交稳定。

对每个 A ∈ P(E)，令

MA = {B ∈ M(C) : A ∩B ∈ M(C)}.

先固定 A ∈ C。由于 C 关于有限交稳定，C ⊂ MA。验证MA 是单调类：

• E ∈ MA 是显然的；
• 若 B,B′ ∈ MA 且 B ⊂ B′，则

A ∩ (B′ \B) = (A ∩B′) \ (A ∩B) ∈ M(C),

因而 B′ \B ∈ MA；
• 若对每个 n ≥ 0，Bn ∈ MA，且 (Bn)n≥0 递增，则

A ∩

(⋃
n

Bn

)
=
⋃
n

(A ∩Bn) ∈ M(C),
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因而
⋃
nBn ∈ MA。

因为MA 是包含 C 的单调类，它也包含M(C)。所以已经得到

∀A ∈ C, ∀B ∈ M(C), A ∩B ∈ M(C).

这还不是最终结论，但可再使用一次同一思路。现在固定 A ∈ M(C)。由上一部分，C ⊂ MA；
而完全相同的论证说明MA 是单调类。因此

M(C) ⊂ MA.

这表明M(C) 关于有限交稳定，证明完成。 □
下面列出本书用到的单调类引理的几个推论。

1. 设 A 是 E 上的 σ-代数，µ, ν 是 (E,A) 上的两个概率测度。假设存在关于有限交稳定的类
C ⊂ A，使

σ(C) = A, µ(A) = ν(A) (A ∈ C).

则 µ = ν。（使用
G := {A ∈ A : µ(A) = ν(A)}

是单调类这一事实。）
2. 设 (Xi)i∈I 是任意一族随机变量，G 是同一概率空间上的 σ-代数。为证明 σ(Xi : i ∈ I) 与 G
独立，只需对每个有限集 {i1, . . . , ip} ⊂ I，验证 (Xi1 , . . . , Xip) 与 G 独立。（只依赖有限多个
Xi 的所有事件组成的类关于有限交稳定，并生成 σ(Xi : i ∈ I)。）

3. 设 (Xi)i∈I 是任意一族随机变量，Z 是有界实随机变量，固定 i0 ∈ I。为验证

E[Z | Xi : i ∈ I] = E[Z | Xi0 ],

只需对任意有限集 {i1, . . . , ip} ⊂ I，证明

E[Z | Xi0 , Xi1 , . . . , Xip ] = E[Z | Xi0 ].

（满足
E[1AZ] = E[1AE[Z | Xi0 ]]

的所有事件 A 组成单调类。）

最后一个推论在马尔可夫过程理论中很有用。
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附录 A2 离散鞅

本附录不加证明地回顾第 3 章使用的离散时间鞅与上鞅结果。下列各命题的证明可见 Neveu
的著作 [65]，以及许多讨论离散时间鞅的其他著作，特别是 Williams [82] 和 Grimmett–Stirzaker
[30] 的第 XII 章。

记
N = {0, 1, 2, . . .}.

先回顾基本定义。设 (Ω,F , P ) 是概率空间，固定离散滤过，即 F 的子 σ-代数所成的递增序列
(Gn)n∈N。再令

G∞ =

∞∨
n=0

Gn

为包含所有 Gn 的最小 σ-代数。

定义（离散鞅、上鞅与下鞅）。设 (Yn)n∈N 是可积随机变量序列，并且每个 Yn 都 Gn-可测。称
它为

• 鞅，如果任意 0 ≤ m < n 都有
E[Yn | Gm] = Ym;

• 上鞅，如果任意 0 ≤ m < n 都有

E[Yn | Gm] ≤ Ym;

• 下鞅，如果任意 0 ≤ m < n 都有

E[Yn | Gm] ≥ Ym.

这些概念显然都依赖滤过 (Gn)n∈N 的选择；下文固定这一滤过。

极大不等式。 若 (Yn)n∈N 是上鞅，则对每个 λ > 0 及 k ∈ N，

λP

(
sup
n≤k

|Yn| > λ

)
≤ E[|Y0|] + 2E[|Yk|].

Doob 的 Lp 不等式。 若 (Yn)n∈N 是鞅，则对每个 k ∈ N 及 p > 1，

E

[
sup

0≤n≤k
|Yn|p

]
≤
(

p

p− 1

)p
E[|Yk|p].

注。 只有当 E[|Yk|p] <∞ 时，这个不等式才提供实质信息；否则两端都是无穷。

若 y = (yn)n∈N 是实数序列，且 a < b，则该序列在时刻 n 以前沿区间 [a, b] 的上穿次数记为
My
ab(n)，定义为满足下述条件的最大整数 k：存在不超过 n 的非负整数所成的严格递增有限序列

m1 < n1 < m2 < n2 < · · · < mk < nk,
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并且对每个 i ∈ {1, . . . , k}，
ymi ≤ a, yni ≥ b.

下文取实随机变量序列 Y = (Yn)n∈N；相应的上穿次数 MY
ab(n) 是整数值随机变量。

Doob 上穿不等式。 若 (Yn)n∈N 是上鞅，则对每个 n ∈ N 及 a < b，

E[MY
ab(n)] ≤

1

b− a
E[(Yn − a)−].

这一不等式是证明离散时间鞅与上鞅收敛定理的关键工具。下面回顾其中两个重要结论。

离散时间上鞅收敛定理。若 (Yn)n∈N 是上鞅，并且该序列在 L1 中有界，则存在 Y∞ ∈ L1，使

Yn
a.s.−−−→
n→∞

Y∞.

一致可积离散时间鞅的收敛定理。 设 (Yn)n∈N 是鞅。下列条件等价：
(i) 鞅 (Yn) 是闭鞅，即存在 Z ∈ L1(Ω,F , P )，使对每个 n ∈ N，

Yn = E[Z | Gn];

(ii) 序列 (Yn) 几乎处处且在 L1 中收敛；
(iii) 序列 (Yn) 一致可积。
若这些条件成立，则 (Yn) 的几乎处处极限为

Y∞ = E[Z | G∞].

下面回顾离散时间可选停时定理的两个版本。称取值于 N∪ {∞} 的随机变量 T 为（离散）停
时，如果对每个 n ∈ N，

{T = n} ∈ Gn.

停时 T 以前的过去 σ-代数为

GT = {A ∈ G∞ : A ∩ {T = n} ∈ Gn 对每个n ∈ N}.

一致可积离散时间鞅的可选停时定理。 设 (Yn)n∈N 是一致可积鞅，Y∞ 是 Yn 在 n→ ∞ 时的
几乎处处极限。若停时 S, T 满足 S ≤ T，则 YT ∈ L1，并且

YS = E[YT | GS ].

这里约定在事件 {T = ∞} 上 YT = Y∞，对 YS 也作相同约定。

离散时间上鞅的可选停时定理（有界情形）。若 (Yn)n∈N 是上鞅，而有界停时 S, T 满足 S ≤ T，
则

YS ≥ E[YT | GS ].

最后回顾上鞅收敛定理在反向情形中的一个变体。设 (Hn)n∈−N 是按负整数编号的反向滤过；
当 n→ −∞ 时，σ-代数 Hn “越来越小”。称按负整数编号的可积随机变量序列 (Yn)n∈−N 为反向
上鞅，如果每个 Yn 都 Hn-可测，并且对每个 m ≤ n ≤ 0，

E[Yn | Hm] ≤ Ym.
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反向离散时间上鞅收敛定理。若 (Yn)n∈−N 是反向上鞅，并且该序列在 L1 中有界，则当 n→
−∞ 时，(Yn)n∈−N 几乎处处且在 L1 中收敛。

对第 3 章的应用而言，反向情形中的收敛同时在 L1 中成立这一点至关重要；可与“正向”情
形的类似结果比较。
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