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Chapitre I

Généralités sur les processus.

Le Chapitre I rassemble des résultats sur les processus en général ; il est conseillé de commencer la lecture
de ce polycopié par le Chapitre I, quitte a vérifier les détails des notions auxquelles il fait appel dans le
Chapitre I, qui est une sorte d’annexe technique. Ce premier chapitre comporte une copieuse section sur les
temps d’arrét : le lecteur peut consulter le livre d’Ethier & Kurtz [?] (Chapter 2) pour plus de détails. Sur
le théoreme du "Début" : voir Rogers & Williams [?], Chapter II, Section 5, subsection 75-76; sur ce point
technique nous renvoyons également au premier volume de Dellacherie & Meyer [?]. Sur la régularisation des
martingales, nous renvoyons également a I’ouvrage de Rogers & Williams [?] (Chapter IV, Section 5) ou bien
aux généralités de I’ouvrage de Dellacherie & Meyer [?] et au volume de ces auteurs consacré aux martingales

[?].

Breve bibliographie.

DELLACHERIE, C., AND MEYER, P.-A. Probabilités et potentiel. Hermann, Paris, 1975. Chapitres [ a IV,
Edition entiérement refondue, Publications de 1'Institut de Mathématique de 1'Université de Strasbourg, No.
XV, Actualités Scientifiques et Industrielles, No. 1372.

DELLACHERIE, C., AND MEYER, P.-A. Probabilités et potentiel. Chapitres V a VIII, revised ed., vol. 1385
of Actualités Scientifiques et Industrielles. Hermann, Paris, 1980. Théorie des martingales.

ETHIER, S., AND KURTZ, T. Markov Processes : Characterization and Convergence. Wiley, 1986.

ROGERS, L. C. G., AND WILLIAMS, D. Diffusions, Markov processes, and martingales. Vol. 1. Cam-
bridge Mathematical Library. Cambridge University Press, Cambridge, 2000. Foundations, Reprint of the
second (1994) edition.

I.1 Noyaux.

La notion de noyau généralise celle de probabilités de transition pour les chaines de Markov. Elle joue un
role fondamental dans la théorie des processus de Markov dont la loi est caractérisée par leurs noyaux. Par
ailleurs les noyaux permettent des constructions probabilistes intéressantes telles que loi conditionnelles.

I.1.a Généralités.

Définition L.1.1 Un noyau de sous-probabilités de I’ espace mesurable (F1, &) vers I’espace mesurable (Fs, &2),
est une famille p= (p(x, dy); = € E1) satisfaisant les propriétés suivantes.



2 CHAPITRE I. GENERALITES SUR LES PROCESSUS.

(a) Pour chaque x € F1, p(z, dy): & — [0, 1] est une mesure positive telle que p(x, E2) <1.
(b) Pour tout B € &, la fonction = € F1 — p(z, B) € R, est & -mesurable.

Si de plus, p satisfait p(x, F1) =1, x € E1, p est appelé noyau de probabilités. O

Lemme L.1.2 Soit p, un noyau de sous-probabilités de (E1, &) vers (Ea, &). Soit g: F1 X Eq — [0, 00], une
fonction qui est & ® Es-mesurable. Alors la fonction

x € By — | p(z,dy)g(x,y) est & -mesurable. 1.1
Es

Ce résultat reste valable si g est a valeurs complexes et est &1 ® &>-mesurable bornée.

Preuve : il s’agit d’un argument de routine utilisant le théoreme ?? de classe monotone fonctionnelle, page
??. On note 7% I’ensemble des fonctions g : F1 X Fy — [0, 00| qui sont & ® &-mesurables et qui satisfont
(L.1). 1 est clair que c’est un espace vectoriel. On note & := {A4; x Ag; A1 € &1, Az € &} qui est un pi-
systeme engendrant par définition ?? (page ??) de la tribu &} ® &5. Soit C = A1 X A3 € &. On remarque que
ngo(a:, dy)lo(z,y) =14, (x)p(x, A2). La propriété (b) de la définition des noyaux implique que 1¢ € 5. Par
ailleurs, le théoréme de convergence monotone implique que 7 satisfait I’hypothese (c) du théoreme ?? de
classe monotone fonctionnelle. Ce théoréme s’ applique donc et permet de conclure. Si g bornée, on applique le
cas positif a ses parties positives et négatives, ce qui entraine facilement le résultat : les détails sont laissés au
lecteur. ]

Définition 1.1.3 (Produit de noyaux) Soit p, un noyau de sous-probabilités de (F1, &) vers (Es, &3). Soit g,
un noyau de sous-probabilités de (Es, &) vers (Es3, &3). Soit i1 : &1 — [0, 0o], une mesure positive.

(a) On pose
Ve € B, VBE&H®E3, pq(x,B)= /p(x,dy)(/q(y,dz) 1B(y,z)) (1.2)
Eo Es3

Alors p ® g est un noyau de sous-probabilités de (E1, 1) vers (Fax B3, 65063) appelé produit du noyau
p avec le noyau q.

(b) On pose
VBe &1 ®&E, pup(B)= /Eu(dx)(/Ep(rﬂ,dy) 1B(w,y)) : 1.3)

Alors p®p : &8, — [0, 00] est une mesure positive appelée produit de i avec p. (|

Justifions les définitions précédentes : le lemme 1.1.2 montre que f: y € Es — [, ¢ 2, 1Y, dz) 1 B(y, z) est 52-
mesurable, ce qui montre que (I.2). Ce méme lemme implique également que x— p ® q(B f B (z,dy) f(y)
est &1-mesurable, ce qui prouve la propriété (b) de la définition I.1.1 des noyaux. Soient B € é"z ®E3, nEN,
des ensembles deux-a-deux disjoints; on pose B=|J _x Bn; le théoréme d’interversion série-intégrale positif
appliqué deux fois implique que pour tout x € Ey,

(p®q)(x,B) = / (2, dy) Z/E (1:2) 15, (0,2))
= Z/ (z, dy) /(%dz)any, ) Zp@qu

neN neN

neN
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ce qui montre que pour tout x € £, p @ ¢ (x, ) : &2@63 — [0, 00] est une mesure positive. Il est ensuite clair
que c’est une sous-probabilité, ce qui montre que p ® q satisfait la propriété (a) de la définition I.1.1 des noyaux.
La justification de la définition d’une mesure avec un noyau est similaire : nous laissons les détails au lecteur.

Remarque I.1.4 Avec les notations de la définition I.1.3, on observe facilement que Si p et ¢ sont des noyaux
de probabilités, alors il en est de méme pour p®q. On observe également que p®p (F1 X Ea) < p(E1) etsip
est un noyau de probabilités, on a méme u®p (Eq X E2) = u(E1). O

Avec les hypotheses et les notations de la définition 1.1.3, on déduit de (I.2) par un argument de classe
monotone (laissé au lecteur) que pour toute fonction g : Fo X E3 — R qui est &3-mesurable :

pady) ( [ alw.d2) £5.2) L4)

2 Es

Ve Ey, /Ep®q(x,dydz)f(y,z):/E

2 X E3

De méme on déduit de (I.3) que pour toute fonction g : £ x Eo — R qui est &7 X &3-mesurable :

| neptrdy o) = [ ) ( [ piedpoen). s

Soient (Ff, &%), 0 < k <3, des espaces mesurables. Pour tout k € {1, 2,3}, soit p; un noyau de probabilités
de (Ex_1,6k—1) vers (Ek, &). On identifie (E; X E9) x E5 avec F1 X (E9 x E3), que I’on note simplement
Eq X By x E3. Cela entraine que (&1 ®&3) @83 =41 ®(5,®4E3) et on vérifie facilement qu’alors

(P1®@p2) @ps =p1 @ (P2 @ p3) - (L.6)

Autrement dit, le produit de noyaux est associatif et on notera simplement p; ®p2 ®@ps.
Soit (E1, &1), (B9, &), deux espaces mesurables. On introduit ensuite les fonctions 71 : Fy X Fy — Fj et
Ty By ><E2—>E2par

V(z,y) € By x B, mi(x,y) =2 et m(zr,y)=y.

Les fonctions 7 et 7o sont les projections canoniques. On rappelle que &1 ® &» est la plus petite tribu rendant
mesurable 7 et w5 :
0'(771,772) =& RE .

Cela implique notamment que si (Fy, &p) est un espace mesurable et si f = (f1, f2) : Fg — E1 X FEs, estune
fonction, alors f est (&, &1 ® &)-mesurable ssi f1 est (&, &1)-mesurable et fo est (&, & )-mesurable.

Définition I.1.5 On reprend les notations précédentes. Soit m : & ® & — [0, 0c], une mesure positive. La
premiére marginale de m est la mesure image de m sur par 7. De mé&me, la seconde marginale de m est la
mesure image de m sur par 7. Si on les note respectivement y et v, on a

VAe & ,VBe &, wpA)=m(AxEy) et v(B)=m(E xB).
On utilise la notation ;4 = m et v = m. O

Définition 1.1.6 (Composition de noyaux) Soit p, un noyau de sous-probabilités de (E1, &1) vers (E2, &3). Soit
g, un noyau de sous-probabilités de (Fs, &) vers (F3, &3). Soit p : E — [0, 00|, une mesure positive.
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(a) Pour tout x € F4, on note pg(x,dz) la mesure sur E3 qui est la seconde marginale p ® ¢(z,-) de p ®
q(z,-), c’est-a-dire

Vaz e Ey, VA3 €83, pq(z,A3) = p® q(x, B2 x A3) :/p(x,dy)q(y,As)- (L.7)
Ey

Alors, pq est un noyau de sous-probabilités de (E1, &1) vers (E3, &3) que est appelé la composition de p
avec q.

(b) On note up (dy) la seconde marginale p®p, ¢’est-a-dire
VAye b, p(42) = [ plde) bl 4o). as8)
Ey

Alors up : & — [0, 00] est une mesure positive appelée composition de . avec p. O

Le fait que p ® g est un noyau implique que = € Ey — p ® q(x, F2 X A3) est & -mesurable, ce qui est la
propriété (b) de la définition des noyaux, seul point a justifier dans la définition précédente.

Remarque I.1.7 Avec les notations de la définition précédente, on observe facilement que pg est un noyau de
probabilités dés que p et g le sont. De méme on voit que up (F2) < p(F1) avec égalité si p est un noyau de
probabilités. (]

Propriétés élémentaires. Les preuves sont laissées en exercice.

(a) Avec les hypotheses et les notations de la définition 1.1.6, on déduit de (I.7) par un argument de classe
monotone (laissé au lecteur) que pour toute fonction f : Fy x F3 — R qui est & ®&3-mesurable :

veer [ pa(e.d) fa.2) = [ plasdn) ( [ atwdo) f(o.2)) 19

3 2

De méme on déduit de (I.8) que pour toute fonction f : Fo — R qui est &3-mesurable :

L) 1) = [ pta) ([ oo 1) (110)

2 1 2

(b) Soient (Ey, &%), 0<k <3, des espaces mesurables. Pour tout k € {1, 2, 3}, soit g; un noyau de probabilités
de (Ex_1,8,_1) vers (Eg, &%). On vérifie que

01(02 @ q3) = (142) ® g3 (L.11)

(c) On montre également que

Vre Ey, VA€ &, VBEE&s, ql®QQ®Q3(l‘,A><E2XB):ql(X)(QQ(B) (.’L’,AXB) . 1.12)

(d) Concluons cette section par une généralisation pour n noyaux de (I.12) qui sera utilisée dans le chapitre sur
les processus de Markov. Si on dispose de n noyaux py, ..., p, de sous-probabilités, on définit récursivement
P1® ... py, par exemple par

PR Qg1 = P1® ... Opk) g1, 1<k<n.
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Lemme L.1.8 Soient (Ey, &1), 0 <k <n, des espaces mesurables. Pour tout k € {1,... ,n}, soit p; un noyau
de probabilités de (Fy_1, &x—1) vers (Ey, &). Alors, tout x € Ey, pour tous A1 € &1, ..., An €&, pour tout
ke{l,...,n—1},0ona

PLOPI® ... Qpp (T, A1 X . . X Ap_1 X Ep X Apy1 X ... X Ay)
:p1®...®(pkpk+1)®...®pn(1’,A1><...><Ak_1><A/H_1><...><An) .

Preuve : on note u le premier membre de 1’égalité et onpose A = Ay X ... x Ap_1et B = Apy1 X ... x A,.
En utilisant 1’associativité du produit des noyaux et appliquant (I.12) a ¢ = p1 ® ... ® Prx_1, @2 = pi et
43 = Pk+1 D ... ® pp, On oObtient

U=P1O®...pk—1) @ Pr(Pr+1® ... @py))(x,AX B) .

On applique ensuite (I.11) a g1 = pg, @2 = Pr+1 €t g3 = P12 @ . .. @ pp, ON Obtient,

PE(Pr41 ® ... @ pn) = (PkPkt1) @ Pry2 ® ... @ Py

ce qui permet de conclure. |

L.1.b Hypotheses sur les espace mesurables considérés.

Nous définissons quelques hypotheses sur les espaces sur lequels sont définis les noyaux ou les mesures
considérés dans ce cours. Nous commengons par des hypotheses de mesurabilité simples. Nous renvoyons le
lecteur a la section ?? pour plus de détails et des preuves de ce qui est rappelé ci-dessous. On rappelle d’abord
la définition suivante.

Définition 1.1.9 (Isomorphisme d’espaces mesurables) Soient (E, &) et (E’,&”"), deux espaces mesurables. Ils
sont dits isomorphes s’il existe une bijection ¢ : E — E' qui est est (&, &')-mesurable et telle que sa réciproque
¢~ 1 E' — E soit (&', &)-mesurable. O

Une telle fonction ¢ est un isomorphisme d’espaces mesurables et 1’application B € & — ¢(B) € &’ est une
bijection de & sur &”.

Définition I.1.10 Soit (E, &), un espace mesurable. On introduit les notions suivantes.

(a) (E,&) contient les singletons si {x} €& pour tout x €.

(b) (E, &) estdit diagonal si A € £%?, ou A={(x,z); v € E} est la diagonale de E2.

(c) (E,&) estdit mesurable séparable s’il existe A, €&, n€N, engendrant & : & = o ({An;neN}).

(d) (E, &) est dit mesurable séparé si pour tous x, y € E distincts, il existe A€ & tel que z€ A ety € F\ A.

Le théoreme ??, page ??, montre d’une part que
(E, &) séparable et séparé —> (FE, &) mesurable diagonal =—> (E, &) contient les singletons.

Le théoreme ??, page ??, montre également le fait suivant :
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Soit (E, &), espace mesurable. Il est séparable et séparé si et seulement s’il existe X C R (pas néces-
sairement Borélien), tel que (E, &) est isomorphe a (X, #(X)), oi B(X) est la tribu trace sur X des
Boréliens de R (voir la définition ?? et le lemme ??, page ??, pour cette notion).

On rappelle ensuite la définition d’espace mesurable régulier.

Définition L.1.11 (Espace mesurable régulier) Soit (E, &), un espace mesurable. Il est dit régulier s’il existe
CeABR)tel que (E,&) et (C,2(C)) soient isomorphes. O
On rappelle le théoreme suivant (prouvé a la section ??).

Théoreme 1.1.12 Soit (E, d), un espace métrique séparable complet. Soit A€ B(E). Alors il existe C € B(R)

tel que (A, B(A)) et (C, B(C)) soient isomorphes. Autrement dit, tout Borélien d’un espace Polonais muni de
sa tribu Borélienne trace est un espace mesurable régulier.

Le théoréme d’isomorphisme de Borel affirme le résultat suivant, plus fort.

Si (F,d) est un espace métrique sépérable et complet et si A € B(F) n’est pas dénombrable, alors
(A, B(A)) est isomorphe a (R, B(R)).

Sa preuve est difficile. Le théoréme 1.1.12, moins précis mais de preuve facile, est largement suffisant pour
les applications. Les hypotheses sur les espaces considérés dans la suite sont pour plupart plus restrictives.
Rappelons les définitions suivantes.

Définition 1.1.13 (Espace Polonais, espace LCBD) Soit E, un espace muni d’une topologie 7.

(a) E est un espace métrisable séparable s’il existe une distance d sur F générant la topologie 7 et telle
que (E, d) soit séparable (c’est-a-dire admette une suite dense).

(b) E est dit polonais s’il existe une distance d sur E générant la topologie .7 et telle que (F,d) soit
séparable complet.

(c) E est un espace localement compact a base dénombrable (abrégé systématiquement en LCBD) si la
topologie .7 admet une base dénombrable d’ouverts d’adhérence compacte (voir la définition ?? page ??
(base, base dénombrable), la définition ?? page ?? (localement compact) et le lemme ??, page ??). [

On rappelle le résultat standard suivant.

Proposition 1.1.14 Soient E et E', des espaces métrisables séparables. Alors E x E', muni de la topologie
produit, est également métrisable et séparable et on a

B(ExE') = B(E)2B(E) .

Voir la proposition ?? et sa preuve.

On rappelle également un résultat concernant la métrisabilité des espaces LCBD. Ce résultat est prouvé a la
section ??, page ??; il est une conséquence du théoreme d’Urysohn sur la métrisabilité des espaces compacts
a base dénombrable (théoreme ??, page ??) et un théoréeme de compactification a des espaces localement
compacts (proposition ??, page ??).

Théoreme 1.1.15 Soit (E,.7), un espace LCBD. Soit 0 ¢ E. On pose Ey = E U {0}. Alors il existe une
distance d sur Ej, telle que :
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(a) (Es,d) est un espace métrique compact (donc séparable complet),

(b) la topologie induite par d sur E est .
Dans la suite du cours, on résume cela en disant que (Ejy, d) est un "compactifié habituel” de F.
Remarque 1.1.16 Lorsque I’espace E est déja compact a base dénombrable, il est métrisable et il y a une
ambiguité dans le terme "compactifié" : on précise que dans le cas oil I est compact, 1’on définit le "compactifié

habituel" de F en ajoutant un point isolé, car ce point 9 joue le role particulier d’un point d’absorption pour les
processus de Markov, role qui est indépendant d’une compactification. (]

I.1.c Désintégration des couplages, applications.

On rappelle brievement la notion de mesure image et le théoreme de transfert.
Lemme L.1.17 Soit (E, &, ), un espace mesuré. Soit (E', &), un espace mesurable. Soit f : E — E’, une
application (&, &")-mesurable. On définit v : & — [0, 00] par
VBe &', v(B)=u(f(B)).
Alors v est lee mesure positive sur (E', &") qui est appelée la mesure image de . par f. Elle est parfois notée
v=po fh.

Preuve : soient B,, € &', n €N, des ensembles deux-a-deux disjoints. On remarque que les ensembles f~1(B,,),
n € N, sont également deux-a-deux disjoints et dans &. D’autre part, f~*(U B,) = U f (B,). La sigma
additivité de p entraine alors

v(UBa) =u(r(UB) = (s Ba) =S w57 Ba) = S w(Ba).

Donc v est sigma additive et il est clair que v(0) = p(f~1(0)) = u(0) = 0. Cela montre que v est une mesure
positive. ]

Théoréme 1.1.18 (Changement de variable abstrait ou Transfert) Soit (E, &, i), un espace mesuré. Soit (E', &),
un espace mesurable. Soit f : E — E', une application (&, &")-mesurable. On note v la mesure image de 1
par f. Alors, pour toute fonction h € LY(E', &', v),

h(y) v(dy) = / W (2)) pu(de) (L13)
E’ E

e résultat est également vrai pour toute fonction . — ool qui es -mesuraole.
Ce résultat est égal t pour tout tion h : E' — [0, 00| qui est &' bl

Preuve : on considere d’abord le cas oll h = 1g, avec B € &”. Alors, on remarque que 1go f =1 F-1(B)> €€
qui entraine bien (I.13) pour les fonctions indicatrices, par définition de la mesure image. Soit h : E/ — [0, oo],
une application &”’-mesurable. Le lemma ?? page ?? implique I’existence de B, € &’ etc, € Ry, n € N, tels
que h =} ncalp,. Linterversion série/intégrale positive implique alors que

/lhdu - /E,(ZCMBH) dV:ch/E, 1Bnd1/:ch/Ean(f(a:))du(m)

= [ (Centnen)du = [ nosin.

On passe au cas des fonctions réelles v-intégrables en considérant leur partie positive et leur partie négative. B
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Définition 1.1.19 (Couplage) Soient (E1, 1) et (E2, &), deux espaces mesurables. Soient p : &1 — [0, 00], et
v : & — [0, 00], deux mesures positives. Un couplage de (11, ) est une mesure positive m : 1 ® & — [0, o<
telle que la premiere marginale de m soit p et sa seconde soit v : 4 = m et v = 1. (]

Dans la suite on se restreint aux mesures finies. Si m est un couplage de p et v, mesure finies, alors m est
une mesure finie et on a
,u(El) = m(E1 XEQ) = I/(EQ) .

Donc deux mesures qui peuvent étre couplées sont nécessairement de méme masse. On peut interpréter un
couplage comme un transport d’'une masse répartie selon p dans 1’espace E7 sur un espace Eo selon une
nouvelle répartition v : m(dxzdy) représente alors la quantité de masse situé en x € E'; a mettre en y € Es. Le
but de cette section est de montrer le théoréeme de représentation des couplages suivant.

Théoréme 1.1.20 (Représentation des couplages) Soient (E1, &) et (Ea, &), deux espaces mesurables. Soit m :
& ® & — Ry, une mesure finie, dont on note p:=m la premiére marginale. On note £ la mesure de Lebesgue
sur R. On suppose (Ea, &) régulier. Alors, il existe U: E1x |0, 1] — FEs, qui est (510%8(]0,1[), &)-mesurable
et telle que

/gdm: 9(z, (2, 2)) p(dz)l(dz). (I.14)
FE1xE> E;1x]0,1]

pour toute fonction g : E1 x FEa— [0, 00| qui est & ® &-mesurable.

Avant de montrer ce théoreme, discutons de quelques conséquences théoriques. La premiere est le théoréeme
de désintégration des couplages.

Théoréme 1.1.21 (Désintégration des couplages) Soient (E1,8)) et (Fa, &), deux espaces mesurables. Soit m :
& ® & — Ry, une mesure finie, dont on note |1 :=m sa premiere marginale. On suppose (Es, &) régulier.
Alors, il existe un noyau p de probabilités de (E1, &1) vers (Eq, &) tel que m = (1 ® p, c’est-a-dire

/ gdm = u(dx)/p(fv,dy)g(w,y) ; (1.15)
E E

1 X Eo Eq 2
pour toute fonction g : F1 x Ea— [0, 00] qui est & ® &-mesurable.

Preuve : on reprend les notations du théoreme 1.1.20. Pour tout x € E1, on note p(z, dy) la mesure image de
la mesure de Lebesgue £ sur ]0, 1[ par la fonction ¥(x, -). Le théoréme 1.1.18 de transfert (page 7) montre que
(I.15) est égal a (I1.14), ce qui termine la preuve. |

Nous appliquons ensuite le théoreme 1.1.20 de représentation des couplages a la construction de suites de
variables aléatoires. Pour cela on utlise les deux faits élémentaires suivants.

(a) 11 existe un espace de probabilité (2, 7 ,P) et une suite Uy, : Q2 — [0,1], n €N, de v.a. .F-mesurables
indépendantes de loi uniforme sur [0, 1].

Preuve : en fait on peut choisir Q = [0, 1[, .# = #([0,1[) et P = /, la mesure de Lebesgue. En effet, pour
tout n > 1 et tout z € [0, 1], on pose &, (x) := [2"z| —2|2" 1z |. On vérifie facilement que &,(z) € {0,1},
que la suite (§,()),>1 n’est pas stationnaire a 1 et que x = > -, 27", (x). Autrement dit (&, (x))n>1 est
le développement dyadique de . Il est facile ensuite de vérifier que sous P, les v.a. (&, ),>1 sont des variables
de Bernoulli indépendantes telles que P (£, =1) =P (£, =0) = 1/2. Soit ¢ : Nx N* — N*, une bijection.
On pose alors Uy, = 3~ 27PE,(, ). On vérifie facilement que sous P, les v.a. (Un)nen sont des uniformes
indépendantes. ([
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On utilise également le fait élémentaire suivant.

(b) Soit (E,&, ) un espace mesuré. Soit (Q, F,P), un espace de probabilité et soit U : Q2 —]0,1[, une
v.a. uniforme. On suppose que p(E)=1 et que (E, &) est un espace régulier. Alors,

3h :]0,1[— E, quiest (#£(]0, 1[), &)-mesurable telle que h(U) sous P ait pour loi p. (I.16)

Preuve : il existe B € #(R) et une bijection ¢ : E — B telle que ¢ est (&, %(B))-mesurable et ¢! est
(#(B), &)-mesurable. On note v la mesure image de p par ¢ et on pose

Yy €]0,1[, G(y) =inf{zeR:v(]—o0,z])>y}

qui est I’inverse continu a droite de la fonction de répartition de . On pose Y :=G(U). 1l est bien connu que
Y sous P a pour loi v. Comme P(Y ¢ B) =v(R\ B) =0, il existe une v.a. X : Q— F telle que X =¢~1(Y), ot
¢~ est la réciproque mesurable de ¢. Alors, pour tout A€ &, P(X € A)=P(Y € $(A)) =v(¢(A)) = u(A),
car on rappelle que ¢ et ¢! sont mesurables. On a donc montré que h:=¢ ! o G convient. (]

En s’appuyant sur (a) et (b) et en appliquant le théoréme 1.1.20, on montre le résultat suivant qui est un cas
particulier du théoréme d’extension de Kolmogorov.

Théoreme 1.1.22 Soit (E,,, &,), n €N*, une suite d’espaces mesurables supposés réguliers. Pour tout n € N*,
on se donne pi,: E1Q . ..QE, — [0, 1], une mesure de probabilité. On suppose que ces mesures sont compatibles
dans le sens suivant :

VRGN*,VA1€£)1,...,AHG£JH, ,LLn(AlX...XAn):,un+1(A1X...><AnXEn+1). L.17)

Alors, il existe un espace de probabilité (Q, 7, P), et pour tout n € N*, il existe X,,: Q — E,, va. (¥, 6,)-
mesurable, tels que
pour tout n €N, i, est la loi de (X1, Xa, ..., X,,) sous P.

Preuve : par (a), on se donne (2,.%, P), espace de probabilité et U, : 2 —]0,1[, n €N, des v.a. % -mesurables
indépendantes de loi uniforme sur [0, 1]. Il suffit de montrer par récurrence le fait suivant.

Pour tout n € N*, il existe une fonction h,, :|0,1["— E,, qui est (#(]0,1[™), &,)-mesurable et telle que
si on pose X, :=hp(Ur,...,Uy), alors la loi de (X1, ...,X,) est pn.

Le rang n=1 est (I.16). On suppose que cela est vrai pour tous les rangs k€ {1,...,n}. En voyant E1 X ... X
E, +1 comme le produit (F1 X ... x E,) X Ey,4+1 et appliquant le théoreme 1.1.20 & m = pi,41, et = puy,, 0N
obtient une fonction mesurable ¥: (F1 X ... X E,)x]0,1[— E,+1, telle que pour toute fonction mesurable
g: E1x ... xEpt1—10,00],

/gdun_ﬂ :/ pin(day .. dzp)l(dz) g(z1, ... @0, (21, .., 20, 2))
E E

1X .. X Eny 1X...XEpx]0,1[

On pose alors
hn+1(ﬁ917 e 7y’n7y) = \Il(h].(y1>7 h2(y17y2)7 .. 7hn(y17 cee 7yn)7y)7

ce qui convient. |
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Preuve du théoréme 1.1.20. La preuve est en plusieurs étapes. On commence par montrer le lemme général
suivant.

Lemme 1.1.23 Soit (FE, &, 1), un espace mesuré sigma fini. Soient f,g : E — [0,00|, deux fonctions &-
mesurables. On suppose que pour tout A€ &, fA fdu< fA gdu. Alors, f<g, u-presque partout.

Preuve : on suppose d’abord que p est finie. Soient a, b € Q4 tels que a <b. On observe d’abord que
{g<a<b<fy=g7(0,a) N f (b)) €&

On a ensuite g1y cp<sy < aligeacp<sy < Dlig<acn<sy < flig<a<p<yy- En intégrant cette inégalité, on
obtient

gduﬁau({géa<b§f})Sbu({9§a<b§f})§/ fdp .

{g<a<b< [} {g<a<b<f}

Mais les membres extrémes de ces inégalités sont supposés égaux, donc au({g <a<b<f }) = bu({g <a<
b< f}). Comme 1 est de masse finie et que a # b, on obtient 1({g<a<b< f}) = 0. On voit ensuite que

{g<ft= |J {g<a<d<f} eé,

a,beQ+

et par sigma sous-additivité, u({g < f}) < >_, jeq, #({9< a<b< f}) = 0, ce termine la preuve dans le cas
ou p est finie.

Il reste & montrer ce résultat lorsque p est sigma-finie : dans ce cas il existe une suite F,, € &, n € N, tels
que E, C Epy1, u(Ey) <oco et U, ey En=E. Pour tout n €N, on note ji, = (- N E,). En remplagant A par
AN E, dans I'hypothese, on voit que pour tout A€ &, [, f dun < [, g di,. Comme les mesures /i, sont finies,
on en déduit que u(E, N{g< f})=0. Par la monotonie des mesures, ({g < f})=lim, Tu(E,N{g< f})=0,
ce qui montre le résultat voulu. ]

On considere ensuite le cas Fs = R et & = Z(R) en montrant le lemme suivant.

Lemme 1.1.24 Soir 9 C R, un ensemble dénombrable et dense. Soit (E, &), un espace mesurable. Pour tout
r €Y, on se donne p,: 8 — R, une mesure de masse finie. On fait les hypothéses suivantes :

sup u,(E) < 00, lim p.(E)=0 et Vr<r'dans 9 ,VB€ &, p(B)<p.(B). (L18)

reg r€g——oo
Alors les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) Il existe une unique mesure finiem : & @ B(R) — R telle que
Vre?2,¥Beé&, m(Bx]—oo,r])=pu(B).

(ii) On note . = m, la premiére marginale de m. Il existe une fonction U : Ex0,1[— R, qui est £®
()0, 1] )-mesurable et telle que

/g dm = /Ex}g(:c,\ll(a:,z)) pu(dx)l(dz)

ExR 0,1]

pour toute fonction g: ExXR— [0, 0o] qui est & @ B(R)-mesurable.
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Preuve : soit r,, € Z, n € N, une suite croissante qui tend vers ’infini. On pose vy := pr, €t pour tout n > 1,
on pose également vy, := [, — 4r,,_,, QUi €st clairement une mesure positive de masse finie. On pose ensuite
Bi= Y .~0Vn qui est une mesure positive. On a donc yu(B) = limy, o0 pir, (B) = sup,¢ 4 pr(B), pour tout
B € &. La derniére égalité montre que 1 ne dépend pas de la suite (7, ),cn choisie. De plus, pour tout 7 € Z et
tout B € &, on a u,(B) < u(B). Donc i, est absolument continue par rapport a ;. Comme 4 est finie et donc
sigma-finie, le théoréme de Radon-Nikodym s’applique et il existe une fonction f, : £ — R, &-mesurable
telle que

VBe&, u(B)= /Bfrd,u. (1.19)

Soient 7,7’ € 2 tels que < r’. Ce qui préceéde implique que pour tout Be &, [ f, dp= pur(B) < pur(B) <
fB frrdp < u(B) et le lemme 1.1.23 (page 10) implique que p-p.p. 0 < f,. < fv < 1. L’ensemble & étant
dénombrable, on a donc

-p-p. oo = inf f, = lim et ‘= su = lim f, .
H-p-p f-co Te@fr o fr Joo regfr o Ir
r——00 r—00
Le théoreme de convergence dominée montre ensuite que
0< /f_oo dp = lim / frdp= lim p.(E)=0.
E reg E reg
r——00 r——00

Donc pi-p.p. f—oo =0. De méme, on montre que
0< [ f)di = p(B) = tim | frdu = p(E) = lim o (B) =0,
E r€7J)E T

ce qui implique que p-p.p. foo = 1, pu-presque partout. Quitte a modifier les fonctions f, sur un ensemble
u-négligeable on peut supposer que pour tous 7,7’ € 9, telsque 7 </, on a

Vo € E, 0< fr(z) < fu(x) <1, lim f(z)=0 et lim fr(z) =1. (1.20)

reZ——oo rEP—o00

Pour tout (x, z)€ E'x]0, 1[, on pose alors U(z, z) :=inf{re€ 2 : f.(x) > z}, qui est une quantité bien définie.
On remarque que pour tout b€ R,

U(z,z) <b <= Vregnlboo[, frlz)>z. (I.21)

On a donc

{w<oy= () U (s 00))x]—00,s]

r€PN1b,00[ s€Q

ce qui implique que ¥ : Ex]0,1[— R est & ®.%(]0, 1[ )-mesurable. Le théoreme de convergence dominée,
(I.21), Fubini et (I.19) impliquent que

/ﬂ(dl?)f(dz) 15(@)1(w(z,2)<py = lim [ p(dz)l(dz) ]-B(x)]-{fr(x)>z}:/:u(dw)fT(m)::u’T(B)’ (1.22)
Ex]0,1] T2 Jpx]o1] B

On définit la fonction ¢(x, z) = (x, ¥(x, z)) qui est (£RHB(]0,1]), &R Z(R))-mesurable et on pose m :=
(u®£) o 1, la mesure image de p®/ par . Le théoreme 1.1.18 de transfert (page 7) et (1.22) impliquent
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immédiatement () et (i7). On remarque enfin que { BXx|—o0,7]; BE&, r€ P} U {E xR} est un pi-systéme
générant & R A(R). L'unicité de m découle alors théoréme ?? d’unicité des mesures (page 2?). ]

Fin de la preuve du théoréme 1.1.20. On suppose (Fs, &) régulier : il existe donc A € B(R) et ¢: Ey — A,
une bijection telle que ¢ est (&, %(A))-mesurable et la réciproque ¢~ : A — s est (B(A), &)-mesurable.
Pour tout (z,y) € E1 X Ea, on pose A(x,y) := (z,¢(y)) € E1 x A. 1l est facile de vérifier que A est un
isomorphisme d’espaces mesurables de (E; x Ea, &1 ®&2) sur (E1 x A, &4 ®@%(A)). On pose alors

VOeSH®AR), m(C):=m(A(C)) =m({(z,y)€E1xE> : (z,4(y))€C}).

Autrement dit, m, est la mesure image de m par A. C’est donc une mesure de masse finie. On remarque que
1 est aussi la premiére marginale de m,. On voit aussi que m, est concentrée sur Fy X A, c’est-a-dire que
m, ((Er xR)\(E1 x A))=0.

Pour tout r € Q, et tout B € &1, on pose p,(B) := m,(Bx]—00,r]). On vérifie immédiatement que les
1y, 7 € Q, sont des mesures positives qui satisfont bien les hypotheses (I.18) du lemme 1.1.24 avec (F, &) =
(E1, &1). Par ce lemme, il existe donc U, : Ey x |0, 1[— R, une fonction & ® Z( ]0, 1] )-mesurable telle que

/g* dm, :/ *(1:,\1/*(33, z)) w(dx)l(dz) , (1.23)
E E

1xXR 1% ]0,1]

pour toute fonction g, : Ey xR — [0, 00] qui est & ® Z(]0, 1[)-mesurable. Comme m, est concentrée sur
E; x A, on peut modifier ¥, de maniére mesurable de sorte que U, (z, z) € A, pour tout (z, z) € E1x |0, 1] et
de sorte que (I.23) reste vrai pour toutes fonctions gi.

On définit ¢ : R — F5 en posant ¢(z) := ¢~ (z), si x € A et ¥(x) := yo sinon, ol yy € F> est un point
de F5, ne jouant aucun rdle spécifique. On vérifie facilement que v est (%(R), &,)-mesurable. On pose alors
U:=1oW,. Soit g: E1x Es— [0, 0c], une fonction (£1®4&, )-mesurable. 11 est clair que g.(z, ') :=g(x, ¥ (y')),
z € Eq, 3y € R, définit une fonction & ® Z(R)-mesurable. On remarque que g,o A = g. Comme m, est la
mesure image de m par A, le théoréeme 1.1.18 de transfert (7) et (1.23) impliquent alors que

/gdm = /g*oAdm: g*dm*:/ g (2, Ui (2, 2)) p(dz)l(dz)
FE1xEs FE1xR FE1 xR E;1x]0,1]

— [ 9o (W) ulde)e(dz) = [ gle, (o 2) ulde)e(dz)
E E

1% ]0,1] 1% ]0,1]

ce qui est le résultat désiré. |

1.2 Processus : définitions, construction.

I.2.a Processus : définitions, premieres propriétés.

On introduit les objets suivants.
e Soit (2, %, P), un espace de probabilité.
e Soit I, un ensemble d’indices, supposé non-vide.
e Pour tout i € T, on se donne un un espace mesurable (F;, &;) etune v.a. X;: Q— E; qui est (F, &;)-mesurable.
Alors, (X;);cr estune famille de v.a. indexée par 1.

Lorsque I est fini, on parle plutdt de vecteur aléatoire, lorsque I est dénombrable on parle plutdt d’une suite
de v.a., lorsque I C R est un intervalle, 7 est vu comme un temps (et est noté ¢ ou s, en général) et on parle
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plutdt de processus. Lorsque I est un espace, on parle plutdt de champ aléatoire. Dans ce chapitre, on parle
indistinctement de processus, indépendamment de la nature de I.

Notations. On utilise la notation [[,; F; pour I’ensemble des fonctions de I dans les E;

el
[1E = {x=(iier : Viel, z; € E;}.
icl

Nous ne nous étendons pas sur une définition ensembliste qui soit rigoureuse et nous commettons un abus de
notation en utilisant une notation suggérant plus un "produit cartésien", ce qui est différent d’un point de vue
ensembliste. (]

Dans cette section, on va considérer la famille de v.a. (X;);c; comme un seul objet aléatoire noté X,
¢’est-a-dire comme la fonction

X :weQ— X(w):=(X;(w))ier € HE’ .
el

Définition 1.2.1 (7ribu produit) On garde les notations précédentes.

(@) C C [lies Ei est appelé cylindre élémentaire s’il existe J C I, un sous-ensemble fini d’indices et des
ensembles B; €&}, j € J tels que

C:{(xi)ig € HEZ :Vjed, xjij}, qui est simplement noté (HBj> x( H EZ-).

i€l jeJ i€I\J

Ceci décrit un ensemble de fonctions, ce malgré I’emploi abusif de notations "cartésiennes” x et [[. On
note ¥ I’ensemble des cylindre élémentaires.

(b) La tribu engendrée par € est la tribu produit des &;, i€ 1. Onlanote )., &;:=0(%).

il
(c) Soit (2,.7), un espace mesurable. Un processus a valeurs dans [[;.; E; qui est .7-mesurable est une
fonction X : Q — [[,c; Ei quiest (F,Q),; &i)-mesurable.

(d) Pour tout J C I, on définit 7; : [[;c; Ei — [[;c; Ej en posant m;((%)ier) = (zj)jes : Cest la
restriction a J de la fonction (x;);cr. On appelle 7y la J-projection canonique. O

On utilise les notations simplifiées suivantes. Lorsque J est le singleton {7}, on utilise la notation 7; plutdt que
(i} Lorsque les espaces mesurables sont les mémes (E, &) = (Ej, &), i € I, on utilise les notations

E! ::HEi et &1 ::®é§.
iel il

Proposition 1.2.2 Soit (§2,.%), un espace mesurable. Soit I, un ensemble d’indices non-vide. Soit (E;, &;),
i € I, une famille d’espaces mesurables. Pour tout i € I, soit X; : 2 — FE;, une fonction. Alors les deux
assertions suivantes sont équivalentes.

(a) Pourtouticl, X; est (F,&;)-mesurable.

(b) X=(Xi)ier : Q@ — [1,c1 Es est un processus (F , Q) &;)-mesurable.

il
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Preuve : soit J C I fini; pour tout j € J, soit B; € &;. Soit C' = ([[;c; Bj) x ([L;ep s Ei), un cylindre
élémentaire. Alors
{XeC}=({X;€B;}. (1.24)
jeJ
Si on suppose (a), alors {X € C'} € % pour tout cylindre élémentaire. Comme les cylindres élémentaires
engendrent la tribu produit, on en déduit (b). Si on suppose (b), alors on applique (1.24) a J = {i}, ce qui
montre que {X; € B;} ={X e C}€.Z, et ce pour tout B; € &;, ce qui entraine (a). [ |

Définition 1.2.3 (Espace et processus canoniques) Soit I, un ensemble d’indices non-vide. Soit (E;, &), i €
I, une famille d’espaces mesurables. L’espace canonique des processus a valeurs dans [, E; est I'espace

mesurable
Qcan _ HEZ et ycan:®0@i )
icl iel

On définit le processus canonique X" = (X");cr : Q" — [[,-; Ei en posant

i€l
Vx=(z:)ics € [[ Bi, Viel, X{™(x) = .
icl
Autrement dit X;*" = 7;, la i-projection canonique et on remarque que X “*" est I’identité sur [ [, ; E;. (]

Corollaire 1.2.4 Soit I, un ensemble d’indices non-vide. Soit (E;, &;), i € I, une famille d’espaces mesurables.
Alors les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) La classe € des cylindres élémentaires de [ [, E; est un pi-systéme.
(ii) La tribu produit est la tribu engendrée par les projection canoniques : Q);c;&; = 0(7ri S I).

(iii) Pour tout J C I, non-vide my : [[;c; Ei — [;c; Ej est (Qie16ir @ ;e ;6)-mesurable.

Preuve : le point se vérifie immédiatement. Les points (i) et (i) découlent facilement de la proposition 1.2.2
appliqué a I’espace canonique et processus canonique. Nous laissons les détails aux lecteurs. ]

Le théoréme suivant donne une description de la tribu produit qui est utilisée dans la suite.

Théoreéme L.2.5 Soit I, un ensemble d’indices non-vide. Soit (F;, &;), i € I, une famille d’espaces mesurables.
Pour tout J C I, on pose 9 := {WJI(A) t A€y do@]} Alors,

Réa= 1 %. (1.25)

i€l JClI,
Jdénombrable.

Preuve : pour simplifier, on note ¢ le membre de droite de (1.25). La proposition 1.2.4 (ii) montre que 7 est
(cr 6is Qs &))-mesurable, ce qui implique que ¥ C Q),c; & et donc G C Q)1 &

Montrons 1’inclusion réciproque. Soit C = (HjeJ Bj) x (HiEI\J E;),JcC I, finietB;je &), jeJ; C
est un cylindre élémentaire. On a donc C' = ﬂjl(HjEJ B;) et donc C' € ¢;. Cela montre que ¢ C ¥, ol est
la classe des cylindres élémentaires. Comme la tribu produit est engendrée par 4, on a @),.; & C o(9) et

il suffit donc de montrer que ¢ est une tribu : (a) il est clair que tout I’espace [[,.; E; € ¢. (b) Soit B € ¥;
il existe donc J C I, dénombrable et tel que B € ¥;; comme ¥; est une tribu (c’est la tribu engendrée
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par 7;), le complémentaire de B est dans ¢ et donc dans ¢ ; cela montre que ¥ est stable par passage au
complémentaire. (c) Montrons que ¢ est stable par union dénombrable : pour cela on remarque d’abord que
si JCJ',alors 95 C 9y ; soit B, €4, n € Nj; alors pour tout n € N, il existe donc J,, C I, dénombrable tel
que B, €9, ; on pose alrs J = |J,,cr J/n» qui dénombrable ; on a donc B,, €9, pour tout n € N; comme ¥;
est une tribu, on a | J,,c Bn € 97 C 9. Cela termine la preuve du fait que & est une tribu, ce qui permet de
conclure comme montré précédemment. ]

L.2.b Loi d’un processus.

Définition 1.2.6 (lois marginales) Soit I, un ensemble d’indices non-vide. Soit (E;, &;), i € I, une famille
d’espaces mesurables. Soit (€2,.%, P), un espace de probabilité. Soit X = (X;);cr: Q—]],c; Ei, un processus
(7, @;cr 6i)-mesurable.

(@) Soit p: @, &5 — [0, 1], une mesure de probabilité. Pour tout .J C I, non-vide, on note 1.7 := uowjl
la mesure image de u par la J-projection canonique 7 ;. La mesure de probabilité 17 : Q) e &;—10,1]
est appelé la loi J-marginale de pi. L ensemble des mesures 7, avec J C I fini, est appelé ensemble des
marginales de dimension finie de .

(b) On note jux la loi de X sous P, c’est-a-dire pux(B) = P(X € B), VB € @,; &;. On note jix, s la loi
J-marginale de X, c’est-a-dire la loi de 77 (X) = (X})jes :
VBE@) &, px.a(B) =P((X;)jes€B) .
jeJ
Les lois 1 x, 7, lorsque J est fini, sont appelée les loi marginales de dimension finie du processus X. [

La proposition suivante donne des formulations équivalente au fait que deux processus aient méme loi.

Proposition 1.2.7 Soit I, un ensemble d’indices non-vide. Soit (E;, &;), i € I, une famille d’espaces mesu-
rables. Soient (0, .7 ,P) et (U, F',P’), des espaces de probabilité. Soit X = (X;)ier : Q = [[;,c; Ei, un
processus (F , Q¢ &i)-mesurable et soit X' = (X])ier : ' = [L;c; Ei, un autre processus (F', Qe &i)-
mesurable. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes.

el

(a) X sous P a méme loi que X' sous P’, c’est-a-dire jx = pix.
(b) Pour tout n € N*, pour tous i1, . . . ,in € I, distincts,
(Xil, cee Xin) sous P a méme loi que (lel, e ,X;n) sous P’
c’est-a-dire que X et X' ont mémes lois marginales de dimension finie : j1x,j=px- g, J C1, J fini.

(¢) Pour tout n € N¥, pour tous i1, . . ., in € I, distincts, pour toutes fonctions fi, : F;, — R, &, -mesurables
bornées, 1 <k<n,ona

E[fi(Xi,) . fo(Xi)] =E[/1(X]) ... fu(X] )] -

(d) Pour tout i € I, soit 6; C &;, un pi-systeme tel que o(6;) = &;. Pour tout n € N*, pour tous i1, . ..,i, €1,
distincts, pour tous C1 €%6;,,...,Cr €%,

P(X;, €Ci;...; X;, €Cy) = P/(XL €Ch;.. s XL €Cy)

Autrement dit

ux,{ilwin}((]l X, XCn) = NX’,{il,“.,in}(Cl XL, XCn) .
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Preuve : il est clair que (a) = (b) = (¢) == (d). 1l suffit de montrer que (d) == (a). On pose
7 ={rx7 (1 C): I 1 Jhnietvjed, Cye%;} .
jeJ
On vérifie que & est un pi-systeme sur [ [, ; E;. Il est facile de vérifier que o (%) =@, &;. La condition (d)
signifie que px et pxs coincident sur &2. La théoreme ?? de 1’unicité du prolongement des mesures (page ??)
implique que px = px. ]
L.2.c Construction de processus : le théoreme d’extension de Kolmogorov.

La proposition 1.2.7 montre que la loi d’un processus est caractérisée par ses lois marginales de dimension
finie. Le but de cette section est montrer que toute famille de loi marginales de dimension finie qui est cohérente
est la famille des lois marginales d’un processus. Pour cela définissons tout d’abord la propriété de cohérence.

Définition 1.2.8 (Famille de lois cohérentes) Soit I, un ensemble d’indices non-vide. Soit (E;, &;), i € I, une
famille d’espaces mesurables.

(a) Soient K'CJCI.Onnote nx,j: [[ ;e 5 Ej—[I1ex Ex la projection :
V(;)jes €[ Bir mra(@5)ies) = @i)rex -
JjeJ

On voit donc que 7; =7 et on observe que Tx = g yo7y. Cela implique que pour toute mesure de

probabilité ji: @Q);.; & —[0,1], ona

VEKCJCI, pk=piorgy . (1.26)

(b) Une famille de lois de dimension finie est la donnée de (v, J C I, J fini) ol vy : ®j€J &7 —10,1] est
une mesure de probabilité. Elles forment un systeme cohérent si

VKCJCI, Jfini, vig=uvjomy;. (1.27)
On dit aussi qu’elles forment un systeme compatible ou encore un systeme projectif. ]

Par (1.26), qui est trivial, on voit que les marginales de dimension finie d’une mesure 11 : &),.; & — [0, 1]
forment un systeéme compatible. En revanche il n’est pas du tout trivial de montrer que si on a un systeme de
mesures compatibles, elles sont les marginales de dimension finie d’une mesure : modulo quelques hypotheses,
cette réciproque est le propos du théoréme d’extension de Kolmogorov qui suit.

Théoréme 1.2.9 (Théoréme d’extension de Kolmogorov) Soit I, un ensemble non-vide. Soit (E;, &;), i € 1, une
Sfamille d’espaces mesurables. Pour tout sous-ensemble fini d’indices J C I, on se donne une mesure de proba-
bilitt vy : Q jed & — [0,1]. On suppose I’axiome du choix et on fait les deux hypothéses suivantes.

(a) Pourtouti€l, (E;, &;) est un espace mesurable régulier.

(b) Pour tout n € N*, pour tous i1, ... ,in,int1 €1, distincts, pour tous B1€6&;,,..., B,€&; ,ona

Ij{il7'“7i7lgin+1} (B]_ X... X Bn X Ein+1) = V{il,‘..,in} (B] X... XBn) .
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Alors, les assertions suivantes, équivalentes, sont vérifiées.

(i) 11 existe une mesure i : Q.1 & — [0, 1] dont les lois v sont les marginales de dimension finie, c’est-
a-dire que
,uOTrjl =vy, JCI,J fini

(ii) 1 existe un espace de probabilité (0,7 ,P) et un processus X = (X;)icr := Q — [Lic; Ei qui est
(F,Q);c i)-mesurable dont les vy sont les lois marginales de dimension finie. de X :

VJcl, Jfini, VBE@) &), P((X;)jes€B) =vs(B).
jed

Preuve : on remarque tout d’abord que le résultat a été démontré dans le cas ol I est dénombrable : il s’agit
d’une conséquence immédiate du théoreme 1.1.22 (page 9). Il s’agit d’ailleurs du point difficile de la preuve.
Par conséquent, pour tout sous-ensemble dénombrable d’indices J,, il existe une unique mesure de probabilité
1. Qe €5~ [0,1] telle que pour tout J C Js, J fini, p17, 0,7, =v. Soit J. C I, dénombrable tel que J, C
J..Onpose p' = [,LL]LOW;:JL. Soit J C J,, J fini. Comme 75 =7 5,07y, jr,0na ,u’mrjy},* :uJ*OW;i =vj.
Donc les marginales de dimension finie de ;/ sont également les v : par unicité cela montre que ' = 7+. On
a donc obtenu les résultats suivants :

V.J.CI, J. dénombrable, 3! piz,: X) & — [0,1], probabilité :  VJCJ,, J fini, pyo0m;) =vy.

et
V.J,CJ.CI, avec J,, dénombrable, iy om;t; = py, - (1.28)

On utilise ensuite le théoreme 1.2.5 dont on reprend les notations. On définit 11 : @Q);.; & — [0,1] de la
manieére suivante : soit B € ®i€ 7 &;; par le théoréme 1.2.5, il existe J, C I, J, dénombrable, tel que B € ¥,
et donc il existe A € Q) &; tel que B = W;*l(A). On pose alors u(B) := pug, (A). Vérifions d’abord
la cohérence de cette définition : supposons que B € ¥, pour J, C I et J; dénombrable; il existe donc
A'€Qjc & tel que B:wjil(A’). Comme W;il(A/) =7,"(A), il existe Ag € Qjes.n &) tel que

= . / P— .
A= Ay X (jeJ*\l(_[Lmi)E]) et A = Agx (jejiyLmJi)E]>

< -1 ~1
Par conséquent, A =7 5, ;. (Ag)et A’ = T (Ap) et par (I.28) on a

pr.(A) = promy g 5. (Ao) = prngr(Ao) = oy g i (Ao) = p (A) -

La définition de (B) ne dépend donc pas du choix de J, ni de celui de A€ Q) ;, & tel que B= w;*l (A).
Il est ensuite clair que si J est fini, .y =v; etdonc si BEQ);c; &), ona u(B) = p1;(B) (par définition de
w) et donc pu(B) = vj(B). Cest-a-dire

vJcl, Jfini, YBe@®) &, n(B)=vs(B). (1.29)
JjeJ

On montre ensuite que 4 est une mesure positive : il est clair que () = 0. Pour tout n € N, soit B,, €
&);c1 &> des ensembles deux-a-deux disjoints. Le théoréme 1.2.5 implique que B, = T (Ay), avec J* C T
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dénombrable et A, € Q)
alors

jean &;. 0On pose J, = |, ey /&> qui est un sous-ensemble dénombrable de /. On pose
VneN, C,=A,x [ E;.
JELNIY

On vérifie les faits suivants :

(@) Cn €Q)je ., & ce qui implique que [,y Cn € Qe s, 65-

(b) B, = ﬂj*l(Cn) et donc |J,,cn Bn :71';*1 (Unen Cn)-

(¢) Pour tous m, n €N, distincts, C,, N C,,, ={. En effet, par ce qui précede, on a

By N By, =751 (Co) N7y (Cr) = 1, (Co N Cr) = (CoNC) x [ E
1€\ J«

et si Cp, N Cyy, n’est pas vide, les E; n’étant pas vides, 1’axiome du choix implique que le dernier membre n’est
pas vide, ce qui contredit le fait que les B,, sont supposés deux-a-deux disjoints.

Par définition de 1 et par (b), on a pu(|J,,cry Brn) = 1.7, (U,,eny Cn) et pour tout n €N, pu(By,) = pu7,(Cy). Par
le point (c) et le fait que 117, est une mesure, on a 117, (e Cn) = en #. (Crn). On a donc

M( U Bn) = ,UJ*( U Cn) = ZMJ*(On) = ZM(Bn) )
neN neN neN

neN

et 41 est sigma-additive. Par (I.29), on a bien construit une mesure de probabilité 1 : &), .; & — [0, 1] dont les
marginales de dimension finie sont les v;. Soit ', une autre mesure dont les marginales de dimension finie
sont les v ; alors p et i coincident sur le pi-systtme des cylindres élémentaires et le théoréme ?? d’unicité du
prolongement des mesures entraine que p = p’. On a donc montré (7).

Le point (4i) est montré en prenant 1’espace canonique :

Q:=Q" = HEi’ F = F = ®é‘%, P:=ypu,
i€l i€l

et le processus canonique X " satisfait bien (7). [ |

I.2.d Processus sur R, filtrations, régularité, modification, indistinguabilité et mesurabilité
progressive.

On considere des processus a valeurs dans un méme espace mesurable (E, &). En général, E est un espace
topologique et la tribu & est celle de ses Boréliens, toujours notée % (F). L'ensemble des indices est R qui
est interprété comme un ensemble de temps. On note I’ensemble des fonctions de R dans E par E®+; on le
munit de la tribu produit &€&+, Soit (2, .% ), un espace mesurable. Comme défini dans la section précédente, un
processus X = (X;)ier ,estuneva. X : Q — ER+ qui est (&, &®R+)_mesurable. On introduit les définition
suivantes.

Définition 1.2.10 (Filtration, filtration naturelle, processus adapté) On garde les notations ci-dessus.

(a) Une filtration sur (£2, .7 ) est une famille (¢;);cr . de sous-tribus telles que pour tous s, € R, tels que s <t
on ait %, C %, C .%. On utilise souvent la notation 4., := 0(% i te ]R+)
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(b) Soit X =(X¢)ier, : @ — ER+ un processus (%, &2®+)-mesurable. Sa filtration naturelle est donnée par

VieRy, F(X)=0(Xs;s€[0,4]).

(c) Soit (%;)ser, - Le processus X est dit (%;)scr, -adapté sipour toutt Ry, X;: Q— Eest (¥;, &)-mesurable.
On note qu’un processus est toujours adapté par rapport a sa filtration naturelle. (]

Remarque 1.2.11 On remarque que la proposition 1.2.2 implique que .Z2 (X) = o(X;; t € Ry) = o(X).
Par conséquence, le théoreme ?? de représentation (page ??) implique le fait suivant : soit Z : 2 — R, une
v.a. .Z2 (X )-mesurable bornée ; il existe une fonction F': E®+ — R qui est &“®+-mesurable bornée telle que

VweQ, Z(w) = F((Xy(w))ier, ) - (1.30)

De méme si t € Ry, la proposition 1.2.2 implique que .Z(X) = o(X,; s € [0,1]) = 0 ((Xs)seoy) et si
Z: Q—R, une va. Z#3 (X )-mesurable bornée; il existe une fonction F': E 01 _ R qui est & ®[0:t]_mesurable
bornée telle que

VweQ, Z(w) = F((Xs(w))sepp) - (1.31)

Ces deux faits sont tres souvent utilisés dans la suite. O

Définition 1.2.12 Une fonction de EERE est notée de maniére générique par x = (24 )cr, et on note ¢ la classe
des cylindres élémentaires de &€+,

a) Pour tout t € R, on note g, : EX+ > F 0.4] 1a projection canoni ue, c¢’est-a-dire la restriction a [0, t
+ [0,4] proj q )
des fonctions de R, dans E. Un cylindre élémentaire antérieur a t est un ensemble de fonctions

C = {z = (24)ier, € E*" 1 24,€Bo;x, €Bu;...;24, €Bn} (L32)

o 0<tg<t1<...<tp,<tetBy,...,B, €& Onnote ‘é la classe des cylindres élémentaires antérieurs
a t. On vérifie que ‘Kt est un pi- systeme et que 6; = 7'('[0 1l (lo,) o0 Clo,q est 'ensemble des cylindres

élémentaires de E[%!. On remarque que s C 6;, pour tous s, t € R tels que s <t.

(b) (Filtration canonique) Pour tout t € R, on note .Z*" la tribu sur E®+ engendrée par le pi-systeme %;.
On remarque que pour tous s <¢, " ﬁ £, La filtration (.F*")iecr, sur ER+ est appelée filtration
canonique. On remarque que % %" = o, L (&%), On utilise parfois la notation .Z5* = o (.F2"; t €

Ry )=&%R+,

(¢) (Processus canonique) Pour toutt € R |, on rappelle que X" = 7, : E®+ — E, la projection canonique
de marginale ¢. Le processus canonique X" = (Xf%),cp, est I'identité sur E®+. O

Remarque 1.2.13 En gardant les notations des définitions 1.2.10 et 1.2.12 qui précedent, on remarque facile-
ment que FP(X)=X "1 (F) ={{X € A}; Ac Z"}, pour tout t ER.. Si on pose

D= X"H6) = {{XEA}; AE%},

alors on vérifie aisément que &7 est un pi-systéme générant % (X). |
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On reformule ensuite I’énoncé du théoreme d’extension de Kolmogorov pour des processus indexés par R
et & valeurs dans le méme espace mesurable (E, &) un espace mesurable. Pour tout sous-ensemble fini et non-
vide J C R, on se donne une mesure de probabilité v; : £27 — (0, 1]. Si on suppose que .J compte n point
distincts, on s’en donne une indexation qu’il est naturel de prendre croissante : J={t; <... <tp}. On répete
ici que v est une loi sur I’espace des fonctions de J dans E et que I’existence d’un ordre naturel sur J ne change
rien a cela : il n’est pas utile de voir vy comme une loi sur I’espace des n-uplets (ordonnés par leurs coordonnée)
a valeurs dans F car la mesure donnée par le théoreme d’extension de Kolmogorov est une mesure sur 1’espace
des fonctions : 1’ordre linéaire sur R, n’y joue aucun rdle spécifique. Néanmoins, si I’on préfere indexer les
temps dans 1’ordre croissant, les conditions de compatibilité du théoréme d’extension doivent étre reformulées.

Par ailleurs, pour tous réels 0 <t < ... < t,, on effectue I'identification {t1,...,t,} = {1,...,n}, ce qui
entraine

Eltitn} — pn of  o®{ttn} — o®n , (L.33)
ot il faut comprendre que E™ est I’espace des fonctions de {1,...,n} dans E et ou &% est la tribu produit

associ€ a cet espace de fonctions. On obtient immédiatement 1’énoncé suivant.

Théoréme 1.2.14 (Théoréme d’extension de Kolmogorov) On suppose I’axiome du choix. Soit (E, &), un espace
mesurable supposé régulier. Pour tout n € N* et pour tous réels 0 <ty < ... < t,, on se donne une mesure de
probabilité

Vlty,ontn} & [0, 1] .

On suppose que ces mesures forment un systeme compatible, c’est-a-dire que pour tout entier n > 2, pour tous
réels 0<ty1 < ... <ty pourtous By, ..., B, €& et pour tout 1 <m<n,

Vit ot} (B1X . X B 1 X EX Byy1 X ...XBp) = iy, 0t} (B1X .. X By 1 X By 1 X ... X By)
avec des conventions évidentes si m=1 ou n. Alors, les assertions suivantes, équivalentes, sont vérifiées.
(i) Il existe une mesure 1 : &%+ — [0, 1] telle que pour tout n € N* et pour tous réels 0<t; < ... < t,,
—1 _
KO Ty ot} = Vit1stn}
en faisant les identifications naturelles (1.33).

(ii) 11 existe un espace de probabilité (0, F,P) et un processus X = (X;)ier, : Q — E®+ qui est
(F , EPR+ )-mesurable tel que pour tout n € N* et pour tous réels 0<t, < ... < tp,

VBe&®", P((Xi,)i<m<m€B) = vy, . 1,)(B)
en faisant les identifications naturelles (1.33).

Remarque 1.2.15 (Limitation de la tribu &%%+) Soit E est un espace topologique métrisable séparable dont
la tribu Borélienne est notée Z(F). Le théoreme 1.2.5 affirme que

B(E)**+ = {r7Y(A); JCI, J dénombrable, Ac B(E)®’} .

Autrement dit un événement B € %(E)®®+ correspond a des conditions sur un ensemble dénombrable de
temps. Par exemple si E=RR, on a

{x=(2¢)ter, cRR+ . sup |z < oo} ¢ %(R)®R+ )
1

)

De méme I’événement "étre continu a droite au temps ¢y" n’est pas dans la tribu produit car il fait intervenir les
valeurs des fonctions pour un ensemble non-dénombrable de temps. (]
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Hypotheses courantes de régularité sur les processus.

Définition 1.2.16 Soit £, un espace topologique ; soit (€2, .7, P), un espace de probabilité et soit X = (X )R, :
Q— E®+, un processus (.F, Z(E)®®+)-mesurable.

(a) X estdit continu a droite (cad, en abrégé) si pour tout w € Q et tout t € Ry, X (w)=limp_,0 X¢1p(w).
h>0

(b) X estdit continu a droite et avec limite a gauche (cadlag, en abrégé) si pour tout w € €2,

VteRy, Xi(w)= }lLlir%) Xirn(w) etsi Vt€l0,00], Xi(w):= }111_1)% Xin(w) existe.
h>0 h>0

(¢) X est dit continu si pour tout w e Q et tout t eRy, Xy (w) =limp_o X1 p(w). O

Lorsque par exemple £=R", I’espaces des fonctions continues et des fonctions cadlag peuvent étre munis
de distances les rendant complets et séparables, la tribu des Boréliens étant la tribu trace de la tribu produit,
ce qui prolonge les résultats déja obtenus sur les processus. Plus précisément, faisons quelques rappels, sans
preuve, des résultats fondamentaux concernant ces espaces.

Espace des fonctions continues. On munit R"” d’une norme notée ||-||. On note C'(R4,R™), ’espace des
fonctions continues de R dans R™ et on munit cet espace de topologie de la convergence uniforme sur tous
les ensembles (de temps) compact qui peut étre par exemple engendrée par la distance suivante

x,yEC(RJr,Rn), d(ll?,y) = E 27" min (17tn%gx]”ajt_yt“)'
€|0,n
n>1

On vérifie facilement que (C' (R4, R™),d) est un espace métrique séparable complet, c’est-a-dire un espace
Polonais. On note toujours m; : C'(R4+,R,,) — R™, la projection canonique au temps ¢ qui a toute fonction
r=(Zs)ser, associe m(x)=x;. On peut montrer facilement les résultats suivants, rappelés ici sans preuve.

e : C(R4,R™) — R™ est continue.

e Les Boréliens de C (R, R,,) sont engendrés par les projections canoniques :
B(C(R4,Ry,)) =o(m; teRy) . (1.34)
Autrement dit, (C (R, R,)) est la tribu trace de Z(R™)®%+ sur C(R,Ry,) :
Z(C(R4,R,)) = {BNC[R4,R"); Be BR")¥E+] . (1.35)
e On en déduit que si (€2, %) est un espace mesurable et si X = (X;);cr, : 2 — C(R,R"), est une fonction,
alors les assertions suivantes sont équivalentes.
(a) PourtoutteR,, X; : Q — R™ est #-mesurable.
(b) X : Q— C(R4,R") est (F, B(C(R4,R™))-mesurable.
(©) X :Q— (R)R+ est (F, B(R")®R+)-mesurable.

Mentionnons que le point de vu (b) permet d’utiliser les résultats d’analyse sur la convergence étroite des
mesures de probabilité sur les espaces Polonais, pour développer des théoremes limites sur les processus dont
le prototype est le théoréme d’invariance de Donsker.
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Fonctions cadlag. On note D(R;,R™), I’espace des fonctions cadlag de Ry dans R™. Il peut &tre muni de
la distance de Skorokod (dont nous ne rappelons pas la définition) qui en fait une espace Polonais. On note
toujours 7; : D(R;,R,,) — R", la projection canonique au temps ¢ qui a toute fonction z = (x,)scg, associe
m¢(2) =x¢. On rappelle (sans preuve) les résultats suivants.

e 7 est mesurable par rapport aux Boréliens de D(R,R,,) (cependant, rappelons que 7; n’est pas continue
pour la distance de Skorohod).

e Les Boréliens de D(R,R,,) sont engendrés par les projections canoniques :
B(D(R4,Ry,)) =o(m; teRy) . (1.36)
Autrement dit, Z(D(R, Ry,)) est la tribu trace de Z(R")®®+ sur D(R,R,) :
#(D(R+,R,)) = {BND(R;,R"); Be BR™)®F+1 . (1.37)

e On en déduit que si (€2, %) est un espace mesurable et si X = (X;)ier, = Q@ — D(R,R™), est une fonction,
alors les assertions suivantes sont équivalentes.

(a) Pourtout teR,, X; : Q — R™ est .%-mesurable.
(b) X : Q— D(R4,R") est (F, B(D(Ry,R™))-mesurable.
(€) X :Q — (R")E+ est (F, B(R™)®R+)-mesurable.

Comme pour I’espace des fonctions continues, le point de vue (b) permet également de montrer des théorémes
limite pour les lois des processus cadlag.

Modification et indistingabilité.

Définition 1.2.17 (Modification et indistingabilité) Soit (E, &), un espace mesurable. Soit (£2,.%, P), un es-
pace de probabilité. Soient X = (X)ser, :Q2— ER+ ety = (Ye)ter, : Q— ER+, deux processus (.7, &&R+)-
mesurables.

(a) X estune P-modification de'Y si pour toutt € R, I'ensemble { X; #Y; } est un ensemble P-négligeable.
(b) X etY sont P-indistingables si {weQ: HeR,, Xi(w)#Y;(w)} est P-négligeable. O

Tout d’abord quelques remarques.
(1) X est une P-modification de Y si et seulement si Y est une P-modification de X.

(2) Lorsque I’espace mesurable (E, &) est diagonal (voir la définition 1.1.10, page 5), alors {X; =Y} € # et
X est une modification de Y ssi P(X;=Y};) =1, pour tout t € R ; on rappelle que tout espace régulier (et donc
a fortiori Polonais) est diagonal (voir les résultats de la section I.1.b, page 5.

(3) Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur la probabilité sous laquelle on considere les processus, on dit simplement
que X est une modification de Y ; de méme on dit simplement que X et Y sont indistinguables.

Proposition 1.2.18 Soit (E, &), un espace mesurable. Soit (2, %, P), un espace de probabilité. Soit X =
(Xt)ier, 12— ER+ et Y = (Y)ter, : Q2 — ER+, deux processus (F , £¥%+ )-mesurables. On suppose que X
est une modification de Y. Alors, X et Y ont méme loi.

On suppose de plus que E est un espace topologique, que & = B(E) et que X et Y sont cad, Alors, X et
Y sont indistinguables. Par conséquent un processus n’a, a indistinguabilité pres, qu’une modification cad.
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Preuve : pour tous 0 < ¢; < ... <ty onaP-ps. Xy =Y, pour tout 1 <k <n.Donc (Xy,,...,X;,) et
(Y%, ..., Y}, ) ont méme loi sous P et la proposition 1.2.7 implique (7).

On suppose ensuite que E est un espace topologique et que X et Y sont cad. On pose N =|J 4€Qy {X,#Y,}
qui est un ensemble P-négligeable (puisque c’est une union dénombrable d’ensembles P-négligeables). Pour
tout w € Q\N, on a X, (w) =Y, (w), ¢ € Q4. La continuité a droite de X et Y implique alors que pour tout
weO\N et pour tout t e R, X;(w)=Y;(w), ce qui termine la preuve. |

Filtrations continues a droite et a gauche.

Définition 1.2.19 (€2,.7), un espace mesurable. Soit (%;);cr. , une filtration. Pour tout £ € R on introduit les
tribus suivantes :
n ::ﬂ% et 9, _ ::a(%S;SG[O,t[).
s>t

La définition de %; _ ci-dessus n’a de sens que si ¢ > 0. Par convention on pose % :=%. On appelle (4 )icr
la filtration continue a droite associée a (%;);cr, et on appelle (¢ _);cr, la filtration continue a gauche
associée a (¢ );cr., . On dit ensuite que la filtration (%;)¢cr, est continue a droite si pourtout teR, %, =%;.
De méme, on dit que la filtration (%;);cr . est continue a gauche si pour toutt cR,, % =%, O

On vérifie facilement les propriétés immédiates suivantes.

() PourtoutteR,, % C% C%..

(2) Pour tout t € R, posons %Jr =% et :=%,_. Alors gti = %Jr =% et¥Y,_ =% =% _. Autrement
dit la filtration (%, );cr, est continue a droite et la filtration (%, );cr, est continue a gauche.

(3) On reprend les notations du (2). Alors pour tout ¢t € R, %tt =% et¥, =% . Eneffet,sis <t
(resp. s>t), 4. C %% (s-+) (Tesp. 54% (s+1) C %) ce qui implique les résultats voulus.

Progressive mesurabilité. Jusqu’a présent, les processus ont été envisagés comme des fonctions aléatoires
de R, dans E. Nous introduisons ici une nouvelle idée : un processus X est une fonction (s,w) € Ry xQ —
Xs(w) € E. Ce point de vue s’avere trés fructueux dans de nombreuses situations impliquant des propriétés
trajectorielles des temps d’arrét, ou du calcul stochastique.

Définition 1.2.20 (Progressive mesurabilité) Soient (I, &) et (€, .%), des espaces mesurables. Soit (%;)icr, »
une filtration surt (€2, .%). Soit X = (X{)ier, : Q2 — ER+ un processus (%, &9%®+)-mesurable. Le processus
X est dit progressivement mesurable par rapport a (94;),cr, si pour tout t € R, la fonction

(s,w)€0,t]xQ — Xs(w)€EFE
est (2([0,1])©%; , &)-mesurable. O

On rappelle le résultat de mesurabilité suivant.

() Soient (E1,&1), (Ea,&) et (E, &), des espaces mesurables. Soit f : E1x Fa— FE, supposée (51Q &, & )-
mesurable. Alors, pour tout x € Ey, Uapplication partielle f(x,-): Eq — E est (&3, & )-mesurable. De
méme, pour tout y € Es, I'application partielle f(-,y): E1— E est (&1, & )-mesurable.

Le résultat (x) permet de démontrer le lemme suivant.
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Lemme 1.2.21 Soient (E, &) et (2, %), des espaces mesurables. Soit (4;)cr . , une filtration surt (2, F ). Soit
X =(Xt)ter, 12— ER+, un processus (F , £%+ )-mesurable. Si X est (4;)icr . -progressivement mesurable,
alors il est (4;)cr ., -adapté.

Preuve : on fixe t € R etonnote f:(s,w) € [0, ] xQ— X (w) € E. Par hypothese, f est (2([0,t])®%; , &)-
mesurable et on observe que 1’application partielle f(¢,-) est la variable X, : la propriété (x) qui précede
implique donc que X; est ¢;-mesurable. |

L’adaptation n’implique en général pas la progressive mesurabilité. La proposition suivante donne cepen-
dant un critere, modulo la continuité a droite du processus.

Proposition 1.2.22 Soit F, un espace topologique. Soit (), F), un espace mesurable sur lequel est définie une
filtration (4;)ser., . Soit X = (X¢)ier, : Q— ER+, un processus (F , B(E)®®+ )-mesurable. On suppose que
X est (9;)icr. -adapté et cad. Alors, X est progressivement mesurable relativement a (9;)icr., .

Preuve : soit s € R... On note [s] le plus petit entier strictement supérieur a s et on note | s| sa partie entiére.
Pour tout n € Net tout t € R, on pose X" = Xy—n[gny), puis a ¢ € Ry fixé, on pose pour tous (s,w)€0,t]x1,

Pn(s,w): =X (w)sis€[0,27"[2"][ et ¢n(s,w)=X(w)sise[27"[2nt],1].
Soit B € Z(FE). On vérifie que

¢ ' (B) = ([27"[2nt], t]x{X,eB}) U | J [(k=1)27", k27" x {Xjp-n€B} € B(0,t) @% .
1<k<|2nt ]

Cela montre donc que pour tout n € N, ¢,, est (A([0,t]) %, B(E))-mesurable. On pose ensuite ¢(s,w) :=
Xs(w), pour tous (s,w) € [0, t] x Q. On vérifie ensuite facilement que la continuité a droite de X implique que
limy, 00 @, = ¢ ponctuellement que [0, t] x Q. Donc ¢ est (Z([0,t]) ®¥;, B(E))-mesurable, ce qui permet de
conclure. ]

I.3 Temps d’arrét.

I.3.a Définitions, premieres propriétés.

Définition 1.3.1 (Temps d’arrét) Soit (£2,.%), un espace mesurable. Soit (%;);cr. , une filtration sur (€2, 7).
Une fonction T": Q2 — [0, o] est un (%;)cr  -temps d’arrét si

VteR,, {T<t}e¥, . (1.38)
On rappelle que %, =0 (%;; t € R ) et on définit ensuite
Y ={AcY :VteR,, AN{T<t}c%}.
On vérifie que ¥ est une sous-tribu de ¥. Elle est appelée tribu des événements antérieurs a T O

Quelques remarques.

(1) Comme {T >t} = Q\{T < t} et puisqu’une tribu est stable par passage au complémentaire, 7" est un
(%)ter., -temps d’arrét ssi {T'>t} €%, pour tout t€R .
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(2) Vérifions ensuite que ¥p est une tribu : il est clair que 2 € % par (1.38). Si A €4y, on vérifie que pour tout
teRy
(NA) N{T <t} ={T<t}n (Q\(A N {Tgt}) €Y.

Enfinsi A, €9, neN,ona (U, cy 4An) M {T <t} =U, en(An N{T <t}) €9, pour tout tER .
Le lemme suivant détaille quelques propriétés simples des temps d’arrét.

Lemme 1.3.2 Soit (2, %), un espace mesurable. Soit (%;)icr. , une filtration sur (Q, 7). Soient T et S, deux
(%) 1er., -temps d’arréts. Alors, les résultats suivants sont vérifiés.
(i) SNT estun (%;)icr, -temps d’arrét et Gsnr =%s N Yr.
(ii) Si S <T partout sur §2, alors Y5 CYp.
(iii) SV T estun (%;)icr, -temps d’arrét et Gy =0(9s,91).
(iv) S+ T estun (%;)icr, -temps d’arrét.

Preuve : pour tout ¢t € R, on remarque d’abord que I’événement {SAT >¢}={S >t} N {T >t} €%,. Donc
SAT estun (%;)icr, -temps d’arrét (voir la remarque (1) ci-dessus). Soit A€ %g N Y. Alors

AN{SAT<t}=(An{S<thHU(An{T<t})eY, .

Donc A € Ygp7. On a donc montré ¥g N Ys C Gsar. Soit B € Ygar. Alors BN {S <t} = (BN{SAT<
tHh N{S<t}e¥9,. Donc BE€s. On en déduit Yspr CYs. De méme Ysar C Yy et donc Ysar CYs N Yy, ce
qui termine la preuve de ().

Le point (i) est une conséquence immédiate de (7). Montrons (4%) : soit ¢t € Ry ; on remarque d’abord que
{SVT <t} ={S<t}N{T <t} €%.Donc SV T estun (%)cr. -temps d’arrét. Soit A € ¥s. Pour tout
teRy,ona AN{SVT <t}=(AN{S<t})N{SVT <t}e%.Donc AcYs,r. Donc ¥s C Ys,7. De méme,
Yr CYsyr et par conséquent o (Ys, 9r) CYsyr. On remarque ensuite que pour tout t €R .,

{T<S<t}= |J {¢<8<t}n{T<q} €% .
q€[0,4)NQ

Donc {S<T <t} ={T <t}\{T < S <t} €%. Soit B € Ygyr. On pose C =B N {S <T} et on observe
que pour tout t e Ry, CN{T <t} =(BN{SVT <t})N{S <T <t} €%.Donc C € Y, c’est-a-dire
BN {S<T}e%r. De méme, on montre que B N {T'< S} €Y. Donc

B=(BN{S<THU(BN{T<S}) co( s, %r).

Par conséquent, Y5y C 0(9s,%r), ce qui termine la preuve de (7it).
Montrons (iv). Pour cela, on remarque que pour tout ¢ € R, on a On observe que

{0<T<t; S+T>ty= |J {g<T<t}n{S>t—q} €%
q€]0,t[NQ

De plus, {T'=0; S>t} €%,. Comme S et T jouent des roles symétriques on en déduit que {0< S<t; S+T >
t}e9 et {S=0; T>t} . Enfinona{S AT >t} € ¥, ce qui implique facilement (iv). |
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Lemme 1.3.3 Soient (E, &) et (2,.7), des espaces mesurables. Soit (4;)icr.,, une filtration sur (Q, F). Soit
T:Q—[0,00], un (%;)icr. -temps d’arrét. Soit X = (X¢)ier, : Q21— ER+ un processus (F , &%+ )-mesurable.
On rappelle la notation 9o = 0(4;t €R,) et on se donne X, : Q — E, une v.a. (9, & )-mesurable, ce qui
permet de définir

Yw €, XT(UJ) = XT(w)(w) .

On suppose que X est (%;)icr., -progressivement mesurable. Alors, X1 est (4r, & )-mesurable.

Preuve : pour tout ¢ € [0, 0c], on pose Y;: (s,w) €[0,t] x Q2 — Xs(w) € E. Pour tout t € R et tout B € &, par
hypothese, {Y; € B} € 2([0, t]) ®%,. On remarque ensuite que

Y H(B) = ({oo}x XM (B)) U ([ ¥, 1(B) € B(]0,0]) ©%e
neN

Donc pour tout t € [0, oo], Y; est (#([0, t]) @%; , &)-mesurable.

Soitt € Ry. Onnote 4, :={AN{T <t}; A€ %}, qui est une tribu sur {7' <t} (c’est la tribu trace de %
sur {7 <t}). On vérifie que Z;: w e {T <t} — (T'(w),w) € [0,t] x Q est (4, B([0, t]) %, )-mesurable. En
effet, pour tout A€ %, et tout s€[0,t],ona Z; 1([0,s] x A)=AN{T < s} €9/, et il est facile de montrer que
{[0,s]x A;5€(0,t], A€%} est un pi-systeme générant %([0,t]) ® ¥;.

De méme, on introduit Z, :w € Q— (T'(w),w) € [0, 00] X 2 qui est (Yoo, B([0, 00]) ® ¥ )-mesurable. On
remarque alors que X7 =Yo,0Z4, qui est donc une v.a. (94, &)-mesurable. Soit B€ &. On pose A:={Xr€
B}. Ce qui précéde montre que A €%,.. On fixe t €R . On remarque que AN {T' <t} =(Y;0Z;)~(B). Donc
AN{T <t} €9, ce qui implique que AN {T <t} €%,. On en déduit que A €%, ce qui termine la preuve.

Définition 1.3.4 Soit (©2,.%), muni de la filtration filtration (%4;)cr . . Soit T': Q2 — [0, 0c], un (%;);cr_ -temps
d’arrét.

(a) On définit Y := {A €Yy : Vt€]0,00] AN{T <t} e%}, qui est une sous-tribu de ¥..
(b) On définit ¥ _ :a(B N{T>t};teR;, B E%), qui est une sous-tribu de %,.. O

Lemme 1.3.5 Soit (Q2, %), muni de la filtration filtration (4;)cr . Soit T':Q— [0, 0], une fonction. Alors, les
assertions suivantes sont vérifiées.

(i) T estun (%1 )ier -temps d’arrét ssi {T <t} €% pour tout t €]0, 0o|.

(ii) Supposons que T soit un (9,).cr, -temps d’arrét. On pose 9," =%,, pour tout t € Ry Alors T est un
(9" )ier, -temps d’arrét et on a

gT+ :g;: == {AE%OO : Vt€R+, Aﬂ{TSt}E%H_} .

(iii) Supposons que T soit un (4;)cr . -temps d’arrét et supposons que (%;)icr.. Soit continue a droite c’est-
a-dire que 9, =%, pour tout t cR .. Alors G = Yr.

(iv) Supposons que T soit un (%;);cr . -temps d’arrét. On rappelle la convention %,_ :=%,. Alors
Yr_=oc(BN{T>t}; teRy, BEY, ) et Gr_CYr CYry .

(v) Supposons que T soit un (%;)icr., -temps d’arrét. Alors, T' est Gp_-mesurable.
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Preuve : supposons d’abord que {T" < t} € %; pour tout ¢t €]0,c0[. Alors, pour tout t € Ry, {T' < t} =
MpeniT <t 427"} € 94, ce qui implique que 1" est un (%, )icr,, -temps d’arrét. Réciproquement si 7" est
un (% )ier,, -temps d’arrét, pour tout ¢ € 0, 0o, on a {T' <t} =J,cn{T <t—27"} € ¥4, ce qui termine la
preuve de (7). Un raisonnement analogue montre (i4). Enfin, le point (i¢) implique immédiatement (3z).

Montrons le point (iv). On pose # =o(BN{T >t}; t Ry, B€¥%,_). Soit B € %_. Il est clair que
{T'=t}€%.Donc BU{T=t}€% etona

VieRy, VBe¥,_, BnN{T>t}=(BU{T=t})n{T>t} €Yr_,

ce qui implique que 7 C 9. Soitt € Ry et BE€%;. Pour tout n €N, ona B €Y, 5-n)_, donc BN{T >
t+2 "} e etdonc BN{T >t} =J,cn BN{T >t + 27"} € #. Cela implique que ¥r_ C S et donc
YGr_=.

On vérifie immédiatement que ¢y C %, On fixe s€R et B€¥; et on pose A:= B N{T > s}. Il est clair
que A€y Alors, SoitteR,. Sit<s,alors AN{T <t}=0€%.Sit>s,alors B€ %, {s<T<t}e%et
donc AN{T <t} =BN{s<T <t} €Y. Dans tous les cas A N{T <t} €%, ce qui implique que A € Y et
donc ¥r_ C 9. Cela termine la preuve de (iv). Le point (v) vient immédiatement du fait que pour tout t € R,
{T>t} cYr_. |

Lemme L.3.6 Soir (Q2,.7), un espace mesurable muni de la filtration (4;),cr., . Soient S, T : Q1 — [0, 00}, deux
(%, )-temps d’arrét. Les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) Pourtout A€9s, AN{S<T}e9ret AN{S<T}eYr_.
(ii) Si S<T partout sur <, alors 9s C9p, 95+ CY9py and Gs_ CGp_.
(iii) {S=T} et {S<T} sont dans Ys N Gr et {S<T} est dans G5 N Gp_.

Preuve : on observe d’abord que {T"< .S <t} = cqno ({17 <atN{S < t}N(Q\{S < ¢}) €%. On en déduit
que
{S<T <t} ={T<t}n(N{T<S<t}) €% . (1.39)

Soit A€¥s. Donc AN{S<t}e% et (AN{S<THN{T<t}=(AN{S<t})N{S<T <t} par (1.39).
Cela montre que AN {S<T}€%r. On observe ensuite que AN{S<T}=,cq, (AN{S<g})N{T>g}. Or
AN{S<q} €9, C¥9.Donc (AN{S<q})N{T>q}eFr_,cequientraine que AN {S<T}e¥r_etla
preuve de () est terminée.

Prouvons (i7) : soit A € 9s. Comme S < T partout sur Q, A=A N{S<T} €Yy, par (i). Cela montre
que Y5 C ¥p. Cela montre aussi que ¥4 C %7, ou 4" =%, t € R,. Mais le lemme 1.3.5 (ii) implique que
%’f =%p, et %; =%s,eton adonc Y5 C%r, . Pourtout t € Ry, et tout B € %;, on remarque ensuite que
BN {t<S}e% etdonc que

Bn{t<St=(Bn{t<S}Hn{t<T} e %r_
ce qui entraine ¥s_ C %p_. Cela termine la preuve de (7).
Montrons (i) : on observe que {S<T'} =J,cq, {S <q¢}{T'>q}. Or {S<q} €Y, donc, par le lemme
1.3.5 (iv), {S<q} N{T >q} €9r_, ce qui implique que

{S<T}e9r_ . (1.40)
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On observe ensuite que (1.39) implique que {S <T'} € 9. En échangeant les roles de S and T',on obtient que
{T < S} € Ys. Par conséquent, {S < T} =OQ\{T < S} € %5 et (1.40) implique que {S < T} €Ys N Gp_.
Comme ¥r_ C%p, on en déduit que {S <T} €95 NYp et donc

{S=T}={S<T}N(AN{S<T}) €e9sNYr .
Enfin on remarque {S<T}={S<T} U{S=T}€%s N%r, ce qui complete la preuve de (ii). |

Proposition 1.3.7 Soit (2, .%), un espace mesurable muni de la filtration (%;);cr, . Soient T,, : @ — [0, oc],
n €N, une suite de (9;)ter L -temps d’arrét. Les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) On suppose que pour tout n € N, T,, < T, 11 partout. Alors, T := sup,cy T, est un (%;)cr., -temps
d’arrét et
Gr_ = O'(ng_; TLEN) .

(i) On suppose que pour tout n € N, Ty, 11 < T}, partout. Alors T := inf,en T}, est un (% )icr, -temps
d’arrét et

Yry = ﬂ It -

neN

Preuve : on prouve (7); T est un (%;)icr -temps d’arrét car {T" <t} = (), {7 < t}, pour tout ¢ € Ry,
Le lemme 1.3.6 (i) implique que %7, - C %p_ et donc o (%7, _;n € N) C%p_. Soient t € Ry et B€ %,. On
remarque alors que B N {t<T'} =],y B N {t<Ty}; comme par définition B N {t <T,} €%r, _, on a donc
BN {t<T}eo(%r,—;neN), ce qui entraine ¥y C o (¥r,—; n€N) et ce qui termine la preuve de (i).

Montrons (i7) : pour tout t €R, ona {T'<t} =J,cny{Tn <t} €% le lemme 1.3.5 (i) implique que T" est
un (%1 )ter, -temps d’arrét. Le lemme 1.3.6 (74) implique que 97, C 97, 4 et donc Yy C (), cn Y, +- Soit
A€(Nen 91, +- Onadonc Ac9,, etpourtout neNettouttcRy, AN{T, <t} €% etdonc

An{T<ty=JAn{T.<t} €% .
neN

et donc A €%p,, ce qui termine la preuve. |

L.3.b Existence de temps d’arrét, complétion des filtrations.

Temps d’arrét élémentaires. Cette section est consacrée a 1’existence de temps d’arrét intéressants. Nous
commencons par quelques définition et quelques résultats relativement simples — méme si leur preuve est
longue.

Définition 1.3.8 (Temps d’atteinte, de retour et d’approche) Soit E, un espace topologique métrisable et sépa-
rable. Soit (€2,.%), un espace mesurable. Soient X = (X;);er, : Q — EX+ et T': Q — [0, 0c], des fonctions.
Soit Ac AB(E).

(a) On pose :
Tra:=inf {t€[T,00[: X;€ A} et TﬂA::inf{tE]T,oo[:XtEA}

avec la convention que inf () =oco. Le temps T’ 4 est le temps d’atteinte de A par X apres T et le temps
Tj'i' 4 est le temps de retour en A de X apres T
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(b) Pour tout t € R, on utilise ensuite la notation
I'ry ={Xs; se[T,t]},

qui est I’adhérence de { X;; s € [T, t]} dans E, avec la convention que I'r¢ = () si T'= co. On définit alors
le temps d’approche de A par X apres T par

St .4 = inf {tE [T,00[: TptNA# Q]} 7
avec la convention que inf )= oo.

Si T est nul partout, on note T 4, T;f 4 €t ST 4 simplement par Ty, TX et Sy. O

Remarque 1.3.9 On reprend les notations de la définition précédente et on suppose que X est continu partout
sur Q. Alors, 'ty ={X,; s€[T,t]}. Donc
Tra=STa4- (L.41)

En effet, si X; € A, alors 'ty N A#(), ce qui montre que St 4 <T'r 4. Soit ¢y tel que to > St 4 : il existe donc
te[T,to| tel que I'ry N A, ce qui implique I'existence de s € [T, t] tel que X € A et donc T 4 <t <to. En
choisissant ¢( arbitrairement proche de St 4, on obtient 77 4 < St 4, ce entraine (1.41). O

Remarque 1.3.10 On reprend les notations de la définition précédente et on suppose X est cadlag partout sur
Q. Alors,
Pri={Xr}U{Xs, Xs—; s€]T,t]}siT<oo et I'ri=o0siT=o0c. (1.42)

Supposons que 7" < oo. On constate d’abord clairement que { X, X, ; s €|7T,t]} C I'r;. Supposons que
y € I'r;. Comme E est métrisable, il existe ¢, € [T,t], n € N, tels que X;, — y lorsque n — oo. Soit
s € [T, t], une valeurs d’adhérence de la suite (¢,)nen. Si 'ensemble {n € N : ¢,, > s} est infini, alors par
continuité a droite de X, on a X; = y. En particulier, si s =T, alors, {n € N : ¢, >T} =N et donc X1 =1y.
Si I'ensemble {n € N : t,, < s} est infini, alors s > T, nécessairement, et on a X,_ = y. Dans cas cas
ye{Xr} U{X,, Xs_; s€]T,t]}, ce qui permet de montrer (1.42). O

Remarque I.3.11 On reprend les notations de la définition précédente. Soient T}, : Q — [0, co], une suite de
temps aléatoires décroissants vers 7' et tels que

T<oo=—=VneN, T,>T. (1.43)
Par exemple les temps T, :=T 4 27", n €N, satisfont ces conditions. On observe alors que

Tr, =inf T ) 1.44
1,4 = f 71, 4 (L.44)

En effet, il est clair que T;f’ 4 < Tr, 4 donc T;’ 4 < inf,enT7, A. Supposons ensuite que T;f’ 4 < 0. Cela
implique d’une part que 7' < oo et d’autre part qu’il existe une suite ¢, € |7, 00|, p € N, décroissant vers T;{ A
et telle que X, € A pour tout p € N. Comme T'<t;, < oo, (1.43) implique I’existence de n, €N tel que T, <1,
et donc TTnp,A <tp. Cela montre donc que pour tout p €N, inf,en 17, 4 <tp et donc inf,en T, 4 < T:,J{A, ce
qui termine la preuve de (1.44). (]

La proposition suivante montre que sous certaines conditions de régularité de la trajectoire les temps d’at-
teinte/de retour/d’approche d’un ouvert, d’un fermé ou d’un compact sont des temps d’arrét.
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Théoreme 1.3.12 Soit (E,d), un espace métrique séparable. Soit (Q, F), un espace de mesurable muni de
la filtration (4;)er.. Soit X = (Xi)ier, : 2 — ER+, un processus (%) ter . -adapté et soit T : 2 — [0, oc],
(%:)icr,. -temps d’arrét. Alors, les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) On suppose X cad partout sur ). Alors, pour tout ouvert U de E, les temps Ty et T;’U sont des
(%4 )ier,, -temps d’arrét.

(ii) On suppose X cad partout sur Q. Soit K, un compact de E. Soit (€,,)nen une suite de réels décroissant
strictement vers 0. On pose U, ={zx € E : d(z, K) <&y} qui est un ouvert de E. Alors

TT,Un STT,U,L_H et ST,K =sup TT,Un = lim TT7Un- (L45)
neN n—oo

Par ailleurs, le temps d’approche Stk est un (%;)icr . -temps d’arrét.

(iii) On suppose X cadlag partout sur Q. Soit F, un fermé de E. Soit (¢, )nen une suite de réels décroissant
strictement vers 0. On pose U, ={z € E : d(x, F) <e,} qui est un ouvert de E. Alors

TT,Un < TT,Un+1 et STJ:* =sup TT,Un = lim TT,Un . (1.46)
neN n—oo

Far ailleurs, le temps d’approche St est un (9,)icr , -temps d’arrét. De plus on a

G inf {t€]T,00[: Xy ou Xy_€F} siT<ooet Xp¢F.
LE=Y T siT<ooet Xp€F ousiT=o0oc.

(iv) On suppose X cadlag partout sur 2. On introduit alors
St p=inf {t €T, 00[: X; ou X;_ € F'} avec la convention que inf )= cc. (1.47)

Soit (Ty,)nen, une suite de (9;)icr, -temps d’arrét tels que T <T,, <T}, 1, limy, 00 T, =T et tels que si
T < oo alors Ty, >T pour tout n € N. Alors

J’_ o _ .
ST,,H,F <St,r et ST*FirILIellf\l ST F = 7}1_>H010 St,.F - (1.48)

et S;,F estun (91 )icr. -temps d’arrét.
(v) Si X est continu partout sur Q, on a Sty =Tr, g et donc Tt est un (4,)icr, -temps d’arrét.

Preuve : prouvons (). Soit ¢ €]0,00[. Si s € [Tt est tel que X, € U, alors — puisque X est cad et puisque U
est ouvert — il existe un rationnel g € [s, t[ tel que X, €U et donc

{Try<ty = | {T <y n{X €U} €%,
qeQN(0,¢[

Le lemme 1.3.5 (i) implique que 7777 est un (%4 )scr, -temps d’arrét. On pose ensuite 15, := 1 + 27", qui
est également un (%;);cg, -temps d’arrét; ce que I’on vient de montrer implique que 77, 7 est un (%4 )icr,, -
temps d’arrét. La proposition 1.3.7 (ii) implique que inf,en T, v est un (% )icr, -temps d’arrét. Or (1.44)
(remarque 1.3.11) montre que TTf v = infen T, v, qui est donc (¥4 )ier, -temps d’arrét, ce qui termine la
preuve de ().

Montrons (#%). Pour tout n € N, on pose U,,:={z € E : d(x, K) <&, }. On rappelle que x — d(x, K) est
1-Lipschitzienne, ce qui implique que les ensembles U,, sont des ouverts de F. On fixe t € R, .
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Supposons d’abord que St x < t et que X; ¢ K. Donc d(X;, K) < 0 et par continuité de d(-, K) et
continuité a droite de X, s — d(X,, K) est continue a droite et il existe donc des réels €, > 0 tels que
d(Xs, K)>n, pour tout s € [t,t + €|. Comme St <t, I'rsyc N K # 0. 1l existe donc une suite de temps
tp € [T,t +¢], peN, telle que d(Xy,, K) — 0 lorsque p — oo. Ce qui précede implique alors que t, € [T,
pour tout p € N assez grand. Par conséquent, il existe une suite strictement croissante d’entiers (p(n))nen telle
que tp () € [T, ] et d(ti(n) , K) <ey. Autrement dit, Xty €U et en particulier T'r,, <t, pour tout n € N.

Par ailleurs si St x <t et X; = K, alors Ty, <t pour tout n € N. Combiné avec ce qui précede, cela
implique que pour tout ¢t € R4, si S g <t alors sup, ey I7,v,, < t. Cela entraine donc que sup,,cn 170, <
St.K.

Supposons ensuite que Ty, < t pour tout n € N. Il existe donc ¢,, € [T’ t[, tel que d(X,, K) < ey.
Comme K est compact, la fonction y — d(X,,,y) atteint son infimum sur K. Il existe donc y,, € K tel que
d(Xt,,yn) =d(Xt,, K) <en. Comme K est compact, on extrait de (Y )nen une suite (Y, x))xen convergeant
vers y € K. On a donc pour tout k€N,

d(y, Try) <d(y, Xi,,,)) < A Yn)) + AWnrys X)) < AYs Ynry) + Enry) — 0

lorsque £ — 00. Donc d(y,I'r;) =0. Comme I'7; est un fermé de £, y €I'7;. On a donc y €I'ry N K et donc
ST7 K <t.

Cela entraine d’une part pour tout ¢ € R, si sup,, ey Ty, < t, alors ST’ x < t et donc que ST7 K <
sup,en 17,0, - Combiné avec I’inégalité large contraire précédente, cela prouve (1.45).

Par ailleurs, les arguments précédents prouvent plus précisément que pour tout t€R, on a

{Srx <t} = ({T<t}n{X,eK}) U (| {Tru, <t}
neN

Donc {St,x <t} € % par le (7). Cela prouve que St est un (%;)icr, -temps d’arrét et cela compléte la
preuve de (i1).

Montrons le point (ii¢). Soit ¢ € R. On suppose que St r < t. Alors, ou bien 7' < t et X; € F, ou bien
T <tet X;¢ F.Dans ce cas, on reprend les arguments de la preuve du (i7) pour en déduire que 7'/, <t pour
tout n € N. En raisonnnant comme au (i7), cela implique facilement que sup,,cy 77,0, < ST F-

Supposons maintenant que 77, <t pour tout n € N. Il existe donc ¢, € [T, ¢[, tel que d(Xy,,, F') <&y, Soit
s € [T, t], une valeur d’adhérence de la suite (t,)nen. Si I'ensemble d’indices {n € N : t,, > s} est infini, la
continuité a droite de X implique que d( X, F)) =0 et comme F est fermé on a donc X € F', ce qui implique
que St <t. Si I’ensemble d’indices {n € N : t,, < s} est infini, on a d(X,_, F') =0 et comme F' est fermé
on a donc X,_ € F, ce qui implique que X,_ € I'r; N F' (voir (1.42), remarque 1.3.10) et donc St 7 <t. En
raisonnnant comme au (1), cela implique facilement que sup,en 110, > St,F et donc I’égalité (1.46).

Par ailleurs, les arguments précédents prouvent plus précisément que pour tout t €R, on a

{Srr<t} = ({T<t}n{X;eF}) U ({Tru, <t} €%,
neN

par le (7). Cela montre que St.r est un (%;)cr, . Enfin (1.42), a la remarque 1.3.10 implique (1.3.12). Cela
termine la preuve de (447).

Montrons (iv) et plus précisément, montrons tout d’abord (1.48). Pour tout ¢ € R, on introduit 7 (t) =
{s€]t,o0: Xsou X F}etonpose I(t)=1I1;(t)si X;¢FetI(t)={t}UI.(t)siX;ecF.Onpose aussi
I(oc) = (). On observe d’abord que par (ii4), inf I(T,,) = St, r pour tout n € N et que S . =inf I (T'). On
remarque ensuite que (T, 1) C I(T5) et I (T) = J,,en L (T7), ce qui implique (1.48). Par (t4i), les ST, F
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sont des (%;)icr, -temps d’arrét donc (1.48) combiné  la proposition 1.3.7 (i7) (page 28) impliquent que Sj- .
estun (%1 )icr. -temps d’arrét, ce qui termine la preuve de (iv).

Enfin, si X est continu, (41 et la remarque 1.3.9 combinés avec (iii) permettent de prouver (v), ce qui
termine la preuve du théoréme. |

Probleme de mesurabilité des temps d’arrét. Le théoreme 1.3.12 fait une liste assez complete des temps
d’arrét dont I’existence se prouve par des arguments élémentaires. Dés que 1’on s’éloigne un peu des hypotheses
de ce théoreme, il devient assez compliqué de prouver la mesurabilité de certains temps d’arrét aussi naturels
que les temps d’atteinte de compacts. En effet, signalons le fait suivant : on reprend les notations du théoréme
1.3.12; on suppose X est cadlag et (%;)icr, -adapté ; soit K, un compact de E; on rappelle que Tk = inf{t €
Ry : Xy € K} est le premier temps d’atteinte de K. C’est une fonction de €2 dans [0, oo] C. Dellacherie a
montré que dans certains cas Tk n’est pas ¥..-mesurable. Cette obstruction entraine que Tk ne peut étre un
(%)ter., -temps d’arrét, ni-méme un (%, );cr, -temps d’arrét. En revanche, cela devient le cas si I’on enrichit
la filtration avec les ensembles P-négligeables. Comme expliqué dans les paragraphes suivants, il s’agit d’un
fait général qui s’exprime informellement en la "philosophe" suivante : tous les temps d’arrét auxquels on peut
penser naturellement sont des "vrais" temps d’arrét relativement a la filtration continue a droite enrichie par
les ensembles P-négligeables.

Complétion des filtration Le lecteur est invité a lire la section ??, en appendice page ??, sur la complétion
des espaces mesurés. Nous rappelons les notations suivantes. Soit (E, &, i), un espace mesuré. L’ensemble des
p-négligeables est défini par

N ={ACE:3Be&, ACB, u(B)=0} .

On observe qu’un ensemble p-négligeable n’est pas nécessairement dans la tribu &’. On définit la y-complétion
de la tribu & par
EH = 0'((9@ , ,/1@) .

On rappelle les résultats suivants.
(a) Le théoreme ??, page ??, montre que la mesure i s’ étend de maniére unique a la tribu pu-complétée &*.

On note systématiquement p cette extension, bien que cela soit un abus de notation. On rappelle qu’une tribu
est dite pu-compléte si & =&*.

(b) On rappelle que I’extension &+ est u-complete, ¢’est -a-dire que la tribu &" complétée par I’extension
de ja &V est EM elle-méme.

On rappelle également les faits suivants.
(c) Soit A€ &H. Alors il existe By, By € & tels que By C AC Ba, et u(B2\B1)=0.
(d) Soit Ac &+, Alors, il existe B € & tels que p-p.p. 14=1p.

(e) Soit f : E — [0, 00], une fonction &*-mesurable. Alors il existe, f1, fo : E — [0, 00], des fonctions
&-mesurables telles que f1 < f < fy et u({f1 < f2})=0.De plus,ona [ fidu= [ fdu, ie{1,2}.

(f) Soit f: E — K, une fonction &*-mesurable. Ici, K peut étre [0, oo], R, [—00, o0, ou C. Alors il existe,
g: F— K, une fonction &-mesurable telle que u-p.p. f=g. De plus, si f est u intégrable, alors il en est

de méme pour g etona [, fdu= [ gdpu.
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Définition 1.3.13 (Augmentation, hypothéses habituelles) Soit (€2,.%,P), un espace de probabilité. On note
p I'ensemble des P-négligeables. On note .% ¥ la tribu P-complétée de .%. Pour simplifier les notations, on
continue de noter P I'extension de P a (Q2, . #F). Soit (¢):cr, , une filtration sur (€, 7).

(a) Pourtoutt€R,, onnote ¥F la P-complétion de la tribu %, : 9F = o(%;, Ap). W est clair que (4F )icr,
est une filtration sur (Q, #F), appelée la P-augmentation simple de (4,)ier., -

() (%,)icr. satisfait les hypothéses habituelles relativement a P si 9%, =%, pour tout t e R .. O
+ t+ p +

Une notion d’augmentation, proche mais distincte, est discutée plus loin en relation avec les processus de
Markov.

Lemme 1.3.14 On reprend les notation de la définition 1.3.13, qui préceéde. Alors, %tli =0(%4, Np), tER,.
Preuve : pour tous s >, %, C%,, et donc (%4, Np) CYY . Par conséquent, 0(%,4, Mp) C(,-, 9 =9E.
Réciproquement, soit A€ % . Pour tout entiern>1, A€ gtlj_; etdonc il existe B, €9, 1 tel que P-p.s. 14 =

1p,. On pose par exemple B = (1,51 U,>,, Bp- Il est clair (iLue Be%, ; dautre part, 15 =limsup,, 1p, et
donc P-p.s.14=1p.Donc A€o (%H, Ji/ln). Cela montre %tﬂ Co(Y4, Ap) et on conclut. [ |

Travailler avec les filtrations augmentées ne cause en général pas de probleme insurmontable, comme le
montre le théoréme suivant qui affirme que tout temps d’arrét relativement a la filtration augmentée coincide
presque slirement avec un temps d’arrét de la filtration d’origine. Ce résultat est utilisé pour démontrer la
propriété de Markov forte, dans la suite de ce cours.

Théoréme 1.3.15 Soit (2,7, P), un espace de probabilité. Soit (4;)icr,, une filtration sur (2, F). Soit T,
un (9 )ier , -temps d’arrét. Alors, il existe T°, un (9,4 )ier, -temps d’arrét tel que

P(T°=T)=1 et 9}, =o(Np,Gros) .

Preuve : pour tout n €N, on pose 7,, = 27" [2"T"], avec la convention que [z ] =00 ssi 2 =o0c. Le lemme 1.3.5
() implique que pour tout k € N*,

{T,=k27"} = {(k—1)27"<T<k2™"}ec9b_, .

Par le théoreme ??, page 2?2, il existe By, , € Gj0-n tel que {1, =k27"} C By, et By, \{T,, =k27"} € Sp.
On pose ensuite Ciy, := Biy et Cyp := Bip\ U1§€<k By, si k > 2. On vérifie que Cy,, € Gon et que
Ukens Crn =Urens Bi,n- On définit alors

VEEN", VweChy Sp(w) :=k2™" et Yw € Q\|JBrn, Shw):=00.
keN*

Pour tout ¢ € R, on voit que {55, < t} = Jycon; Ckn € %. Donc Sy, est un (%, )icr, -temps d’arrét. On
vérifie facilement que P(Sy = T,,) = 1 et donc

P-ps.VneN, Sy =1T,. (1.49)

On pose ensuite T}, := info<p<y, Sp. Le lemme 1.3.2 (i) (page 25) implique que T est un (% );cr, -temps
d’arrét. On observe ensuite que par définition T;, =info<p,<y, T}, partout sur €. Donc (1.49) implique que

P-ps.VneN, T, =1T,. (1.50)
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On définit T° := inf, ey T};. La proposition 1.3.7 (i7), page 28, entraine alors que 7 est un (% );cr. -temps
d’arrét. Comme T = inf,en T, partout sur §2, (I1.50) implique que P(7° = T) = 1. Comme T et T}, ne
prennent que des valeurs dyadiques, (I.50) implique facilement que

%I;LJF = o(NP,Y1s) -
Par la proposition 1.3.7 (i3), page 28, on a %F L= Mhen %}1 - Il est ensuite facile de montrer que
o (Ao, (N Frgs) = () o (Ao, Frp) -
neN neN
Or la proposition 1.3.7 (74), page 28 entraine %o = (), cyy 1o+, ce qui permet de conclure. |

Un résultat général de mesurabilité des temps d’arrét : le théoréme du ""Début". On introduit la défini-
tion suivante.

Définition 1.3.16 (Débur) Soit (§2, F) un espace mesurable. Soit A C R x 2. On pose
VweQ, Dy(w)=inf{teR; : (t,w)eA},
avec la convention que inf () =oo. La fonction D 4: Q— [0, co] est appelée le début de A. O

Sans une hypothese de mesurabilité sur A, D 4 n’a aucune raison d’&tre mesurable. On rappelle la définition
1.2.20, page 23, d’un processus progressivement mesurable et on introduit la notion suivante.

Définition 1.3.17 (Ensembles progressivement mesurables) Soit (Q, F), un espace mesurable muni de la fil-
tration (% );er, . Un ensemble A C Ry x Q est dit progressivement mesurable relativement a (9%;)ier,, si
14: Ry xQ— R est un processus progressivement mesurable relativement a (%;);cr., , ¢’est-a-dire si pour tout
teR,, la fonction

(s,w)€[0,t] xQ — 14(s,w)

est #([0,t]) ® ¢4;-mesurable. O

Exemple 1.3.18 Soit (¢;);cr , une filtration sur un espace mesurable (£2,.%). Soit T', un (%;);cg, -temps
d’arrét. On pose

A:={(t,w)eRy xQ: T(w)<t}. (I.51)

Alors, A est un ensemble progressivement mesurable relativement a (%;);cr, . En effet, on fixe t € R, et on
observe que

{(s,w)€[0,t]xQ: 14(s,w)=0} = U [0,¢]x{we: T(w)>q} €AB([0,t]) ®% .
q€QN(0,¢]

On vérifie alors que
Yw e Q:Dy(w) =T(w) ,

ce qui montre que tout temps d’arrét est le début d’un ensemble progressivement mesurable. ([
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Exemple 1.3.19 Soit (%;)cr, , une filtration sur I’espace mesurable (£2,.%). Soit E, un espace topologique
métrisable. Soit X = (X;)er, : Q2 — ER+, supposé progressivement mesurable relativement 2 (%;);cr .- Soit
T, un (%;)icr, -temps d’arrét. Soit B € %(L). Alors, on vérifie facilement que

A= {(t,w)eRLxQ: T(w)<tet Xy(w)€B} (1.52)

est un ensemble progressivement mesurable relativement a (%;)icr, . En effet, si on fixe ¢ € Ry : notons
X (s,w) € [0,4]xQ +— X4(w) € E. Comme X est supposé progressivement mesurable, X ; est (%([0,t]) @
<, #(E))-mesurable et donc X, 1(E\B) € A(]0,t]) ® ¥, et on remarque que

{(s,0)€[0,t]xQ: 14(s5,0)=0} = X; (E\B)U | [0,q] x{weQ: T(w)>q} €B(0,)®% .
q€QNI[0,]
On remarque ensuite que
Vw € Q: Dy(w) =Trp(w) =inf{t € [T'(w),o0]: Xt(w)eB },
ou T p est le premier temps d’atteinte de B par X apres 7. O

Le théoréme suivant, dii 2 Hunt, permet en général de régler le probleme de la mesurabilité des temps d’arrét.

Théoréme 1.3.20 (du "Début") Soit (2, .7 , P), un espace de probabilité. Soit (%;)icr.., une filtration sur (€, 7).
Soit ACR xS, que I’on suppose progressivement mesurable par rapport a (%;)ier . On rappelle la définition
du début de A :

Vwe, Dy(w)=inf{teRy: (t,w)eA}

avec la convention que inf ) =oc. Alors, D 4 est un (%ﬁ_)teﬂh -temps d’arrét.

Preuve : elle n’est pas élémentaire et nécessite I’introduction des ensembles analytiques. Une preuve détaillée
est donnée dans la Section ?? page ??. ]

Avant de conclure cette section, notons que le théoreme 1.3.20 du "Début" combiné avec I’exemple 1.3.19
implique immédiatement le corollaire suivant.

Corollaire 1.3.21 Soit E un espace topologique métrisable. Soit (0, .7, P), un espace de probabilité muni de
la filtration (%;);cr, et du processus (Xi)ier, 12— ER+, supposé progressivement mesurable relativement d
(94)ier.,.. Soit B€ #B(E) et soit T, un (4;),cr, -temps d’arrét. On rappelle les définitions des temps d’atteinte
suivants :

Trp =inf {t€[T,00[: X, € B} et T;,B = inf {t€]T,00[: X; € B}

avec la convention que inf () =occ. Alors, T p et T; p sont des (gtli)teﬂg ,-temps d’arrét.

I.4 Régularisation des processus. Martingales a temps continu.

IL4.a Résultats déterministes sur les fonctions régularisables.

Définition 1.4.1 (Fonctions régularisables) Une fonction y: R, — R est dite régularisable si pour tout t e R,

lim g, existe dans R et lim g, existe dans R,
qeQN]t,o0] qeQn]o,t]
qg—t qg—t

la seconde condition n’ayant de sens que lorsque ¢ > 0. On note Reg(RR, ), I’ensemble des fonctions de R
dans R qui sont régularisables. (]
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La définition précédente des fonctions régularisables ne porte en réalité que sur les fonctions y : Q4 — R.
L’explication du terme "régularisable" est donnée par le théoréme suivant.

Théoréeme 1.4.2 Soit y € Reg(R ). On pose

VieRy, x¢:= lim
g€QN]t,00]
qg—t

Alors, x: Ry — R est une fonction cadlag.

Preuve : pour tout ¢ € |0, co[, on pose
zy = lim ,
k q€QN]O0,t[ Ya
q—t
qui existe dans R car y € Reg(R.). On fixe t € R et une suite ¢, €]¢, 00| (resp. si t #0, t, €]0,¢[), n €N,
telle que t,, — ¢. Par définition de z,, il existe une suite g, € QN]¢, oo[ (resp. ¢, € QNJt,, t[), n €N, telle que
[th—an| <27™ et |x¢, —yq,| <27". Comme t,, —t et comme |t, —g,| < 27", on a g, — t. Par définition de
x¢ (resp. de x7) on a donc yg, — x4 (resp. yq, — x;). Comme |z, —yq, | < 27", cela implique que x¢, — x;
(resp. x+, — ), ce qui permet de conclure. ]

Nous rappelons ensuite la définition du nombre de montées d’une fonction a valeurs réelles, ce qui permet
ensuite d’établir un critere de régularisation des fonctions.

Définition 1.4.3 (Nombre de montées) Soit D C R, un sous-ensemble contenant au moins deux points. Soient
a,b € R tels que a < b. Soit y: D — R, une fonction. On note Up (y, [a, b]) le supremum des p € N* tels qu’il
existe s1,t1,. .., Sp, tp € D satisfaisant :

s1<ti<sp<ty<...<sp<t, et Vke{l,...,p}, wys,<a et y, >b. (1.53)
Notons que Up (y, [a, b]) peut étre infini, ou bien nul s’il n’existe aucun entier p € N* satisfaisant (1.53). g

Théoréme 1.4.4 Soit y: R.—R. Alors, les deux assertions suivantes sont équivalentes.

(a) yeReg(Ry).

(b) Pour tous a,beQ tels que a <b et pour tout ng € N*¥,
sup {|yql; 4€QN[0,10]} < oo et Ugnpomg) (¥, [a:8]) < oo (1.54)
Preuve : soit y satisfaisant (b). Supposons qu’il existe t € R tel que

liminf y, < limsup y, oubien liminf y, < limsup y, ,
q€QN]t,00] q€QNt,00] q€QN]0,¢[ q€QN]0,¢[
q—t g—t q—t q—t

le dernier cas supposant que ¢ # 0. Il existe donc a, b€ Q tels que a < b et tels que a et b soient situés entre les
limites supérieures et inférieures précédentes. On a donc Ujg .01 (v, [a, b]) = oo pour tout entier ng > t, ce qui
contredit (). Par conséquent, on a montré que

Vte Ry, lim y, et lim y,  existent dans [—oo, c0].
q€Qn]t,00 q€Qno,t
q—t q—t
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La premiére condition de (b) montre que ces limites doivent étre dans IR, ce qui montre que y est régularisable.
On a donc montré que (b) = (a).

Montrons la réciproque : supposons I’existence de ng € N*, tel que supgc(g n ] |¥g| =00. Comme [0, ng] est
compact il existe une suite ¢, € QN [0, np], n €N, tel que g, — t et telle que |y, | >n. Comme les y, sont des
réels (finis), la suite (g, )nen Ne peut étre stationnaire a ¢. Par conséquent, ou bien il y a une infinité d’indices
neN tels que g, <t, et alors

lim y, n’existe pasdans R.

q€Qn]o,t]
q—t

ou bien il y a une infinité d’indices n €N tels que g, >, et alors

lim y, n’existe pas dans R.
geQN]t,o0[
q—t

Autrement dit, on a montré que s’il existe no € N*, tel que sup¢jq 0] [¥| =00, y n’est pas régularisable.
Supposons ensuite qu’il existe ng € N* et a, b€ Q tel que a<b et Ug ,01(y, [a, b]) =0oc. Il y a alors un sens
aposert := inf{s € Ry : Uy 4(y, [a, b]) =00}, qui est un réel positif fini. Il est facile de vérifier que

liminf y,<a<b< limsup y, oubien liminf y,<a<b<limsup y,,

q€Qn]t,o0] q€QN]t,00] qe@ﬂ]O t q€QN]0,t]
q—t g—t q—t
ce qui implique que y n’est pas régularisable. Cela montre que (a) = (b), par contraposition. |

Le critere précédent implique notamment que 1’ensemble des fonctions régularisables est mesurable pour
la tribu produit sur I’espace des fonctions de R, dans R.

Théoreme L.4.5 Reg(R,) € B(R)“R+.

Preuve : on fixe ng € N* et on se donne une énumération (¢, )men de 1’ensemble QN [0, ng]. Pour tout k& € N*,
on pose

Am(k,n0) = {y= ) ter, €ER™ ¢ [ygol <k [yau | <Ks -5 |ygn| <k} .

Cet ensemble est clairement un cylindre élémentaire de R®+. Donc A,, (k, ng) € Z(R)®®+. On en déduit donc
que

A= {y:(yt)t6R+6RR+:VnoeN* sup |yq|<oo}— m U ﬂA (k,ng) € BR)®R+ . (1.55)

4€QN[0;n0] noEN*kEN*meN
On fixe ensuite a, b€ Q tels que a < b. On fixe également ng € N*. Pour tous s1,1,. .., Sp, t, € QN [0, ng], on
pose
Cortrenispity (05 0) = {y= (W) eer ER™ ¢ |ysy | <a; ye, |>0; 5 s, | <as [ye, | >0} .

11 est clair que Cs, 4,,....s,t,(a,b) est un cylindre élémentaire de R*+. Donc Cs, 4, .5, 1,(a,b) € B(R)¥F+.
On note I, ,, ’ensemble des (2p)-uplets s1,t1,...,5,,t, € QN [0,np] tels que 51 < ¢ <...<sp <t Ilest
clair que I, ,, est dénombrable. On remarque ensuite que

vpv no € N*a {y:(yt)t€R+€RR+ : UQQ[O,TLQ] (y’ [avb]) Z p} = U CSl,tl,...,Sp,tp(aab) )

(51 i1 ,4..,Sp,tp)€fp,n0



38 CHAPITRE I. GENERALITES SUR LES PROCESSUS.

qui est donc dans Z(R)®®+. Cela implique que y € R¥++— Ugnio,no) (¥; [a, b]) est (R)®R+_mesurable. Par
conséquent,

B:= () U {y=0er,eR* : Ugro,ng)(y: [a,0]) < p} € BR)F+
noEN* peN

On remarque ensuite que A N B est I’ensemble des fonctions y de R dans R qui satisfont la condition (b) du
théoreme 1.4.4; ce méme théoreme montre alors que Reg(R)=A N B, ce qui est le résultat voulu. ]

Corollaire 1.4.6 Soit (2, .7), un espace mesurable. Soit Y = (Y} )ier, : Q—R¥+ un processus (F, B(R) R+ )-
mesurable. Alors,
{YeReg(Ry)} € FL(Y)C 7,

ou on rappelle que F2,(Y) est la tribu engendrée par le processus 'Y .

Preuve : conséquence immédiate du théoreme 1.4.5. ]

L4.b Martingales en temps continu : définition, régularisation.

Dans toute cette section 1’espace de probabilité de référence est (2, .7, P). A plusieurs reprises, nous
considérons I’espérance conditionnelle par rapport a des filtrations complétées en utilisant le résultat suivant.

Lemme 1.4.7 Soit 9 C %, une tribu. On rappelle que 9% et FT sont les tribus P-complétées associées & 9
et F. Alors pour toutes v.a. Z1, Zo : Q — R qui sont F¥ -mesurables bornées et pour toute tribu F telles que

P-ps. Z1=75 et gC%CgP,
onaP-ps. E[Z,| A )=E[Z2|Y].

Preuve : soit A € 7. Comme 7 C 9F, le théoreme ??, page ?? implique I’existence de B € ¥ tel que
P-ps.14 = 1petdonc P-p.s. 1421 =1p7Z5. Donc

E[1471] = E[132:] = E[15E[Z>|¥]] = E[1,E[Z,|¥]] .

car on a également P-p.s. 1gE[Z | 9] =14E[Z2 | ¥]. Comme E[Z; | 4] est 77 -mesurable puisque & C 57,
et que 1’égalité précédente est valable pour tout A € 77, on en déduit le résultat voulu. ]

Définition 1.4.8 (Martingales en temps continu) Soit (4;),cr ., , une filtration sur (€2,.7). Soit M = (M;)icr,
une processus réel. C’est une martingale (resp. sur-martingale, sous-martingale) s’il satisfait les conditions
suivantes.

(@) M est (% )icr, adapté, c’est-a-dire que pour tout t € R, M; est %;-mesurable.
(b) Pour tout t € Ry, E[|M;|] <oo.

(c) Pour tous s,t € R,

P—p.S. E[MS-HI%] :Mt (I'CSp. E[Ms+t|gt] S Mt 5 E[M5+t|gt] Z Mt )

Le processus M peut n’étre que défini sur un sous-intervalle de R : la notion de (sur/sous-)martingale associée
est claire, sauf en ce qui concerne les extrémités de I’intervalle de définition. ([
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Nous énongons et prouvons un résultat di a Doob qui montre que les sur-martingales sont p.s. des fonctions
régularisables (cela est utilisé dans le théoréeme de régularisation des processus de Feller). On adopte ici une
convention, relativement standard, qui consiste a annoter processus et filtrations "bruts" par le symbole o en
exposant, et a noter sans ce symbole les processus et filtrations régularisés.

Théoréme 1.4.9 (Régularisation des martingales de Doob) Soit (9 ):cr,, une filtration sur (Q,.%). Soit M° =
(M{)ier., . une sur-martingale relativement & (9°)cr,, . On note 9,:=9E , t e Ry, 'augmentation habituelle
de (9?)icr, et on pose Q°:={M°cReg(R,)}. Alors,

QeFl(Y) e¢ PQ)=1. (1.56)
Pour tout t e R et tout w €1, on pose ensuite

Mi(w) == lim MJ(w) siweQ’ et My(w):=0 siweQ\Q°.
qEQfl]i,OO[
q

Alors les assertions suivantes sont vérifiées.
(i) Pour tout w€ ), t — M (w) est cadlag.
(ii) Pour tout t €R ., M:=(My)er, est une (%;)icr , -sur-martingale qui est cad dans 1, c’est-a-dire

Vt€R+, }ILIE)I(I)EI:'Mt-‘rh_Mt'] :0
h>0

(iii) M est une modification de M°, ¢’est-a-dire P(My=M?) =1, t e R, si et seulement si M° est cad dans
L' ¢’est-a-dire
VteR limE||M?, —M?|| =0.
+5 %*8 “ t+h t |]
>

(iv) Si M° est une (4;)icr, -sur-martingale, alors M est une modification de M® ssi t — E[|M¢|] est cad.

(v) Si M? est P-p.s. cad, alors c’est une une (%;);cr., -sur-martingale et M est indistinguable de M.

Le couple M est appelé la sur-martingale régularisée associée a MP°. L’énoncé reste vrai lorsque le mot
sur-martingale est remplacé par le mot martingale.

Preuve : on fixe ng € N*. L’ensemble des rationnels étant dénombrable dense dans R, il possible de trouver des
ensembles Dy, :={0=¢m,0<qm,1< ... <dmm—1<qmm=n0} C QN[0,n0], meN, tels que :
Vm €N, Dy CDpy1 et | Dm=QnN[0,ng].
meN

On remarque alors que pour tout me N,
(Mg Irefo.m] estune (97 Jke[o,m]-Sur-martingale a temps discret et a horizon fini, (1.57)

selon la définition ?? (page ??). L’inégalité maximale pour les sur-martingales (théoreme ??, page ??) implique
que
Vke N, P( sup |Mg|>3k) < 1 (4E[|MS]] + 3E[|M,]])-
q€Dm
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Comme Dy, C Dint1, 0na {supyep,, |M7| >3k} C{supyep,, ., [My]>3k}. Puisque U, ey Dm =QNI[0, o],
onaJ,,en{supgep,, | Mg >3k} ={supyeqnion] |Mq| > 3k}. Par conséquent,

P( sup |[MZ|>3k) = lim P( sup [MZ|>3k) <+ (4E[|M|] + 3E[|MZ]). (1.58)
4€QN[0,n0] m=00 Y eeD,,

Or {SupqEQﬂ[O,no] |M¢;| = 3(k + 1)} - {SupqEQﬂ[O,no] |Mqo| 2 3k} et mkeN* {SupqEQﬁ[O,no} |M5| 2 3k} =
{SUPqum[O,nO] \M;| =00}, donc, par (1.58),

P( sup |MJ|=00) = lim P( sup |MJ|>3k)=0.
4€Qr0,no] k=00 geqnomo]

Comme cela est valable pour tout ng € N*, on a montré

P-ps. Vng €N, sup [M][<oo. (1.59)
q€QN[0,no]

On fixe ensuite a,b € Q tels que a < b. L’inégalité de Doob (théoreme ??, page ??) appliquée a la sur-
martingale (I.57) implique que

vmeN, (b—a)E[Up,, (M [a,b])] < E[(Mﬁb’0 —a)_] < EHM,‘;OH +al .

On remarque ensuite que m — Up,, (M?, [a, b]) croitet que limy;, 00 Up,, (M?, [a, b]) = Ugnjo,n,)(M?, [a, ]).
Le théoreme de convergence monotone implique alors que

E[Ugr(ong (M, [a,8))] = lim B[Up,, (M®,[a,b))] < E[|Mg|] + |a]

m—00 b—a

Comme cela est valable pour tous les rationnels a <b, on a déduit que
P-ps. Va,be Qtelsquea<b, Ugnone(M°,[a,b]) < oo. (1.60)

Le critere de régularisation déterministe donné au théoreme 1.4.4 (page 36) combiné au corollaire 1.4.6 (page
38) et a (1.59) et (1.60) implique (1.56). Le théoréme 1.4.2, page 36, implique immédiatement (4).

Montrons (4i). On fixe ¢ € Ry et une suite g, € QNJt,00[, n € N, qui décroit vers . On pose alors
Z:=liminf,_,o, Mg qui est a valeurs dans [—00, 00]. Tl est clair que Z est %%, -mesurable. Or P-p.s. Z = M;,
donc M; est 0(9?°, Np)-mesurable. Le lemme 1.3.14, page 33, montre que 4%, = o(Ap, %, ). Donc M est
(%:)tcr, -adapté.

Soit s €]0,00[. Soit ¢, € QNJt,t + s], n € N, une suite qui décroit vers ¢ telle que gp := s + ¢. Les
tribus (gfn)neN forment une filtration rétrograde. Comme M? est une sur-martingale, pour tout n € N, on a
P-ps. E[Mg |97 [ ]< Mg ., cequimontre que (M )nen estune (4, )nen-sur-martingale rétrograde. Par

qn+1°

définition de M , on a P-p.s. lim, M7 = M, et le théoreme théoreme ?? de convergence des martingales

rétrogrades implique aussi que M; est intégrable et que

lim E[|[M —M|] =0 et VneN, P-ps. E[M? |97 ] <M, (L61)

n—oo

car 92 =(,en Yy, - En considérant (1.61) pour n=0, comme gy =s + ¢, on en déduit que

Vs,t € Ry, P-ps. E[M |95 ] < M, . (1.62)
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Soit r, €QN Jt + 5, 00[, n €N, une suite qui tend vers ¢ + s; on a montré que lim, E[|M? — M |] =0 et par
(1.62) E[M,|%°,] < M. Or

B[[EIM;, 192) ~E[Mi+sl92]1] < BIE[IMY, M| | 92]] = B[IMZ, — Myys] ] —0.

On extrait de cette convergence L' une convergence presque siire et en passant 2 la limite dans les inégalités
E[M? |9¢.] < My, on obtient

Vs,t € Ry, P-ps. E[Myy|95] < M, . (1.63)

Enfin le lemme 1.4.7 implique que P-p.s. E[Mt+s|%°+] = E[Mt+s|%], et (1.63) implique que M est une
(%;)ter., -sur-martingale.

11 reste 2 montrer que M est cad dans L'. le théoreme théoréme ?? de convergence des martingales rétro-
grades implique que pour toute suite t,, € ]t,00[, n € N, décroissant vers t, lim,, M;, = M, p.s. et dans L',
c’est-a-dire lim, E[|M;, — M;|| =0. Autrement dit, lim,~¢ »—0 E[| M5 —M;|] =0, ce qui termine la preuve
de (it).

La preuve de (i7i) découle de (1.61) : si M° est cad dans L', alors lim,, E[|Mq"n — M|] =E[| My — M,|] et
(L.61) implique que E[|MP — M,|] =0 et donc M est une modification de M°. Réciproquement, si M est une
modification de M?, alors E[| My, — M;||=E[| My, , — M?|] et M° est cad dans L' car par (ii), M I'est.

Montrons (iv) : si M? est une (%;);cr, -sur-martingale, pour toute suite ¢, € QNJt,00[, n € N, P-
p.s. E[Mg [4] < My. Or (i) et le théoréme ?? des martingales rétrogrades implique que lim, Mg = M;
p.s. et dans L', ce qui implique, en passant a la limite dans les inégalités précédente que M; =E[M;|¥4;] < M?.
Or si s +— E[M] est cad, alors la convergence des M dans L' vers M, implique que E[M;] = E[M{] et
comme M; <My, on a P-p.s. My=M{ et M est une modification de M °. Réciproquement, comme M est cad
dans L', si M° est une modification de M, on E[M;]=E[M/] et t — E[M/] est cad.

Montrons (v) : si M? est P-p.s. cad, alors pour tout t € Ry, P-p.s. M; = M7 et M est une modication de
M?°. Comme M? et M sont cad, la proposition 1.2.18, page 22, implique que M et M? sont indistiguables. Le
lemme 1.4.7 implique que pour tous s,t € R, E[MY, [|9°] = E[M{, ,|%;] et donc M? est une (¥;);cr, -sur-
martingale. Cela termine la preuve de (v) et celle du théoréme. ]
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Chapitre 11

Généralités sur les processus Markoviens.

Le Chapitre Il présente les résultats fondamentaux sur les processus de Markov : loi du 0-1 de Blumenthal,
critere pour la propriété de Markov forte, continuité a droite des filtration naturelles complétés, quasi-continuité
a gauche, durée de vie, régularisation des processus de Feller-Dynkin, etc. Une présentation générale des pro-
cessus de Markov est donnée dans le premier chapitre de I’ouvrage de Blumenthal & Getoor [?]. Un exposé
plus élémentaire est donné dans le livre de Revuz & Yor [?] (Chapter III). Nous renvoyons également a la
présentation donnée dans le premier tome de Rogers & Williams [?] (Chapter III). Pour un traitement plus
complet le lecteur peut consulter 1’ouvrage de Dynkin [?]. Pour une présentation de théories plus générales,
nous renvoyons le lecteur aux ouvrages de Dellacherie & Meyer, notamment [?].
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II.1 Noyaux Markoviens, semi-groupes associés.

Dans cette section nous introduisons la notion de noyaux (sous-) Markoviens en nous limitant au minimum
requis pour la suite de ce chapitre sans épargner au lecteur quelques détails techniques cependant.

43



44 CHAPITRE II. GENERALITES SUR LES PROCESSUS MARKOVIENS.

Notations. En général, I’espace d’états est noté E. 1l est toujours muni d’une tribu notée &. La plupart du
temps E est muni d’une topologie et on prend & = Z(F), la tribu des Boréliens associée a cette topologie.
Pour de nombreuses applications, E est supposé métrisable séparable et trés souvent localement compact a
base dénombrable (en abrégé : LCBD). On introduit les notations suivantes.

e On note .#(E) I’espace des mesures 1 : & — R de masse finie.

e On note .7, (E) I’espace des mesures de probabilité i : & — [0, 1].

e On note L(E) I’espace des fonctions f : E — R qui sont &-mesurables.

e On note Ly(E) I’espace des fonctions f : E — R qui sont &-mesurables et bornées.

e On note L (F) I'espace des fonctions f : E — [0, 0o] qui sont &-mesurables.
Les définitions suivantes n’ont de sens que si £ est muni d’une topologie.

¢ On note C(E) I’espace des fonctions f : E — R continues.
e On note Cy(E) I’espace des fonctions f : E — R continues bornées.
e On note C,(E) I’espace des fonctions f : F — R continues & support compact.

e Si F est un LCBD, on note (Ej, d) une compactification comme dans le théoreme 1.1.15. On note Cy(F)
I’ensemble des fonctions continues f : £ — R telles que f(x) — 0 dés que d(x,0) — 0. Autrement dit,
Co(FE) est I’ensemble des fonctions continues f sur E se prolongeant contintiment & Ey par f(9) = 0.

e Pour toute fonction f : £ — R, on note || f|l = sup,cg |f(x)|, 1a norme infinie de f. O

Théoréme IL.1.1 Soit E un espace polonais. Alors (Cy(E), ||"||co) est un espace de Banach. De plus, si E est
un espace LCBD, alors I’adhérence de C.(E) pour |||« est Co(E), qui est un Banach séparable.

Noyaux Markoviens et semi-groupe associé. On rappelle la définition I.1.1 des noyaux de sous-probabilité.
Le lecteur est invité a parcourir la section (I.1.a) page 1 qui détaille quelques propriétés des noyaux.

Définition I1.1.2 (Noyaux sous-Markoviens) Soit (E, &) un espace mesurable. Pour toutt € R, ettoutx € E,
soit p;(x, dy), une mesure positive sur &. La famille de mesures (p;(z, dy))icr, zcp sont des noyaux sous-
markoviens si les propriétés suivantes sont vérifiées.

(a) Pour tout ¢t € Ry ettout x € F, py(z,-) est une sous-probabilité, c’est-a-dire que py(x, E) < 1. Si les
pi(x, ) sont conservatifs, c’est-a-dire si p;(x, F) = 1 pour tout t € R et tout x € E, alors on parle de
noyaux Markoviens.

(b) (Mesurabilité) Pour toute f € L,(F) et pour tout t € R,

R D — /Ept(m,dy)f(y) eR

est une application &-mesurable (on remarque qu’elle est nécessairement bornée).

(c) (Kolmogorov-Chapman) Pour toute f € Ly(FE), pour tous s,t € Ry ettout z € F,

[peesadn 1) = [pen( [ =) 52)) L)

qui a bien un sens par (b).
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(d) (Normalité) Pour tout x € E, py(x, dy) = 0,(dy), la masse de Dirac en x. O

Définition I1.1.3 (Semi-groupe associé a des noyaux sous-Markoviens) Soit (E, &), un espace mesurable.
Soient (ps(x, dy))ter, wcE- des noyaux sous-Markoviens. Pour tout t € R, on définit P; : Ly(E) — Ly(E)
en posant

Vf € Ly(E), Ve € E, Pif(z) = /E p(e, dy) £(y)

Il est clair que les P, t € R, sont des applications linéaires. On appelle (P;);cr, le semi-groupe associé a
(p¢(x, dy))ter., zcE- cette appellation étant justifiée par la proposition suivante. O

Proposition I1.1.4 Soit (E, &) un espace mesurable. Soit (Py)icr. , le semi-groupe associé aux noyaux sous-
Markoviens (pi(x,dy))ier, «cE- Les propriétés suivantes sont vérifiées.

(i) Pour toutt € Ry et pour toute fonction f € Ly(E), ||Pifllco < || flloo- De plus
VteRy, VfeLy(E), 0<f<1=0<PFf<L1.
(ii) Propriété de semi-groupe pour la composition d’endomorphismes sur Ly(E) :
Vs,t € Ry, Psyy= PPs.

(iii) Si les noyaux sont Markoviens, alors P11 = 1p, pour toutt € R .
(iv) Comme les noyaux sont normaux, Py = 1d, ¢’est-a-dire Pyf = f, pour toute f € Ly(E).

Preuve : conséquence immédiate de la définition des noyaux sous-Markoviens. ]

Exemple IL.1.5 Ici, £ = R™ est muni de la topologie associée a la norme Euclidienne ||-|| dont le produit
scalaire est noté (-, -). On pose

vxeR™ Vte]0,00[, pi(x,dy)= (27rt)_"/2 exp ( - 217\|y—x||2) dy

et po(x, dy) := dx(dy). Il est clair que p;(x, -) est la loi d’une variable Gaussienne de moyenne x et de cova-
riance tId. Par ailleurs, pour toute fonction f € L;(R™), on a

P,f(x) = (2mt)~"/? Rnf(y)e—%Ily—xH2 dy .

Le théoréeme de continuité des intégrales a parametre montre que P; f est continue. Le théoréme de convergence
dominée implique également que si f est intégrable sur R? par rapport 4 la mesure de Lebesgue, P; f € Co(R™).
On rappelle que la transformée de Fourier des v.a. Gaussiennes est connues explicitement (voir le lemme ??,
page ??) et en particulier on a

YueR", / (Y, (x, dy) = i)~

n

On a donc
/ pe(x, dy) / Doy, dz)eite?) — = [ dy)eitey) — o=l — / P s(x, dy) @) |

ce qui implique que les p;(x, dy) satisfont I’équation de Kolmogorov-Chapman, par injectivité de la transfor-
mée de Fourier. Cela montre que les p;(x, dy) sont des noyaux Markoviens : ce sont les noyaux du mouvement
Brownien standard dans R"™. U
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Exemple II.1.6 Ici, £ =R est muni de la topologie usuelle. On pose

1 tdy

VzeR, Vte |0, 00], dy) = — ————
z ] OO[ pt(x y) T (y _ 37)2 +t2

et po(x,dy) = do(dy). On voit que p:(z,dy) est une loi de Cauchy centrée en x et de parametre t. Par le

théoréme de continuité des intégrales & parametres, P; f est continue, pour toute fonction f € Ly(R). Un calcul

simple montre que

VueR, /emypt(x,dy) _ eiuxft\u| )
R

En raisonnant sur les transformées de Fourier comme dans 1’exemple précédent, on montre que les p;(x, dy)
vérifient I’équation de Kolmogorov-Chapman, ce qui montre que les p;(x, dy) sont des noyaux Markoviens :
ce sont les noyaux du processus de Cauchy standard dans R. ([

Exemple II.1.7 Ici, F =R, est muni de la topologie usuelle. On pose

xnyn—l oty

Vo eRy, VE€]0, 00, pi(x,dy) = e t0o(dy) + ¢(x,y,t)dy ob (x,y,t) =D Prnln—1)°

n>1

et po(x, dy) =0p(dy). On vérifie que la transformée de Laplace des p;(x, dy) est donnée par

AT
VA z,t€R dy)e™Y = (— ) .
, Ly € =+ /Rfjt(x? y)e exp 1+>\t

On voit que p;(x, dy) est une loi de probabilité et en utilisant I’injectivité de la transformée de Laplace, on
vérifie que les py(z, dy) vérifient I’équation de Kolmogorov-Chapman. Par ailleurs, le théoréme de continuité
des intégrales & parametre montre que pour toute fonction f € Ly(R), P.f est continue donc mesurable. Cela
montre que les py(, dy) sont des noyaux Markoviens : ce sont les noyaux de la diffusion de Feller. O

Exemple I1.1.8 Ici, (E, &) est un espace mesurable. On fixe u € ., (E). on pose
VZBERJ” Vt€R+7 pt(x7dy) :N(dy) .

On vérifie facilement que les p;(z, dy) sont des noyaux Markoviens (pathologiques). (]

Semi-groupes de Feller. Dans la suite, on fait des hypotheses restrictives sur les semi-groupes : essentielle-
ment, ce cours ne porte que sur les processus de Markov dont le semi-groupe est Fellérien dans le sens suivant.

Définition I1.1.9 (Semi-groupe de Feller-Dynkin) Soit E, un espace LCBD. Pour tout ¢ € R, soit P; :
Co(E) — Cy(FE), une application linéaire. C’est un semi-groupe de Feller-Dynkin si les conditions suivantes
sont satisfaites.

(a) Semi-groupe : pour tous s,t €Ry, Psyy = PPy

(b) Positivité et contractilité : pour tout t € R et pour toute fonction f € Cy(FE), on a

0<f<1l = 0<PRhf<1.
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(¢c) Continuité faible : pour toute fonction f € Cy(E) on a
VeeE, limPif(z)= f(x),
t—0

ce qui implique facilement que Py = Id. (]

La définition suivante, proche mais distincte, est parfois introduite.

Définition I1.1.10 (Semi-groupe de Feller) Soit F, un espace LCBD. Un semi-groupe de Feller est 1a donnée
d’applications linéaires P, : Cp(E) — Cy(E), t € R, satisfaisant les conditions (a), (b) et (c) de la définition
I1.1.10. Le semi-groupe (F;)scr, est dit fortement Fellérien sienplust€R ., P; : Ly(E) — Cy(E). O

Les exemples I1.1.5, I1.1.6 et I1.1.7 (semi-groupes Browniens, de Cauchy et celui de la diffusion de Feller) sont
fortement Fellériens et Feller-Dynkin. On vérifie tout d’abord qu’un semi-groupe de Feller-Dynkin ou de Feller
est associé a des noyaux sous-Markoviens.

Proposition IL.1.11 Soit E, un espace LCBD. Soit (P;)cr ., un semi-groupe de Feller-Dynkin (ou de Feller).
Alors, (P;)ier., est le semi-groupe de noyaux sous-Markoviens (pi(x, dy))zeE,ter., -

Preuve : on montre d’abord
Vte Ry, VfeCy(E), f>0= P f>0. (I1.2)

En effet on remarque que 0 < ||f||olf < 1 et donc ||f||lP.f = Pi(||f|loLf) > O par la propriété (b) de la
définition I1.1.10. On a donc P, f > 0. On montre ensuite que

vt e Ry, VF€Co(E), |[[Fiflloo <[[flloo - (1.3)

Pour cela, on pose g = || f||=f. On a donc |g| — g >0. Le point précédent implique que

Plgl ~IfI< P.f = Pi(lgl —9) 2 0.

Donc P, f <||fllooPslg|- Or 0< |g| <1 et la propriété (b) de la définition I1.1.10 implique que P;|g| <1, et donc
que P f <||f|loc- On raisonne de méme avec — f, ce qui implique que —P; f <|| f||oo> ce qui prouve (I1.3).

Pour tout z € E' et t € Ry, on observe que f € C.(E) — P,f(z) € R est une forme linéaire positive.
Par le théoréme de Riesz, il existe une mesure de Radon p;(z,:) : B(E) — [0,00] telle que P,f(x) =
Jg pe(x, dy) f(y), ce qui s"étend immédiatement a toute fonction f € Co(E).

Montrons ensuite les propriétés de mesurabilité en z des p;(z, dy). On note (Ey, d) un compactifié de F.
Soit U, un ouvert de E; pour tout n € N, on pose f,,(z) = 1A (nd(z, Eg\U)). Comme z — d(x, Eg\U) est
Lipschitzienne, f,, est une fonction continue. Par ailleurs, f,,(x) < nd(x,0) et donc f,, € Co(E); on vérifie
de plus que f, < fr4+1 < 1y et lim, f,, = 1y ponctuellement. Par convergence monotone, pour tout x € F,
limy, Py fr () =limy, [5 pi(z, dy) fu(y) =p:(x, U). Comme les P, f,, sont Z(E)-mesurables (car continues), il
en est de méme pour z € E +— p(x, U). En appliquant ce raisonnement avec U = FE, on voit également que
pe(x, E) <1.On fixe t € R et on pose £ I'ensemble des fonctions f € Ly (E) telles que  — [, pe(x, dy) f(y)
est Z(F)-mesurable. On montre facilement que £ est un espace vectoriel. On note 2 la classe des ouverts de
E. 1l est clair que £ est un pi-systeme tel que o (&) = %B(E). On a montré ci-dessus que pour tout U € &,
1y € L. Enfin, le théoréme de convergence monotone implique que L est stable par limite ponctuelle de suites
croissantes de fonctions dans £ uniformément bornées. £ satisfait donc les hypotheses du théoreme ?? de la
classe monotone dans sa version fonctionnelle (page ??) et donc £ = Ly(FE). Par ailleurs, le fait que Py =1d
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implique facilement que les noyaux sont normaux. L'équation de semi-groupe entraine enfin que les noyaux
pi(z, dy) satisfont 1’équation de Kolmogorov-Chapman. |

Comme déja mentionné, les notions de semi-groupe de Feller-Dynkin et de Feller ne coincident pas mais si
E est un espace compact, on a

Co(E)=Cy(E)=C(FE) et Feller-Dynkin= Feller.
La proposition suivante donne deux conditions permettant de montrer qu’un Feller est Feller-Dynkin.

Proposition I1.1.12 On suppose E LCBD. Soit (P;)icr. un semi-groupe de Feller dont on note py(x,dy),
x € E, t € Ry, les noyaux sous-Markoviens associés. Soit (Ey,d) un compactifié habituel de E. Alors, les
assertions suivantes sont équivalentes.

(i) (P:)ier, est Feller-Dynkin.
(ii) Pour tout compact K C E et pour tout t eRy, p(x, K) — 0 lorsque d(x,0)— 0.
(iii) 1l existe f* € Cy(E) telle que f*(x) >0, pour tout x: € E et telle que pour tout t ER ., P, f* € Cy(E).

Preuve : On suppose (i) et on pose f*(x):=d(x, ), qui satisfait (ii7). Ensuite, on suppose (7ii) et on en déduit
(i) : soit K un compact de F'; comme f* est continue, il existe zo € K, tel que infg f*= f*(xg):=a>0;0n
remarque alors que P, f*(z) > P(f*1k)(x) > ap(z, K), ce qui implique (4:).

On suppose (i7) et on montre (7). Soient f € Co(E), t €R 4 ete>0. Il existe >0 tel que || f1p g, oo <é,
ot B(0,7n) désigne la boule ouverte centrée en 0 et de rayon 7. On pose ensuite K, := E5\B(0,n), qui est un
compact de F et on remarque que

[Pef ()] < [P f1k, ()] + [P (fLo.m) (@)] < [ flleopt(2, Kn) + [ f1p@m)lloc < [[flloope(, Ky) + €,
ce qui implique que lim sup,_, 4 | P f(z)| <e, et ce, pour tout € >0, ce qui implique que P, f € Cy(E). |

Nous introduisons ci-dessous une hypothese de régularité des semi-groupes qui n’est pas standard : ¢’est une
coquetterie technique, minimale pour certains raisonnements communs aux deux hypotheses Feller et Feller-
Dynkin; elle se présente de maniere pratique. Il ne faut pas y accorder plus d’importance que cela (d’autant
qu’elle est toujours accompagnée d’une hypotheses de continuité a droite des processus dont les conséquences
sont importantes).

Définition I1.1.13 (Hypothése (H)) Soit E, un espace topologique muni de la tribu des Boréliens % (F). Soient
des noyaux sous-Markoviens (p¢(z, dy))ier ., zeE- Soit (P)icr., , le semi-groupe associé. On dit qu’il satisfait
I’hypothese (H) s’il existe :

— un sous-ensemble L de fonctions continues bornée : L C C,(E) (pas nécessairement un esp. vect.),
— un pi-systeme & d’ensembles de E tel que o( ) =HA(E),
qui satisfont les conditions suivantes.

(a) Pour tout A € &, il existe une suite de fonctions f, € L, n € N, telles que 0 < f,, < f,41 et telle que
lim,, f,, =14 ponctuellement.

(b) Pour toute fonction f € L et tout t eR, P, f € Cp(F). O
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On observe que L n’est pas nécessairement laissé stable par le semi-groupe. L’hypothese (a) assure que L
est suffisamment riche et permet d’appliquer des raisonnements de classe monotone. La proposition suivante
montre que les semi-groupes de Feller et de Feller-Dynkin satisfont (H).

Proposition I1.1.14 Soit E, un espace topologique LCBD. Soit (P,)icr,, un semi-groupe de Feller-Dynkin
(resp. de Feller). Alors, les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) (Py)ier, satisfait (H).

(#i) Pour tout x € E et toute fonction f € Co(E) (resp. Cp(E)), t Ry P, f (x) est continu a droite et borné
par || floe.

Preuve : on choisit L := Cy(F) (resp. L := Cy(F)) qui vérifie (b) de la définition II.1.13. On note & le pi-
systeme constitué de F et des ensembles ouverts de F. On a bien (&) = Z(F). Traitons le cas Feller-Dynkin,
le cas Feller nécessitant les mémes arguments : on note (Ey, d) un compactifié métrique habituel de E. Soit
Ue Z;onpose fp(z)=1A(nd(x, Eg\U)), n €N, z € E. On voit facilement que f,, € Cy(E) et que (a) est
vérifié : voir la preuve de la proposition II.1.11, page 47. Donc le semi-groupe satisfait (H).

Montrons (#7) : la continuité faible des semi-groupes de Feller-Dynkin (resp. Feller) implique que pour
toute fonction f € Cy(FE) (resp. f €Cy(E)) et tout t Ry,

lim Pry f(z) = lim Py(Pf) () = Pof(2) -
5>0 s>0

Cela montre que ¢ — P, f(x) est continu a droite. De plus || Ps f|| o <|| f||0» c€ qui montre (7). |

Des noyaux sous-Markoviens aux noyaux Markoviens. A partir de noyaux sous-Markoviens on obtient
des noyaux Markoviens par le procédé d’extension minimale suivant.

Définition I1.1.15 (Extension minimale) Soit (£, &), un espace mesurable. Soient (p;(x,dy)).cp,cr, » des
noyaux sous-Markoviens et (FP;);cr_ , leur semi-groupe associé. On choisit un point 0 qui n’est pas dans E,
appelé point d’absorption et on pose Eg:= {0} U F que I’on munit de la tribu & = {A, {0} N A; A€ &}.
Notamment, si f € Ly(Ejp), alors la restriction de f a E notée f|p est dans Ly(E). L extension minimale des
noyaux sous-Markoviens p; (2, dy) & Ep est la famille de noyaux (p? (z, dy))seE, ter, donnés par comme suit.

(a) Pourtout z€ E et tout t€R 1, pf(,-) = pi(z,- N E) + (1 — pe(, E)) 0y
(b) Pour toutt€Ry, p? (9, ) = dtay-

Onnote P{ : Ly(Ey) — Ly(Fp) I’opérateur associé a p?(,-) etona:

Vf€Ly(Bo),VreE, F/f(x) = /Ep?(aa dy)f(y) = (Pifip) (@) + (1 = pi(, £)) f(0)

De plus P2 £(9) = f(9).

Convention : lorsque E est un espace topologique LCBD, il est d’usage de considérer que Ey est muni de la
topologie qui en fait le compactifié habituel. On vérifie que #(Ep) ={A,{0} N A; Ac B(E)}. Lextension
minimale préserve le caractere Fellérien des semi-groupes. (]
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Lemme I1.1.16 On garde les notations de la définition I1.1.15. Alors, les noyaux p? (z, dy) sont Markoviens
(conservatifs) sur Ey.

De plus, si E est LCBD, alors (P;)icr, est Feller-Dynkin si et seulement si son extension minimale
(P?)ter, est Feller.

Preuve : (p?(z,dy); = € Ey,t € R.) vérifie clairement les propriétés (a) et (b) de la définition I1.1.3. 11 faut
montrer les relations de Kolmogorov-Chapman, c’est-a-dire PSBH = PIP? sur Ly(Ep). Pour cela on observe
que pour toute fonction f € Ly(Ep) et tout z € E,

(POPYf)(x) = [E pa(,dy) P2 f(y) + (1—pa(x, E)) B £(2)

— [ petesan)( [0 1) + 1=y, £) 1(0)) + (1-pu(a, E)) £0)

E E

— [ pesil,d) 712) + £0)(1-pu(o. ) + pul. B)~ [ pu(ody) il B))

E E
= (Posefip) (@) + (1=psse(w, B)) £(9) = P24 f (x).

On vérifie ensuite que P2, f(0) = f(9) = (P2P?f)(9), ce qui montre que les p?(x, dy) sont des noyaux
Markoviens.

On suppose ensuite que E est LCBD et que (P;)¢cr , est Feller-Dynkin. Soit f € C(Ep). On pose f(z):=
f(x)—f (). Nest clair que f° € Cy(F) (avec un léger abus de notation). Comme les p? (2, dy) sont des noyaux
Markoviens conservatifs, on a P/1p, = 1p, et donc P?f = P;f° + f(9)1g,. Cela montre que P laisse
C(E3) stable. De plus, pour tout z € F, on a limy_,o P f(z) = £(9) + limy_so Py fO(z) = £(0) + fO(x) = f(z)
et PP f(0)= f(0). Cela montre la continuité faible de (P?);cr. , qui est donc Feller.

Supposons que (P?)icr . soit de Feller. Soit f € Co(E), que I’on voit comme une fonction sur Ey nulle
en 0. On a PP f = P, f, qui est continue. Or par définition de I’extension minimale, P? f(9) = f(9) =0, on a
bien P;f € Cy(E). Cela montre que les P; laissent stables Cy(E) : il vient immédiatement que (P;)icr, est
Feller-Dynkin. ]

I1.2 Processus de Markov, propriété de Markov simple.

Notations sur les processus. On fixe un espace mesurable (F, &) et on rappelle quelques notations concer-
nant les processus a valeurs dans F et indexés par R : nous renvoyons a la section 1.2.d page 18, chapitre
L

e On note E®+ I’ensemble des fonctions de R, dans E. Une fonction de E®+ est notée de maniére générique
par r= (xt)tem-
¢ On note simplement ¢’ au lieu de 6 les cylindres élementaires de ER+ (voir la définition 1.2.12, page 19).

o Un cylindre élémentaire antérieur a t est un ensemble de fonctions C tel qu’il existe 0 <to<t; <...<t, <t
et By, ..., B, €& satisfaisant

C = {x = (2t)tery € ER+ Tty € Boyxt, € B .. .5y, EBn} (I1.4)

On note %; I’ensemble des cylindres élémentaires antérieurs a . On remarque que s C %, pour tous s, t € R4
tels que s <t.
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e Filtration canonique : pour tout t € R, on note .#2" la tribu sur ER+ engendrée par le pi-systéme %;. On
remarque que pour tous s <t, FN C F 0, La filtration (F2)cr, sur E®+ est appelée filtration canonique.
On remarque que

ytcan _ ’/T[?),lt} ((go®[0,t]) )

ol T4 ° — 'Y la projection canonique, ¢’est-a-dire la restriction a |0, ¢| des fonctions de a |0,t].
Um0 ER — B0 t t-2-dire la restrict 0, ] des fonctions de Ry a [0, ¢
On utilise parfois la notation

FE — o (FLN teR,) = £+ |

e Processus canonique : pour tout t € Ry, on pose X" = 7, : E®+ — F, la projection canonique de
marginale ¢. Le processus X" = (X{*");cr, est appelé le processus canonique : c’est I’identité sur ER+.
Pour résumer : on pose Qcan 1= B+ et .Z0 = &9+ Alors (Qean, F 1) est Iespace canonique des
processus a valeurs dans E indexés par R. Le processus canonique est X" et la filtration canonique est
(Jo‘;tcan)teRJr .

e Soient tg < ... < t,. On note 7, .+, la projection qui a x = (z¢)ier, € ER+ associe Ttg,tn (T) =
(T4y,- -, 21,) € E"L. La remarque 1.2.13 affirme les faits suivants : soit (F, &), un espace mesurable ; soit
(€2, ), un espace mesurable sur lequel est définie une filtration (%;)icr, . Soit X = (X3)ier, : @ — ER+ un
processus (.7, &®®+)-mesurable. On note .Z2(X) := o(X,; s € [0,t]), pour tout ¢ € R, ce qui définit la
filtration naturelle du processus X. On remarque facilement que

VteER,, F2(X)=XYFM) = {{XecA}; Ae F™}.
De plus, si on pose
Py = X"N6) = {{Xe€A}; AeE},

alors on vérifie aisément que &7 est un pi-systéme générant .#(X).

Notations sur les noyaux. Nous renvoyons a la section I.1.a, page 1 du chapitre 1.

e On rappelle la définition 1.1.3 page 2 d’un produit de noyaux Markoviens : soit (F, &), un espace mesurable ;
soient p(x, dy) et q(z, dy) deux noyaux de sous-probabilité de E vers F et soit i € .#1(FE). On rappelle que
pour toute fonction B € %2, (p ® q)(w, dydz) est un noyau de E sur E? et (1 ® p)(dz) est une mesure sur £>
donnés par

Voe B, VBe&?, p@q(x,B>—/5<x,dy> /bgl(%dZ)lB(y,Z) et u®p(3)—/EM(d9€) /bg?(x7dy)13(x7y)-

e On rappelle la définition définition I.1.6 page 3 de la composition de noyaux : en gardant les mémes définitions
pour p, g et u, la composition de p par ¢, qui est un noyau de E sur E noté pq(z, dy), et la mesure pup(dzx) sur
FE, sont donnés par

VreE,VBe&, pCJ(m,B)z/éD(x,dy)q(y,B) et up(B):/JEu(dx)p(x,B).

II.2.a Définitions élémentaires des processus de Markov.

Dans cette section nous donnons une premiere définition des processus Markoviens. Il s’agit d’une défini-
tion minimale, insuffisante pour les applications : elle est amenée a s’étoffer par la suite.



52 CHAPITRE II. GENERALITES SUR LES PROCESSUS MARKOVIENS.

Définition I1.2.1 (Markov 1) Soit (E, &), un espace mesurable. Soit (ps(x, dy)).ep,tcr. , des noyaux Marko-
viens. Soit (£2,.%, P), un espace de probabilité. Soit X = (X;)er, : € — E®+, un processus (F, &&R+)-
mesurable.

Alors, sous P, X est un processus Markovien de noyaux de transition pi(x, dy) et de loi d’entrée € M1 (E)
si pour tout n € N et pour tous 0 <t <... <1,

VBEéD@n—Hv P((Xtoa s ,th) GB) - (Mpto QP —to - - '®ptn_tn—1) (B) )

c’est-a-dire que, pour toute fonction f € Ly(E"1),

E[f( X, . Xt,)] —/b;- -/Eﬂ(d$)pto($7 dyo)pey—to (Y05 AY1) - - - Ptp—tn_1 (Yn—1, dYn) (Y0, Y15+ -, Yn)-

On voit en particulier que la loi de X; sous P est up; et donc que la loi de X est upg. Comme les noyaux sont
normaux, on a jipg = p. (]

On garde les notations de la définition précédente et on note (P;);cr, . le semi-groupe associé aux noyaux
pt(x, dy). Soit n > 2, un entier; soient s1, . .., s, € Ry et soient fi, ..., fn € Ly(E). On définit récursivement
les fonctions gy, . . ., g, en posant

g1 = Psnfn et Vke {1, .. .,n—l}, Jk+1 = Psn,k(fnfkgk) .

En omettant les parentheses g,, s’écrit simplement

gn:PslflpszfQPsg---fn—lPsnfna (HS)

La proposition suivante donne une formulation équivalente de la définition I1.2.1, page 52.

Proposition I1.2.2 Soit (E, &), un espace mesurable. Soit (p¢(x,dy))cE ek, des noyaux Markoviens. On
note (P;)icr., , leur semi-groupe associé. Soit (2, .7, P), un espace de probabilité. Soit X = (Xi)er, : 2 —
E®+, un processus (F , &%+ )-mesurable. On rappelle que (F2(X))ier, est la filtration naturelle de X. Soit
WE M\ (E). Alors, les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Sous P, X est Markovien de noyaux de transition p,(x, dy) et de loi d’entrée € M1 (E).
(ii) Pour tout n €N, pour tous 0<ty<...<t, et pour toutes fy, ..., fn € Ly(E),

E[ ka(th)} = /EM(CLT) (Pro foPri—to f1Pra—t1 - - - fn1Pr—t_y f) (2) -

0<k<n
(iii) La loi de X sous P est pu et pour tous s,t ER . et toute [ € Ly(E),
P-p.s. E[f(Xt+s) ’ ﬁtO(X)] =P f(Xy) .

Preuve : on montre d’abord que (i) < (4i). On suppose (7); si on choisit f(yo, ..., yn) = fo(yo) - fn(yn)
dans la définition I1.2.1, on voit immédiatement que (¢) implique (i). Réciproquement, supposons (iz). On
note Z la classe de sous-ensembles de E™ 1! de la forme Agx...x Ay, ot Ag, ..., A, €E. Alors & est un pi-
systéme engendrant £ *1_On voit ensuite que pour tout n €N, tous 0<tn <...<t, ettous Ay, ..., A, €E,

/,u(d:l?) (PtO]‘AOPtI*tO e 1An—lPtn7tn711An)(x) = (Mpto QP —tg & ... ®ptn7tn,1) (AO X XAH) .
E
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En choisissant f;, = 1,4, dans (i), on voit que cela implique que pour tout C' € 2, ,ut)?""’t"(C’) = (upt, @
Pirty @ -+ @ Dry—t, 1) (C), ot 07" est la loi de (Xy,, . .., Xy, ) sous P. Le théoréme ?? d’unicité du
prolongement des mesures finies (page ??) s’applique et entraine que ué?""’t" =UPto DDt —to D - .- @Dty —t, 1
et comme cela est vrai pour tout n €N et tous 0 <ty <...<t,, on en déduit (7).

Montrons ensuite que (7i¢) implique (¢) (et donc (¢)). On définit g1, ..., gn+1 € Lp(E) récursivement en
posant

g1 = Ptn_tn—lfn et Vke {07 s 7n}7 9k+1 = Ptn—k—tn—kf1(fn*kgk) )

avec la convention que t_; =0, si bien que gp+1 = Py, foPs —tof1 - - - Pr,—t,,_; fn- On remarque tout d’abord
que (iii) appliqué a s=t,,—t,—1 et t=4¢,_1 implique P-p.s. que

E[ [[#&) |28 (X)) =Pt foXe) ] £(X) = (fac190)(Xe) [ £e(Xe) -

0<k<n 0<k<n—1 0<k<n—2

En appliquant successivement (ii¢) aux temps s =t,,_p—t,__1 et t=t,_x_1, on démontre par récurrence que
ETTocon S (X0)| 72, (X)) = (Fat 90X, ) Tpcpens1 Fo(Xe,)- Pour k = m + 1, cela implique
que E[[ [o<p<p, f5(Xe, )| 75 (X)] = gn+1(Xo). En intégrant cette espérance conditionnelle, on obtient bien (i4).

Montrons que (i7) implique (7i7) : soit C' € %}, ol 6 est la classe des cylindres élémentaires antérieurs a
t (voir les notations en début de section). Il existe n € N, 0 <tg <...<t, <tet Ag,...,A, € & tels que
C = {x EER+ sy € Ag; ... 51y, € An}. On applique (i) & fo = 1ag,---, fn = 1a,, fo+1 = lg et
fnyo = f,thy1 =tett,1 o0 = s+t eton obtient

E[l{XeC}f(Xs+t)] = E[ H fk(th)}

0<k<n+2

= /Eﬂ(dw) (Pio foPri—to J1Pry—t1 - - - frs1Proyo—tysr fni2) (@)

- [E $(d2) (P foPr—t9 frPry—ts - L Pof) ()

E[Psf(Xt) ka(th)} = E[L{xecy Pof(X0)] -

0<k<n

Comme {{X eC}; Ce ‘é} est un pi-systeéme engendrant % (X)) (voir le début de la section), et puisque
P, f(Xy) est Z2(X)-mesurable, cela implique (i4), ce qui termine la preuve. |

L’équivalence (i) < (ii¢) dans la proposition qui préceéde suggere une définition plus générale des proces-
sus Markoviens.

Définition I1.2.3 (Markov 2) Soit (E, &), un espace mesurable. Soit (pi(x,dy)).cE,tcr. , des noyaux Mar-
koviens. On note (F;);cr. , leur semi-groupe associé. Soit (£2,.7,P), un espace de probabilité. Soit X =
(Xi)ier, : @ — E®+, un processus (F, &%+)-mesurable. Soit (4,).cr, , une filtration sur (Q, F).

Alors, sous P, X est un processus Markovien relativement a la filtration (4;)icr ., de noyaux de transition
pi(z, dy) et de loi d’entrée € /1 (E) si les conditions suivantes sont vérifiées.

(a) Pour tout t e R, X; est %-mesurable. Autrement dit, X est (4;)ecr -adapté.

(b) Pour tous s,t R et toute f € Ly(E),

P-ps. E[f(Xiys) |gt] = P f(Xy) .
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(c) Laloide X sous P est . O

La proposition I1.2.2 montre qu’un processus de Markov selon la définition I1.2.1 Markov I est un processus
de Markov selon la définition I1.2.3 Markov 2 relativement a la filtration naturelle du processus. Par ailleurs, il
est clair qu’un processus selon la définition I1.2.3 Markov 2 est un processus de Markov selon la définition I1.2.1
Markov 1. La définition I1.2.3 Markov 2 présente 1’avantage de définir le caractere Markovien par rapport a une
filtration plus large que la filtration naturelle du processus, ce qui a son importance dans la suite. Néanmoins,
cette définition reste en partie insuffisante : elle est est enrichie plus loin.

I1.2.b Construction des Processus de Markov sur ’espace canonique.

Le théoreme suivant montre qu’a tout semi-groupe de noyaux Markoviens sur un espace mesurable régulier,
on peut associer un processus de Markov : ce processus est construit sur I’espace canonique grace au théoréme
d’extension de Kolmogorov (théoréme 1.2.14, page 20). On rappelle les notations (.7*");cr, et (X{*")ier,
pour resp. la filtration et le processus canonique.

Théoréme 11.2.4 Soit (I, &), un espace mesurable supposé régulier. Soient (pi(x, dy))scE ter, des noyaux
Markoviens. Soit (P;)icr, , le semi-groupe associé. Alors, pour toute mesure v € #1(E), il existe une mesure
de probabilité P,, : &R+ — [0, 1] telle que le processus canonique X °*™ sous P, soit un processus Markovien
relativement a la filtration canonique (7" )icr.,, de noyaux p(x, dy) et de loi d’entrée v.

Preuve : on fixe v € ./ (E). Pour tout n € N et tous 0 <t <...<t, On pose (i, . t, = V Pty @Dt —t, Q- ..®
Dt —t,_,- Soit k€ {0, ..., n}. En appliquant le lemme 1.1.8 (page 5), il est facile de vérifier que

Ptg,itn (Ao X o X A1 X EX Ay X . X Ap)
= (th0®. . '®ptk_tk—1ptk+l_tk®' . '®pt7z—tn—1)(‘40 X... X Ak,1 XAkJrl X, XAn)
= Mt07“~’tk717tk+1w~wt'ﬂ (A() X... X Ak*l X Ak:+l X... X An)

CAr Pty —t), 1 Pty —ty, = Ptyiq—ty,_, Par I'équation de Kolmogorov-Chapman. Cela montre que les lois pu,, .. ¢,
neN, 0<1t <...<t, sont compatibles. Le théoreme 1.2.14 d’extension de Kolmogorov (page 20) entraine
I’existence de PP, telle que pour tout n €N, pour tous 0<to <. ..,<t,, et tout B € &+,

PV((Xtcoan’ ce ’XtC:n) GB) = (PV ° WE)I )(B) = (tho ®pt1*to®' . '®ptn7tn—1)(B) )

sotn

ce qui implique le résultat désiré. u

Opérateurs de décalage sur I’espace canonique. Un des buts du chapitre est d’établir la propriété de Mar-
kov qui affirme que le processus décalé dans le temps X, . est également Markovien avec les mémes noyaux
Markoviens que X . Pour cela, nous considérons brievement I’opération de décalage dans le temps des proces-
sus.

Définition I1.2.5 (Décalages sur I’espace canonique) Soit (E, &), un espace mesurable. Pour tout tg € R, on
définit 67" ER®+ — ER®+ en posant

Vo = (z¢)er, €E®F, Oie"x = (Ttg+t)tery -

On appelle 07" I’opérateur de décalage au temps Zo. On vérifie facilement que 652}, = 6" o 67", pour tous

to,t1€R+. U
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Lemme I1.2.6 Soient s,t €R . Alors les assertions suivantes sont vérifiées.
(i) (7)) ~HF™) € Ty
(ii) Pour tout t €R,, 052" est (§9R+ &R+ )-mesurable.

Preuve : soientneN, 0<ty<...<t, < set Ag,..., A, €&. On pose C’::{:EEER+ Py, € Ag; ..y T, €
Ay}, qui est un cylindre élémentaire de .#$2" (ou un cylindre antérieurs a s) . Alors

(O5*)7HO) = {2 € E™* : wy14g € Av; -3 Tuge, € An} € Gops C Folh
ce qui entraine le résultat voulu les cylindres élémentaires de . 5" engendrent % 2", Le point (i) se montre
de la méme maniére. n
On introduit le processus de Markov canonique de la maniere suivante.
Définition I1.2.7 Soit (E, &), un espace régulier. Soient (p;(x, dy)).cE,cr, » des noyaux Markoviens conser-

vatifs. On note (P;);cr, , leur semi-groupe associé. On note P,,, 11 € .#(E) les lois introduites au théoréme
I1.2.4. Alors, les objets

(Q= ER+ FM= &9 (T ) rer 5 (X tery s (07 very 5 (Pr)ier, s Py € M0 (E))

forment ce que I’on appelle le processus de Markov canonique associé au semi-groupe (FP;)scr, - (|

I1.2.c Définition compléte des processus de Markov et propriété de Markov (faible).

Par imitation de la définition I1.2.7 des processus de Markov canoniques, on pose la définition suivante des
processus Markoviens, qui permet d’énoncer la propriété de Markov.

Définition I1.2.8 (Processus Markoviens) Soit (E, &), un espace mesurable. Un processus de Markov est la
donnée des objets suivants

(.7 (D)iery; X = (Xo)ier,; (Poiery; Py, p€ 41 (E)) (IL.6)
qui satisfont les conditions suivantes.
(@) (£2,.#) est un espace mesurable et (¢;);cr., est une filtration sur (€2, .%).
(b) X : Q — E®+ estun processus (%;)tcr , -adapté.
(©) (Pt)ier, estle semi-groupe associé a des noyaux Markoviens (p(z, dy))zeE iR, -

(d) Pour toute mesure p € .#,(E), P, est une mesure de probabilité sur (€2, .7) telle que X sous P, a pour
loi s et telle que pour tous s, t € R4 et toute fonction f € Ly(E),

P;L-P-S- E/L [f(XS+t) ‘gt] = PSf(Xt) :

e Convention. Si aucune filtration n’est mentionnée, il est sous-entendu que ¢, =.72(X) =0(X;; s€[0,t]), la
filtration naturelle de X . On rappelle au passage que 2 (X)=0(F#2(X);teRy)=0(X;;t€R,) estla tribu
engendrée par X.

e Notations. Pour tout x € E, on adopte la notation P, := Ps, . De méme on note E;, := E;, I’espérance
associée. Donc P, (Xg=z)=1.

e Opérateurs de décalage. Cette structure n’est pas essentielle mais elle simplifie certains énoncés sur les
processus de Markow.
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(e) Pour tout teR, il existe 6; : 2 — € tel que
Vs, teR4, VweQ, X (01 (w))=Xspt(w) .

Les 0; sont appelés opérateurs de décalage. Notons qu’ici, aucune hypotheése de mesurabilité n’est faite
sur ces opérateurs. Lorsque que le processus de Markov est muni d’opérateurs de décalage, on le signale
en I’ajoutant dans (I1.6). O

Le lemme suivant considere les propriétés de mesurabilité des opérateurs de décalage.

Lemme I1.2.9 On considére un processus de Markov avec les notations de la définition I11.2.8.

(i) Soit Z : Q— R, une v.a. F (X )-mesurable et bornée. Alors, il existe une fonctionnelle F' ER+ 5 R
qui est X%+ -mesurable bornée telle que pour tout w € Q), Z(w)=F ((Xs(w))ser, ) et

Vte Ry, Zoby=F(0;""X) = F((Xtts)ser, ), partout sur . IL.7)
Cela implique que pour tout t ER 1, Z o 0, est F3,(X)-mesurable. D’autre part, cela implique que

Zoby = Z, partout sur ). (11.8)

(ii) Soit s € Ry. Soit Z : Q — R, une vaa. F2(X)-mesurable bornée. Alors, il existe une fonctionnelle
F: E® - R qui est FZE-mesurable telle que (11.7) ait lieu. Cela implique que Z o0y est F2,,(X)-
mesurable bornée et donc que

et—l(y;(X)) C F(X) .

Preuve : montrons d’abord (i7). Soit s € R;. On note &, la classe d’événements de la forme A = {X;, €
Ag;...; Xy, € An} ouneN 0<t)<...<t,<setAy..., A, € & On adonc &, = X_l(%s),
oll G désigne le pi-systemes des cylindres antérieurs a s sur I’espace canonique. On vérifie immédiatement
que & est un pi-systtme tel que () = F2(X). Soit A € F; comme ci-dessus. On pose Z = 14 et
C={xec E® :my,€Ag;...;x4, €Ay} Testclair que C €.F5 est tel que Z = 1¢(X) partout sur §2. Par
le lemme I1.2.6, on a (05*") ~1(C) € Z3% et donc

Z0by = 1(x, \1eho; X, piedn} = Lo(07"X) = Ligean)-1(c) (X)

est #¢ (X )-mesurable. Soit H, I’ensemble des v.a. Z : 2 — R qui sont .72 (X)-mesurables bornées telles
quil existe F': E®+ R, .# " mesurable bornée satisfaisant le fait que pour tout t € R, Zof, soit .#2 1 (X)-
mesurable bornée et vaille F'(6§*"X) partout sur 2. On vérifie que H est un espace vectoriel. On vient de
montrer que 14 € H, pour tout A € ;. 1l est facile de vérifier que H satisfait les propriété sur théoreme ?? de
la classe monotone fonctionnelle (page ??). On en déduit donc que H est I’ensemble de toutes les v.a. #9(X)-
mesurables bornées, ce qui montre (7).

Le point (7) se montre de maniére similaire. Pour montrer (I1.8), on rappelle que ¢5*" est I’identité sur ER+
et on remarque que Zoby=F (657" X)=F(X)=Z. |

Lemme I1.2.10 On considére un processus de Markov avec les notations de la définition 11.2.8. Soit Z: 1 —R,
une v.a. F2 (X )-mesurable bornée. Alors, x € E — E [Z] €R est B(E)-mesurable bornée.
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Preuve : on montre d’abord le lemme pour Z = 1¢(X) o C € ¥ est un cylindre élémentaire de I’espace
canonique ; rappelons qu’il existe n € N, 0 <t <...<t, et Ag,..., A, €& tels que C = {x € E”+ : 2y €
Ag;...;xq, € Ap}. Onadonc

VzeE, EI[]-C(X)] = PI(XEC) = (pto®pt1—to®' : '®ptn_tn71)(aj7 C) :

Or x — (Pt @Pty—t,®- . .@Pt, —t,,_, ) (x, C') est mesurable car py, @pt, —¢, . . .@pt,—t, , est un noyau de £
sur B

On note ensuite H ’ensemble des fonctionnelles F': E®+ — R qui sont &®®+-mesurables bornées telles
que z€ E — E,[F(X)] €R est &-mesurable bornée. On a montré que 1¢ € H, pour tout C'€ €. Il est facile
de montrer que H satisfait les hypothéses du théoreme ?? de la classe monotone dans sa version fonctionnelle
(page ??), qui implique que H est exactement I’espace des fonctionnelles &®®+-mesurables bornées. Cela
permet de conclure car pour toute v.a. Z : Q — R qui est #2 (X)-mesurable bornée, le lemme 11.2.9 (7)
implique qu’il existe F': E®+ — R qui est £&%%+-mesurable bornée telle que Z = F'(X). ]

Nous obtenons ensuite premiere version de la propriété de Markov.
Théoréme IL.2.11 (Propriété de Markov faible) Soit (E, &), un espace mesurable. Soit
(T (D)ier s X = (Xo)ier,: (P)ier, s Py, pe A (E)) |

un processus de Markov. Alors, pour tout t € Ry, pour toute mesure y € M1 (F) et pour toute fonctionnelle
F:ER+ SR qui est EOR+ mesurable bornée, on a

Pop.s. EJF((Xivs)ser.) | %] = Ex[F(X)] . (IL9)

C’est la propriété de Markov faible.
Si le processus de Markov est muni d’opérateurs de décalage (0;)icr,, cette propriété de Markov faible
se reformule comme suit : pour tout t € R, pour toute p € M1 (E) et pour toute va. Z : Q) — R qui est

F(X)-mesurable bornée, on a

Py-ps. E,[Zob,|%4] =Ex,Z]. (I1.10)

Preuve : il est clair que si le processus de Markov est muni d’opérateurs de décalage, le lemma 11.2.9 (i)
montre que (I.9) est équivalente a (II.10). II suffit donc de montrer (I1.9). On commence par considérer des
fonctionnelles de la forme F'(X) := fo(Xy,) ... fu(Xt,), 00 0<to<...<tnet fo,..., fn € Lp(E). Pour cela
on définit ¢y, . .. ¢, € Ly(F) récursivement par

d)n :fTL et Vke{ovvn_l}v d)k :fkptk+17tk¢k+l .

On vérifie tout d’abord que P,,-p.s.

Eu[F(Xer ) |%istn ] = Eu[faXewtn)|%ittn ] ka(Xt+tk)
0<k<n—1
= oot Xerta ) Ponty Fa X)) [T fo(Xirsy)
0<k<n—2

= ¢n1(Xige, ) H Je(Xige,) -

0<k<n—2
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Ici on a utilisé le point (d) la définition II.2.8 des processus Markoviens. En raisonnant de méme, on montre
récursivement que P,-p.s.

E,[F(Xe: )| %] = on(Xuge) [ Fe(Xess,)
0<i<k—1

et finalement E,, [F (Xt ) ’ %} = P,,¢0(X}). Or pour tout = € E, la proposition I1.2.2 implique que
Pt0¢0(x) = Py foPr—tof1- - Ptn*tnﬂfn(x) = E??[F(X)] )

ce qui entraine bien (I1.9) pour F'(X):= fo(Xy,) . .. fu(X4,)-

En choisissant f, = 14,, 0t A €&, 0 <k <n, on a montré que (I1.9) est vérifiée pour toute fonctionnelle
de la forme F = 1¢, avec C € ¥, cylindre élémentaire de I’espace canonique. On note H 1’ensemble des
fonctionnelles F' vérifiant (II.9); on constate facilement que H satisfait les hypotheses du théoreme ?? de la
classe monotone fonctionnelle. Ce théoreme implique alors que H est I’ensemble des fonctionnelles bornée
&®R+ _mesurables, ce qui est le résultat voulu. |

On en déduit la proposition suivante.

Proposition I1.2.12 On considére un processus de Markov avec les notations de la définition 11.2.8. Alors,
pour toute |1 € M1 (E) et toute v.a. Z: Q— R qui est F3,(X)-mesurable bornée, on a

E,[Z] - /E j(dz) B, (7] . (IL11)

Preuve : par (IL.8) au lemme I1.2.9, page 56, Z o6y = Z La propriété de Markov faible (I.10) au temps 0
implique alors que

Pups. Eu[Z|%] =E.[F(Xots)ser. ) | %] =Ex,[F(X)] = Ex,[Z] .

Comme sous P, 1a loi de X est p, en intégrant I’égalité précédente, on obtient (IL.11). ]

I1.3 Propriété de Markov forte.

I1.3.a Définition et propriété de Markov forte.

Le but de cette section est d’étendre la propriété de Markov simple & des temps d’arréts. On renvoie le
lecteur a la section 1.3, page 24, traitant des temps d’arrét en général.

Définition I1.3.1 (Processus de Markov forts) Soit (F, &), un espace mesurable. Soit

(.75 (D)ier.; X = (X)ier,; (Poier,; Pu, n€ A (E)) ,

un processus de Markov au sens de la définition I1.2.8. C’est un processus de Markov fort s’il satisfait les
conditions suivantes.

(a) X est progressivement mesurable relativement & (¥4} );cr i
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(b) Convention pour les temps infinis. Soit 0 € E, qui, sauf mention explicite du contraire ne joue qu’un rdle
arbitraire. Soit X, la v.a. constante 4 9 : X (w) =0, w € 2. Pour tout temps aléatoire T': Q — [0, o],
X7:Q — FE estalors bien défini par

Ywel, XT(w):XT(w)(UJ) . I1.12)

Si le processus de Markov est muni d’opérateurs de décalage (6;)cr. , on suppose également I’existence
de 0 : 2 — Q tel que

VweQ, Vie[0,00], Xi(foo(w))=Xoo(w) . (I1.13)

(c) Pour tout (% );cr, -temps d’arrét T', pour toute fonction f € Ly (£), pour toute mesure p € .41 (E) et tout
seE RJr,

Pups. Eu[lircoo f(Xerr) |9r] = Lircoo) Pof(X1) - (I1.14)

ce qui étend la définition I1.2.8 des processus de Markov. (]

Remarque IL.3.2 On rappelle que T et s + 1" sont des (%;);cr. -temps d’arrét (lemme 1.3.2 (iv), page 25)
et donc X7 et Xy, 7 sont resp. ¥p et Y, p-mesurables, par le lemme 1.3.3, page 26, puisque X est supposé
progressivement mesurable. On rappelle aussi que {T' <oo} €¥%p. O

Théoreme I1.3.3 (Propriété de Markov forte) Soit (E, &), un espace mesurable. Soit
(7 (D)er,; X = (X)ier,; (Poier,; Pu, n€ A (E)) ,

un processus de Markov fort. Soit 0 € E ; on adopte les conventions (b) de la définition I1.3.1. Soit F': E®+ - R,
une fonctionnelle &®®+-mesurable bornée. Soit T, un (%)icr -temps d’arrét. Les assertions suivantes sont
vérifiées.

(i) F((XT+t)teR+) est une v.a. Y.-mesurable bornée.

(ii) Pour toute mesure € M1 (FE),
Pups. Eu[lirco)F(Xrioier, ) |9r] = 1rco Bx, [F(X)] . (IL.15)

Lorsque le processus de Markov est muni d’opérateurs de décalage, la propriété de Markov forte se reformule
comme suit : soit Z : Q@ — R, une v.a. F2 (X)-mesurable bornée; alors Z o Ot est une v.a. Yo-mesurable
bornée et pour toute mesure € M (E),

Pﬂ-p.s. E,u [1{T<oo}Z o 9T } gT] = 1{T<oo}EXT [Z] . (H]6)

Preuve : on observe que (II.16) est strictement équivalente a (I1.15), modulo I’existence d’opérateurs de dé-
calage. Il suffit donc de démontrer (I.15) et on commence par le faire pour une fonctionnelle de la forme
F(X)=fo(Xy) .- fu(Xy,) o0 0<tg<...<tnet fo,..., fn€Ly(E). On vérifie d’abord que

F((XT+t)teR+) = fo(Xeor1) - - fu(Xtpsr)

qui est ¥-mesurable car les v.a. Xy, 17 sont (9, #(E))-mesurables. En effet, t;, + 1" est un (4;):cr . -temps
d’arrét, X est progressivement mesurable relativement a (%;);cg, . par hypothése et par le lemme 1.3.3 qui
s’applique. On définit ensuite ¢q, . . ., ¢, € Lp(E) récursivement par

d)n :fTL et Vke{ovvn_l}v d)k :katk+1—tk¢k+l .
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On vérifie tout d’abord que P,,-p.s. {T'< oo} ={t,—1 + T <oo} €9, ,17. Comme %, 17 C%, ,+r pour
tout k€{0,...,n—1},ona

Ey[Lrcor F (X1t ) | %ri0,y] = YrcoyBulfaXrie)| G, ] [ (X1
0<k<n-—1

= Yrcoot St (X i, ) Pt o X1, ) [ fe(Xrisy)
0<k<n—2

= Yrcoybn1(Xrie,y) [] A(Xrie,) -
0<k<n—2

Ici on a utilis€ le point (c) la définition I1.3.1. En raisonnant de méme, on montre récursivement que P,-p.s.

By [Lrco} F (X0t ) | 9rin] = Vrcoyou(Xrgr,) ] Ae(Xrie,)
0<0<k—1

et finalement E, [1ir o} F (X74.) |9r] = Piy¢o(X7). Or pour tout z € E, la proposition 11.2.2 implique
que

Pto(bO(x) = PtofOJDtl—tofl s -Ptn—tn71fn($) = Ex[F(X)] )

ce qui entraine bien (I.15) pour F(X)= fo(X¢,) - - - fu(X4,)-

On passe au cas général par un raisonnement de classe monotone. On rappelle que ¥ désigne I’ensemble
des cylindre élémentaires de E®+. En choisissant fj, = 14,,0u Ay €&, 0<k<n,onamontré que (%) et (i)
sont vérifiées pour toute fonctionnelle de la forme 15, avec B € 4. On note H I’ensemble des fonctionnelles
F: E®+ R &%%+_mesurables bornées et qui satisfont (i) et (ii). On a montré que 15 € H, pour tout B€%.
On vérifie facilement que H satisfait les hypotheses du théoréme ?? de la classe monotone fonctionnelle qui
entraine alors le résultat voulu. n

IL.3.b Un critere impliquant la propriété de Markov forte.

La définition des processus de Markov est trop générale car elle n’exclut pas certains processus patholo-
giques tels que le cas d’une famille de v.a. (X¢)¢ecr, i.i.d. de loi p. Et il n’est pas envisageable est de déduire
sMarkov forte de Markov faible sans faire des hypotheses restrictives. Le probleme de lire directement sur
le semi-groupe la propriété de Markov forte est délicat : nous nous contentons de I’énoncé (suffisant pour le
reste du cours) qui utilise I’hypothese (H) introduite a la définition I1.1.13, page 48, et qui est satisfaite par les
semi-groupes de Feller et de Feller-Dynkin (voir la proposition II.1.14, page 49).

Théoréme I1.3.4 (Critere Markov fort) Soit F, un espace topologique métrisable séparable. Soit
(. F; (D)ier,; X = (Xi)ier,; (Poier,; Pu, p€ 4 (E)) ,
un processus de Markov. On fait les hypothéses suivantes.

(a) Le processus X est continu a droite.

(b) Son semi-groupe satisfait I’hypothese (H) (voir la définition I1.1.13, page 48).

Alors, le processus est fortement Markovien par rapport a la filtration continue a droite (4 )R, -
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Preuve : comme X est cad et (%)scr, , il est progressivement mesurable par rapport a (%;);cr, et donc
également par rapport a (%1 )icr., par le lemme 1.2.22, page 24. 1l suffit de montrer que pour toute mesure
pE A1 (E) et pour tout (% );cr, -temps d’arrét T on a :

Vf e Lb(E), VseRy, Pu-p.S. EM [1{T<oo}f(Xs+T) }gT—i-] = 1{T<oo}Psf(XT) . I1.17)

On se donne L et &2 comme dans la définition I1.1.13 de ’hypothese (H) et on commence par montrer (I.17)
pour f € L. Pour cela, on pose T;, :=2"[2"T"], pour tout n € N. On remarque que T = oo ssi T}, = 0o et que
T, |} T partout sur §2. Soit A€ ¥r. On pose

up(f) = Eu[lAﬂ{T<oo}f(Xs+Tn)] .

La continuité a droite de X et la continuité de f impliquent, par convergence dominée, que lim,, u,(f) =
un(f) = Bu[lanir<cc}f(Xsi7)]. Par ailleurs, on vérifie que

un(f) = Z E, [1an{k—1)2-n<r<k2—n} f(Xsiha-n)] -
k>1

car ) ;-1 Ey [IAQ{(k_1)2_1L§T<k2_n}|f(Xs+k2_n)H =u(]f]) < ||fllcc < 0, et on peut utiliser I’interversion
série-espérance L'. La définition 1.3.4 (a) de %, (page 26) implique que A N {T < k27"} € G9-». Comme
{(k=1)27" < T} €9j_1)2-—» (car le complémentaire {7 < (k—1)27"} € 4;,_1)2-n, par le lemme 1.3.5 (i),
page 26),ona AN {(k—1)27"<T <k2™ "} €¥},5—n. Par définition des processus de Markov on a donc

Pu-pss. Eu[Langi-1)2-n<rko—n}f(Xspho-n) | Gho—n | = Lange1)z—n<r<nz—n} Psf (Xpa—n) .
En intégrant sous P,, cette égalité et en sommant on obtient donc
un(f) = Z Eu [1Am{(k71)2*n§T<k2*n}Psf(XkQ*”)} = Eu [1AQ{T<OO}PSf(XTnﬂ :
k>1

Puisque P f est continue bornée, la continuité a droite de X entraine par convergence dominée que
Eu[lAm{T<oo}f(Xs+T)] = nlglolo un(f) = Eu [1AO{T<OO}PSf(XT)] : (IL.18)

On étend (I1.18) a toutes les fonctions de Ly(F) par un raisonnement de classe monotone : on note H
I’ensemble des fonctions de Ly (F) satisfaisant (I1.18). En utilisant I’hypothese (b) et la convergence monotone,
on montre facilement que H contient les fonctions de la forme 1 4, A € &2. On vérifie également que H satisfait
les autres hypothéses du théoréme ?? de la classe monotone fonctionnelle, ce qui entraine que H = Ly(E) et
donc (I1.17). |

I1.4 Propriétés de Markov relativement aux filtrations augmentées.

II.4.a Markov faible relativement aux filtrations augmentées, loi du 0-1 de Blumenthal.

Comme déja mentionné dans la section 1.3.b au chapitre I, page 28, I’emplois de temps d’arrét est facilité
par l'utilisation de filtrations augmentées. Les deux prochaines sections détaillent les conséquences de cette
complétion du point de vues des propriétés de Markov (faible et forte). On rappelle tout d’abord les notations
suivantes : soit (F, &), un espace mesurable et ;1€ .#,(E) ; on note .4, la classe des ensembles p-négligeables
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et on note &* := o(&,.4},), la tribu p-complétée. On rappelle ici la définition de la tribu des universellement
mesurables associée a & :

M= () &*.
neM (E)

On a clairement & C &"™ C &*, pour toute mesure 4 € .71 (E). Dans le cadre des processus de Markov, la
définition suivante précise le terme de "complétion des filtrations" .

Définition I1.4.1 (Augmentation des filtrations, hypotheses habituelles) Soit E, un espace mesurable. Soit
(7% (9 )ier, s X = (Xo)ier,: (Po)iery; Pu, pe A (E)) (I1.19)

un processus de Markov. Dans la suite, le symbole "0" est employé pour signaler le caractere "brut" de la
filtration. On rappelle que .72 (X) = o(Xs; s €0, t]) désigne la filtration naturelle de X.

(a) Pour toute p € .#1(E), on note Ap, les P, -négligeables de (£2,.%). Pour simplifier les notations, on
pose F:=(F°)Pr=c(Np,, F°),

G = (G = o(Mp, ) et F(X):= (FX)Pr =o(Sp,, F(X)).
qui sont resp. les P,-complétions de ¥ et de .7 (X).

(b) L'augmentation de F°, de (9°)icr, et de (F£(X))ier, sont définies par

F= () F", %= ()9 e FX)= ) FX). (I1.20)
neM (E) neM (E) peM (E)
On continue de noter P,, I’extension (unique par le théoréeme ??, page ??) de P, a 7.
(c) Dans le contexte des processus de Markov, la filtration (¥°)cr, satisfait les hypothéses habituelles si

G0 =% =%, pourtout t cR, ot (%;);cr, est ’augmentation de (¥4;°);cr, définie au (b). O

Remarque I1.4.2 On reprend les notations de la définition 11.4.1 qui précéde. Le lemme 1.3.14 (4), page 33,
implique que

Gp= () oM, 9%) et Fp(X)= () o(Mp,, FL(X)). (IL21)
peM(E) peM (E)
On voit de plus que (%1 )icr, et (F14(X))ier, satisfont toujours les hypothéses habituelles. O

Lemme IL4.3 Soit X, un (9°)r, -processus de Markov avec les notations de (11.19) de la définition 11.4.1 : F,
(G)ter, et (F1(X))ier.. sont les augmentations habituelles de resp. F°, (9 )ier., et (F¢(X))ier, définies
par (11.20). Alors,

(.7 (D)er.; X = (X)rer,; (Poier,; Pu,ne #(E)) ,

est également un processus de Markov. L’existence d’opérateurs de décalage ne pose aucun probléme dans
cette extension.

Preuve : comme ¥° C %, X est (4)tcr, -adapté. La preuve est une simple conséquence du le lemme 1.4.7,
page 38 : soient pe.#1(E), f€ Ly(E) et s,t €R, ; comme ¥4° C¥4, C¥Y/}',ona

P.ps. Eu[f(Xirs) | %] = Bu[f(Xiss) |9°] = Pof(Xe)
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ce qui montre le lemme. |

Le théoreme suivant montre que la propriété de Markov peut avoir lieu pour des fonctionnelles % (X)-
mesurables bornées — et non pas seulement pour des fonctionnelles . %3, (X). Cette extension de la propriété de
Markov n’est pas un détail : elle a des conséquences importantes telles que loi du 0-1 de Blumenthal. On note
que dans I’énoncé ci-dessous, les opérateurs de décalage jouent un rdle tres pratique.

Théoreme I1.4.4 (Propriété de Markov simple pour les fonctionnelles augmentées) Soit F, un espace mesurable. Soit

(7% (9 )ier, s X = (Xo)ter,: (00)ter, : (Pier,; Py, pe t(E))

un processus de Markov muni d’opérateurs de décalage. Soient F, (%;)er, et (F(X))ier,, les augmenta-
tions de resp. F°, (9°)icr,, et (F(X))ier, . Alors, les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) Pour toute v.a. Z : Q — R qui est F,(X)-mesurable bornée, I’application x € E — E,[Z] € R est
E"™ _mesurable, o &™™ est la tribu des universellement mesurables associée a &.

(ii) Pour tous s,t R, 0, (Fs(X)) C Fogu(X) et by est (Foo(X), Foo(X))-mesurable.

(iii) SoientteRy, p€ M (F) et Z: Q—R, Foo(X)-mesurable bornée. Alors Z o0, est Foo(X)-mesurable
et
P,ps. E,[Zo6;|%4] = Ex,|Z].

(iv) En particulier, en conservant les notations ci-dessus, on a
P,-p.s. Zoby=2 et E,[Z] :/u(dm) E.[7] . (I1.22)
E

Preuve : on fixe u €., (E). On montre d’abord () et (iv) Soit Z: Q— R, une v.a. %, (X )-mesurable bornée.
Soit p € 4 (E). Comme F o (X) C F5(X), le théoreme ?? (page ??) montre qu’il existe Z1, Zo : Q — R,
deux v.a. .Z#3 (X )-mesurables bornées telle que Z; < Z < Z3 partout sur 2 et telles que E,[7,] =E,[Z5]. Par
(HS), lemme 1129, page 56, Zl 090 = Zl donc Z1 090 = Z1 < ZO@O < ZQ = Z2 ] 90. Donc |Z0007Z| < ZQ*Zl.
On obtient donc E,[|Z o y— Z||=E,[Z3] —E,[Z1] = 0, ce qui prouve la premiere égalité de (I1.22).

Par ailleurs, pour tout i € {1, 2}, le lemme I1.2.10, page 56, affirme que z € E — E [Z;] € R est &-
mesurable et par la proposition I1.2.12, page 58, B, [ Z;] = [, p(dz)E,[Z;). Or By [ Zo]—Ey[Zo) =By [ Z1—Z5) >
0.Donc [, u(dz) (Eg[Za]-E4[Z5]) = Eu[Z2]-E,[Z1] = 0. On en déduit donc que pour ji-presque tout = €
E.[Z5]=E.[Z5]. Or pour tout x € E, E,[Z,] <E[Z] <E[Z5]. Donc x — E,[Z] coincide p-presque partout
avec une fonction &-mesurable. Cela montre que z — E;[Z] est &£#-mesurable et comme cela est vrai pour
toute mesure ;1 € .#1 (E), cela entraine (¢) immédiatement. Cela montre également que

[ tan)Ba(2)= [ o) B.1Z) = B,12) = B2
ce qui prouve la seconde égalité de (I1.22), ce qui termine la preuve de (iv).

Montrons (ii) et (i74) en méme temps. On fixe t € Ry et s € [0, 00]. Soit Z : Q@ — R, une v.a. Fs(X)-
mesurable bornée. On note v := ppy, qui est la loi de Xy sous P,,. Comme .74 (X) C .#Y(X), le théoréeme ??
(page ??) montre qu’il existe Y7, Y2: @ — R, deux variables .#2 (X )-mesurables bornées telles que Y1 < Z <Y»
partout sur Q et telles que E, [Y1] =E,[Y2] =E,[Z]. Or P,-p.s. Ex,[Y2] —-Ex,[Y1] = Ex,[Y>—Y1] > 0. Par
définition de v et par (IL.11) au lemme I1.2.12, page 58, on a E,, [Ex, [Y2] —Ex, [V1]] = E,[Y2] — E,[Y1] = 0.
Comme Ex, [Y1]|<Ex,[Z] <Ex,[Y2], on obtient

P,-ps. Ex,[Y2] =Ex,[Y1] =Ex,[Z]. (IL.23)
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Pour ¢ € {1, 2}, le lemme 1.4.7, page 38 et la premiére version de la propriété de Markov faible du théoréme
I1.2.11, page 57, impliquent alors que Y;o6; est .#2, (X )-mesurable et que

P,ps. E,[Yio0|%] =E,[Yio0:|%9°] = Ex,[Yi] . (I1.24)

Donc E,[Yi06;] =E,[Y200;]. Or Y1060y < Z o6y < Ys00,. Par conséquent, P,,-p.s. Zob, =Y200, =Y;00, et
Zob est ZL'\,(X)-mesurable. Comme cela est vrai pour toute mesure y € .4 (E), cela prouve que Zo0; est
Fs41(X)-mesurable, ce qui prouve (ii). Pour montrer (¢i), on garde les méme notations et on choisit s = co;
(I1.24) entraine alors que P,-p.s.

Ex, [Yi] =E,[Yi00, | %] <E.[Z06; |4] <E,[Y200, | %] =Ex,[Ya]
et (I.23) implique (#i7), ce qui termine la preuve du théoréme. |
En application, on montre la loi du 0-1 de Blumenthal qui s’énonce comme suit.
Théoréme I1.4.5 (Loi du 0-1 de Blumenthal) Soit (E, &), un espace mesurable régulier. Soit
(9. 7% (9 )ter s X = (Xe)rer,: (Pr)ier,; P, n€ M1 (E))
un processus de Markov. Soit (F(X))icr,, ’augmentation de (F(X))cr. . Alors,
VezeE, VBe %#y(X), Pi(B)= Ooul.

Preuve : donnons une preuve lorsque le processus est muni d’opérateur de décalage (0;);cr., : soient x €
et B € %y(X). Par (I1.22) au théoréme 11.4.4, page 63 implique que P,-p.s. 15 = 1g06y. La propriété de
Markov simple étendue aux fonctionnelles augmentées (théoreme I1.4.4 (iii), page 63), implique alors que P
p.s. 1=E;[15|%]|=Ez[15%00|%|=Ex,[15]| =P (B) car P,-p.s. Xo==z.Onadonc P,-p.s. P,(B)=15,
ce qui implique le théoréme.

Nous donnons une seconde preuve, se passant des opérateurs de décalage. On commence par traiter le cas
d’ensembles A € .75 (X) = o(Xp) : il existe donc f : E — {0,1}, Z(F)-mesurable telle que 14 = f(Xo)
par tout sur 2; et alors P,-p.s. 14 = f(z), ce qui implique que P, (A) = f(z) € {0,1}. Soit B € .%y(X);
comme ’ensemble B est dans la tribu P -complétée .#§(X), le théoreme ?? (page ??) implique I’existence
de By, Bo € #J(X) tels que By C BC By et P, (B1) =P, (B)=P,(Bs). Or pour i € {1, 2}, on a montré que
P,(B;) € {0,1}, ce qui permet de conclure. |

Une application non-triviale de cette loi du 0-1 est donnée plus loin. On montre tout d’abord un résultat
montrant la continuité a droite des filtrations naturelles augmentées — modulo une hypothese essentielle.

Théoréme I1.4.6 (Régularité a droite des filtrations naturelles augmentées) Soit E, un espace mesurable. Soit
(Q; T, (gto)teRJr ; X = (Xt)t€R+§ (Pt)teR+§ Pu, pe //1(E)) )

un processus de Markov. Soit (F(X))icr,., I'augmentation de (7 (X))iecr, . On suppose que X est Marko-
vien relativement a (F¢, (X))icr, - Alors,

Vue.M(B), WeRy, Fl(X) = FHX)

et donc F, (X) = F4(X), c’est-a-dire que (F(X))er, satisfait les conditions habituelles.
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Preuve : soient p € .#,(E) et Z: Q—R, .Z#2 (X)-mesurable bornée. On montre d’abord que
P,-ps. E,Z|7.(X)]=ELZ|F(X)]. (IL.25)

Preuve de (I1.25) : on considére d’abord des fonctionnelles de la forme Z = F(X) = fo(Xy,) - .- fu(X4,),
ol 0<ty<...<tpet fo,..., fn € Lp(F). On observe que si t > t,, le résultat est évident. Supposons que
t <t <tpy1. Onpose G(X) := f( Xy, —t) - [(Xtn—t) et H(X):= f(Xy) ... f(Xy,). La variable H(X)
est .#(X)-mesurable et donc .2, (X)-mesurable et Z = H(X)G(X;y.). Comme X est Markovien pour
(F)ter,,. et pour (F£, )icr., , la propriété de Markov simple pour ces deux filtrations donne

Pups. Eu[Z|72(X)] = H(X)E,G(Xi )7 (X))
= HX)Ex,[G(X)] = H(X)E,[G(Xiy )7 (X)] = Eu[2]70(X)]
ce qui implique le résultat voulu pour des fonctionnelles Z de la forme fo(Xy,) ... fn (X4, ). Un raisonnement
de classe monotone (facile et donc laissé au lecteur) permet d’étendre ce résultat a toutes les fonctionnelles
F2 (X )-mesurables bornées (qui, on le rappelle, sont toutes de la forme F'(X), avec F: ER®+ — R, &&R+.
mesurable bornée, car .#2 (X ) =0(X)). Cela montre (IL.25). On termine la preuve du théoréme comme suit :
soient y1 € #1(F) et B € %P, (X); en choisissant Z = 1p dans (IL25), on a P-p.s. 15 = E,[15|.%72(X)],
ce qui implique que B € .7}*(X). Donc .#2, C .Z#}'(X); si on note 4p, les P,-négligeables de (€2,.7), on
ao(Mp,, ) C.F(X). Orle lemme 1.3.14 implique que .7/, (X) =y, F4/(X) =0 (Ap,, F2(X)).
Cela montre que .Z/, (X) C.#/'(X), ce qui implique trivialement .7/, (X) = .7/ (X). [ ]

En application de la loi du 0-1 de Blumenthal et du théoreme précédent, on prouve la proposition suivante.
On rappelle la définition I1.1.13 de la I’hypothese (H) ; page 48.

Proposition 11.4.7 Soit E, un espace topologique métrisable séparable. Soit X un processus de Markov a
valeurs E. On fixe 0 € E et on note X, la v.a. constante a 0. On fait les hypothéses suivantes.

(a) Le processus X est continu a droite.
(b) Son semi-groupe satisfait I’hypothése (H) (voir la définition 11.1.13, page 48).

On note (F(X))ier, 'augmentation de la filtration naturelle F(X))icr. . Alors les assertions suivantes
sont vérifiées.

(i) Pour toute mesure ji € M\(E), et tour t € Ry, F/'(X) = FL(X) et donc Fy(X) = F(X) et
(Z1(X))ter,, qui satisfait les hypothéses habituelles. De plus X est fortement Markovien relativement
a (F(X))ier, et comme Fo(X)=%0(X), la loi du 0-1 de Blumenthal s’énonce comme suit

Ve e E, VAe %4+ (X), P,(A) e {0,1}.

(ii) Soit B€ AB(FE). Le premier temps de retour en B est noté : Tg =inf {t >0: X;€ B} (avec la convention
inf 0=o00). Soit x € E. Alors, on a ’alternative suivante :

— ou bien P,(T} =0)=1, et x est dit régulier pour B,
— ou bien P, (T} =0)=0, et x est dit irrégulier pour B.
(iii) Pour simplifier on pose H, = E\{m} =inf {t >0: Xy # x} (avec la condition inf () = co). Alors, pour
tout x € E, il existe ¢, € [0, 00| tel que

VtER,, Py(Hp>t)=e %!,

o0

avec la convention e=*°:=0. Si le processus X est continu, alors on a l’alternative suivante :
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— ou bien q; =0 et Py-p.s. le processus X est constant a x,

— ou bien g, =00 et P, (H,, =0)=1, et x quitte instantanément son point de départ.

Preuve : le lemme I1.4.3, page 62, nous assure que X est Markovien par rapport I’augmentation (.7;(X)):er,,
et le théoreme I1.3.4 nous assure que X est alors un Markov fort relativement a (% (X));cr . Mais le théo-
reme I1.4.6, page 64, montre que #(X)=.%;4(X), t € Ry, ce qui prouve (7).

Le fait que X soit fortement Markov par rapport a (.%;(X));cr, implique qu’il est progressivement mesu-
rable par rapport a cette filtration et le théoreme du "Début" montre que T est un (F;(X))icr, -temps d’arrét.
Donc {T =0} € Z(X) et laloi du 0-1 de Blumenthal (théoreme I1.4.5) entraine (i7).

Pour toute trajectoire y = (y;)¢cr » on pose H,(y) =inf{t>0 : y; #x}, avec la convention inf () =occ. On
remarque alors que si H, >t, alors, X; =x et H, =t + H,(X,+.). En appliquant la propriété de Markov, on a
donc pour tous s, t€R,

Pops. Eo[Lg, i Fe(X)] = Bo[lim,silim, (x> Z4(X)]
L >nEx, L, sy) = L, > Po(He > 5).

En intégrant sous P, cette égalité on montre que P, (H, >t + s) =P, (H, > t)P,(H, > s). Il est facile de
voir que s’il existe to >0 tel que P, (H, >ty) =0, alors P,(H, >t)=0, pour tout t € R .. Supposons que ce ne
soit pas le cas, on pose alors f(¢) = — log P,(H; > t), on constate que f est bien définie, positive, cad et que
f(s+t)=f(s) + f(¢), pour tout s, t € R.. Cela implique que f est linéaire, c’est-a-dire qu’il existe ¢, € Ry
tel que f(t)= gyt etdonc P, (H, >t)=e %! teR,.

Si X est continu et si H; < oo, alors la continuité a gauche implique que Xy, =z et aussi Hy(Xp, 1) =0.
En appliquant la propriété de Markov forte en H,, on a

Pops. 0=Eq[liy, coorr, (X, )50} 1. (X)] = 1, <o) Pu(Hy > 0) .
Donc P, (H, < o0)P(H, >0)=0. Si P, (H; < o0) >0, alors P,(H,; >0)=0 et donc P,(H, =0)=1. Si
P, (H;<o00)=0,on a donc P,-p.s. H, =00, ce qui implique que X est constant a . ]
II.4.b Markov forte pour les fonctionnelles augmentées. Quasi-continuité a gauche.

La propriété de Markov forte pour les filtration augmentées. Modulo la continuité a droite des filtrations,
I’extension de la propriété de Markov forte aux filtrations complétées se prouve de la méme maniere que la
propriété de Markov simple.

Théoreme I1.4.8 (Propriété de Markov forte pour les fonctionnelles augmentées) Soit I, un espace mesurable. Soit

(Q; F; (%0)t€R+;X = (Xt)teR+5 (et)t€R+§ (Pt)teR+;PmM€//f1(E)) )

un processus de Markov muni d’opérateurs de décalage. Soient (4;)icr, et (F(X))ier,, les augmentations
de resp. (99)icr, et (FP2(X))ier,. On suppose que X est fortement markovien par rapport & (99, )ier., -
Alors, les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) X est fortement Markovien par rapport a (94 )ier, (qui satisfait les hypothéses habituelles).

(ii) Soit Z: Q—R, une v.a. Foo (X)-mesurable bornée. Soit T, un (%, )icr . -temps d’arrét. Alors
147 <o0y Z 0O est une v.a. Go-mesurable bornée.
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(iii) Soit Z : Q2 — R, une v.a. Fo(X)-mesurable bornée. Soit T', un (9 )icr. -temps d’arrét. Alors, pour
toute mesure p € M1 (E),

Pup.s. Eu[lyrco} Zo0r |9ry] = Lirco)Ex,[Z] . (I1.26)

Preuve : puisque X est fortement Markovien par rapport a (¢4, );cr, , il est progressivement mesurable par
rapport a cette filtration. Comme %2 C %, X est également progressivement mesurable relativement a
(%4 )ter, - Il est par ailleurs clair que (%4 )¢cr, satisfait les conditions habituelles.

On fixe T', un (% )icr, -temps d’arrét. Le lemme 1.3.3, page 26, implique que X7 est 47 -mesurable.
On fixe p € .#1(E). Alors, T est également un (4}, );cr, -temps d’arrét. Le lemme 1.3.15, page 33, implique
I’existence d’un (¥, );cr, -temps d’arrét noté de 7, tel que

P,(I°=T)=1 et 9 =o(Mp,, G%). (IL.27)

On fixe s€ R et f € Ly(E). Ce qui précede implique que P,,-p.s. 1oy f(Xsi1) = Lypocoot f(Xsyro) et
X7=X7o.Onadonc P,-p.s.

Eu[Lrcoo)f (Xsir) [9r4] = Eu[lzocoo) f(Xsiro)
= E,u[lrocoo) f(Xstro)
= L{pocoe) Psf(X10)
= L{rco} Psf(XT)

ol on a utilisé le lemme 1.4.7, page 38, pour justifier les égalités des deux premieres lignes et la propriété de
Markov forte relativement a (%, );cr+ pour la troisieme. Cela termine la preuve de (3).

Le reste de la preuve est proche de celle du théoreme I1.4.4 : montrons (i), avec les méme notations que
ci-dessus. Notons v la loi de X7 sous P, qui par (IL.27), est aussi la loi de X7o sous P,. Soit Z : Q@ —
R, une v.a. % (X )-mesurable bornée. Comme % (X) C ZFX(X), le théoréme ??, page ??, montre qu’il
existe Y1,Ys : © — R, deux variables .Z2 (X )-mesurables telle que Y7 < Z < Y5 partout sur € et telles que
E,[Y1] = E,[Y2] = E,[Z]. On a donc P,-ps. Ex,[Yo] —Ex,[Y1] = Ex,[Yo—Y1] > 0. Par définition de
v et par (IL11) au lemme I1.2.12, page 58, on a E,[Ex,[Y2] — Ex,[Y1]] = E,[Y2] — E,[Y7] = 0. Comme
Ex,[Y1]<Ex,[Z] <Ex,[Y2], on obtient P,-p.s. Ex,[Yi]=Ex,[Y1]=Ex,[Z]. Puisque X70 = X7 P,-ps.,
on obtient

Y1y
%]

Vie{1,2}, Pups. Ex,[Yi]=Ex,.[Yi]=Ex,[Z] = Ex,.[Z]. (I1.28)

Pour i € {1,2}, le lemme 1.4.7, page 38, et la premiere version de la propriété de Markov forte au théoréme
I1.3.3, page 59, (relativement a (9, )¢cr, et pour le temps T°°) impliquent alors que Y;oflro est &3 -mesurable
et que

Pups. Eu[lirocs}Yiolro | o(AMp,, %P0y )] = Eu[lireccn}Yiolro |90, | = LirocooyExyoYi] -

Or par (IL.27), P-p.s. 17000} YioOro = 1o 00y YioOr, X1 = X0 et %}ﬂr =0(AMp,, %70, ). On obtient donc
Pu-p.s. By [LircooYiolr | 90| =Eu[Lirco} Yiolr | 90, | =11 <o) Ex, [Yi] = Lir<c o0t Ex, [Z] (11.29)

ou on a utilisé le lemme 1.4.7, page 38, pour jusitifier la premiere égalité et (II.28) pour justifier la dernicre.
Tout d’abord (I1.29) entraine que Eu[l{T@o}Yl o O7] :Eu[l{T@o}Yz o fOr]. Comme Yy 0 p < Zofp<
Y2007, on en déduit que P,,-p.s. 1{T<oo}209T = 1{T<00}Y2 of7 et donc Zobr est Y% -mesurable. Comme cela
est vrai pour toute mesure p € .#1(FE), cela prouve que 1ip. .17 o O est Y-mesurable, ce qui prouve (7).
Cela implique également que P,-p.s. E,, [1{T<OO}}/1'09TW %T+ﬁ =E, [1{T<oo}209T | %TJJ, ce qui implique
(4i1) par (I1.29). |
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Définition I1.4.9 (Quasi-continuité a gauche) Soit E, un espace topologique métrisable séparable. Soit

(Q;ﬂ\; (gt)teﬂh_;X = (Xt)teR+; (Pt)teRJr;Pu,MG///l(E)) )

un processus de Markov fort. Il est dit quasi-continu a gauche sur R relativement a la filtration (%;)icr., si
pour toute suite croissante de (%)teR+ -temps d’arrét T;, <7}, 1, n €N, si on pose T":=sup,,cn 15, alors on a

Ve A (E), Py-ps.sur {T < oo} ILm X1, =Xr .

On rappelle que 7" est un (%;);cg., -temps d’arrét, par le le lemme 1.3.7 (i), page 28. (]

Bien que cela ne soit pas mentionné dans cette définition, la quasi-continuité a gauche implique une certaine
régularité du processus, notamment, pour tout ¢ € |0, 00| et pour toute mesure p € .#;(E), P,-p.s. X admet
X pour limite & gauche en ¢, c’est a dire que le processus est stochastiquement continu au sens de la définition
suivante.

Définition I1.4.10 (Continuité stochastique) Soit F, un espace topologique. Soit (2, %, P), un espace de pro-
babilité. Soit X = (X¢)ier, : Q — ER+ un processus (., B(F)®®+)-mesurable supposé cadlag. 1l est dit
stochastiquement continuen t R sous P si P(X;_=X;)=1. O

Le théoréme qui suit donne un critere sur un processus de Markov (faible) pour qu’il soit un processus de
Markov fort relativement a la filtration continue a droite associée a 1’augmentation de la filtration de départ et
aussi pour qu’il soit quasi-continu a gauche. On rappelle la définition I1.1.13 de la I’hypothese (H), page 48.

Théoreme I1.4.11 Soit E, un espace topologique métrisable séparable.
(Q; F°% (D) ier,; X = (Xi)ier,; (Poier,; Pu, n€ 41 (E)) ,

un processus de Markov. Soient 7, (%;)icr.. et (F4(X))ier,., les augmentations de resp. F°, (9°)cr. et
(FL(X))ier,.- On fixe D€ E et on note X, la v.a. constante a 0. On fait les hypothéses suivantes.

(a) Le processus X est continu a droite.

(b) Son semi-groupe satisfait I’hypothese (H) (voir la définition I1.1.13, page 48).
Alors, les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) PourtoutteRy, F(X) = Fp(X).

(ii) X est Markovien fort par rapport a (9 )icr, et (F1(X))iecr,, qui satisfont les conditions habituelles.
Si le processus de Markov est muni d’opérateurs de décalage, il satisfait la propriété de Markov forte
pour des fonctionnelles F, (X )-mesurables.

On fait I’hypothese supplémentaire suivante.
(a’') Le processus X est cadlag.
Alors :

(iii) X est quasi-continu a gauche sur R relativement a (94 )ier, et

vt€R+7 VME%l(E), PH(Xt_:Xt):l .
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Preuve : il est clair que X est Markovien par rapport a (.%#(X)):cr, - On applique la proposition I1.3.4, qui
montre que X est fortement Markovien par rapport a (42, );cr. et (F£, (X))ier., - Le fait que X soit fortement
Markovien par rapport a (%, (X))cr, permet d’appliquer le théoréme I1.4.6 et on a .7 (X) = .7, (X). Le
théoréme I1.4.8 qui précede implique ensuite (¢) et (¢7).

Montrons (4ii) : on suppose (a’). Soit (T},)nen, une suite de (%4 )¢k, -temps d’arrét tels que 7}, < Tj,41,
n € N. On pose T :=sup,,cy Ir, qui est un (¥4 );cr, -temps d’arrét (proposition 1.3.7, page 28). On suppose
d’abord que T' < oo, partout sur €2 et on définit les deux événement A:={IneN: T, =T} et B=Q\A=
{VneN: T, <T}, qui appartiennent clairement & &,,. On rappelle que X est cadlag et on pose

VtER), VweQ, Yy(w):=Xp)p(w)siweA et Yy(w):=X(pe)4y-(w) siweB.
On vérifie que Y; est (9, Z(E))-mesurable. Comme T est fini et X est cadlag, alors partout sur €, on a

VteR,, lim Xp =Y, et limY;=Xy. (I1.30)
nmee =0

On se donne L et & associés a 1’hypothese (H) (définition I1.1.13, page 48). On fixe p € .#1(F). Soient
f, g€ L. Par (I1.30) et par convergence dominée, on obtient tout d’abord :

lim lim B, [f (X7, 14)9(Xr,)] = im B[f(V1)g(Y0)] = Ep[f(X1)g(Y0)]- (IL31)
t>0 t>0

La propriété de Markov forte au temps 7}, implique également que

P.ps. Bu[f(X1,40)9(X1,)|%r,+ | =9(Xr,) P f(XT,) (IL.32)

(on rappelle que 7}, < co partout sur £2) et donc on a

Eu[f(X1,+0)9(X1,)] = Bu[Pif(X1,)9(XT,)] -

Or pour tout ¢t € Ry et tout z € E, la continuité a droite de X et le fait que P,(Xo = z) = 1, implique
que P,-p.s. limy9 Xy = . Comme f € L C Cy(E), par convergence dominée on a lim;o P.f(z) =
limy_0 E;[f(X¢)] = f(z), pour tout x € E. De plus, comme P, f € Cy(E), on a lim, o P, f(X1,) = P.f(Y0)
et par convergence dominée, on obtient

lim Tim B, [P, (Xr,)g(Xx,)] =lm B[P.F(¥0)g(¥0)] = Bu[7(%o)a(¥)],

t—0 n—oo
t>0 t>0

ce qui, combiné avec (I1.32) et (I1.31) implique

Vf,geL, Eu[f(Xr)g(Yo)] =E.[f(Yo)g(Yo)] - (I1.33)

On note 2={BxC; B,C € %(FE)}, qui est un pi-systtme sur £? en gendrant Z(E)%?. Soit Bx C € 2. Par
I’hypothese (b), il existe, f,, g, € L, n € N, positives croissantes convergeant respectivement vers 1p et 1¢.
Alors, en appliquant (IL.33) a (f, g) = (fn, gn), et par convergence monotone, on obtient E,[1pc (X7, Yp)| =
E,.[15xc(Y0,Y))]. On note ensuite H ’ensemble des fonctions F' : E? — R, 2(E)®?-mesurables bornées
telles que

E,[F(X7,Y0)] = EL[F(Yo,Y0)] - (I1.34)

Il est clair que H est un espace vectoriel. On a montre que pour tout D € 2, 1p € H. Le théoréme de conver-
gence monotone implique facilement que H est stable par limite ponctuelle croissante de suites de fonctions
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uniformément bornées. Autrement dit, H satisfait le théoreme ?? de la classe monotone, version fonctionnelle
(page ??); ce théoreme montre que H = Lb(EZ) et donc (I1.34) est vérifiée pour toute fonction F: E? — R,
2#(E)%?-mesurable bornée.

On pose A := {(x,z);z € E}, la diagonale de E?. C’est un ensemble fermé de £2, muni de la topologie
produit. Donc A € (E?). Comme E est métrisable séparable, Z(E?) = %(FE)®? et on peut appliquer (11.34)
aF=1x:

P,(X7r=Yy) =E, [1A(XT, YO)] =E, [1A(Yb, YO)] =P,(Yo=Yp) =1,

ce qui montre bien que P,,-p.s. Yy =lim,, o X7,, = X7, dans les cas ol T" < co partout sur 2.

On passe au cas général en remarquant que pour tout p € N, p A T}, est un (% );cr, -temps d’arrét tel
que sup, p A T;, = p AT < oo partout sur €. Ce qui précéde implique alors que P,-p.s. pour tout p € N,
limy, 00 XpaT,, = Xpa7. On observe que sur {7 < oo} et pour tout p € N suffisamment grand, onap AT =T
et donc p A T,, =T, pour tout nn, ce qui implique facilement que X est quasi-continu a gauche.

Montrons le dernier point du théoréme : soit yu € #1(Ey); soit t,, n € N, une suite de temps croissants
strictement vers t. Comme X est cadlag lim,,_,,, X¢, = X;— or la quasi-continuité a gauche implique que
P,-p.s. lim, o X}, =X; et donc P,,-p.s. X;_ = X, ce qui montre le résultat voulu. |

II.5 Régularité des processus de Markov.

IL.5S.a Processus de Hunt.
Définition I1.5.1 (Processus de Hunt) Soit E, un espace topologique métrisable séparable. Soit
(.7 (G )ier s X = (Xehier,; (Pr)ier,; Py, n€ 40 (E)) |
un processus de Markov. C’est un processus de Hunt s’il satisfait les hypotheses suivantes.
(a) X est fortement Markovien relativement a (%;);cr. qui satisfait les hypotheéses habituelles.
(b) X est quasi-continu a gauche sur R relativement a (¥} );cr, -
(c) Pourtoutwe, te Ry — Xy (w) est cad. d

La proposition suivante, conséquence immédiate du théoreme 11.4.11 (page 68), donne un critére pour étre un
processus de Hunt (en particulier les processus de Feller ou Feller-Dynkin cadlag sont des processus de Hunt).
On rappelle la définition I1.1.13 de la I’hypothese (H), page 48.

Proposition I1.5.2 Soit E, un espace topologique métrisable séparable. Soit
(Qé F° (%O)teR+;X = (Xt)teR+§ (Pt)teﬂh; P;m NE///I(E)) )

un processus de Markov. On note 7 et (4;);cr., les augmentations de resp. F° et (4°)cr., Soit 0 € E et soit
Xoo, la v.a. constante a 0. On fait les hypothéses suivantes.

(a) Le processus X est cadlag.
(b) Son semi-groupe satisfait I’hypothese (H) (voir la définition I1.1.13, page 48).
Alors, X est un processus de Hunt relativement & (94 )ier, -

La régularité cadlag est inhérente aux processus de Hunt : pour montrer cela rappelons le résultat élémen-
taire suivant.
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Lemme I1.5.3 Soit (E, d), un espace métrique. On note (E, d) son complété; par commodité, on suppose que
ECE. Soit f: Ry — FE, une fonction. Pour tous réels t >3 >0, on pose

Wt(57 f) = sup{d(f(s), f(T)) ; S,Te]t—&t[} :

On observe que § — wy (0, f) croit. On suppose que lims_,owy (0, f) =0. Alors f admet une limite a gauche
en t dans le complété E.

Preuve : soit s, € [0, [, n €N, une suite croissant vers ¢. Pour tout £ >0, il existe 6 >0 et ng €N, tels que pour
tout n > nyg, on ait |s, —t| <d et w(d, f) <e. Donc pour tout m, n >ng, d(f(sn), f(sm)) <w(d, f) <e. Cela
montre que (f(s,))nen est de Cauchy : elle converge donc vers y € E. Pour tout § € |0, [ et tout s € |t — 4, ¢[,
on a pour tout n € N assez grand d(f(s),y) <d(f(s), f(sn)) + d(f(sn),y) <we(d, f) + d(f(sn),y) et donc
d(f(s),y) <w(d, f), ce qui implique le lemme. |

Théoréme 11.5.4 Soit (E, d), un espace métrique séparable. On note (E, d) son complété; par commodité, on
suppose que E C E. Soit

(% F; (D )ier,; X = (X)ier, s (P)ier, ; Pu, pe A (E))
un processus de Markov de Hunt. Alors, il existe g € Yoo tel que
Vuei(E), P,(Q)=1 et YweQy, teRL— X, (w) estcadlagdansE.
De plus X est stochastiquement continu, c’est-a-dire que
VteRy, Vpesh(E), P (Xi—=Xy)=1.
Preuve : on fixe un réel £ >0 et on définit une suite de temps aléatoires (T,),en en posant
T5=0, et VneN, Tg, ., =inf{t>T; : d(Xy, Xze)>e}

avec la condition inf () = co. Il est clair que 7§ est un (%;);cr, -temps d’arrét. Supposons que 7;; le soit aussi.
La continuité a droite de X implique ensuite que pour tout t€ R,

{Teg<ty= |J {Tg<q} n{d(Xg, Xinrs) >e} .
qeQN[o,¢]

Comme X est progressivement mesurable relativement a (% ),cr . et que tAT; est un temps d’arrét relativement
a cette filtration, la v.a. X;a1e est 4 7--mesurable. Le lemme 1.3.2 (i7), page 25, implique ¢; 57 C %;. Puisque
q < t,onadonc {d(Xy, Xia7:) >c} €%;. Cela entraine que {7}, | <t} €% et donc T} | estun (% )ser, -
temps d’arrét. Comme (4 )icr . est continue a droite (elle satisfait en effet les hypotheses habituelles), T} |
est donc un (%;);cr., -temps d’arrét. On a montré par récurrence que les 7}; sont des (%;);cg., -temps d’arrét.

On pose T :=sup,,cy T}, et on observe que si T, ; < 0o, alors la continuité a droite de X implique que
d(XTSH’XTﬁ) > ¢. Donc si T° < oo, la suite (X7:)nen n’est pas convergente dans £ (ni dans £). Or la
quasi-continuité a gauche implique que pour toute mesure p € .4 (F),

P, (T° <o00) = Py(T" <o0; lim X7: = Xre) .
n

On a donc P,-p.s. T* = 0.
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On pose ensuite £, =277, pe Net Qg :=)
pour toute mesure p € .41 (E). On a donc

pen{Te? = oo}, Il est clair que €2y € Y et que P, (€2) =1,

VweQ, VpeN, 10,00[= | ]T" (w), T34, (w)] -
neN

On fixe w € €. Soit t €]0, 00| . Soit p € N. Il existe donc n tels que ¢ € |T,,” (w), T, 1 (w)] . La définition des
temps 7> implique que pour tous s, 7 € [Tﬁp(w)7 t [, ona

d(Xs(w), Xr(w)) < d(Xs(w), Xper (W) + d(Xper (w), Xr(w)) <26

Donc, en reprenant les notations du lemme I1.5.3, page 71, on a pour tout § suffisamment petit w; (0, X (w)) <
277+ Donc, pour tout w € Qp, lims_,0 w(J, X (w)) = 0 et le lemme 11.5.3 implique que X;_(w) existe dans
FE, ce qui montre le premier point du théoréme. Le second point est une conséquence immédiate de la quasi-
continuité a gauche : voir la fin de la preuve du théoreme I1.4.11. ]

Remarque I1.5.5 Le résultat précédent n’utilise absolument pas la propriété de Markov : il est vrai pour les
processus quasi-continus a gauche et cad. (I
IL5.b Durée d’un processus sous-Markovien, processus standard.

Cette section considere les processus Markoviens associés a I’extension minimale de noyaux sous-Markoviens
(voir la définition II.1.15, page 49) sur un espace LCBD. On rappelle la terminologie suivante : soit £ est un
espace topologique LCBD ; (Ep, d) est un compactifié habituel de ' si Ey = EU{0},0u 0 ¢ E etsi (Ep,d)
est un espace métrique compact dont la topologie induite sur E est celle de départ.

Définition IL.5.6 (Durée d’un processus) Soit F, un espace LCBD dont on note (Ejy, d) un compactifié ha-
bituel. Soit (£2,.%), un espace mesurable muni d’une filtration (%;);cr., . Soit X : Q — E§+, un processus
(%)ter.,.-adapté que I’on suppose de plus continu a droite. On définit la durée de X par

¢:=inf{teR; : D€ (X,; s€[0,4]} }

avec la convention inf () = oo et ol pour tout sous-ensemble A C Ey, A désigne son adhérence dans Ej.
Autrement dit, ¢ est le premier temps d’approche du compact {0} par X (voir la définition 1.3.8 page 28).
Comme X est cad, ¢ estun (%;)cr_ -temps d’arrét (théoreme 1.3.12 (i), page 30). O

La durée d’un processus se reformule de la maniere suivante.

Proposition IL5.7 Soit F, un espace LCBD dont on note (Eg,d) un compactifié habituel. Soit (Q, F), un
espace mesurable muni d’une filtration (4;);cr., . Soit X : Q1 — E§+, un processus (9;)cr., -adapté. on pose

T, = inf {t eR, : d(Xy,0)< 27”} , avec la convention inf ) = oo.
On suppose que X est cad. Alors les assertions suivantes sont vérifiées.
(i) T), est un (94 )ier, -temps d’arrét.
(ii) ¢=sup,en In-

On suppose de plus que X est cadlag sur [0, ([. Alors les assertions suivantes sont vérifiées.
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(iii) ¢ = inf{t€]0,00[: X ou X;— = 0} avec les conventions Xo— = X et inf ) =oc.

(iv) Pour tout t €]0, ([, {XS ;1 S€E [O,t]} = {XS,XS_ ; s€0, t]} est un compact de E. Notamment X;_ et X;
sont dans E pour tout t €10, ([.

Preuve : Les points (i), (i¢) et (ii3) sont des conséquences directes du théoréme T, est le temps d’atteinte de
la boule ouverte de centre 0 et de rayon 2~". Le théoréme 1.3.12 (¢) et (ii) (page 30) avce K = 0. Les points
(7i7) et (iv) sont des conséquences de la remarque 1.3.10, page 29. |

Le théoréme suivant précise le théoréme I1.5.4 dans le cas ou I’espace d’état est LCBD et pour I’extension
minimale sur le compactifié habituel. Il résume également les quelques résultats généraux applicables concer-
nant la durée d’un processus de Hunt.

Théoréme I1.5.8 Soit E un espace topologique LCBD dont on note (Eg,d) un compactifié habituel. Soient
pe(z, dy) des noyaux sous-Markoviens sur E de semi-groupe (P;)icr . On note p (z, dy) les extensions mini-
males des noyaux py(x,dy) a Ey et on note (Pta)tER  le semi-groupe associé. Soit

(%7 (D) ier,; X = (X)er, ; (P)ter, s Py pe 4 (E))

un processus de Markov. On suppose que c¢’est un processus de Hunt.

e Alors, il existe Qy €Yy tel que
Vue Mi(Ey), Pu(Q)=1 et Ywely, teRi+— Xi(w) estcadlagdans Ep. (I1.35)
® De plus X est stochastiquement continu, c’est-a-dire que
VteRy, Vued(Ey), P (Xi—=X;)=1. (I1.36)
o Enfin, la durée du processus C est un (%;);cr, -temps d’arrét. Elle se réécrit comme suit :
¢ =inf{teRy : X;_ ou Xy = 0}, (11.37)
avec les conventions Xo_ = X et inf () = oo et pour toute mesure € #1(Ey), on a
P,-p.s. Vt€[0,(] {XS;S—E[O,t]}z {XS, Xs—; s€]0, t]} est un compact de F. (I1.38)
En particulier, Py-p.s. pour tout t €10, ([, X; et Xy € E. Enfin, on a
P,-ps. Vte[(,o0[, X;=0. (I1.39)

Preuve : une partie découle des résultats antérieurs : le théoreme 11.5.4 implique (I1.35) et (I1.36) ; (I1.37) et
(IL.38) viennent de la proposition 11.5.7 qui précede (ici on utilise la fait que la filtration (%;)scr, est cad).
Il reste a montrer (I1.39) : on reprend les notations 7}, introduite a la proposition I1.5.7 et on rappelle que
¢ = sup,en I Supposons que ¢ < oo. La continuité a droite de X implique que d(X7,,0) < 27" et donc
lim,, oo X7, = 0. La quasi-continuité a gauche de X implique que P,,-p.s. sur {¢ <00}, limy—y0o X7, = X¢
et donc P,,-p.s. sur {¢ < oo}, on a X =0. La propriété de Markov forte en ¢ entraine ensuite :

P,ps. E, [1{g<oo;3teR+:X4+t¢a}’%<] = 1o} Ex, [1{3tER+:X<+t;ﬁE)}J
= lico)Po(FtERL 1 Xeit #0). (IL.40)
Or par définition de 1’extension minimale des noyaux, pour tout s € R, on a Py ( X, = 3) - pg(& d)=1.

Donc Py-p.s. pour tout g€ Q4, X, =0 et par continuité a droite de X, Py-p.s. pour toutt e R, X;=0. Donc
Py(IteRy : X4 #0) =0 et (11.40) implique que P, (3t € [¢, 0o : Xy #0) =0, ce qui termine la preuve. W
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Remarque I1.5.9 Si les noyaux p;(z, dy) sont Markoviens conservatifs, 1’extension minimale de ces noyaux
est triviale. Soit yu € .#(Ep) telle que ;({0})=0. On a donc P, (X; € E) =1. On en déduit que P,,-p.s. pour
tout ¢ € Q4, X4 € E et comme X est cad, X; € F, t € Ry et donc ( = oco. En revanche, par définition de
I’extension minimale, O est absorbant et donc Py-p.s. pour tout t € R, X; =0 et donc (=0. (]

Le théoreme suivant montre d’une part que les processus de Feller-Dynkin cad sont des processus de Hunt
et il donne un critere de continuité de ces processus en termes du semi-groupe.

Théoreme IL.5.10 Soit E, un espace topologique LCBD dont on note (Ey, d) un compactifié habituel. Soient
pi(x, dy) des noyaux sous-Markoviens sur E dont le semi-groupe (P;);cr, est supposé Feller-Dynkin. On note
p?(x, dy) les extensions minimales de ces noyaux et on note (P?)cr, le semi-groupe associé. Soit

(Q; 2 (gto)tERJr ; (Xt>t€R+§ (Pta)t€R+ s Py, pe =///1(E6)) )

un processus de Markov. On note F et (4;),cr, les augmentations habituelles de resp. F° et (9)cr.. . On
suppose que X cadlag.

e Alors, X est un processus de Hunt sur (2, F) relativement a (94 )icr, (et les conclusions du théoréme
11.5.8, page 73, s’y appliquent).

e On suppose de plus que pour tous sous-ensembles K CU C E, avec K compact et U ouvert, on a

sup 1p¢(z, E\U) —— 0. (IL41)
zeK t—0+
Alors
Ve si(Ep), Py-p.s. X estcontinu sur [0,(]. (11.42)

Preuve : il est clair que pour tout ¢ € Ry, P?(Cy(Ep)) C Cy(Ep) est de Feller; ce semi-groupe satisfait

I’hypothese (H) (définition 11.1.13, page 48). La proposition 11.5.2 implique que X est un processus de Hunt

(92, F) relativement a (¥; 1 );cr, et le théoréeme I1.5.8 s’applique a X, ce qui implique (I1.36), (IL.37) et (I1.38).
I reste a démontrer le second point. Soit x = (x;);cr. , une fonction de R dans Ey. On pose

Vo, t € Ry, wy(d,x) =sup {d(acs,xr); s,7€[0,¢] tels que |s—7| §6} .

On rappelle que x est continue sur [0, ¢] ssi lims_,o w¢(d,x) = 0. Pour tout € Ejy et tout » € Ry, on note
B(z,r) et B(z,r) les boules resp. ouvertes et fermées de centre x et de rayon r dans Ejy. Soit K, un compact
de E.On a d(0, K)>0 et pour tout réel strictement positif ¢ < %d(a, K), on pose :

be(ta K) = Sup pt(% E\B(.’L’, 35))
zeK

On montre d’abord

The(t, K) —— 0. (I1.43)
t—0+
Pour cela, on se donne z1, ..., z; € K tels que K CJ, <<, B(z;,¢). Comme B(x;, ) estun compact de Eg.

et que € < 3d(0, K), on a B(wj,£) C E, et donc B(;,¢€) est un compact de E. De méme, B(z;,2¢) est un
ouvert de E. On remarque ensuite que pour tout z € B(z;,€), B(zj,2¢) C B(z, 3¢). On en déduit

et K)< Y sup p(w, B\B(2,3¢)) < > sup  gpi(z, E\B(x;,2¢))
1§j§pz€B(1¢j,a) 1Sj§p$EB(xj,s)
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et (I1.41) implique (I1.43).
On fixe ensuite ¢, £ >0 et K, compact de E. Pour toute mesure p €. .#1(Ey), on a

P, ({vs €[04, Xs € K} 1 | {dX s 1y1/ms Xoan) > 35})

0<k<n

< P#< U{XwmeK}n {d(X(k+1)t/kat/n)>3€})

0<k<n

< Z Pu(th/nGKJ d(X(k+1)t/kat/n)>35) -
0<k<n

La propriété de Markov simple au temps kt/n implique que
P (Xpe/n € K5 d(X(kg1yijn Xneyn) >3¢) = Eu[lix,,, . exyPx,,,.(d(Xo, Xiyn) >3¢)]

/Kupkt/n(dx)P:r (Xt/n ¢ B(x,35))

= / (1Dt fn(d) e (2, E\B(x, 3¢)) < b(t/n, K) .
K
On en déduit que

Pu({vse[o,t],XSeK} nU {d(X(kH)t/n,th/n)>3€}) < nbe(t/n, K) .
0<k<n

Si K estun compact de F, et si e <d(9, K), alors pour tout ¢ € R, (IL43) implique que

JLH;OPH<{V36[O,15],XS€K} nY {d(X(kH)t/n,th/n)>3s}) —0. (IL44)

0<k<n

Sur I’événement { X, € K;t €0, ]}, s’il existe s € [0, ] tel que d(Xs—, Xs) > 3¢, alors, pour tout n assez grand,
il existe k;, tel que kpt/n <s < (ky, + 1)t/n et d(X (4,1 1)¢/n> Xk,t/n) > 3€. Par (11.44), cela montre que pour
tout £ € R, tout compact K C E et tout € < d(0, K ), Py-p.s. sur { X, € K;s5€[0,t]}, onad(X,_, X,) <3¢
pour tout s € [0,t]. Cela entraine donc que P,-p.s. sur { X € K;s € [0,t]}, X est continu sur [0,¢]. Soit
K,=Ey\B(0,27"), n€N, qui est une suite de compacts tels que E'=|J,,.y Kp. Un simple argument montre
que P,,-p.s. sur I’événement | J,, . { Xs € K3 s €[0, 2]}, X est continu sur [0, ¢]. Or la propriété (I1.38) implique
que {¢ >t} coincide avec | J,cn{Xs € Kp; s €[0,t]} a un ensemble P,,-négligeable prés. On a donc montré
que pour tout t € R, P,,-p.s. sur ’événement {¢ >}, X est continu sur [0, t], ce qui implique immédiatement
le résultat désiré. u

Pour conclure, nous introduisons une hypothese de régularité 1égerement plus faible que la propriété de
Hunt.

Définition IL5.11 (Processus standard) Soit F, un espace topologique LCBD dont on note (Fjy, d) un com-
pactifié habituel. Soient p;(z, dy) des noyaux sous-Markoviens sur £ dont le semi-groupe est noté (P )R, .
On note p? (z, dy) les extensions minimales de ces noyaux et on note (P?)cr . le semi-groupe associé. Soit

(% T3 (D)ier, s (Xo)ter, s (PD)ier,; Py, p€ 4 (Ep)) ,

un processus de Markov. C’est un processus standard s’il satisfait les hypotheses suivantes.
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(a) X est fortement Markovien relativement a (¥} )cr + qui satisfait les hypotheses habituelles.
(b) Pour tout we Q, t R — X, (w) est cad.

(c) X est quasi-continu a gauche sur [0, ¢[ relativement a (%;);cr, , ¢’est-a-dire que pour toute suite crois-
sante de (gt)teR+ -temps d’arrét, tels que T}, <71}, 11, n €N, si on pose T":=sup,,cn Tr, alors on a

Vet (E), Py-p.s.sur {T <}, nll}nc;lo X7, =Xr .

O

On note bien la différence avec les processus de Hunt pour lesquels la quasi-continuité a gauche a lieu sur
tout R, et non pas seulement sur [0, {[. Les processus standard apparaissent assez naturellement, par exemple
lorsque 1’on considere les processus de Markov a temps continu mais espace d’états discret. En adaptant les
preuves du théoreme I1.5.4 et du théoreéme I1.5.8, on montre facilement le résultat suivant.

Théoreme I1.5.12 Soit E, un espace topologique LCBD dont on note (Ey, d) un compactifié habituel. Soient
pi(x, dy) des noyaux sous-Markoviens sur E dont le semi-groupe est noté (P;)icr, . On note pd(x,dy) les
extensions minimales de ces noyaux et on note (Pta)teJRJr le semi-groupe associé. Soit

(% F5 (D)ier,; (Xo)iery; (P )iery; Py, €4 (Bo))

un processus de Markov standard. Alors pour toute mesure i € #1(Ep), Py-p.s. X est cadlag sur [0,([ et
pour tout t€[0,¢[, {Xs; s€[0,t]} ={ Xy, Xs—; s€[0,t]} est un compact de E.

Remarque II.5.13 On a donc Feller-Dynkin cadlag = Hunt = standard. Par ailleurs, les notions de pro-
cessus et de Hunt et de processus standard coincident si les processus dont la durée est infinie partout. En
revanche, si X._ existe dans Ey pour un processus de Hunt, ce n’est pas nécessairement le cas pour un proces-
sus standard pour lequel des comportements plus complexes sont possibles vers (. (]

I1.6 Régularisation des processus de Feller.

I1.6.a Enoncé, résumé des résultats applicables, contruction canonique.

Dans la plupart des résultats précédents, on suppose les trajectoires du processus continues a droite. Le
théoréme suivant construit une modification cadlag a tout processus dont le semi-groupe est de Feller-Dynkin.

Théoréme I1.6.1 (Régularisation des processus de Feller-Dynkin) Soit I, un espace topologique LCBD dont on note
(Ey, d) un compactifié habituel. Soient p(z, dy), des noyaux sous-Markoviens sur E dont le semi-groupe est
noté (Py)er, . On note p?(x, dy) les extensions minimales de ces noyaux et on note (Pta)te]}{+ le semi-groupe
associé. Soit
(% 7% (D) 1ers s (Yo)er, s (P)ier, s P, e M1 (Ep)) |
un processus de Markov. On note 7, (4;)icr, et (F(Y))ier, les augmentations habituelles de resp. .F°,
(9P)ter, et (FL(Y))ter, -
On suppose que la restriction de (P;);cr, a Co(E) est un semi-groupe de Feller-Dynkin. Alors, il existe

CeFL(Y) e X=(Xi)ier, : Q—Ey*

qui satisfont les assertions suivantes.
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(i) X est (%;)icr, -progressivement mesurable et pour tout w € Q, t — Xy(w) est cadlag dans Ep.

(ii) Pour toute mesure € M1 (Ep), ona P, (2°)=1 et

VweQ’, VteRy, Xi(w)= lim Y (w)
qeQNJt,00[
qg—t

(iii) Pour toute mesure j€ M1 (Eg) et toutteRy, P,(Xy =Y;) = 1.
(iv) Pour tout t R, et tout mesure u € .#1(Ey), on a
FHX) =TV )= FLX) = FLY) etdonc Fo(X)=Fi(Y) = Fuy (X) = Fus (V)
autrement dit (Z(X))icr, satisfait les hypotheses habituelles.
(v) X est un processus de Hunt relativement a (94 )icr,, ou a (F(Y'))icr, -

Le processus X est appelé régularisation du processus Y.

Résumé des résultats généraux applicables a un processus de Feller régulier. Rappelons brievement les
résultats qui sont applicables au processus régularisé X du théoreme précédent. Pour simplifier on suppose que
la filtration (¥;);cr . est cad (elle satisfait donc les hypotheéses habituelles).

e Loi du 0-1 de Blumenthal : pour tout B € (X )=.%(X) et pour tout x € Ey, on a P, (B)€{0,1}.

e Propriété de Markov forte pour les fonctionnelles augmentées : on suppose le processus X muni d’opérateurs
de décalage (0;)icr., - Soit Z: @ — R, une v.a. ., (X)-mesurable bornée. Soit T', un (%;)cr., -temps d’arrét.
Alors 14740} Z o7 est G-mesurable et pour toute mesure i € .#1(Ey), on a

P,ps. E, [1{T<00}Z00T | gT] = 1{T<oo}EXT [Z] :

e Quasi-continuité a gauche : soit (T, ),en une suite de (%;);cr, -temps d’arrét tels que 75, <7}, 11, n€N. On
pose T'=sup,,cy Tp, qui est également un (%;);cg, d’arrét. Alors pour toute mesure y € .#1(Ep), on a

Pu-p.S. nh—)rgo XTn = XT .

e Continuité stochastique : pour tout t € R et pour toute mesure p € .#1(Ep), Py(X;— =X;)=1.

e Absorption en 0 : la durée du processus X, notée (, satisfait
¢=inf {teRy : X;_ ouX; =0}
avec les conventions Xo_ = X et inf ) =o00. On a d’une part
P,-ps. Vte[(,o0[, X;=0.

et
P,ps. Vte[0,([ {Xs;s€[0,t]}={X,,Xs—; s€[0,#]} estun compactde E.

e Critere de continuité : on suppose que pour tous K, U C E, avec K CU, K compact, U ouvert, on a

sup %pt(x,E\U) — 0.
zeK t—0+

Alors il existe 1 € Z.(Y) tel que

Vue #1(Ep), P,(1)=1 et YweQ, te|0,((w)[— X(w) estcontinu.
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Construction sur I’espace canonique. Soit F, un espace topologique LCBD dont on note (Ey, d) un com-
pactifié habituel. On rappelle que D(R, Ey) désigne 1’espace des fonctions cadlag a valeurs dans Ej et que
C(Ry, Ey) désigne I’espace des fonctions continues a valeurs dans Ej. Pour tout t € R et toute fonction
cadlag w = (w(s))ser, » on définit : X{*"(w) = w(t), autrement dit (X{*");cg, est le processus canonique
sur D(R4, Ey). On note .7 “*" = ¢ (X", ¢t € Ry), qui est la tribu trace sur D(R,, Ey) de la tribu produit
B(E5)®®+. On rappelle la notation #*" pour I’opérateur de décalage au temps ¢ : 052" (w) =w(t + -).

Théoreme I1.6.2 (Existence des processus de Feller réguliers) Soit I, un espace topologique LCBD dont on note
(Ey, d) un compactifié habituel. Soient py(x, dy) des noyaux sous-Markoviens sur E dont le semi-groupe est
noté (P,)ier, . On note p(x, dy) les extensions minimales de ces noyaux et on note (P?)icr, le semi-groupe
associé. On suppose que (P;)cr . est de Feller-Dynkin.

Alors, pour toute mesure p € #1(Ep), il existe une mesure de probabilité P, sur I’espace mesurable
(D(R+, Ey), F0) telle que sous P, X est un processus de Markov de semi-groupe (P?)icr, et de loi
intiale p. On note Np, I’ensemble des P,,-négligeables et on pose

F = ﬁ o(F M) et Fyi= ﬂ o(FF M), teR,.
pe(Ep) neM1(Ep)

Alors
(DR, E9); F3 (F)ser X5 (07 ier 5 (P )ier s B, 1€ A0 (Ep))

est un processus de Markov, la filtration (.F;)er,, satisfait les hypothése habituelles : c’est un processus de
Hunt qui est appelé réalisation canonique du semi-groupe de Feller-Dynkin (P;)scR, .

Preuve : on note Y = (Y});cr, le processus canonique sur E§+. Soit p € A1 (Ep). Le théoreme I1.2.4 (page
54), basé sur le théoréme d’extension de Kolmogorov, montre I’existence la la mesure de probabilit€¢ P, :
B(E9)®®+ — [0,1] telle que sous P,,, Y soit un processus de Markov de semi-groupe (P?);cr, et de loi
initiale . On applique le théoreme de régularisation 11.6.1 qui précede et on note X la régularisation de Y. On
note alors P, la loi de X sous P,. Il est clair que IP,, est une mesure de probabilité sur I’espace canonique des
fonctions cadlag. On conclut ensuite facilement. ]
I1.6.b Préliminaires sur les fonctions sur-médianes.

On reprend les notations du théoréme I1.6.1. On introduit tout d’abord la notion de fonction sur-médiane.

Définition 11.6.3 (Fonctions p-sur-médianes associées a un semi-groupe) Soit F, un espace topologique LCBD.
Soit (P;)¢er, » un semi-groupe de Feller-Dynkin sur Co(£). Une fonction g € Co(E) est dite p-sur-médiane si

VteR,, Vo € By, 0<e P Pg(x) <g(x),
ce qui implique notamment que g est positive. (]
Cette définition s’interprete de maniere probabiliste comme suit.
Lemme 11.6.4 On reprend les notations du théoreme 11.6.1. 1l y a équivalent entre les deux assertions suivantes.

(a) Soit pe M\ (Ey). Alors, sous Py, (e P g(Y}))icr, est une (9°)icr., -sur-martingale.

(b) g est p-sur-médiane.
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Preuve : pour tout t ER y, e P! g(Y;) est une v.a. (¥°)-mesurable positive bornée par e ?*|| || : elle est donc
intégrable. Soit s € R . La définition des processus Markoviens implique

P,ps. E,[ePCHg(Y,)| 9] = e Ple P (Pyg)(Yr) - (I1.45)

Si g est sur-médiane, on a e Pte™P3(P,g)(Y;) <e P'g(Y;) ce qui implique (a). Si on suppose (a), on applique
(IL.45) avec =0, et t = 0, pour montrer que g est p-sur-médiane. |

Le lemme suivant donne un exemple de fonction sur-médiane.

Lemme I1.6.5 On reprend les notations du théoréme I1.6.1. Pour tout p € 0, co[, toute fonction f € Co(E) et
tout x€ E, il y a un sens a poser :

U, f(x) = / PP, f(x) dt . (I1.46)
0
Alors, Upf € Co(E) et Uy, : Co(E) — Co(E) est une application linéaire telle que

Vpel0,00[, VFeCo(E), [[pUpflloo < || flloc et VzekE, pli_)rglopUpf(a:) = f(z) . (I1.47)

La famille d’opérateurs (Up)pejo,o0 €st appelé la famille des résolvantes associée au semi-groupe (Pp)icr, -
De plus, toute fonction positive f € Co(E), pUp f est p-surmédiane.

Preuve : le lemme I1.1.14 (i7), page 49, montre que ¢ € R1— P, f(x) est continue a droite et borné par || f||co ;
la définition (I1.46) a donc un sens. Puisque pour tout t € Ry, P,f € Cy(F), le théoréme de convergence
dominée implique facilement que U, f € Co(FE). Par ailleurs, la linéarité de U, est claire. Comme |U), f(x)| <
Jo dse P |Pof ()] < || flloo Jo  dseP%, on a déduit que |[pUp f|loc < || f]loc Enfin, par un changement de
variable élémentaire on a

oo o0
pUpf(x)—f(x) = / dtpe (P f(z)— f()) = / dse™* (Pypf (x)— f ().
0 0
Le fait que pour tout s € Ry, on ait lim o0 Py, f(7) = f (z), combiné au théoréme de convergence dominée,
implique la limite dans (I1.47).
Soit f € Cy(F) positive. Montrons ensuite que pU), f est p-surmédiane : a 1’aide du théoréme de Fubini et
I’équation de Kolmogorov-Chapman, on montre les inégalités suivantes,

PUNE = [nadnUnt @) = [pio.dy) [Tdse [piodpe)

E E
= [Caser [ndy [pi i) = [ dser Pt
0 E E 0
= ept/ dse PP f(x) < ept/ dse PSPy f(z) = e’'U, f(z) , (11.48)
t 0

I'inégalité étant une conséquence du fait que f est positive. Cela implique donc que e P! P;(pU, f)(x) <
pUp f(x), ce qui termine la preuve du lemme. |

Les résultats précédents sont utilisé pour montrer le lemme suivant.

Lemme I1.6.6 On reprend les notations du théoréme I1.6.1. Il existe une suite de fonctions h,, : Ey — R,
n €N, qui satisfait les conditions suivantes.
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(i) Pourtoutn €N, h, € Co(E) et 0<h, <1.

(ii) Pour tout z € E, ho(z)>0.
(iii) (hn)nen sépare les points : pour tous x,y € Ey distincts, il existe n €N tels que hy(x) # hy(y).
(iv) Pour tout n €N, il existe m,, € N* tel que h,, est m,-sur-médiane.

Preuve : soit une suite x,, € I/, n € N, une suite dense dans F ; on introduit les fonctions suivantes
Vx € Ey, folx) =1Ad(z,0) et Vn e N*,  fo(z) =1Ad(z,z,) Ad(z,0). (I1.49)
Il est clair que f, € Co(E) et 0< f,, <1. De plus, (f)nen sépare les points ¢’est-a-dire :

Ve,y€Egtelsque z#£y, IneN : f,(z) # fuly) . (I1.50)

En effet, soient z,y € Ey, distincts. Sans perte de généralité, on peut supposer que x #= J : on a fo(z) >0 et
siy =20, fo(x) > fo(y) = 0. Supposons ensuite que =,y € E : on pose § := d(z,y) A d(z,0) A d(y,d) > 0.
Il existe n € N tel que d(z,x,) < 6/2. Donc f,(x) < §/2 et I'inégalité triangulaire implique d(y,z,) >
d(z,y)—d(z,z,)>d/2. Comme d(y, d) > J, cela entraine f,,(y) >3/2, ce qui montre (I1.50).

On introduit ensuite les fonctions suivantes

Vn e N,Vm € N, gppn = mUp fr . IL.51)

On a donc gy, n, € Co(E), 0 < gmn < 1. Le lemme I1.6.5 implique que gy, ,, est m-sur-médiane. On remarque
ensuite que

Ve € F, gl’o((L') > 0. (I1.52)

En effet, 1a propriété de Feller implique que pour tout x € E, lims_, Psfo(x) = fo(z) > 0. Donc si z € E,
s — Psfo(x) est strictement positif pour tout s dans un voisinage de 0. Cela implique fooo dse *Pgfo(z) >0
et on a donc g1 o(z) =U; fo(x) > 0.

La famille de fonctions g, ,, sépare les points :

Vz,yeEytelsque z#y, I(m,n)eN"XN ' gy n(z) # gmn(y) (I1.53)

En effet, il existe n € N, tel que f, () # fr(y). Or par (IL.47) on a limy, 00 gm.n(x) = fn(x) etlimpy, o0 gman(y) =
fn(y), ce qui entraine (I1.53). On ré-indexe la suite (g n)m>1,n>0 €n une suite (hy)nen avec hg := g1, qui
satisfait les propriétés désirées. |

On utilise les fonctions h,, pour "coder" Ej par [0, 1], Pour cela on utilise un fait élémentaire de topologie,
qui est rappelé sous la forme du lemme suivant.

Lemme I1.6.7 Soient Fy et E5 deux espaces topologiques séparés. Soit K1 C E1, un compact et soit : G1 —
E)s, une fonction continue.

(i) Ko:=® (K1) est un compact de K.

(ii) Supposons de plus que ® soit injective. On note ¥ : Ko — K sa réciproque. Alors, V est continue :
autrement dit ® est un homéomorphisme de K| sur K.
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Preuve : soit V; C E», i € I, une famille d’ouverts recouvrants Ko. Alors K1 = ®~1(K>) C (I)il(UieI Vi) =
Uier @ 1(V;). Comme K est compact et que les ®!(V;) sont des ouverts de F (par continuité de f), il
existe Io C I, Iy fini, tel que K1 C ;¢ (V) = <I)_1(Ui610 Vi), ce qui implique que K C|J,;¢;, Vi- Donc,
K> ala propriété de recouvrement fini : ¢’est donc un compact. Soit £, un fermé de Fy, U~} (F)=®(F N K7)
qui est compact par le premier point et car /' N K est un fermé du compact K; donc compact car £ a une
topologie séparée. Cela montre la continuité de V. ]

On applique ce résultat a I’espace compact £} = K1 = FEjy et a Ey qui est 'espace J := [0, 1]N des
suites & valeurs dans [0, 1] muni de la topologie produit, ¢’est-a-dire que la convergence dans J correspond
a la convergence coordonnée par coordonnée. On rappelle que J est compact et on vérifie facilement que
que la topologie produit correspond 2 la métrique suivante : pour tous v = (un)nen €t ¥ = (Up)nen € J,

6(u,v) =350 27"y —w, .

Lemme I1.6.8 On rappelle la définition des fonctions (hy)nen du lemme 11.6.6. Pour tout x € Ey, on pose
D(x):= (hp(2))nen, qui satisfait les propriétés suivantes.

(i) ®: Eg— J est continue injective.
(ii) K:=®(FEy) est un compact de J et la préciproque V: K — Eg de VU est continue.

Preuve : le lemme 11.6.7 montre que (¢) implique (¢3). Il suffit de montrer (7). Comme les h,, sont continues
et que J est muni de la topologie produit, ® est continue. Il reste a montrer que ® est injective : c’est une
conséquence immédiate du fait que la suite (hy,),cn sépare les points (lemme I1.6.6 (7i)). |

I1.6.c Preuve du théoreme I1.6.1 de régularisation des processus de Feller.

On se place sous les hypotheses du théoreme I1.6.1. On rappelle la définition [.4.1 (page 35) de I’ensemble
Reg(R. ) des fonctions de R dans R qui sont régularisables. On rappelle le point (iv) du lemme I1.6.6, page
79. Pour tout n € N, on pose

VIER, Vwe®, M™M= e ™, (Vi(w)) et Q= {weQ: (M™);r, € Reg(Ry)}.
Le corollaire 1.4.6 (page 38) implique que
VneN, Q,cZ3(Y).

Comme h,, est my,-surmédiane, le lemme I1.6.4, page 78, implique que pour toute ;1€ .#1(Ey), sous P,,, M (n)
est une (¥?);cr -sur-martingale. Le théoreme 1.4.9 de régularisation des sur-martingales (page 39) implique
alors que P,,(£2,,) =1. Si on pose 2°:=") . {2, alors

N ez (Y) et Ve (Ey), PL(Q°)=1.
Comme ¢ — e~™n! est continue, on constate que
YweN°,VneN, (h”(yt(w)))teRJr € Reg(Ry) .
La définition 1.4.1 (page 35) des fonctions régularisables et le théoreme 1.4.2 (page 36) implique que

Ywe°, YneN, VteR,, Ht(n) (w):= l(i@m] ffn(Yq(w)) existe dans R et ¢ — Ht(n) (w) est cadlag.
qeQn|t,c0
qg—t
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On rappelle la définition des fonctions ¢ et ¥ du lemme 11.6.8, page 81. On pose alors
VIER,, Ywe,  Xy(w):=U((H™(W))nen) siweQ® et Xi(w):=3 siwe\Q°.

Comme .J est muni de la topologie produit, pour tout w € 0, ¢ + ((Ht(") (w))nen est cadlag dans J. Comme
U est continu (lemme 11.6.8 (7)) et comme X est constant hors de 2°, on en déduit que

Ywe®, ¢+ Xi(w) est cadlag.
Le fait que ¥ (ou ®) soit bijectif implique que partout sur €2 on ait

VteRy, Y= U((hn(Ys))nen)
et la continuité de ¥ implique alors que

YweQ®, VteRy, Xi(w)= lim Y, (w) dans Ej.
qEQﬂ]ttm[
q—

Le théoreme 1.4.9 de régularisation des sur-martingales (page 39) implique également que
Vue (Es), (Xi)ier, est (Ff, (Y))ier, -adapté

ou on rappelle que (Z/} (Y))er, est la filtration (#(Y'))icr, qui est P,-complétée et rendue continue a
droite. Cela implique donc que

(Xt)ter, est (F14(Y))ier, -adapté et donc (¥; 4 );cr, -adapté également.

On montre plus bas qu’en fait X est (¢);cr, -adapté. A ce point pres, on a montré les points (i) et (i7) du
théoreme 11.6.1 de régularisation des processus de Feller-Dynkin.

Montrons le point (zii). Pour cela on fixe u € #1(Ep), t € R4, f, g€ Co(E) et une suite ¢, € QN ¢, ool
n € N, décroissant vers ¢. Les points (7) et (i¢) du théoréme de régularisation combinés avec le théoréme de
convergence dominée entrainent

E,[f(X:)g(Y1)] = lim E,[f(Yy,)q(Y:)] (I1.54)

n—oo

La définition des processus de Markov entraine ensuite que

E.[f(Ye)9(Ye)] = Eu[Pp—ef(Y1)g(Ya)] . (IL55)

Comme le semi-groupe est Fellérien, lim,, o Py, —+f(Y;) = f(Y}) partout sur 2. Par convergence dominée, on
obtient donc

Vf,geCo(E), E.[f(X)g(Yy)] =E.[f(Y)g(Ys)] . (IL.56)

Par un raisonnement de classe monotone, on en déduit que pour toute fonction F : E3 — R qui est B(Ep)®?-
mesurable bornée, on a
E,[F(X:.Yy)] = Eu[F(Y:,Y1)] . (IL57)

En effet : soient U,V C Ey deux ouverts. Pour tout n € N, on pose f,(z) = 1 And(z, Eg\U) et g,(x) =
1And(z, Eg\V'). On vérifie facilement que f,, g, € Co(E), que 0< f, < frot1 <1y et 0< g, <gnt1 <1y et
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enfin que f, — 1y et f, — 1y ponctuellement. En appliquant (I1.56) a f,, et g,, et en utilisant la convergence
monotone, on obtient que

VU,V C Egouverts, E,[1y(Xy)1y(Yy)] = E,[1o(Y)1v (V1)] (I1.58)

On note ensuite &2 := {U xVi;U,VCEy ouverts}. On remarque que 2 est un pi-systéme générant Z(Ey)®2.
On note ensuite .77 I’ensemble des fonctions F' qui sont Z(E5)®?-mesurables bornées et qui satisfont (IL.57).
Il est clair que 77 est un R-espace vectoriel. De plus, (I1.58) montre que pour tout C' € &, 1o € 7. Le théo-
réme de convergence monotone montre que .7¢ est stable par limite ponctuelle de fonctions positives croissantes
uniformément bornées. L’espace ¢ satisfait donc les hypotheses du théoreme ?? de classe monotone fonction-
nelle (page ??) et ce théoréme permet d’affirmer que .77 est I’ensemble des fonctions % (Ey)®?-mesurables
bornées, ce qui prouve (I1.57).

On note A := {(z,z);x € Es} qui est un fermé de E2, donc un Borélien de cet espace. On peut donc
appliquer (IL.57) : P, (X =Y;)=E, [IA(Xt, Y})] =E, [IA(Yt, Y'tﬂ =P, (Y;=Y}) =1, ce qui prouve le point
(7i7) du théoréme de régularisation des processus de Feller.

Le point (¢i¢) implique que pour tout ¢ € R, et toute mesure u € .#1(Ey), on X; est #/'(Y)-mesurable, ce
qui implique que X; est 4/}'-mesurable car Z(Y) C¥?°. Comme cela est vrai pour toute mesure 1, X; est donc
¢;-mesurable. Comme X est cad, la proposition .2.22, page 24, implique que X est (¢;);cr , -progressivement
mesurable.

On fixe ensuite s,t €R ., f € Ly(Ey) et u € #1(FEp). On a 4P C 4, C 4/}, et le point (4ii) implique que
Pu-p.s. f(Xiys)=f(Yeye) et Psf(Xy)=Ps f(Y2); le lemme 1.4.7 (page 38) entraine alors que P,,-p.s.

E[f(Xers)|#] = B [f(Yers)|9°] = Puf (Ye) = Puf(X) .

On a donc montré que (Q; F(G)er, s X = (Xi)ter,; (Pta)teRJr;PH, e //ll(Ea)) est un processus Mar-
kovien. Comme X est cadlag et comme (P;)er . estde Feller-Dynkin, le théoreme I1.3.4 (page 60) montre que
X est fortement Markovien relativement a (¢ );cr, . Le théoreme 11.4.6 de régularité a droite des filtration
naturelles augmentées (page 64) entraine que .Z/, (X) = .%;(X)*, ce qui implique le point (iv) du théoréme
I1.6.1. Enfin la proposition I1.5.2, page 70, entraine le point (v). |
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Chapitre 111

Processus de Feller : résolvantes et
générateur.

III.1 Théorie de Hille-Yosida.

Cette section est consacrée a I’étude générale des semi-groupes continus sur des espaces de Banach, de
leurs résolvantes et leur générateur. Ces résultats d’analyse sont ensuite appliqués aux semi-groupes de Feller.

III.1.a Quelques points de calcul intégral et différentiel dans les Banach.

Dans ce qui suit, H désigne un espace de Banach réel, c-a-d. un R-espace vectoriel normé complet; | - | est
la norme de H. Dans ce contexte, une application linéaire () : H — H est appelée un opérateur. On rappelle
que les assertions suivantes sont équivalentes.

(a) Q estcontinu.

(b) Il existe v € H tel que @ soit continu en v.

(¢c) Q estcontinu en 0.

(d) M existe c€]0, 0], tel que ve H, |Qu|<cl|v|.

Plutdt que de dire qu’un opérateur est continu on dit qu’il est borné, ce qui eut préter a confusion. Autrement
dit "Q: H — H opérateur borné" signifie ") endomorphisme continu sur H". On note L(H) ’ensemble des
opérateurs bornés sur H ; L(H) est un espace vectoriel réel que I’on munit de la norme suivante :

VQeL(H), Q] :=sup{|Qu|; veH : o] <1}

La vérification du fait que ||-|| est une norme est facile. On appelle ||| 1a norme d’opérateur associée a | - | et
on montre facilement que (L(H), ||-||) est un espace de Banach. Soient P, @ € L(H ) ; la composition de P et
@ est simplement notée P(); on vérifié facilement que

I1PQI < PRI -

c’est-a-dire que la norme d’opérateur est sous-multiplicative.
On note H' le dual topologique de H qui est ’espace des formes linéaires continues. On vérifie facilement
que pour toute ¢ € H', il existe c€ |0, oo[, tel que [¢(v)| < c|v|, pour tout v € H et on munit H' de la norme

VoeH', ¢l :=sup{|p(v)l;ve H : o] <1},

85
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On rappelle que H' muni de | - |" est un espace de Banach. On rappelle le théoreme de Hahn-Banach : soit
v € H, un vecteur non-nul. Alors il existe ¢ € H' telle que ¢(v) #0. Etablissons d’abord quelques résultats de
calcul intégral pour les fonctions de R a valeurs dans les Banach.

Lemme III.1.1 Soit H, Banach de norme | - |. Soit t e Ry —— v, € H, une fonction supposée uniformément
continue et bornée par une constante notée c €0, co[. Soit € M (R..). Alors, il existe un élément de H, noté
fR (dt) vy tel que

/,u(dt) v = lim lim (i) Vpa—n (TL.1)
ou les limites ont lieu pour la norme | - | et on I, désigne Uintervalle k27", (k + 1)27"[, k,n € N. Les

propriétés suivantes sont également vérifiées.

(i) |fR (dt)v| < cp(Ry).

(ii) Pour toute ¢ € H', la fonction t € R — ¢(v;) ER est uniformément continue bornée et

o [utdoyn) = [utit) oo

(iii) Soit t € Ry — wy € H, une fonction uniformément continue et bornée. Soient Q, R € L(H). Alors
t — Qus + Rwy est également uniformément continue et bornée et

/u(dt) (Qut + Rwy) = Q [ p(dt) ve + R/,u(dt) wy
R, R, R4
Preuve : on fixe n € N. Pour tous entiers mi, ms >m,

Z :U'(Ik,n)ka—" - Z M(Ik:,n)ka—"

0<k<mq 0<k<ma k>m

<3 onlLug) = eu(m2 ", o0)) — 0

m—0o0

ce qui monte que la suite des sommes partielles (Eo< e<m (L k,n)vmfn)m n ©st de Cauchy dans . Comme
H est complet, la limite

Jp = E (L) Vpo—n = lim E (g ) Vpa—n
m—00
keN 0<k<m

est bien définie dans H. On vérifie ensuite que (J,,)nen est également de Cauchy dans H. En effet, on remarque

d’abord que
Intp — JIn = Z Z Tk ten4p (WQ n—p — Uga— n) .
neEN  k2r<i<(k+1)2p

Pour tout n €N, on pose ensuite w,, = sup{|v; —vs|;t, sER; : [t —s] < 27"} qui tend vers 0 lorsque n — oc.
Alors
[ Tntp = Jn| < Z Z 1kt emtp)on < Ry Jwn
neN  k2r<l<(k+1)2p
1l existe donc J qui est la |-|-limite des J,, et on a (II.1) avec J = fR (dt) vy. Au passage, on a montré que
|Jn] <cp(Ry), ce qui implique ().
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Soit g€ H'. On a

o [ty v) = Jim Y 3 pllin)éloe-) =l [(dt)o{vs-aizn) = [ udt)o(wn)
R+ n—o0 m—o0 0<h<m n—oo R+ R+
la premiere égalité découlant de la continuité de ¢, la deuxieme du théoreme de convergence dominée et la
troisieéme de la continuité de ¢ — ¢(v;) et du théoréme de convergence dominée. Cela montre ().
Montrons (4i7) : clairement ¢ — Qu; + Rw; est uniformément continu et borné. La continuité des opérateurs

Q@ et de R impliquent alors que

Q[ p(dt) vy + R/M(dt) wy = lim lim Z 11(Ik.n) (Qupg—n + Rwpy—n) = /R/vb(dt) (Qut + Ruy),

n—o0 m—o0
Ry Ry 0<k<m

la premiere égalité découlant de la continuité et de la linéarité de () et de R. ]

On rappelle ensuite la notion de dérivée suivante.

Définition IIL.1.2 Soit H, un Banach de norme | - |. Soit ¢ € R. —— v; € H, une fonction. Elle est dite
dérivable en t s’il existe w € H tel que
lim |5 (vsys — v) —w| = 0. (I11.2)
s—0
s#£0

Il est clair qu’il n’existe qu’'un w tel que (II1.2) et on note ce vecteur w = %vt, qui est la dérivée de (vi)icr .
en t. De méme, on définit les notions de limite a gauche et de limite a droite :

dt d-

. -1 . -1
—u = lim s™ (v — v et —u = 1lims (v — v—
dt ¢ 5—0 ( st t) dt t s—0 ( t t s)
s>0 s>0
la limite a gauche n’ayant de sens que si ¢ > 0. O

On laisse au lecteur le soin de montrer 1’équivalence des assertions suivantes :
(@) (vt)ier, est dérivable en ¢,

(b) (vt)ser, est dérivable a droite et a gauche en ¢ et ces deux dérivées coincident.

d, —dt, _d”
Dans ce cas, vt =G vt = "G 0t.

Proposition IIL.1.3 Soit H, un Banach de norme | - |. Pour tout t € Ry, on se donne vy, w; € H. Alors les
propriétés suivantes sont vérifiées.

(i) Soient Q,R € L(H). On suppose (vi)icr, et (wi)icr, dérivables en t (resp. dérivables a gauche,
dérivables a droite en t). Alors (Qui + Rwy)ier,, est dérivable en t (resp. dérivable a gauche, dérivable
adroiteent) et on a

d d d
%(Qvt + Rwy) = Q%Ut + R%wt ,

(resp. avec les égalités correspondantes pour les dérivées a gauche et a droite).

(ii) Soit ¢ € H'. On suppose (vi)icr, dérivable en t (resp. a gauche, a droite en t) On pose f(t) = ¢(vy),
pour tout t ER .. Alors f est dérivable en t (resp. a gauche, a droite en t) et

fl(t)ij(%vt)

(resp. avec les égalités correspondantes pour les dérivées a gauche et a droite).
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(iii) On suppose que (w;)icr, est uniformément continue et bornée. Pour tout t €R ., on pose x;:= fotds W.
Alors, (z¢)tcr, est dérivable partout sur R, et %wt =wy, tER,.

(iv) On suppose que (vt)icr, est dérivable sur R et que (%vt)tgh est uniformément continue et bornée.

Alors,
t

d
VteR,, Ut—vgz/ds—vs.
0 dS

Preuve : les points () et (i¢) découlent directement de la définition. Le point (ii7) est élémentaire : nous le
laissons en exercice. Montrons (iv). Pour cela on fixe ¢ € H' et on pose f(t) = ¢(v¢), pour tout t € R... Par
(i), f est dérivable partout et f’ est uniformément continue et bornée. Le théoréme fondamental de 1’analyse
implique que f(t) — f(0) = fg ds f'(s). On a donc

t

o(vy —vg) = /Otds ¢(%U5) = gb(/ods %vé) ,

la premiere égalité découlant du (i) et la seconde du lemme IIL.1.1 (i7). Comme cela est vérifié pour toute
forme linéaire continue ¢ € H', cela implique (iv) par le théoréme de Hahn-Banach. |

III.1.b Semi-groupes, contractivité, forte continuité : définitions et premiéres propriétés.

Semi-groupes contractants sur les espaces de Banach.

Définition II1.1.4 Soit H, un Banach de norme | - |. Pour tout ¢t € R, soit P, € L(H). Alors (P;)icr, est un
semi-groupe il satisfait la condition suivante.

(a) Semi-groupe : Psiy = P;P;, pour tous s,t€R ..
Si (P;)ser.,. estun semi-groupe, il est dit contractant s’il satisfait la condition suivante.

(b) Contractivité :

Py| < |v|, pour tout v € H et pour tout t €R ..
Un semi-groupe contractant (P;);cr, est dit fortement continu sur H s’il satisfait la condition suivante.

(c) Continuité forte : lim;_,o | Pov — v| = 0, pour tout v € H, ce qui entraine immédiatement que Py = 1d,
I’identité sur H. O

Proposition IIL1.5 Soit (P;)icr. , un semi-groupe contractant d’opérateurs sur un espace de Banach (H, |- |).
On définit le domaine de continuité forte du semi-groupe comme I’espace

Hy = {veH : lim P —v| =0} .
0= {ve tgr(l)| w—v| =0}

Alors, les propriétés suivantes sont vérifiées.
(i) Hy est un sous-espace vectoriel fermé de H.
(ii) Py est lidentité sur H.
(iii) Pour toutt Ry, P,(Hy) C Hy.

Autrement dit (P,)er , restreint a Hy est un semi-groupe contractant fortement continu sur Hy.
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Preuve : soient v,, € Hy, n €N convergeant vers v € H. Comme les P; sont des contractions on a

|Prv — v| < | Py — vn| + |Pe(v — vp)| + |v — vn| < |Povy, — vn| 4+ 2lv — vy -
Donc lim sup;_,q | Pov —v| < 2|v—v,| — 0 lorsque n— oo, ce qui implique (7). Soit v € Hp. On voit immédia-
tement que lim;—,o |P,v — v| = 0 implique que |Pyv — v| = 0, ce qui entraine (i7). Soit v € Hy et s €R . Par
les propriétés de semi-groupe et de contractivité on a

|P,Psv — Psv| = |Ps(Pov —v)| < |Pwv—v] — 0

lorsque ¢ — 0. On a donc Psv € Hy, ce qui implique (444) et ce qui termine la preuve de la proposition. |

L’exemple des exponentielles d’opérateurs bornés.

Définition II1.1.6 Soit H, un Banach de norme | - |. On munit L(H) de ||-||, la norme d’opérateur associée a
| - |. Soit A€ L(H). On rappelle que pour tout n €N, [[A"|| < [|A||". Par conséquent ) || A™[|/n! < oo, ce
qui permet de définir la série ||-||-normalement convergente d’opérateurs bornés :

A 1 : 1
=D GA = 3

neN 0<k<n
qui I’opérateur exponentiel de A. On a donc e € L(H). O

On montre les propriétés suivantes.

Lemme II1.1.7 Soit H, un Banach de norme | - |. On munit L(H) de ||-
Soit A€ L(H). Les propriétés suivantes sont vérifiées.

, la norme d’opérateur associée a | - |.

(i) |le?] < exp(]|Al).

(ii) Pour toutve H,
A 1 4n NIRRT 1 4k
ev—g —n!Av—||nhm E A

neN 0<k<n

(iii) Soit ¢ € R. Alors e =e°1d.

(iv) Soit B€ L(H) tel que AB=BA. Alors, eAeP =eAtE,
Preuve : I’inégalité triangulaire pour la norme d’opérateurs ||-|| et sa sous-multiplicativité impliquent que pour
tout neN

1 4k 1 k
| Z a4 < Z w14l
0<k<n 0<k<n

et on obtient (7) lorsque n — oo. Le point (47) découle facilement de la définition de I’exponentielle de A. On
obtient le point (i7) en remarquant que (cId)™=c"1d.
Montrons (iv). Pour tout N €N, on pose Qn:=Y <<y A" et Ry:=> <z« y 7 B*. On adonc

n .
QnRy= Y ggd'B= Y o > 1{<n—k>vng}<k>AkB £

0<k <N 0<n<2N  0<k<n
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Or comme A et B commutent, (A + B)" =Y ,.<,, () A"B"~* et donc

Qxhx - ZA+By1=1 ¥ & ¥t puem(} )45 k\|<2 AL+ BI)" —o0.
ogngN N<n<2N 0<k<n n! N—ro0

Or Qn Ry — e“e® pour ||-|. |

Proposition IIL.1.8 Soit H, un Banach de norme | - |. On munit L(H) de ||-||, la norme d’opérateur associée a

| - |. Soit B€ L(H). Soit ¢c> || B||. On pose
A=B—cd e P=c", teR,.

Alors (P;)ier, est un semi-groupe contractant fortement continu sur H (on a méme une continuité plus forte :

Preuve : il est clair que tA et sA commutent donc P, P, = T4 = P, Par ailleurs, on a !4 = e~etP

car B et cId commutent et e~ = ¢='Id. Donc, ||e!4| = ||e~Le!B | = e=<||e!B|| < e~tetlBl < 1. Donc
(P)ter, est contractant. Enfin on remarque que || 7—1d[[ <37, % |lA||™ — 0 lorsque t — 0, ce qui termine
la preuve. |
Proposition II1.1.9 Soit H, un Banach de norme | - |. On munit L(H) de ||-||, la norme d’opérateur associée a
|- |- Soit Ac L(H).

(i) t € Ry s et € L(H) est dérivable dans (L(H), ||-||). Pour tout v € H, t v e*4v € H est dérivable
dans (H,|-|). On a de plus

d d
—e = Aeth = MA er —etu = Aetdy = e Au .
dt dt
(ii) Pour tout t e Ry, e — Id = fo ds Aes4 = fo ds e A, Uintégrale ayant lieu dans L(H ) muni de ||-||.

De méme pour tout ve H, et toutt€R, ona

t ¢
ety —v = / ds Ae*Mv = / ds e* Av,
0 0

les intégrales étant a valeurs dans H.

(iii) Soient A, B € L(H) tels que les semi-groupes (e')icr L et (eB)er . soient contractants. On suppose
de plus que A et B commutent. Alors

YoeHVteR,, |ev—etPu| <t|Av—Bu|. (I1L.3)
Preuve : on a
sil(e(Hs)A—etA)—AetA _ 571(€(t+s)A_EtA) tAA — et s ( sA _Id— sA) _ setA Z 5 An+2
neN n+ )
On en déduit que
||$71(6(t+s)A_ tA ) tAH <| |6t||AH Z n+2H

nEN
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le membre de droite tendant vers 0 lorsque s tend vers 0, ce qui montre (7). Le point (i) découle du () et de la
proposition II1.1.3 (iv), page 87, dans I’espace de Banach L(H).

Montrons le point (i4i) : comme ¢A et t B commutent ' —et5 = !B (e!(A=5) _1d) et point (i7) appliqué
al’opérateur A— B implique que

t
ey—etBy = !B (et(A_B)v—v) = etB/dses(A_B)(A—B)v .
0

On utilise ensuite la propriété (i7i) du lemme III.1.1, page 86, pour montrer que

t t
etB/ ds eS(A_B)(A—B)v:/dsetBes(A_B)(A—B)v.
0 0

Par le lemme 1IL.1.7 (iv), [idse!Pes(A=B) (A~ B)v= [{dse*Ae=*)B(A— B)v. On utilise ensuite I"inégalité
triangulaire (¢) du lemme IIL.1.1 pour montrer que

t ¢
‘/dseSAe(tfs)B(AfB)v‘ < /ds|eSAe(t73)B(A—B)v|.
0 0

Comme (e'),cg, et (e!P),cr, sont contractants, [e*Ael!=*)B) (A—B)v| < | Av—Bul, ce qui termine la preuve

de (TIL.3). [
III.1.c Résolvantes, contractivité, forte continuité : définitions et premieres propriétés.

Définition IT1.1.10 Soit /, un Banach de norme | - |. Pour tout p € |0, ool soit Uy, € L(H ). Alors (Up)pejo,00]
est une famille de résolvantes si elle satisfait les conditions suivantes.

(a) Equations de résolvante : U, — Uy = (¢—p)U,U,, pour tous p, g € |0, 00|
Un famille de résolvantes (U,,) pe]0,00] €St dite contractante si elle satisfait de plus les conditions suivantes.

(b) Contractivité : |pUyv| < |v|, pour tout v € H et pour tout p € |0, co[, c’est-a-dire p||Up|| < 1, pour tout
p€]0,00].

(Up)pe)o,00] €8t dit fortement continue si elle satisfait la propriété suivante.

(c) Continuité forte : limy, . |pUpv—v|=0, pour tout v € H. O

Proposition IIL.1.11 Soit H, un Banach de norme | - |. Soit (Up)pejo,o0, uUne famille de résolvantes contrac-
tantes sur H. On introduit les deux sous-espaces suivants :

HOZ{UGHII}LIEO\PU;)U—M:O} et D=U(H),

qui sont respectivement appelés espace de forte convergence et domaine de la famille de résolvantes. Les pro-
priétés suivantes sont vérifiées.

(i) Hy est un sous-espace vectoriel fermé de H.
(ii) D C Hy et pour tout p€ |0, 00[, ona D = U,(H).
(iii) Hg est I’adhérence de D.
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iv) La famille résolvante (U, est fortement continue ssi D est dense dans H.
p/p€l0,00]

Preuve : soit v € H et soient v, € Hy, n €N, tels que lim,,_, o, |[v—v,,| =0. On observe que pour tout p € |0, oo,
I’inégalité triangulaire, la linéarit€ de pU),, et sa contractivité impliquent

[pU — o] < [pUpvn — val + [pUp(v = 0a)| + [0 = 0] < U — 0] + 2o — ] .

On a donc lim sup,,_, ., [pUpv — v| < 2|v, — v[ — 0, lorsque n — oo, ce qui implique que v € Hy et donc que
Hj est fermé, ce qui prouve (7).

Montrons (i%) : soit v € D. Il existe donc w € H tel que v = Ujw. Soit p €€ 10, 00[. L’équation de
résolvante implique que v = Uyw = Upw + (p—1)UpUrw, ¢’est-a-dire v =U,w —Upv + pUpv. Cela implique
que D C U,(H) et par contractivité [pUyv —v| = |Uy(w—v)| < p~w — v|, ce qui implique que v € Hy. En
raisonnant de méme, on montre que U,(H) C Uy (H) =D, ce qui implique (7).

Montrons (ii7). Soit v € Hy, comme |- |-limy, o, pUpv=1v et comme pour tout p €0, co[,ona D=U,(H),
v est limite de points de D et donc dans ’adhérence de D. Or on a montré que D est contenu dans Hy. Donc
H)j est I’adhérence de D, ce qui prouve (#i¢). Le point (iv) est une conséquence immédiate de (ii). [ |

Résolvantes associées aux semi-groupes contractant fortement continus. On commence par montrer le
lemme technique suivant.

Lemme II1.1.12 Soit H, un Banach de norme | - |. On munit L(H) de |||, la norme d’opérateur associée a
| - |. Soit (P;)ter,., un semi-groupe contractant fortement continu. Soient Q, R € L(H) et soit p € .#;(R).
Les propriétés suivantes sont vérifiées.

(i) Pour tout v€ H, I'application t ER — Pyv € H est uniformément continue et bornée pour |-|.

Le lemme IlI1.1.1, page 86 permet alors de définir

YveH, U“v::/u(dt) P
Ry

et on vérifie que UM € L(H) et que |U*|| < u(R4). De plus, on a les propriétés suivantes.
(ii) Pour tout ve H, QU"Rv—fR (dt) QP Rv.

(iii) Pour tousve H et p€ H', teR | QS(QPth) est uniformément continue et bornée sur R et
$(QUIRv) = /R u(dt) 6(QPRv) .
+

(iv) Pour toutes p,v e #s(Ry.), UMY =UHrUY, ot ji * v la convolution de 1 et v.

Preuve : on remarque que | P4 0— Po|=|P(Psv—v)| < |Psv—v| — 0, lorsque s — 0, par contractivité et forte
continuité. Cela implique (7). L’existence de U* et les point (i7) et (ii7) sont des conséquences immédiates du
lemme III.1.1, page 86 Montrons (7v) : soient v € H et ¢ € H'. En appliquant (i7) 8 @ =Id et R=U", on a

Pp(UFUYv) fR ¢(P,U"v); en appliquant (ii) 8 Q = P,, a v et 3 R =1d, on obtient que ¢(P,U"v) =
f R, v(ds) qb(Pt Sv) On rappelle que P, Ps= P,1. On pose alors f(r) = ¢(P,v) et par Fubini on a

SUPTv) = / u(dt) /R U(ds) f(s +1) = /R 1@ v{dids) (s + 1) = /R o v(dt) £(1)

R +
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car  * v est la mesure image de p ® v par (¢, ) € Ri — t + s €Ry. En appliquant encore (i7), on en déduit
que pour tous vE H et p€ H', p(UMUYv) = ¢(UH*v) et Hahn-Banach permet de conclure. |

Le théoréme suivant montre qu’a tout semi-groupe contractant fortement continu, on peut associer une
famille de résolvantes contractantes fortement continue, qui est sa transformée de Laplace. Il s’agit du premier
résultat de la théorie de Hille-Yosida (le sens abélien).

Théoréme II1.1.13 (Hille-Yosida 1 : des semi-groupes aux résolvantes) Soit H, un Banach de norme | - |. On munit
L(H) de ||-||, la norme d’opérateur associée a |-|. Soit (P;)iecr ., un semi-groupe contractant fortement continu.
Le lemme I11.1.12 qui précede permet de définir les opérateurs bornés suivants

o
Vpelo0, o0, Up::/ dte PP, . (I11.4)
0

Alors (Up) pe)o,o0| €St une famille de résolvantes contractantes fortement continue.

Preuve : on fixe p,q €]0,00[ et on pose ju(dt) := e P! dt et v(dt) := e~ dt. Un calcul élémentaire montre
que p* v(dt) = (p — q) "' (e~ — e~Pt)dt. Le point (4ii) du lemme II1.1.12 implique que (Up)pejo,o0| €St UNE
famille de résolvantes. Montrons la contractivité : on fixe v € H. L’inégalité triangulaire au (7) du lemme I11.1.1,
combiné avec la contractivité de (P,)secr, . montre que |Upv| < [;% dte P | Pw| < |v| [ dte P = |v|/p ce
qui montre la contractivité. Montrons enfin la forte continuité : on fixe v € H. Le lemme III.1.1 permet d’écrire
pUpv —v comme suit :

\/1’) o]
pUpv — v = / dte™? (Pt/pv — U) + / dte”t (Pt/pv — v) .
0 VP

On pose &, = sup {|Psv—v|; s<p~1/?} qui tend vers 0 lorsque p — co. On adonc |~ (P, v —v)| < gpe?,

pour tout £ € [0, \/p]. Pour tout ¢ >, /p, ona |e~* (P, /,v—v) | < 2e~*|v|. L’ inégalité triangulaire pour les intégrales
a valeurs dans H entraine alors

VP 0
IpUpv — v| < / dte e, +/ dte 2| = gp(1—e VP) + 2Jv|e VP
0 VP
ce qui implique limy, ,~ |pUpv—v|=0, pour tout ve H. |

Résolvantes d’exponentielles d’un opérateur borné.

Proposition IIL.1.14 Soit H, un Banach de norme |- |. On munit L(H ) de ||-||, la norme d’opérateur associée a
|- |. Soient BE L(H) et c> | B||. On pose A:= B—cld et P;:=e!'", pour tout t €R ... Par la proposition I11.1.8
(page 90), (P;)ier. est un semi-groupe contractant fortement continu. On note (Up),e)0,00| la famille de résol-
vantes comme définie dans le théoreme I11.1.13 (qui affirme également que ces résolvantes sont contractantes
et fortement continues). Alors,

Vpel0,00[, Up(pld—A) = (pld — A)U, =1d .

Autrement dit, pour tout p €]0, 00|, I’opérateur pld — A est inversible sur H d’inverse U,.
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Preuve : on fixete R, p€l0,00[,veHetpc H . Ona

¢(e P Py(pld — A)v) = pe Plo(ethv) — efptd)(etAAv) = pe Ptp(ettu) — efptqﬁ(%(emv))

d d d
— —pt tA, N _ _—pt tA )y — —pt _tA - —pt
pe (M) — e (eM) = — (e e ) = — S o(e P P)

On a utilisé la proposition II1.1.9 (i), page 90, puis la proposition II1.1.3 (ii), page 87, puis la formule de
Leibniz pour la dérivée du produit de deux fonctions numériques. En intégrant sur ¢t € R, on obtient

¢ (Up(pld — A)v) = [ dt ¢p(e "' Py(pld — A)v)=— [ dt %qﬁ(e*ptPtv) =o¢(v) — Jim. d(e P P)=p(v).

Ry Ry
(I11.5)
Ici on a utilisé la proposition IIL.1.1 (i7), page 86, pour la premiére égalité et le théoréme fondamental du
calcul intégral pour les deux dernieres égalités. Comme (IIL.5) est vrai pour toute forme ¢ € H’, le théoréme
de Hahn-Banach implique que U,(pIld — A)v = v pour tout v € H et donc que U,(pld — A) = Id. L’égalité
(pld — A)U, = Id se montre de la méme maniere. [ |

Remarque II1.1.15 Le nom de résolvante vient du fait que ces opérateurs permettent de résoudre 1’équation
pv— Av=w, d’inconnue v. O

III.1.d Des résolvantes aux semi-groupes.

Cette section est consacrée a la preuve du résultat suivant, qui est le pendant Taubérien du théoréme II1.1.13.

Théoréme I11.1.16 (Hille-Yosida 2 : des résolvantes aux semi-groupes) Soit H, un Banach de norme |+|. Soit (Up) pej0 0|
une famille de résolvantes contractantes fortement continue sur H. Alors, il existe un unique semi-groupe
(Pt)ter, contractant et fortement continu dont les résolvantes sont (Up) )0 o> € eSt-a-dire Uy, = fJR+ dte PP,
pour tout p €0, oof.
Plus précisément, le semi-groupe (P;)icr, s obtient par I’approximation suivante : pour tout r € |0, 00|
on pose
Ay = r(rU,—1d) €L(H) et VteR,, P i=¢dr.
On a alors
VveH, VteR,, lim |[P"v—Pu|=0.
T—00

Preuve : puisque ||rU, || < 1, la seconde égalité combinée avec la proposition III.1.8 (i) implique que
(Pt(r) )tcr, estun semi-groupe contractant et fortement continu.

On note (UZgT))pe(o’oo) la famille de résolvantes associée a (Pt(r))telR L
oo
Vre|0, 00, Vpe]0,o00], U}ST) ::/ dte P pr)
0

La proposition II1.1.8 (i4) implique que UZST) est I'inverse de pIld — A, = (p + r)Id —r2U,, qui se calcule
explicitement a I’aide des Uy. Pour cela on remarque d’abord que 1’équation de résolvante implique que pour
tous a, b€ |0, oo,

(Id + (b—a)U,) (Id — (b—a)Up) = (Id — (b—a)Up) (Id + (b—a)U,) = 1d..
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On choisith = reta = ;7. > 0,ona—(b—a) = —r?(p+r)~" etdonc

(1d—r2(p+r)'0) " = (ld = (b—a)U) " =1d+ (b—a)Us = Id +72(p + ) " Usp(pir)-

Par conséquent,

1

U = (p+n) (= (p+1)7'0,) = o ld+ (5) U (IIL6)

= prr ptr

On en déduit que

r 2 r o\2
UIS ) — Up = p+rId+ ((err) - 1)UP + (p+7") (Ul - Up)

p+r

2 ro\2
= errId+ () = DU+ (555) pfjrrUrp U,
o 1 . 2r+p r pr
T pbr Id (p+r)? pUp + (p+r)? p+rU 2 (pUp)

ol on a utilisé l’équation de résolvante pour justifier la seconde égalité. En utilisant la fait que ||qUy|| <1 avec
q=petq= err,ona

(r)y _ 2r+p r
”Up UPH — p+7 + (p+r)2 (p+71)2?

Donc
¥pelo,cof,  lim U — Ul =0. (I11.7)

On veut ensuite montrer que r Pt(r)v est de Cauchy dans H lorsque r — oo. Pour cela on commence
par montrer 1’inégalité suivante

Vte|0,to], Ve H, Vr,r' € (0,00), |Pt(r)v — Pt(r,)v| <tg|Av— Apv|. (I11.8)

Preuve de (I11.8) : on observe que A, et A,» commutent et on applique la proposition II1.1.9 (4i7), page 90. O

On montre ensuite le résultat suivant

YweH, |AUw—Uw+v| <|rUv—v|+ o] —— 0 (I1.9)
|T 1 r—$00
Preuve de (I11.9) : 1’équation de résolvante implique que pour r # 1,
AUy = 12U, Uy — Uy = 12 (r = 1)UL = Uy) = rUy = 5 (Uy = 1U,y) = Uy — 17Uy — = (Uy — 10,
Donc A,Uyv—Uyv + v = v—rUpv— 2 (Uyv —rU,v) et comme |[Uyo| < |v] et [rUyv| < |v], on en déduit
immédiatement (I11.9). U

On pose D=U;(H), qui est le domaine de la famille de résolvantes, comme défini a la proposition I1I.1.11,
page 91. Soit w € D. 1l existe donc v € H tel que w = Uv. On pose

€]l,00[, e(w,r):=2sup (|7“ Upv —v| + 1|v|>

r’'>r

On voit alors que lim, _, o e(w, r) = 0. Par (II1.8) et (IIL.9), on a donc

VweD, V0 <t <tg, Vr',r" €]r, o0, |pt(r'/)w _ Pt(T/)w\ <toe(w,r) .
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Donc, pour tout we D, r — Pt(r)w est de Cauchy lorsque r — oo. Comme H est complet, pour tout w € D, il
existe un vecteur noté¢ Pyw € H tel que

| - |- lim Pt(T)w = Pw .
r—00
etona
VtgeR,, YweD, sup |PMw— Puw| < 2tge(w,r) — 0. (I11.10)
te[0,t0] T—00

Il est clair que P, : D — H est linéaire car les Pt(r) le sont. Par ailleurs, puisque |Pt(r)w| < |wl, en passant

a la limite, on a |P,w| < |w|, pour tout w € D. Comme H est complet, P, s’étend sur I’adhérence de D en
une application linéaire contractante. Puisque la famille de résolvantes (Up)pe(o,oo) est fortement continue, la
proposition III.1.11 (iv) implique que I’adhérence de D est H. Donc, P, s’étend de D a H en une application
linéaire telle que || P;|| < 1.

Montrons la propriété de semi-groupe : on fixe w € D, s,t € Ry tels que t + s < tg et r €]0, 00 . On fixe
également wg € D. On a les inégalités suivantes.

| Ps Pyw — Py 1 yw|<| Ps Paw — Ps(r)Pt(T)M + ‘Ps(r)Pt(r)w - Ps(:-)tw| + |Ps(:-tw — Py yw
<|P,Paw — PM P w| 4 0 + 2toe(w, 7)
<|Py(Paw — P"w)| + | PP w — PO P w| + 2tee(w, 1)
<|Paw—P"w| + | Py(P" w—w)| + | Pawo— P wo| + [P (wo— P w)| + 2toe(w, 7)
<2tge(w,r) + |Pt(r)w—w0| + 2toe(wo, ) + |w0—Pt(T)w| + 2tpe(w, )
§2|Pt(r)w—w0| + 4toe(w, 1) + 2toe(wo, r).

En faisant tendre  vers I’infini, on a donc |Ps; P,w — Psyw| < 2| Pyw — wyp|, pour tout wy € D. Comme D
est dense, on peut trouver wy arbitrairement proche de P,w, et on a bien montré | Ps P,w — Ps,w| =0, ce qui
montre la propriété de semi-groupe sur D. On en déduit la propriété de semi-groupe sur H par densité de D.

On a donc montré que (Pt)teR 4 estun semi-groupe contractant. Il faut encore montrer qu’il est fortement
continu. Pour cela, on fixe w € D, et pour tout r €]0,c0[, on remarque que ¢ — Pt(r)w est une fonction
continue telle que Pér)w =w. Or par (II1.10), la fonction ¢ — P,w est limite uniforme de fonction continue :
elle est donc également continue, ce qui implique que Pyw = w et limy_,o |P,w —w| = 0. On note ensuite
Hy:={veH :lim;_o |P,v—v| = 0}. On vient de montrer que D C Hy. Par ailleurs, la proposition I1I.1.5 (7),
page 88, implique que Hj est fermé. Comme D est dense dans H, on en déduit que Hy= H, ce qui prouve que
(P)ter, est fortement continu.

On montre ensuite les résolvantes associées a (P;);cr_. sont bien les U,. Pour cela on fixe p€]0, oo, we€ D

et € H'. On rappelle que la notation U]gr) pour la p-résolvante de (Pt(r) )icr, . Par le lemme II1.1.12 (4i), on a

S(UNw) = / dte Pip(PNw) . (IIL11)

Ry

Or (I11.7) implique que lim, _,o0 ¢(US"w) = ¢(Upw). D’autre part (I11.10) implique que lim, o0 ¢(P"w) =
¢(Pyw), pour tout t €R .. Par convergence dominée, en passant 2 la limite dans (IIL.11), on obtient

VweD, ¢(Upw) = / dt e P p(Paw) .
Ry
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Par densité de D dans H, par uniforme continuité de v — ¢(Upv) et de v — @(Pv) et par convergence
dominée, on en déduit que
YoeH, ¢Upv) = / dt e P ¢(Py) .
Ry

Or fR+dt e Plo(Pw)=¢( fR+dt e P'Pyw), par le lemme II1.1.12 (i7), page 92. Donc pour toute forme ¢ € H',
o(Upv) =o( fR+dt e P'Pw). Le théoreme de Hahn-Banach implique alors que Upv = fR+dt e P! Pyv. Comme
cette égalité est vraie pour tout v € H et tout p € |0, 0o[, cela montre que la famille de résolvantes associée a
(P)ter. estbien (Up)pe]o,oo[-

I reste a montrer 1’unicité du semi-groupe. Supposons que (Q¢);cr_ soit un semi-groupe contractant for-
tement continu dont la famille de résolvantes est (Up)pe]o,oo[- Alors, le lemme II1.1.12 (¢4) implique que pour
tous ¢ € H', p€]0,00[ etv € H, on a fR+ dte Plyp(Pw) = p(Upv) = fR+ dt e P! p(Quv). La continuité de
t— ¢(Pw) et de t — ¢(Quv) et I'injectivité de la transformée de Laplace impliquent que ¢(Pv) = ¢(Quv).
Comme cela est vrai pour tout ¢ € H’', Hahn-Banach implique que Pyv = Q;v. Puisque cela est vérifié pour tout
v€E H ettout t R, on en déduit I'unicité. |

III.1.e Générateur infinitésimaux.

Définition II1.1.17 (Générateur d’un semi-groupe) Soit H, un Banach de norme | - |. Soit (P;);cr, , un semi-
groupe d’opérateurs bornés. On définit son générateur infinitésimal comme la fonction A: Dy — H,D4 C H,
qui est donnée par
(veEDy et w=Av) < ( lim \%(Ptv—v)—w)\ =0).
>0
Autrement dit, v € D 4 si t — P,v est dérivable en 0+ de dérivée Av. On remarque que

D Hy = H :lim|Pv—v|=0} .
A C Hy={ve tg%| w—v|=0}

Clairement, D 4 est un sous-espace de H (pas nécessairement fermé) et A est linéaire (pas nécessairement
continu). O

Lemme II1.1.18 Soit H, un Banach de norme |- |. Soit (P;);cr., , un semi-groupe contractant fortement continu
de générateur A: Dy — H. Alors, pour tout v € D 4, t— P,v est dérivable sur R dans H et %Ptv =APwv=
P, Av, teRy. Cela implique que

VtER+7 Pt(DA)CDA, PtA:APt SI/H'DA (IIIIZ)
et

t t
YveDy, VieRy, Pv—v= /PSAU ds = /APsv ds . (II1.13)
0 0

Preuve : on fixe v € D 4 et on remarque que la propriété de semi-groupe et la contractivité impliquent que pour
tout t € R fixé, on a

E(PSthv—Ptv)—PtAv‘ :E(PtPsv—PtU)—PtAv’ = ’Pt(%(Psv—v)—Av)‘ < E(Psv—v)—Av‘ —0

lorsque s 0. Cela montre que %Ptv = P Av et aussi que Pyv € Dy et que APv = %Pﬂ), ce qui entralne
(IT1.12). Montrons ensuite que ¢ — P,v est dérivable a gauche : soientt>s>0etve Dy.On a

|§(Ptvat_Sv)fPtAv| S |§(Pt’l)*Pt_s’U)7Pt_5A’U’+|Pt_SA’U7PtA’U|
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IN

| P (5 (Pyv—v) — Av) | + [Py (Av — Py Av)|

IN

’%(Psv—v)—Av} + |Av — P;Av| — 0
lorsque s 0. On voit donc que %Ptv =P Av= %Ptv et donc ¢t — P,v est dérivable sur R dans H. On peut

appliquer la proposition I11.1.3 (iv) (page 87) a v, := P,v pour en déduire (II.13). ]

Proposition IIL.1.19 Soit H, un Banach de norme | - |. Soit (P)icr.,, un semi-groupe contractant fortement
continu de générateur A: D s — H. Pour tout p € |0, 0o[, on note Uy, = foooe_ptPt dt, la famille de résolvantes
associées (définie au théoreme I11.1.13 page 93). Alors, les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) Pour tout p€10,00[, Uy(H)=D4 et donc Dy=H.

(ii) Pour tout p€0,00[, on a

Yoe Dy, Up(pId—A)v:v et YveH, (pId—A)Upv:v.

(iii) Pour tout vE€ D 4, on a limy,_,~ p(pUpv—v) = Av dans H.

Preuve : fixons ve H et pe |0, 00[. On pose w:=U,v. Par le lemme IIL.1.1 (i7), page 86, on a donc

th

o0 oo o0
/ e P"P,Pvds = / e PP gvds = ept/ e PPouds
0 0 t

t
= w+ (e’ —1)w— ept/e_psPSv ds
0
) t
= w4+ ptw + (e’ —1— pt)w — 5(6”—1)1} - ept/efps(Psv—v) ds
0

1
w + ptw—tv + (e’ —1— pt)w — %(ept—l—pt)v - tept/e_s(Pstv—v) ds
0

On en déduit que

1
}%(thfw)fpw +| < %(eptfl — pt)|w| + %(eptfl —pt)|v| + ept/efs\PStvfﬂ ds — 0
0

lorsque ¢ | 0, par convergence dominée pour le dernier terme de 1’inégalité. Cela montre donc que Uy, (H) C D4
et que pour tout v € H, AU,v =pUpv — v, ¢’est-a-dire (pId—A)Upv =v. On a montré une partie de (i) et de
(7).

Montrons (i) : soit v€ D 4. Comme [;peP* dt =1, on observe que

o0

pUpv—v :/ dtpe_pt(Ptv—U):/ ds e_s(Ps/pv —U) .
0 0

On a donc
oo

p(pUpv—v)—Av:/ ds se_s(zsl(PS/pv —v)) — Av)
0

puisque fooods se~*=1. Par (II.13), au lemme III.1.18, page 97, combiné a I’inégalité triangulaire au lemme

IIL.1.1 (7) (page 86) et au fait que le semi-groupe soit contractant, implique que

s/p
|Ps/pv — v| < /0 dr |P.Av| < %|Av| .
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Donc
|sefs(§ (Py/pv —v)) — Av) | < 2se”*|Av|.
Le membre de droite est intégrable en s sur R.. De plus lim,
gence dominée on obtient (7i7).
On termine la preuve de (4) et de (7). Soit v € D 4. Pour tout g € |0, oo[, on pose

2(P,/pv — v)) —Av| =0. Donc par conver-

vg = q(qUgu—v)—Av .

Le point (i7i) montre que limg ;o |v4] = 0. On fixe p €]0,00[. Comme pU, est contractant, on a aussi
limg ;o0 [Upvy| =0. Or I’équation de résolvante implique que
e

Upvg = p((I*P)UpUqU*quU—UpAv

Or le théoréme II1.1.13, page 93, montre que les résolvantes U, sont fortement continues donc limg_, o qU,v =
v dans H et on déduit de ce qui précede que limy o Upvy =pUpv—v—U,Av dans H. Or limy o |Upvg|=0.
Donc v = Up(pv — Av), ce qui complete (iz). Cela montre aussi que v € Up(H). Comme on a montré que
Up(H) C D4 on a bien U,(H) = D4. Comme les résolvantes U, sont fortement continues, la proposition

IL1.11, page 91, entraine que D4 ="U,(H)= H, ce qui termine la preuve de la proposition. ]
On peut également introduire le générateur infinitésimal d’une famille de résolvantes de la maniere suivante.

Définition I11.1.20 (Générateur d’un résolvante) Soit H, un Banach de norme |-|. Soit (Uy) yc)0,00[> une famille
de résolvantes sur H. On définit son générateur infinitésimal comme la fonction A: D4 — H, D4 C H, donnée
par

(vEDA et w=Av) < ( plLH;O Ip(pUpv—v) — wl) .

On remarque que
Da C Hy={veH: lim |[pUp—v|=0} .
p—r0o0

Clairement, D 4 est un sous-espace de H (pas nécessairement fermé) et A est linéaire (pas nécessairement
continu). |

Proposition IIL.1.21 Soit H, un Banach de norme | - |. Soit (P;);cr,,, un semi-groupe contractant fortement
continu. Soit (Up)pE]O,oo[» une famille de résolvantes contractante et fortement continue. On les suppose asso-
ciés : Up= [ e P' P, dt, p€|0, oc[. Alors, leur générateur est le méme.

Preuve : notons Ag: Da, — H le générateur de (P;)er, et Ay: Da, — H le générateur de (Up)pejo,00[- La
proposition I11.1.19 (ii7) qui précede implique que D, C D4, etque Ay p 4y = Ag.

Soit v € D 4, . Pour tout ¢ € ]0, 00|, on pose v, := q(qUqv—v) — A1v. On reprend la fin de la preuve de la
proposition III.1.19 précédente : par définition de A;, limg o |v4| = 0. On fixe p €0, oo[. Comme pU, est
contractant, on a aussi limg_, o |Upvg| =0. Or I’équation de résolvante implique la limite suivante dans H :

Upvg = ﬁPUpv—ﬁquv—UpAlv (H—OO> pUpv—v—UpAiv
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Donc v=U),(pv—A;v). Cela montre que v € U, (H ). Or la proposition III.1.19 (i) implique que U, (H) =D 4,,.
Cela montre que D 4, C D 4, et par ce qui précede D4, =Dy, et A1 =Ao. |

Le théoréme suivant montre que les semi-groupes et les familles de résolvantes contractants fortement
continus sont caractérisés par leur générateur infinitésimal.

Théoréme IT1.1.22 (Caractérisation par le générateur) Soit H, un Banach de norme | - |. Soient (P;)icr. et
(Qt)ter,., deux semi-groupes contractants fortement continus. Soient (Up)pe)o,00] €t (Vi) pe)o,00] deux familles
de résolvantes contractantes fortement continues. Alors, les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) Si (Pt)ier, et (Qt)icr, définissent la méme famille de résolvantes, alors Pr=Qy, tER .
(ii) Si (P)ier, et (Qt)ier.. ont le méme générateur infinitésimal, alors P=Qy, t€R .
(iii) Si (Up)peo,oof €t (Vp)peo,00[ 0Nt le méme générateur infinitésimal, alors Up=V},, p €]0, 00|.

Preuve : celle de (i) est simple. On note (Wp),¢)0,00( 12 famille de résolvantes associée a (F;)ier,, et (Qt)ier, -
Soient v € H et ¢ € H'. Par le lemme III.1.1 (i4), page 86, on a pour tout p € ]0, oo|,

/O T Pto(Po) dt:¢( /O Ce TPy dt):¢(va):¢( /0 TP O dt)z /O TPt (Qu) dt

L’injectivité de la transformée de Laplace pour les mesures finies sur R implique que pour Lebesgue-presque
tout t € bRy, ¢(Pw) = ¢(Qv). Or le lemme II1.1.12 (4), page 92, et la continuité de ¢, impliquent que
t — ¢(Ppv) et t — ¢(Q4v) sont continues. Donc ¢(Pv) = ¢(Qrv), pour toute ¢ € H'. Par Hahn-Banach, on
obtient P,v=Qv, pour tout te R, ettoutve H.

Montrons (ii). Notons A : Dy — H, le générateur commun de (P;);cr, et de (Q¢)icr, . On note res-
pectivement (Up),e0,00] €t (Vp)pejo,00f> les familles de résolvantes associées. On fixe v € H et p €0, c0l.
La proposition III.1.19 (i7) appliquée a V,, implique (pId—A)V,v = v et donc U,(pIld— A)V,v = U,v. Or la
proposition II1.1.19 (7) appliquée a V}, affirme que V,,uv € D 4. Si on pose w := Vjw, la proposition III.1.19 (4%)
appliquée a U, implique ensuite que U (pld—A)w =w. On en déduit donc que Vv =w=Upv. Donc (P})scr,
et (Q¢)icr., définissent la méme famille de résolvantes et le (i) implique que ces semi-groupes sont égaux.

Montrons (ii7). Notons A : Dy — H, le générateur commun de (Up),ejo,00| €t de (Vp)pe)o,00(- Par le
théoreme III.1.16 de Hille-Yosida 2, page 94, il existe deux semi-groupes (FP;)cr, et (Q)icr, contractants
fortement continus tels que (Up)pe]0,00] st 1a famille de résolvantes de (FP;)ier, et (Vp)pejo,00[ celle (Qt)ier,, -
La proposition III.1.21 qui préceéde montre alors que A: D — H est le générateur commun de (F;);er, et de
(Qt)ier., ; le point (i) implique ensuite que ces semi-groupes sont égaux, ce qui entraine que les résolvantes
associées soient égales. ]

III.1.f Des générateurs aux semi-groupes et aux résolvantes.

Le théoreme II1.1.22 montre les semi-groupes contractants et fortement continus sont caractérisés par leur
générateur infinitésimal. Le but de cette section est de détailler les propriétés nécessaires et suffisantes pour
qu’un opérateur soit le générateur infinitésimal d’un semi-groupe contractant fortement continu. On introduit
d’abord la notion d’opérateur dissipatif et celle d’opérateur fermé.

Définition II1.1.23 (Opérateurs dissipatifs, opérateurs fermés) Soit H, un Banach de norme | - |. Soit D4, un
sous-espace vectoriel de H et A: D4 — H, un opérateur.
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(a) L’opérateur A est dit dissipatif si
Vpel0,00[ YveDy, |pv—Av| > plv|.

On remarque que cela implique que pId—A: D4 — H est injectif.

(b) Lopérateur A: D4 — H est dit fermé si pour toute suite v, € H, n €N telle que

lim v,=:v et lim Av,=:w,
n—oo n—oo

alors v € D4 et w = Av. Autrement dit A est fermé ssi son graphe {(v, Av); v € D4} est un fermé de
H x H muni de la topologie produit. ]

Lemme II1.1.24 Soit H, un Banach de norme | - |. Soit D 4, un sous-espace vectoriel de H et A: D4 — H, un
opérateur dissipatif. Soit p€]0, o0o[. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes.

(a) L’opérateur est fermé.

(b) Pour tout p€)0, 00|, (pId— A)(D ) est un sous-espace fermé de H.

(c) 1l existe pg €0, 0o tel que (pold— A)(D4) est un sous-espace fermé de H.

Preuve : supposons (a). Soit p €]0, oo[. Soit v, € D4, n €N et w € H tels que lim,,— o0 (pId— A)v, = w. On
pose wy, := (pIld— A)v,,. Puisque A est dissipatif, on vérifie que p|v,, — v | < |wy, —wpy,|, ce qui implique que
(vn)nen est de Cauchy dans H et donc converge vers v € H. On en déduit donc que lim,, o, Av, = pv —w.
Comme on a supposé que A est fermé, on a Av=pv—w et donc w € (pId—A)(D4), ce qui montre (b).

Clairement (b) implique (c¢). Montrons que (¢) = (a) : soit v, € H, n € H telle que lim,,_,o v, =: v et
limy, 00 Avy, =:w. Comme (pold — A)(D4) est fermé, il existe u € D 4 tel que pov —w = pou— Au. Comme
A est dissipatif, on a aussi pour tout n € N

[Povn — Avn — (pou— Au)| = |po(vn —u) — A(vn —u)| = polvn— ul .

Donc, en passant a la limite, u=v : on en déduit que v € D4 et que w = Au= Av, ce qui implique que A est
fermé. |

Le théoreme suivant est troisieme résultat de la théorie de Hille-Yosida. Il exprime des conditions néces-
saires et suffisantes sur un opérateur pour qu’il soit le générateur infinitésimal d’un semi-groupe contractant et
fortement continu.

Théoréme II1.1.25 (Hille-Yosida 3 : des générateurs aux semi-groupes) Soit H, un Banach de norme |- |. Soit D 4, un
sous-espace vectoriel de H. Alors, un opérateur A: D4 — H, est le générateur d’un semi-groupe contractant
fortement continu si et seulement s’il satisfait les conditions suivantes :

(a) D4 estdense dans H.
(b) A est dissipatif.
(c) 1l existe py €0, 0o, tel que (poIld—A)(D4)=H.

De plus, dans ce cas, I’opérateur A est fermé.
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Preuve : supposons d’abord que A : D4 — H soit le générateur d’un semi-groupe contractant et fortement
continu (P;)ser, dont on note (Up)pejo 00> 12 famille de résolvantew (qui est contractante et fortement conti-
nue). La proposition II1.1.19 (page 98) implique (a) et (c). De plus, pour tout v € D 4, et tout p € ]0, oo], il
existe w € H tel que v =U,w, et donc la méme proposition III.1.19 w = pv — Av. Comme [pUpw| <|w|, on a
|pv— Av| > p|v|, ce qui montre (b).

Réciproquement, on suppose (a), (b) et (c). On note A:={p€]0,00[: (pId— A)(D4) = H}. L’hypothese
(c) signifie que A #0. Soit p€ A ; comme A est dissipatif, pId— A est injectif et donc pId — A est une bijection
de D4 sur H : onnote Up: H — D 4, I'opérateur réciproque. Cet opérateur est borné car le caractére dissipatif
de A implique que [pUpv| < |v|, pour tout v € H. De plus, on voit que

VpeA, Ywe Dy, Up(pld—Aw=w.
Soient p, g€ A. Soit we D 4. On a
Up(gld—A)yw = Up((qg—p)Id + pld— A)w = (¢—p)Upw + Up(pld— A)w = (g—p)Upw + w

Soit v € H ; en appliquant I’égalité précédente & w:=U,v € D 4, on obtient Uy (gld—A)Uyv = (q—p)U,Ugv +
Ugv, ce qui montre
Vp,geA, Up—Us = (¢—p)UpUq, (I11.14)

c’est-a-dire que les opérateurs U, p € A, satisfont les équations de résolvantes.
Montrons que A =10, oo[. Soit p€ A et soit r € ]0, oo] tel que |1—/p| < 1. On note ||-|| la norme d’opérateur
bornée sur L(H ) associée a |-|. Comme A est dissipatif, on a vu que ||Up,|| <1/p et on remarque alors que

S p-rmlopt < 30 < oo

neN neN

On pose alors V =3 _n(p— r)"UI;“‘1 qui est un opérateur borné qui satisfait V' = U, + (r —p)U,V. Par
conséquent, pour tout v € H, on a (pId— A)Vv=v + (r—p)Vv, c’est-a-dire que (rId— A)Vv =, pour tout
v€ H. On a donc montre que si p€ A, alors ]0, 2p[C A. Comme A # (), cela implique facilement que A =0, oo|.

Cela montre que les (Up)pe}o,oo[ sont une famille de résolvantes contractantes. On a également montré que
(pId—A)(D4) = H pour tout p € |0, co[ . Montrons que les résolvantes sont fortement continues : soit v€ D 4 ;
on a Uy, (pld—A)v=wv. Donc

IpUpv—v| = l|pUpAv| < l|Av\ — 0.
p p p—+00

Cela montre que Dy C Hy:={v € H : lim,_,oc pUpv = v}. Or la proposition III.1.11 (), page 91 implique
que Hj est fermé. Par ’hypothese (a), on en déduit que Hy = H, ce qui montre que la famille de résolvantes
contractante (Up)pe]o,o0[ €St fortement continue.

Le théoreme II1.1.16 de Hille-Yosida 2 (des résolvantes vers le semi-groupe, page 94) implique 1’existence
d’un unique semi-groupe (P;)iecr, contractant fortement continu dont les (Up)pejo,00[ SONt les résolvantes.
On note Ag : Da, — H le générateur infinitésimal de (Up),cjo,o0[ (voir la définition I11.1.20, page 99). La
proposition II1.1.21, page 99, implique que Ay est également le générateur de (P;);cr., . Soit v € D 4. Comme
Up(pld—A)v=wv,ona

Ip(pUpv—v)—Av| = |pUpAv—Av| —— 0

pP—00

par la forte continuité des U,,. Cela montre que

DaCDya, et Ayp,=A. (I1.15)
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La proposition III.1.19 (i) (page 98) implique que U,(H) = Dy,. Or on a Uy(H) = D 4. Cela montre que
D 4, =D 4 et (IIL.15) implique que A est le générateur de (P )icr, - [ ]

L’hypothese (c) du théoreme II1.1.25 est difficile a vérifier directement car en général, il est difficile de
connaitre explicitement le domaine d’un générateur infinitésimal. La plupart du temps, on connait le générateur
infinitésimal d’un semi-groupe sur un sous-espace qui, s’il est suffisamment riche, caractérise le générateur.
Nous donnons dans la suite un énoncé plus pratique tenant compte de cette difficulté. Mais tout d’abord mon-
trons une caractéristique des générateurs infinitésimaux qui est exploitée plus loin pour les processus Marko-
viens et qui permet parfois de calculer précisément le domaine d’un générateur.

Lemme II1.1.26 Soit H, un Banach de norme | - |. Soient D 4, D y,, des sous-espaces vectoriels de H. Soient
A:Das— H et A1: D, — H, des opérateurs. On fait les hypothéses suivantes.

(a) A: Da— H est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe contractant et fortement continu.
(b) DACDA1 et A1|DA =A.
(c) Sive Dy, esttel que Ayv=v, alors v=0.

Alors, Dy=D 4, et donc A= A;.

Preuve : on note (Up),ejo,oc[ 12 famille de résolvantes contractante et fortement continue associée au semi-
groupe dont A est le générateur infinitésimal. soit u € D 4,. On pose v =u— Aju et w = Uyv. La proposition
III.1.19 (4) (page 98) implique que U1 (H) =Dy, donc we D 4 et donc w € Dy, . On a alors

w—Ajw =w—Aw = (Id—A)U1v =v =u—Aju .

Donc Aj (u—w)=u—w et ’hypothese (c) implique que v =w et donc que u € D 4. On adonc Dy, =Dy, ce
qui permet de conclure. ]

Pour une version plus pratique du théoréme III.1.25 de Hille-Yosida 3, on introduit les notions suivantes.

Définition I11.1.27 (Opérateur fermable, fermeture) Soit H, un Banach de norme |- |. Soit D 4, un sous-espace
vectoriel de H et A: D 4 — H, un opérateur.

(a) A estdit fermable si pour toute suite v, € D 4, n €N, telle que lim,,_, o v, =0 et limy, o Av, =:w, on
aw=0.

(b) On suppose A fermable. Sa fermeture est 1’opérateur A D~ — H donné par

(veDg et w=Av) <= (il existe v, € Da, n€N, telle que lim v, =vet lim Av,=w.)

Puisque A est fermable, 2 v € H n’est associé au plus une valeur Av. On vérifie facilement que D est
un sous-espace vectoriel (pas nécessairement fermé) et que A est un opérateur fermé, pas nécessairement
continu. (]

Remarque IT1.1.28 Soit H, un Banach de norme | - |. Soit D 4, un sous-espace vectoriel de H et A: D4 — H,
un opérateur. On note I':= {(v, Av) ; v€ D4} son graphe dans H x H. On vérifie facilement les fait suivants.

(1) L’adhérence I de I dans H x H est le graphe d’un opérateur si et seulement si A est fermable.
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(2) Si A est fermable, I'={(v, Av); v€ D5} ot A: D5 — H est la fermeture de A.

(3) Soit A;: D4, — H, un opérateur étendant A, c’est-a-dire que D4 C Dy, et A1|DA =A. Si Ay est fermé
alors, A est fermable et A étend A, c’est-a-dire que D5 C Dy, et Ayp_=A.
A

Autrement dit, la fermeture d’un opérateur fermable est le plus petit (au sens de I’inclusion des graphes) opé-
rateur fermé étendant A. O

Théoréme I11.1.29 (Hille-Yosida 3bis : des opérateurs fermables aux semi-groupes) Soit H, un Banach de norme | - |.
Soit D 4, un sous-espace vectoriel de H et A: D 4 — H, un opérateur. On fait les hypothéses suivantes.

(a) D4 estdense dans H.

(b) A est dissipatif.

(c) 1l existe py € |0, 00|, tel que (pold— A)(D 4) soit dense dans H.
Alors les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) A est fermable et sa fermeture A: D4 — H est dissipative.

(ii) A: D — H est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe contractant fortement continu.
Preuve : soit v, € Dy, n € N tels que limy, o, v, = 0 et limy, o0 Av, =: w. Soit u € D 4. Puisque A est
dissipatif, pour tout p €0, oo,

|pvn, + u—Avn—%Au| = |pvn + u—A(vy + %u)‘ > |pvn +ul .

Lorsque n — oo, on obtient |u—w—2 Au| > |u|. Lorsque p— oo, cela entraine |u—w| > |u|. Comme D 4 est dense
dans H, cela implique facilement que w=0. Cela montre que A est fermable. On vérifie ensuite facilement que
les inégalité de dissipation passent a la limite : la fermeture de A est donc dissipative, ce qui prouve (i).

On pose % := (pold—A) (D). On a donc (pold—A) (D 4) C Z et par hypothése le sous-espace vectoriel %
est dense dans H. Montrons que & est fermé. Soient w,, € Z, n € N tels que lim,,—, o, w;, =: w. Par définition
de Z, il existe v, € Dz, n €N, tels que wy, =povy, — Av,,. L’inégalité de dissipation implique que

Iwn_ wm| = |p(Un_Um)_Z('Un_'Um)‘ > p0|vn_vm| 5

Cela implique que (v, ),en est de Cauchy donc convergente ; on note v sa limite. On a donc lim,, o Av, =
po—w. Comme A est fermé, ona v € D et pov—Av=w, et donc w € Z.

Le sous espace Z est donc dense et fermé donc % = H, ¢’est-a-dire (pgld — A)(D) = H. L’ opérateur
satisfait les hypotheses du théoreme I11.1.25, page 101, qui permet de conclure. ]

II1.2 Applications aux semi-groupes de Feller-Dynkin.

II1.2.a Forte continuité des semi-groupes de Feller-Dynkin.

On rappelle ici la définition d’un semi-groupe de Feller-Dynkin.

Définition II1.2.1 Soit E, un espace LCBD. Pour tout ¢t € R, soit P; : Co(E) — Cy(E), une application
linéaire. C’est un semi-groupe de Feller-Dynkin si les conditions suivantes sont satisfaites.
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(a) Semi-groupe : pour tous s,t€Ry, Psyy = PPy

(b) Positivité et contractivité : pour tout t €R et pour toute fonction f € Cy(E), on a

0<f<1 = O0<Pf<I.

(c) Continuité faible : pour toute fonction f € Cy(E) on a
VeeE, limPf(z) = f(x),
t—0

ce qui implique que Py = Id. O

On rappelle la proposition II.1.11, page 47 , qui montre que tout semi-groupe de Feller-Dynkin est le semi-
groupe associé a des noyaux sous-Markoviens. On rappelle que la norme du supremum sur Cy(E) est notée
|||l oo €t on rappelle enfin que (Co(E), ||||oo) est un espace de Banach. La proposition suivante montre que les
semi-groupes de Feller-Dynkin sont contractants fortement continus sur 1’espace de Banach, ce qui permet de
leur appliquer les résultats précédents de la théorie de Hille-Yosida.

Proposition IIL.2.2 Soit E, un espace LCBD. Soit (P;)icr ., un semi-groupe de Feller-Dynkin. Alors, c’est un
semi-groupe d’opérateurs bornés de L(Cy(F)) qui est contractant et fortement continu, ¢’est-a-dire que pour
toute fonction f € Co(FE) et tout t R, on a

1B flloo < I flloc et lm[[Pf— flloo =0.
—0

Preuve : soit (p;(z, dy))icr, zcE» les noyaux sous-Markoviens associés a (P;)ser, , ¢’est-a-dire P f(x) =

S5 pe(x, dy) f(y). Cela permet d’étendre les opérateurs P, al’espace Ly (E). Il est clair que | P, f ()| < || f||copt (z, E)

||/ lloo car les noyaux sont sous-Markoviens. Donc || P f||oo < ||/ |loo-

La propriété de continuité faible de Feller-Dynkin (définition I11.2.1 (c)) implique que pour toute f € Cy(E)
ettout z € F, t— P, f(x) est cad. Par conséquent, pour tout p € |0, oo, pour tout f € Cy(E), il y a un sens a
poser

VeeE, Upf(zx)= /00 e P P f(x)dt .
0

Le lemme I1.6.5, page 79 (qui est une conséquence du théoreme de convergence dominée) permet d’affirmer
que Upf €Co(E), que Uy, : Co(E) — Cy(E) est linéaire, que ||pUp, f||so < || f]| et que

VieCo(E), Ve E, plLH;OpUpf(x) zpli%o /000 e *Pypf(r) = f(x) . (II1.16)
Un calcul élémentaire entraine ensuite que
Vp,q€]0,00[, Vf€Co(E), VoeE, Upf(x)=Usf(z) = (¢=p)Up(Uqf)(x) .
Autrement dit (Up )00 €t une famille de résolvantes contractante. On pose ensuite

Ho:={f€Co(E) : lim [pUpf—fllo=0} et D:=Ui(Co(E)).

La proposition III.1.11, page 91 implique que Hj est un fermé de (Co(E), |||/ ), que D = Up,(Co(E)), pour
tout p €]0, co[, et que I’adhérence de D pour ||-||« est Hy. Soit ¢ € Co(E)’, une forme linéaire continue. Le
théoreme de Riesz de représentation des formes continues montre qu’il existe une mesure signée p : #(E) —

<
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R telle que ¢(f) =[5, f du, f € Co(E). On note pu et i respectivement les variations positive et négative de
1 : ce sont deux mesures positives de masse finie telles que =4 —p— et on a donc

vfeCo(B), ¢<f>=[Efdu=/Efdu+—[Efdu_.

Par (II1.16) et par convergence dominée on a
V) = [oUpf@) e (dn) = [oU,7(a) )
o [f@nldo) ~ [£@) u-tdr) = o(). .17)
p—=oo JE E

Supposons que ¢ € Cy(E)’ soit telle que ¢(g) =0, pour toute fonction g € D. Comme U,(Cy(E)) C D C Hy,
pour tout p € |0, oo[, on a pour toute fonction f € Cy(E), ¢(pUp, f)=0, et (II1.17) implique que ¢(f)=0, pour
tout f € Cy(FE), c’est-a-dire que ¢ est nulle. Cela montre que D, et donc Hy, est dense dans Cy(F). Or Hy est
fermé donc Ho=Cy(E) et donc la famille de résolvantes contractante (Up),e]o,00| €st fortement continue.

Le théoreme I11.1.16 de Hille-Yosida 2 (des résolvantes vers les semi-groupes, page 94), implique qu’il
existe un unique semi-groupe contractant fortement continu (Q¢);cr, sur Co(E) dont les résolvantes sont
(Up)pe)o,00] : POUT tout p€]0, oo[, pour toute f € Co(F) et tout v €

[ erauwid=v,s@ = [Terns@a
0 0

L’injectivité de la transformée de Laplace pour les mesures signées ainsi que la continuité a droite de ¢t — P, f(x)
etde t— Q¢ f(x) implique que P, f(z)=Q.f(z) et donc Q, = P, ce qui permet de conclure. |

II1.2.b Principe du maximum.

On reformule le théoreme I11.1.29 de Hille-Yosida (générateur vers semi-groupe) dans le contexte des opé-
rateurs sur Cy(F) a ’aide du principe du maximum qui se définit comme suit.

Définition I11.2.3 (Principe du maximum) Soit E, un espace topologique LCBD. Soit D4, un sous-espace
vectoriel de Cy(E) et soit A : D4 — Cy(F), un opérateur. Il satisfait le principe du maximum si pour toute
fonction f € D 4 et tout zg € E tels que sup,c f(z)= f(z9) >0, ona Af(zq) <0. O

Montrons d’abord le lemme suivant di a Dynkin.

Lemme II1.2.4 (Principe du maximum de Dynkin) Soit E, un espace topologique LCBD. Soit A:D 4 — Cy(E), le
générateur infinitésimal d’un semi-groupe de Feller-Dynkin. Soit A1 : D 4, — Co(E), un opérateur prolongeant
A. On suppose que A, satisfait le principe du maximum. Alors, Da=D 4, et A=A;.

Preuve : soit f € Dy, telle que A; f = f. Par le lemme II1.1.26, page 103, il suffit de montrer que cela implique
que f=0. Soit (Ey, d), un compactifié métrique habituel de E'; f se prolonge par continuité en 9 par f(9)=0.
Comme toute fonction continue sur un compact atteint ses extrema, il existe xg € Ep tel que | f(z0)| = /]| co-
Quitte a considérer — f, on peut supposer sans perte de généralité que || f||co =sup,cx f(z) = f(zo). Si f#0,
alors f(zg) > 0. Comme A; satisfait le principe du maximum, A; f(z¢) <0. Or A; f(zo) = f(x0) >0, ce qui
est absurde. On a donc f=0. ]

On montre ensuite le lemme suivant.
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Lemme II1.2.5 Soit E, un espace topologique LCBD. Soit D 4, un sous-espace de Co(FE) et soit A: Dy —
Co(E), un opérateur. Alors, les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) Si A: Dy — Cy(E) est le générateur d’un semi-groupe de Feller-Dynkin, il satisfait le principe du
maximum.

(ii) Si A satisfait le principe du maximum, alors il est dissipatif.

Preuve : montrons (7). On note (P;):cr . » le semi-groupe dont A est le générateur. Soit f € D 4. Pour tout
T € E, tr P,f(z) est donc dérivable a droite en 0 et on a Af(x) =1lim;_,o1 ¢t 1 (P,f(x)— f(x)). On suppose
qu’il existe zg € E tel que sup,cp f(z) = f(xg) > 0. Comme P; est associé aux noyaux sous-Markoviens
pe(x,dy), ona P, f(x0) = [ pe(wo, dy) f(y) <pe(xo, E) f(xo) < f(xo), ce qui implique que Af(x0) <0. Cela
prouve (7).

Montrons (4i). On suppose que A satisfait le principe du maximum. Soit f € D 4. Soit (Ep, d), un com-
pactifié métrique habituel de E'; f se prolonge par continuité en 0 par f(9)=0. Comme toute fonction conti-
nue sur un compact atteint des extrema, il existe zg € Ejy tel que |f(zo)| = || f||co- On suppose d’abord que
f(xo) >0, donc || f]joo =sup,er f(x) = f(x0). Comme A satisfait le principe du maximum, on a donc pour
tout p € |0, oo,

Plfllce = pf(wo) < pf(wo)—Af(20) = |pf(20)—Af(20)| <lpf=Afllo0

Si f(z0) =—||flleo <0, on applique ce qui préceéde a — f et on obtient également que p|| f|lco < ||I2f —Af||oo>
pour tout p €]0, 00| . Si f(xg) =0, alors f est nulle et I'inégalité précédente est triviale. Cela montre bien que
A est dissipatif. |

Le théoréme suivant reformule le théoreme I11.1.25, page 101, dans le cas des semi-groupes de Feller-
Dynkin.

Théoréme II1.2.6 Soit E, un espace topologique LCBD. Soit D 4, un sous-espace de Cy(E) et soit A: D4 —
Co(E), un opérateur. Alors, A est le générateur d’un semi-groupe de Feller-Dynkin si et seulement s’il satisfait
les conditions suivantes.

(a) D4 est dense dans Cy(E).
(b) A satisfait le principe du maximum.

(c) 1l existe p € |0, 0], tel que (pold—A)(D ) =Cy(E).

Preuve : supposons d’abord que A soit le générateur d’un semi-groupe de Feller-Dynkin, alors A satisfait
le principe du maximum d’aprés le lemme II1.2.5 (i), page 107. Comme un semi-groupe de Feller-Dynkin
est contractant et fortement continu (d’apres la proposition I11.2.2), le théoréme III1.1.25 de Hille-Yosida 3
(du générateur vers les semi-groupes, page 101) s’applique et D4 est dense dans (Co(E), ||-||s) et il existe
po €]0, ool tel que (pold—A)(D4) =Co(E).

Réciproquement : supposons (a), (b) et (¢). Le lemme II1.2.5 (¢3) implique que A est dissipatif et le théo-
reme II1.1.25 de Hille-Yosida (des générateurs vers les semi-groupe, page 101) s’applique : A: D4 — Cy(E)
est le générateur d’un semi-groupe (FP;);cr, qui est contractant fortement continu sur I’espace de Banach
(Co(E), [Illo)-

11 reste 2 montrer que (F;):cgr, est un semi-groupe de Feller-Dynkin et plus précisément, il faut montrer
la condition (b) de positivité et contractilité de la définition II1.2.1, page 104. Pour cela, on fixe tout d’abord
g € D4 tel que inf,ep g(x) < 0. Soit (Ey,d), un compactifié métrique habituel de E; g se prolonge par
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continuité en O par g(9) = 0. Comme toute fonction continue sur un compact atteint des extrema, il existe
xg € Ep tel que g(xp) = infep g(x) < 0. En appliquant le principe du maximum & —g, on en déduit que
Ag(xo) > 0. Par conséquent, pour tout p €]0, ool,

ggg(pg(w)—Ag(ﬂi)) < pg(wo)—Ag(xo) < pg(zo) <0 .

Cela montre le fait suivant
VgeDy, Vpel0,00[, pg—Ag>0 = ¢g>0. (I1.18)

Soit f € Cy(E) telle que f > 0. Soit p €]0, oo[. La proposition I11.1.19 () et (i7) (page 98) implique que
UpfeDaet(pld—A)U,f=f > 0.En appliquant (IIL.18) a g:=U,, f, on en déduit que

VfeCo(E), Vpelo,oo[,  f>0=U,f>0. (I11.19)

On rappelle I’approximation donnée au théoreme III.1.16 de Hille-Yosida 2 (des résolvantes vers le semi-
groupe, page 94) : on pose

VTG]O, OC)[7 Ar = r(rUrfId) et VtGR_h Pt(r) _ etAT — e7‘t(rUTfId) ]

On a alors
VfeCo(E), VteR,  lim IP"f—Pifllee =0 . (I11.20)

Soit f € Cy(E) telle que f > 0. Par (I11.19), pour tout r € ]0, oo on a U, f >0 et plus généralement (U,.)" f >0
pour tout n € N. Donc, pour tout t R,

2\n
Pt(r)f —_ efrtetrzUrf _ Z e*'rt (t’l‘ ) (Ur)nf >0

neN

n!

et (II1.20) implique que P;f >0. On a donc montré
VfeCy(E), VteRy, f>0=—= P f>0. (II1.21)

Supposons maintenant que f € Co(E) soit telle que 0 < f < 1, alors P,f > 0 et donc sup,cp P, f(z) =
|Piflloo <l flloo < 1, car P; est contractant. Donc 0 < P, f < 1. Cela montre la condition (b) de la définition

II1.2.1 des semi-groupes de Feller-Dynkin, ce qui permet de montrer que (P;);cr, est un semi-groupe de
Feller-Dynkin. n

Théoreme IIL.2.7 Soit F, un espace topologique LCBD. Soit D 4, un sous-espace de Co(FE) et soit A: D4 —
Co(E), un opérateur. On fait les hypothéses suivantes.

(a) D4 estdense dans (Co(E), ||"|lco)-
(b) A satisfait le principe du maximum.
(c) 1l existe py € |0, 00|, tel que (pold— A)(D4) soit dense dans (Co(E), ||*||co)-

Alors A est fermable et sa fermeture A : Dy — Cy(E) est le générateur d’un semi-groupe de Feller-Dynkin.
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Preuve : le lemme I11.2.5 (i7) implique que A est dissipatif et le théoréme II1.1.29 de Hille-Yosida 4 (des
opérateurs fermables vers les semi-groupes, page 104) s’applique : A est fermable et sa fermeture A : Dy —
Co(E) est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe semi-groupe (F;);cr, qui est contractant et fortement
continu sur 1’espace de Banach (Cy(E), ||-||co)- Il reste ensuite & montrer qu’il s’agit d’une semi-groupe de
Feller-Dynkin, ¢’est-a-dire a prouver qu’il satisfait la condition (b) de la définition II1.2.1.

Pour cela, on fixe g € D telle que inf,c g g(x) <0. Par définition de la fermeture de A, il existe g, € D 4,
neN, telles que limy, 00 ||g— gnllco =0 et limy, o0 || Ag— Agn || o = 0. Par compacité, il existe également . et
xn € E tels que g(z,) =inf,cp g(x) et gn(x,) =infze g gn(x). Pour tout p€]0, oo|, on observe alors que

inf pg(w)— —Ag(z) < pg(wn)—Ag(xn) <pgn(tn) —Agn(zn) + pllg—9nlloo + [[Ag— Agnllc
< pgn(xn)+p||g_gn”oo+HZQ_AQnHOO
< p;gggn(w) +2lg—9nlloo + |Ag—Agnl|so
< p;glgg(x)+2pllg—gnl\oo+I\Zg—AgnHoo
< 9(@4) 4 2pllg—gnlloo + 1Ag— Agnl|o (II1.22)

car Agy(z,) >0 (on applique le principe du maximum a —g,,). En passant a la limite dans (I11.22), on obtient
que inf e g pg(r)-Ag(z) < g(x.) <0. Cela montre que

Vge Dy, pel0,00[, pg—Ag>0 = g>0.

En raisonnant exactement comme dans la fin de la preuve du théoreme II1.2.6 qui précede, on montre que
(P)ter., satisfait bien la condition (b) de la définition IIL.2.1 et qu’il est par conséquent un semi-groupe de
Feller-Dynkin. |

IIL.2.c Application au mouvement Brownien.

Pour tout ¢ € |0, 00|, tout x € R? et toute fonction f € Ly(R?), on pose

[1]12

a(x) = (2r) 25 et P [ gy +x0tatdy) = [ gy =x07(y) talay)

On pose également Py f = f. On rappelle que (P;):cr+ est le semi-groupe Markovien du mouvement Brownien
standard dans R?. On note

Co(RY) = {feCy(RY) : | lim  f(x)=0} .

x||—o0

On note 0; la dérivation des fonctions de R< dans R en la i-8me coordonnée, on note 61-2 i la dérivation seconde

en les coordonnées i et j. On note C2(RY) I’espace des fonctions deux fois continiment dérivables en chaque
coordonnée et dont les dérivées secondes tendent vers 0 en 1’infini :

CiRY) == {feCo(RY) : Vi, je{l,...,d}, 07;f€Co(RY)}.
On note A I’opérateur Laplacien sur C2(R?) :

VFECIRY), Af= > 07,f €Co(RY).

1<i<d

Le lemme suivant montre que le semi-groupe du mouvement Brownien résout le probleme de la chaleur.



110 CHAPITRE III. PROCESSUS DE FELLER : RESOLVANTES ET GENERATEUR.

Lemme I11.2.8 Soit f € C2(RY), alors
VteRy, P, feC3(RY), APf=PAf. (I11.23)
De plus pour tout x €R?, t — Pyf(x) est C" et satisfait I'équation
d 1 1

Vt€R+, % Ptf(X) = §APtf(X) = §PtAf(X), (11124)

qui est I’équation de la propagation de la chaleur de condition initiale f. En particulier, cela montre que
d ] _ _1

VxeR?, tgrgl+t (Pif(x)—f(x)) = 3Af(x) . (IL.25)

Preuve : soit t € ]0, co[. Comme P, f(x) := [pagt(y)f(y + %) £a(dy), le théoréme le théoréme de dérivation

sous ’intégrale implique que P, f est C? et le théoréme de convergence dominée implique également que
P, f € C2(R%). Un calcul élémentaire implique ensuite que pour tout x € R? et tout ¢ € ]0, oo],

(BN

G (x) == gu(x) =5 (2m)2TE 2 (x| —dt) .

Comme ¢ >0, le théoréme de dérivation sous I’intégrale peut s’ appliquer et montre (II1.24), pour tout ¢ € |0, oo .
Comme limy_,0 PAf(x)=Af(x), 4 P,f(x) tend vers Af(x) lorsque t — 0-+.

11 faut montrer ensuite que P, f(x) posséde une dérivée droite en 0. Par la formule de Taylor, il existe une
fonction continue bornée £y : RY — R telle que limy 0 ex(y) =0 et telle que pour tout y := (y1,...,Yq4), on
ait

F4y)=f)= D0 widif(0) +3 D vwdi () +ex3)llyl’-

1<i<d 1<i,j<d

Soit (£2,.%, P), un espace de probabilité et Y = (Y7,...,Yy): Q — RY, un vecteur Gaussien .%-mesurable
de matrice de covariance identité : la loi de Y a pour densité g;. On remarque la loi de v/tY est g; et que
Pif(z)=E[f(x + VtY)] donc

Pof(x)~f (x) = B[f (x+VIY =f(x)] = Vi > Of(X)EYi]+tY 507 f (B[] +E[ex(VEY) Y]] .

1<i<d 1<i,j<d
Or E[Y;|=E[Y;Y;]=0sii#j et E[Y;?=1. Donc
(P (%) f(x) = 5 AF (%) + E[ex (VEV) Y]] -
et par convergence dominée, on obtient (III.25). |
On montre ensuite le lemme suivant.

Lemme I11.2.9 C2(RY) est dense dans Co(R?Y) pour la norme uniforme |- so.

Preuve : soit ¢ €]0, 00| et soit f € Co(R?). On a montré que P, f € C3(R?). Comme (P,);cr, est de Feller-
Dynkin, on a lim;_o||P.f — f|lec = 0, ce qui implique le lemme. Donnons, cependant, une preuve directe
de ce fait : pour tout § €]0,00[, on pose w(d) := sup{|f(x) — f(y)|; x,y € R? : ||x—y]|| < 6}. On vé-
rifie lims_,4 w(8) = 0, c’est-a-dire que f est uniformément continue sur R%. Soit (£2,.%, P), un espace de
probabilité et Y : @ — R, un vecteur Gaussien .#-mesurable de matrice de covariance identité : la loi
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de Y a pour densité g;. On remarque la loi de v/tY est g; et donc que P;f (x) = E[ f (x + \/EY)} Donc
|Pf (x)— f(x)] <E[w(VE]|Y])]. Or [w(d)| < 2| f|lsc, pour tout § €]0, 00]. Par convergence dominée on a
donc
1Pf~flloo < Efw(VEY])] —— 0,
t—0+

ce qui permet de conclure. |

Lemme I11.2.10 Soit f € C2(RY) telle qu’il existe xo € RY satisfaisant supycga f(x) = f(x0) > 0. Alors

Af(xq)<0.
Preuve : on a tout d’abord 9; f(xg) = 0 pour tout ¢ € {1,...,d} et par la formule de Taylor, il existe une
fonction continue bornée ¢ : RY — R telle que limy_,0 £(y) =0 et telle que pour tout y := (y1, . . ., ¥a), on ait

5 O vw0lif(x0) +e)yl® = fxo+y)—F(x0)< 0.
1<i,j<d

En choisissant y := de;, ou e; est le i-eme vecteur canonique et § > 0, on vérifie que 8121 f(x0) <0. Comme cela
est vérifié pour tout i € {1, ..., d}, on en déduit que A f(x¢) <0. |

Lemme II1.2.11 On considere I'opérateur £ : CZ(R?) — Cy(R?). Alors,

(a) Son domaine C2(R?) est dense dans Co(RY) pour ||-|| so-
(b) %A satisfait le principe du maximum.

(c) Pour tout p€0,00[, I'espace (pld—3A)(CZ(RY)) est dense dans Co(R%) pour ||| so-

Preuve : le lemme I11.2.9 montre (a) et le lemme II1.2.10 montre (b). Il reste & prouver (c). Pour cela on fixe
p€ 0, 00[ et on pose

o0

vxeR? Ve CERY), U,f(x)= / e PP f(x)dt , (I11.26)
0

qui a bien un sens car ¢ — P, f(x) est continue bornée (et méme C') par le lemme II1.2.8. Ce méme lemme,
combiné avec le théoréme de dérivation sous I’intégrale montre que U, f € C’g (RY) et que

FAUNE) = [T amned= [T Lrse.

Une intégration par parties (basée sur le fait que limy_,oo e P'P;f(x) = 0, implique que $A(U,f)(x) =
pU, f(x)— f(x). On a donc montré que

VfECHRT),  (pld-3A)Upf=1 .
On en déduit que C2(RY) C (pId— %A) (Cg(]Rd)) et le lemme II1.2.9 implique le point (c). |

Le théoreme I11.2.7, page 108 combiné au lemme II1.2.11 qui précede permet la caractérisation suivante du
générateur du mouvement Brownien standard d-dimensionnel.

Théoreme I11.2.12 On considere I'opérateur 3 A : C2(R%) — Co(R?). Alors, 3 est fermable dans I’espace
de Banach (Co(R?),||-||oc) et sa fermeture +A : D 13— Co(R?) est le generateur du semi-groupe de Feller-
Dynkin (P;)ier, du mouvement Brownien standard en dimension d.
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Remarque I11.2.13 En dimension d> 2, le domaine D 1% de la fermeture du Laplacien usuel %A sur Cg (Rd)
est difficile a décrire (il y a quelques résultats en dimensign d=2). Autrement dit, on connait mal la fermeture du
Laplacien en dimension d supérieure a 2. En revanche, en dimension 1, le générateur du mouvement Brownien
est calculé explicitement comme montré dans le paragraphe qui suit. ([

Calcul exact du générateur infinitésimal du mouvement Brownien en dimension 1. Nous calculons le gé-
nérateur du mouvement Brownien en dimension 1 (c’est-a-dire que nous identifions son domaine) en calculant
explicitement ses résolvantes. Pour cela, on rappelle que

1 eiux 1 1 )
VueR, — / de=e""l et = / Le—wmalel gy (111.27)
7 Jrl+ 22 1+ u? R2

La premiere égalité résulte d’un calcul élémentaire de primitive. La seconde égalité est une conséquence du
théoréme d’inversion de Fourier qui s’applique car x —> eIl est Lebesgue-intégrable sur R.

Pour tout p €]0, oo[, on vérifie facilement que 1’on peut définir U, : Cy(R, C) — Cy(R, C) par (II1.26). Pour
tout u €R, on note &, € Cy(R, C) la fonction définie par &, ()= e™*. On voit alors que

o0 L : o0 tu? etuz
Upéu(z) = / dt e P! ﬁ27rt)7§efﬁewyewx dy = e“”/ dte Ple™ 2 = — -
0 R 0 p+ou

Un changement de variable linéaire dans (II.27) implique alors que
Upéu(z) = /dy (2p) "2 eIyl
R
Par injectivité de la transformée de Fourier on en déduit la proposition suivante.

Proposition I1L.2.14 Soit (P;)cr., le semi-groupe du mouvement Brownien en dimension 1, qui est de Feller-
Dynkin. On note (Up)pe]om[ la famille de résolvantes associée. Alors, on a la représentation suivante :

VFECOR), Ypel.oxl Vo R, Upf(o) = [ dy(2p) He VI f(y).
On fixe f € Cy(R). La proposition précédente permet d’écrire pour tout z €R,
Upt(a) == [ dy (o) 2@ 1() + P [“ay(p) e ().
Lo x
Cela montre que U, f est dérivable partout et un calcul élémentaire montre que
W) @) = e [Ty Bi) - e [ ayeny).
x —0
Cette expression montre que (U, f)’ est également dérivable partout et un calcul élémentaire implique que

U1)" (@) = —2f(x)+ /IpeVP / CdyeVIR(y) + 2pe VT / "y V()
= 2f(x) + 29U, f(x)

Autrement dit
Vpelo,00[ , VFECo(R), UpfeC3(R) et 5(Uyf) =pUpf—f. (I11.28)
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On note A: Dy — Cp(R), le générateur de (P;);cr, . Pour simplifier les notations, on pose également D :=
C2(R) et Ay: f€D — } f"€Cy(R). La proposition I11.1.11 (4), page 91, implique que pour tout p € ]0, oo,
D4 =U,(Cy(R)). Donc (I11.28) implique que D 4 C D. Par ailleurs, la méme proposition III.1.11 (i7) implique
que pour toute fonction f € Cy(R), on a AU, f=pU, f— f et (I1L.28) implique que

VfeCo(R), Vpel0,00[, AU,f = AU, f .

Comme U,(Co(R)) = D4, on en déduit que A;p, = A. Le principe du maximum de Dynkin (lemme II1.2.4,
page 106) implique alors que D= D 4 et donc A; = A. On a donc montré le théoréme suivant.

Théoréme I11.2.15 (Calcul exact du générateur du Brownien en dim. 1) On note A: D 4 — Cy(R), le générateur du
semi-groupe (P;)icr, du mouvement Brownien en dimension 1. Alors,

Ds=C3R) et VfeCo(R), Af=3f".

III.3 Formule de Dynkin, opérateur caractéristique.

III.3.a Formule de Dynkin.

Théoréme II1.3.1 (Formule de Dynkin) Soit E, un espace topologique LCBD. Soit (P;)icr,, un semi-groupe
de Feller-Dynkin sur Co(E). On note Eg, un compactifié habituel de E et (P?)icr, extension minimale de
(Pt)tER+- Soit

(4.7 (G)iery s (Xoher, s (PO)ier, Py, pe M1 (Ep))

un processus de Feller-Dynkin cadlag tel que (%;)icr, satisfait les hypothéses habituelles. Soit A : Dy —
Co(E), le générateur de (P,)er .- Soient v€ E et f € D . Alors, les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) Pour tout t eR, on pose

vieR,, M= (X)) —/OtAf(Xs)ds.

Alors, (Mtf)teR+ est bien définie et sous P, c’est une (4;);cr , -martingale.

(ii) Pour tout (4;)icr . -temps d’arrét T tel que E,[T] < oo,

T
E.[f(X1)] - f(x) = B /0 AF(X)ds] (111.29)

Cette identité est appelée formule de Dynkin.

Preuve : comme Af € Cy(E), s — Af(X;) est cadlag bornée, ce qui permet de définir Mtf comme une
v.a. bornée ¥;-mesurable. La propriété de Markov au temps ¢ implique que P,-p.s.

Bl 4] = POt - [ A7) dr— B ] [ 4 dr | 4]
= P00 - (4500 [rE (470X |9

= Pf(Xy) —/OAf(X,,)dr - /OsdrPrAf(Xt) .
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L’interversion espérance conditionnelle/intégrale étant justifiée par le fait que Af(X;y,) est bornée. On ap-
plique ensuite (III.13) (au lemme II1.1.18, page 97) pour constater que pour touty € F, Ps f (y )} fosdr P.Af(y)=
f(y). Donc Py-p.s. E, [MtfH |4 = f(Xy) —fg Af(X,) dr:Mtf, ce qui termine la preuve du point (7).

11 est possible de déduire le point (i3) du point (i) en appliquant un théoréme d’arrét général pour les
martingale cad. Nous préférons démontrer la formule de Dynkin directement sans avoir recours a ce résultat.
Pour cela on fixe p €]0, o[ et g € Co(R). 1l est clair que Y := [ dt e P'g(X;) est une v.a. x.-mesurable et
bornée par ||g||oo/p- On remarque ensuite que

T oo T 00
Y = / e Plg(Xy)dt + / e Plg(Xy)dt = / e Plg(Xy)dt + e_pT/ e Plg(Xyyr)dt
0 T 0 0
En appliquant la propriété de Markov forte au temps 7', on obtient P,-p.s.
T
Upg(z) = E,[Y] = E, {/ e Plg(Xy) dt} +E,[e P U,9(Xr)] .
0

Soit f € D 4. La proposition IIL.1.11 (73), page 91, implique que U, (pf—Af)= f. Si on applique ce qui précede
ag=pf—Af, on obtient

T
f(@)=E. | /O e (pf(Xe)—AF(X0)) dt| + B[ f(X7)]

On suppose p€ ]0, 1] et on remarque que

T
| [ e oraa=Areen) @] < (1l + 147 1T (111.30)

et le membre de droite est intégrable. On peut donc appliquer la convergence dominée pour passer a la limite
dans (II1.30) lorsque p — 0 et on obtient (II.29). [ |

Remarque IT1.3.2 Appliquons I’énoncé précédent au mouvement Brownien standard dans R%. Le théoreme
I1.2.12, page 111, (mais en fait le lemme I11.2.8, page 110, suffit) implique alors que pour toute fonction
fECE(RY),

t
Mi=f(X;) — | Af(X.)ds

est sous P, est une (%;);cr, -martingale. La formule d’It6 montre que Mtf se représente comme 1’intégrale
stochastique suivante :

t
M = /O VI(X,)-dX, .

La représentation de Mtf comme une intégrale trajectorielle présente des avantages, notamment la résolution
d’équations différentielles stochastiques par itérations de Picard. (]

II1.3.b Opérateur caractéristique.

Grace a la formule de Dynkin, il est possible de donner une forme alternative au générateur infinitésimal.
Soit E, un espace topologique LCBD. Dans la suite de cette section, (FP;);cr, désigne un semi-groupe de
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Feller-Dynkin sur Co(E). On note (Ej,d), un compactifié métrique habituel de E et (P?);cr, I’extension
minimale de (P;);er, . On note (p?(x, dy))icr, zck,» les noyaux associés. Soit

(4.7 (G )iery s (Xoher. s (PO)ier, i Py, pe A1 (Ep))

un processus de Feller-Dynkin cadlag tel que (%;);cr, satisfait les hypothéses habituelles.

Définition II1.3.3 (Point absorbant) Un point x est dit absorbant si p;(x, dy) = d,.(dy) pour tout t € R;. Un
raisonnement simple montre que x est absorbant ssi P,-p.s. pour tout te R, Xy =x. (]

On commence par montrer le lemme suivant.

Lemme I11.3.4 On garde les notations et les hypothéses du début de la section pour le processus X. Soit x € F,
un point qui n’est pas absorbant pour le processus. Pour tout € € ]0, oo[, on pose

7o :=inf {tERy : d(Xy,z) >e}
avec la convention inf () =oco. Alors, il existe e9 € )0, 00| tel que E,[1.] < oo, pour tout € €]0, ¢ .

Preuve : comme x n’est pas absorbant et comme le processus part d’un point de F et est continu a droite,
il existe tg €]0, oo, tel que py, (z, E\{z}) = p?o(m, E\{x}) > 0. Il existe donc § et 7, des réels strictement
positifs, tels que py, (z, Us) >n, ot Us:={y € E : d(z,y) > &}, qui est ouvert de E. Pour tout y € E, on pose
fn(y)=1A (nd(y, Es\Us))'. On vérifie que f,, € Co(E) et que 0< f,, < frr1 < 1y, et que limy, oo frn=1rp;
ponctuellement. Par conséquent, par convergence monotone, lim,_,oc P, frn = D1, (-, Us) ponctuellement sur

E.Or {y€E:p(y,Us) >n} =U,en {y € E: Py fu(y) >n}, donc {y € E: py,(y,Us) >n} est un ouvert de
E. Tl existe donc € €0, 00|, tel que

VyeB(z,e), pi(y,Us) = pi) (y,Us)>7 . (ITL.31)
Sans perte de généralité, on peut supposer que € € |0, §[ . Soit n € N*. On définit I’événement
Ap={Vke{1,...,n}, Xp,€B(z,e)} .
On remarque que La propriété de Markov au temps (n—1)t, implique P ,-p.s.
Eq[14,|%0m-1)10] = Pto(X(n-1)t0> Eo\U)1a,_; = (1 = pto(X(n—1)10, U:)) 14, _, (I1.32)
Or pto (X (n-1)t9 Ue) 2 Pto (X (n—1)to, Us) et sur Ap_1, ona X, 1y, € B(, €) et donc peo (X (n— 110, Us) 2 1.
Par conséquent, E, [lAn ‘%(n,l)t(j <(1—n)14,_, eten prenant I’espérance, P, (A,) <(1—n)Py(An—1); une
récurrence immédiate, P, (A4,) <(1—n)". Or P,-p.s. {7 >nty} C A,. Donc
VneN*, P,(r.>nto) <(1-n)".

ce qui implique que facilement que E,[7.] < oo. [ |

Définition I11.3.5 (Opérateur caractéristique (Dynkin)) On garde les notations et les hypothéses du début de
la section pour le processus de Feller-Dynkin X. On note Abs I’ensemble des points absorbants du processus

1. On metici 0
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et pour tout & € |0, oo, on rappelle la notation : 7. =inf {¢ €Ry : d(Xy, z) >¢}, avec la convention inf ) = oc.
On définit un opérateur L : Dj, — Cy(E) par

(feDp et Lf=g) < (VmEAbs, g(x)=0 et Vze E\{Abs}, g(z)= lim

Cette définition fait sens d’une part grice au lemme II1.3.4, page 115, montrant que E,[7.] < oo et grice 4 la
continuité a droite de X qui implique que E;[7.] >0. On vérifie aisément que Dy, est un sous-espace vectoriel
de Cy(F) et que L est linéaire. L’ opérateur L: Dy — Cy(E) est appelé opérateur caractéristique de X. O

Théoreme II1.3.6 Soit X, un processus de Feller-Dynkin a valeurs dans Eg, avec les notations et hypothéses
énoncées en début de section. On note L : Dy, — Cy(E) 'opérateur caractéristique du processus et A: D4 —
Co(E), son générateur infinitésimal. Alors

Dy=Dy et A=L.

Preuve : soit f € D 4. On pose Af =:g. Soit x € Abs. On adonc P, f(z)= f(z) et donc g(x) = %Ptf(x)m =
0. On suppose ensuite que 2z € F\Abs. Comme expliqué dans la définition IIL.3.5, page 115, pour tout &
suffisamment petit, E,[7.] € ]0, oo[ . La formule de Dynkin (théoréme II1.3.1 (i7), page 113) implique que

E, [f(gf:[ii]—f@) -1 m [ /0 (9(x0)—g()) s

E;[f(X7.)] - f(z)
Ez[TE]

1 Te
- 90)| < B [ wierds] = uie)
E 0
ce qui implique que L f(z)=g(x). On a donc
DsCDy et L|DA:A~

Il est facile de vérifier ensuite que L satisfait le principe du maximum. Le lemme II1.2.4, page 106, s’applique
et permet de conclure. ]

III.4 Quelques applications aux diffusions.

Définition IIL4.1 Soit (P;);cr, , un semi-groupe de Feller-Dynkin sur Cy(R?). On note (R, d), un compac-
tifié métrique habituel de R? et (P?);cr, I’extension minimale de (P;)cr, . On note (p?(, dy))teRJﬂxeR%,
les noyaux associés. Soit ’

(4 F5 (Gorer, s (Xher, s (B )tery Py, n€ A1(RG))

un processus de Feller-Dynkin cadlag tel que (%;)scr, satisfait les hypothéses habituelles. On rappelle que ¢
désigne le temps de vie de X.
C’est une diffusion de Feller-Dynkin si les propriétés suivantes sont satisfaites.

(a) Pour tout we Q, t €0, ((w)[+— X¢(w) est continu.
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(b) CX(RY) C Da ot A: Dy — Co(R?) est le générateur du processus et ot C°(R?) est 1’espace des
fonctions infiniment dérivables a support compact. (]

Proposition ITL4.2 Soit X, une diffusion de Feller-Dynkin dans R? : on utilise les notations de la définition
I1.4.1. La restriction de A a C2°(RY) est locale, c¢’est-a-dire

vxeR?, Vf, ge C2(RY), ( f=g dans un voisinage de x ) = ( Af(x)=Ag(x) ) .

Preuve : si x est un point absorbant, alors Af(x) = Ag(x) = 0. Supposons que x ne soit pas absorbant. On
rappelle la notation 7. =inf{t € Ry : d(X;, Xo) > ¢}, avec la convention que inf ) = co. Par le lemme I11.3.4,
page 115, on a Ex[7.] < 0o et on a lim._,o; 7. = 0, Px-p.s. et dans L' (Q2,.%, Px). On a donc Px-p.s. 7. < (
pour tout ¢ suffisamment petit. La continuité de X jusqu’au temps ¢ implique que Py-p.s. d(X., x) = ¢ pour
tout ¢ suffisamment petit. Supposons que f,g € CZ° (RY) coincident dans un voisinage de x. Alors, ce qui
précede implique que L f(x) = Lg(x), ol L est I’opérateur caractéristique du processus (définition II1.3.5, page
115). Le théoreme I11.3.6, page 116, implique alors que A f(x)=Ag(x). |

Le théoreme suivant, dii a Dynkin, donne la forme du générateur infinitésimal d’une diffusion de Feller-
Dynkin (plus précisément la forme de sa restriction 2 C2°(R%)).

Théoréme I11.4.3 Soir X, une diffusion de Feller-Dynkin dans R? : on utilise les notations de la définition
1I14.1. Alors,

VfECXRY), VxeRY, Af(x)=5 Y ai ()9 f(x) + Y bi(x)if(x) —c(x)f(x) .
1<i,j<d 1<i,j<d
ou les fonctions a; ;, b; et c satisfont les propriétés suivantes.
e Pourtousi,je{l,...,d}, a;j, b c: R? — R sont des fonctions continues.
e Pout tout x € R%, la matrice (@i j(x))1<i j<d est symétrique positive.

e Pour tout x €RY, ¢(x)>0.

Preuve. On rappelle le fait suivant : soient K C U C R?, avec U ouvert et K compact; alors il existe ¢ €
C>®(R?) telle que 1 < ¢ < 1. On fixe R>0 et on se donne ¢ € C°(R?) telle que 150.2r) <@ <1p@R+t1)-
Soit xo=(zY,...,29%) € B(0, R). Pour tout i, j € {1, ..., d}, on définit

Vyi=(yi, .. 9a) R, O(y)i=(yi—2)o(y) et go(y):=(yi—a))(y;—2))o(y)
Il est clair que ce sont des fonctions de C2°(IR?). On pose ensuite
c(x0):=—(A0)(x0), bi(x0):=(Ah*)(x0) et ai;(x):=(Ag;;)(xo) -

Le caractere local de A implique que si ¢ est remplacée par n’importe quelle fonction C>°(R?) valant 1 au
voisinage de X, cela définit les mémes coefficients c(xg), b;(xo) et a;j(xo). Quitte a augmenter R, cela
définit de facon univoque c, b; et a;; comme des fonctions de R? dans R. La définition de ¢ montre que
c € C(RY). Soit x := (71,...,74) € B(0, R). On remarque que hX(y) = h}(y) + (2¥ — 2;)é(y) et donc
bi(x) = (ARX°)(x) — (29 — x;)c(x). Cela montre que b; est continue. De méme on observe que 955(y) =
9o () + (2 —2) 50 (y) + (2 —25) 7 (y) + (27 — i) (2§ — 2)é(y). Done a;j(x) = (Ag;9)(x) + (27 -
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;) (ART0)(x) + (29 —2;) (AR°) (x) (27 —x;) (2] =) #(x). Cela montre également, que a; ; est une fonction
continue.

Comme ¢ atteint son maximum pour tout x € B(0, R), le principe du maximum (lemme II1.2.5, page 107)
implique que c¢(x) =—(A¢)(x) >0, ce qui montre que c est une fonction positive. Soient Ay, ..., Ag€R. Pour
tout £ € ]0, 00|, pour tout y € R%, on pose 0. (y) = ep(y) — (MY (y)+...+ /\dhfi‘(y))z. Comme pour touty €
B(0, R), on a ¢(y) =¢(y)?, on vérifie que pour tout y € B(0, R), on a 0.(y) =c¢(y) =2 1<ij<d NiNigri (Y)-
Or 6, atteint son maximum en X et ce maximum vaut € > 0.le principe du maximum (lemme II1.2.5, page 107)
implique que —ec(x) — > 21«; i<g Aidjaij(x) = (Af:)(x) < 0. Comme cela est vrai pour tout € > 0 et tous
Al -, A €R?, on en déduit que la matrice (a; j(x))1<i j<a (clairement symétrique) est positive. On a montré
que les fonctions a; j, b; et c satisfont les propriétés (a), (b) et (c).

Soit f € C2°(RY). On fixe x € B(0, R). La formule de Taylor en x au second ordre implique I’existence de
nx : RY — R, une fonction continue bornée telle que limy . 7 (y) =0 et telle que pour tout y = (y1, . . . , Ya) €
RY,

FO)=F6) + D (wi—z)dif (<) + 5 Y (=) (=)0 £ (%) + () [y =%,

1<i<d 1<i4,j<d

ol ||-|| désigne la norme Euclidienne sur R%. On a donc ¢(y) f(y) = fo(y) + o(y)nx(¥)||y —x]|? ot

o) =f(x)(y) + D@0 () + 5 Y 95 ()0 f ().
1<i<d 1<i,j<d
On en déduit que Afo(x) = —c(x) + 221 cicq bi(x)0i f(x) + % Zl<”<d a;,j(x)97; f(x). Soit € €]0, 1[. On
pose ¢=(y) = f(y)—fo(y)—elly—x|* + £2¢(y). N existe § > 0 tel que £ =max g(x 25) ¢e- Soit ¢ € C°(R?)
telle que 1§(x7 5) <P <1p(x,26)- Alors, g atteint son maximum en x et ce maximum vaut £2>0. Le principe
du maximum implique que (Apqg:)(x) <0 et puisque ¢ est local, on a

Af( ) AfO _626%1 _EC ):_AQDQE(X)SO;

1<i<d

Comme cela est vérifié pour tout € >0, on en déduit

Af(x) < Afo(x) + > bi(x) +3 Y aii(x)02,f(x) .

1<i<d 1§i,j§d

On montre I’inégalité large contraire en raisonnant de méme avec p.(y):= fo(y)—f(y)—elly—x||? + £2¢(y),
ce qui permet de conclure. |

Le théoreme suivant montre la nécessité de la continuité pour des processus de Feller-Dynkin dont le géné-
rateur est un opérateur différentiel du second ordre.

Théoréme I11.4.4 Soit (P;)icr. , un semi-groupe de Feller-Dynkin sur Co(R?). On note (R3, d), un compacti-
fié métrique habituel de R? et (P?)icr, Uextension minimale de (P,)tcr, . On note (p?(z, dy))t€R+,z€Rg’ les
noyaux associés. Soit

(8 F; (Gi)tery s (Xt )ter, s (Pta)teR+;Pm e ./ (RY))

un processus de Feller-Dynkin cadlag tel que (9;).cr,, satisfait les hypothéses habituelles. On rappelle que ¢
désigne le temps de vie de X et on note A: D o — Cy(FE) le générateur infinitésimal.

On suppose que C°(R?) C D 4 et on suppose que la restriction de A a C2°(RY) est un opérateur différen-
tiel du second ordre satisfaisant les mémes hypotheéses que celle du théoreme 111.4.3 avec I’hypothése que la
fonction c est nulle. Alors, pour toute mesure € 1 (RE), P,-p.s. t€[0,([— X, est continue.
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Preuve : on utilise le théoreme 11.5.10, page 74. Pour cela on fixe K CU C E, avec K compact et U ouvert. Il
est facile de trouver un compact C' tel que K C C C C CU etil existe f € C°(RY) telle que 1¢ < f < 1. Soit
x € K et soit t €0, o], la formule de Dynkin implique que

pe(x, RAU) < Ey [1-f(Xy)] < f(x)—Pf(x) ——/OtPSAf(X) ds

Comme f vaut 1 dans le voisinage C' de x, on a Af (x) =¢(x) =0, car on a supposé ¢ nulle partout. Comme
cela est vrai pour tout x € K, on en déduit que

t
sup £~ Lpy(x, RAT) < ¢ /HPsAf—AfHOO ds — 0.
xeK 0 t—0+

Le théoreme I1.5.10 (page 74) s’applique et permet de conclure. ]
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Chapitre IV

Nuages de Poisson.

Le but de ce chapitre est généraliser la notion de processus de Poisson, de construire des outils de calcul.
Ces résultats sont ensuite utilisés pour étudier les processus de Lévy et développer la théorie des excursions des
processus Markoviens.

IV.1 Processus de Poisson linéaire homogene.

Dans ce chapitre, sauf mention du contraire, toutes les variables aléatoires sont définies sur un méme espace
de probabilité (2, .7, P) qui est supposé suffisamment riche pour que 1’on puisse y définir autant de suites de
variables aléatoires indépendantes que nécessaire. Il est simple de constater que la phrase "on choisit un point
uniformément au hasard sur R;" n’a pas de sens précis. En effet, raisonnons par 1’absurde et supposons que
cette phrase ait un sens précis : on note X ce point aléatoire uniforme. C’est donc une variable aléatoire positive
définie sur (£2, %, P) et on doit avoir

1=P(Q)=)> P(Xenn+1]).
neN

Comme X est de loi "uniforme", on doit avoir P(X € [n,n + 1[) = P(X € [0, 1]), pour tout n € N, ce qui
contredit I’égalité precédente.

Si la phrase précédente n’a pas de sens, il est en revanche possible de définir un ensemble infini dénombrable
de points aléatoires sur R uniformément répartis et totalement indépendants. La définition d’un tel ensemble
aléatoire est I’objet de cette section. Nous rappelons d’abord quelques résultats élémentaires sur les lois usuelles
(Poisson, exponentielles, Erlang, statistiques d’ordre). Puis nous dégageons heuristiquement une définition d’un
tel ensemble aléatoire de point avant d’en donner une construction.

IV.1.a Evénements rares et loi de Poisson, lois exponentielles, statistiques d’ordre.

Définition IV.1.1 Une v.a. X : Q2 — N est (de loi) de Poisson de paramétre 6 € |0, oo si P(X =k)=e~?0% /K|,
pour tout k€N, O

Si X est de Poisson de paramétre 6, alors on vérifie facilement que
E[r*] =exp(-0(1 7)), re[0,1].
En dérivant une puis deux fois cettefonction génératrice en 1,

E[X] =60, E[X?=0+6% etdonc var(X)=0.

121
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Cela justifie la définition suivante des lois de Poisson dégénérées.

Définition IV.1.2 Une v.a. X suit une loi de Poisson de paramétre infini (resp. nul) si P(X = oc0) = 1 (resp. si
P(X=0)=1. O

Lemme IV.1.3 Soient X1,...,X,, des v.a. de Poisson de parametres respectifs 01,...,0,. On les suppose
indépendantes. Alors X1 + ...+ X,, est une v.a. de Poisson de paramétre 01 + ... + 0,

Plus généralement, soit (X, )nen des v.a. de Poisson indépendantes. On note 0., le parametre de X,,. Alors
X =3 cn Xn estune v.a. de Poisson (éventuellement dégénérée) de parametre 0 := 3y On.

Preuve : on montre d’abord le premier point. Pour cela, on observe que
E[TX1+'"+X"] = E[TXI] .. E [TX"] =exp(01 +...+6,)(1—71)),

ce qui permet de conclure puisque les fonctions génératrices caractérisent les lois sur N.

Montrons le second point du lemme. Pour tout n € N, on pose S, = Xo+...+ X, ett, =0g+...+6,.0n
suppose d’abord que § = 3, _ 0, <0c. On remarque que S,, < Sy, 41 et que lim,, S, = X. Par convergence
dominée et d’apres le premier point du lemme, on a donc pour tout r € [0, 1],

E[r¥] = lim [r%] = Ii —tn(1—7)) = exp(—0(1—
(7] Jim. [7>7] Jim. exp(—tn(1—7)) = exp(—0(1-7)) ,
ce qui implique que X suit une loi de Poisson de paramétre 6.

On suppose ensuite que 6 =oo. S’il existe n € N tel que 6,, = o0, alors X,, = o0 p.s. et donc X =00, ce qui
montre le résultat voulu. Il reste a examiner le cas ol pour tout n €N, 6,, < oco. Pour tout x € R, et tout n €N,
une inégalité de Markov implique que

P(S, <) < eIE[eisn} — er—tn(l—e7h)

Donc lim,, P(S, <x) = 0. Or {S < z} C(),,en{Sn < 2}, donc P(X <) = 0, pour tout z € Ry, ce qui
implique que p.s. X = oo, ce qui permet de conclure. |

Approximation des lois de Poisson par des loi binomiales. Les lois de Poisson apparaissent comme des
loi binomiales dégénérées : plus précisément, on fixe § > 0 et pour tout n € N* tel que n > 6, on considere

Yo1,..., Y, n, des variables de Bernoulli indépendantes de méme paramétre p, = 6/n. On pose
Xo= > Yui.
1<k<n

La probabilité que Y,, ;, vale 1 est donc p,, : elle devient tres petite lorsque n — oo. En revanche on voit que
E[X,] = np, = 0, qui ne varie pas avec n. La loi X, est une binomiale de parametres (n, p, ). Pour tout k €N,
ettoutn > k,ona

n k 1 _ ;
P(X, =k)= (k>p§(1 — )"k = %(1 — ot I (1-2)

1<j<k—1

Cela montre que
VEeN, lim P(X, =k)=e 0" /k!.

n—oo

En un sens que nous expliquons précisément plus loin X,, est trés proche d’une loi de Poisson. Le théoreme
suivant donne un résultat plus précis.
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Théoréme IV.1.4 (Approximation Binomiale-Poisson) Pour tout n > 1, on se donne une suite (Y, j;)1<ip<n de
variables indépendantes de Bernoulli de paramétres respectifs py, i, ¢’est-a-dire P(Y,, j, = 1) = py, . On pose

Xp = Z Yn,k: et Hn: Z Pnk -

1<k<n 1<k<n

Alors pour tout 6 >0,

9k
_ —0

>

keN

<200 0n+2 > ply

1<k<n

Silimy, 0, = 6 et si lim,, maxi<g<y, Pp i = 0, alors lim,, Y, -, p% p =0, et

Jim >

keN

_p0"
eV —

A =0.

P(X, =k) -

Exemple d’application. Avant de prouver ce théoréme, voyons un exemple d’application de cette approxima-
tion : les statistiques nous disent que 3,2 piétons sont écrasés a Paris chaque mois (c’est un chiffre fantaisiste).
Quelle est la probabilité que, le mois prochain, exactement 5 piétons soient écrasés a Paris ? Pour répondre
rapidement 2 cette question on peut établir le modele suivant : il y a (environ) n ~ 2.10° Parisiens qui ont une
"chance" tres faible de se faire écraser dans le mois suivant, et ce, indépendamment les uns des autres (nous
négligeons les parents portant un nourrisson). On numérote les Parisiens de 1 a n et on note Y}, la variable
aléatoire qui vaut 1 si le Parisien numero k se fait écraser le mois prochain et qui vaut 0 sinon. D’apres nos
hypotheses, on peut considérer (Y})1<x<y, comme une suite i.i.d. de variables de Bernoulli de parameétre p. Par
conséquent X = Y7 + ...+ Y, suit une loi Binomiale de paramétres (n,p) . Sa moyenne vaut np = 3,2. En
appliquant la proposition précédente avec np = 6 = 3,2, on obtient

D

keN

(3,2)F
!

P(X =k)—e 32 < (3,2)*/n.

Or (3,2)%/n est de I’ordre de 10~°. On peut donc assimiler la probabilité que le mois prochain exactement 5
piétons soient écrasés a Paris a la quantité e=32(3,2)° /5!,

Preuve du théoreme d’approximation binomiale-Poisson. Pour démontrer le théoreme IV.1.4, on cherche
a comparer les mesures de probabilités sur Z. Une mesure de probabilité p sur Z est simplement donnée par
u = (p(k))kez. On note .#1(Z) I’ensemble des mesures de probabilités sur Z. Pour toutes mesures p, v €
M1 (Z), on pose

dvar(ﬂa V) = Z |,u(k:)—u(k:)| :

keZ

Cette quantité est appelée distance en variation de p et v. On peut voir .#(Z) comme un sous-ensemble de
I’espace des suite £!(7Z) et dys n’est autre que la norme L'. Il est facile de vérifier .#;(Z) est un fermé de
(Y(Z) ce qui implique que (#1(Z), dyar) est un espace métrique séparable complet. En fait dy,, métrise la
convergence en loi sur Z.

Soient p, v € .#(Z), on rappelle que p * v est la convolée de p avec v. 1l est clair que p * v € 41 (Z) :
précisément, on a pxv (k) = >,y p(k—j)v(j) pour tout k € Z. On rappelle que si X, de loi et Y, de loi v,
sont deux v.a. a valeurs dans Z, .% -mesurables et indépendantes, alors la loi de X + Y est pu * v.
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On montre tout d’abord I'inégalité suivante.

Vi, p2,vi, v € M(Z),  dyar(pr*pz, vi*12) < dyar(pr, V1) + dvar (2, v2). IV.1)
Preuve : on a
dar(ppiz s vixvs) <Y ok — D (G) —valk — () = D |na(k)m(G) — vk ()]
Jkel 3 kEZ
< Y (B (5) — pa(R)r () + Y 2k () — va(k)v (5)]
jkeZ J,k€EZ
= ZNQ dyar Mlyyl +ZV1 var(,UQ;VQ) :dvar(ﬂ17V1)+dvar(ﬂ27V2)7
kEZ JEL
ce qui termine la preuve de (IV.1). O

On introduit la notation suivante

Vpe0,1], pp=pdi+(1—p)y et V00,00 Z e 00kg, . (IV.2)
eN

Autrement dit i, est 1a loi de Bernoulli de parametre p et vg la loi de Poisson de parametre 6. On montre alors :
Vpe0,1],  dyar(pp, vp) <2p* et V0,0'€]0,00[,  dyar(ve, ver) < 2|60 — &), (IV.3)

Preuve : par convexité on rappelle que 0 <1—e P <p. Or

k

— _ p _

dvar(ttp, vp) = (e P=1+p)+(p—pe?)+ E:He :
E>2

= (eP=1+4p)+(p—pe?)+(1—eP—pe?)=2p(1 —eP) <2

ce qui montre la premiére inégalité. Montrons la seconde : sans perte de généralité on suppose que 6 < 6'. On
pose § = 6’ —6. Le lemme IV.1.3 implique vg: = vg*vs et (IV.1) implique que

dvar(yﬁa VO’) = dvar(VG* 60; VG*V(S) < dvar(VQa VG) + dvar((SO)VJ) = dvar(éoa V(S) .

Or dyar (80, v5) = 1 — 70 + > k1 va(k) =2(1— e™®) < 24, ce qui permet de conclure. O

Fin de la preuve du théoréme IV.1.4 : on fixe n. On note px, la loi de X,,. Avec les notations de (IV.2),
WX, = Hppq*.--*Hp, . Le lemme IV.1.3 implique également que vy, = v, | *... %1, . Par le lemme
précédents et (IV.1), on obtient les inégalité suivantes :

dvar(l/97 MXn) < dvar(VB, V9n) + dvar(l/9n7 NXn) < 2|9*9n| + dvar(:upn,l*' <K lpy s Vpp g ¥ '*Vpn,n)
2‘979”+ Z 2p31,k;

1<k<n

ce qui permet de conclure. |
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Lois exponentielles.

Définition IV.1.5 Une v.a. X : Q — R, est (de loi) exponentielle de paramétre ¢ € |0, oo si sa loi admet la
densité t € R, — ce™“ par rapport a la mesure de Lebesgue. (]

Si X est une exponentielle de parametre ¢, alors pour toute fonction mesurable f : Ry — R,

E[f(X)] = /0 " f(t)ee et dt

Il est facile de vérifier pour tout A € R, que

Be M= - V.4
) = (IV4)
En dérivant une puis deux fois cette transformée de Laplace en 0, on obtient
1 2 2 1
E[X] = o’ E[X*] = 2 etdonc var(X) = R

Les variables exponentielles sont caractérisée par la propriété d’oubli qui s’énonce comme suit.

Proposition IV.1.6 Soit X : ) — R, une v.a. F-mesurable telle que P(X >t) > 0, pour tout t € Ry. On
suppose qu’elle posseéde la propriété d’oubli c’est-a-dire que

Vs,te Ry, PX—-t>s|X>t)=P(X >5s).
Alors X est une variable exponentielle pour un certain parametre c €0, co].

Preuve : on pose f(t) = —logP(X > t). La fonction f : Ry — Ry est bien définie. Par ailleurs f est
continue a droite car F'x et continue & droite et f(¢t) = —log(1— Fx(t)). La propriété d’oubli implique que
f@&) + f(s) = f(t+ s), pour tous s,¢t € Ry. On pose ¢ = f(1). Pour tout entier n € N*, f(n) = cn et
nf(1/n) = c. Donc pour tout ¢ € Q4, f(t) = ct. La continuité a droite implique que f(¢) = ¢t pour tout
teRy.Onadonc P(X >t) = e, pour tout ¢ € R et ¢ ne peut étre nul, ce qui termine la preuve de la
proposition. |

Proposition IV.1.7 Soient &1, ..., &,, des exponentielles indépendantes de paramétre ¢ € RY. Alors S =
nin—1 _
= (Ent—l)!e “

&1+ ...+ &, suit une loi d’Erlang de paramétres (n, ¢), ¢’est-a-dire que S a pour densité fs(t)
te R,

Preuve : soit f : R, — R une fonction mesurable bornée. On a
E|[f(S)] = / Fec@tetm) g 4wy day . day,
RY
On effectue le changement de variable linéaire :
t=x1+...+xn,th1=21+...+2p-1, ... ,to=x1+x2, t] =21
La matrice de transition est triangulaire avec des 1 sur la diagonale. Par ailleurs R"} est envoy€ sur le domaine

{0<t; <...<ty_1 <t}.Onadonc

E[f(9)] :/{ el f(t)dtdty,_y ... dt; .

0<t1 <. Stn—1 <t}

Une simple récurrence montre que f{0<t1<...<t i<ty dtn_1...dt; = t""1/(n—1)!, ce qui implique le résultat
par Fubini. - [ |
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Statistique d’ordre de n v.a. réelles indépendantes de lois diffuses. Soit x = (z1,...,2,) € R™. On note
An(x) = (z())1<k<n le réarrangement croissant des réels (1, ... x,), c’est-a-dire que

x(l)ggx(k)gx(kﬂ)ggx(n) et {xk;lgkgn}:{x(k); 1§k:§n}

Lemme IV.1.8 L’application A,, : R™ — R" est mesurable.

Preuve : pour tout y € R on pose ¢y(21,...,%n) = 3 1<j<p 100y (2;)- La fonction ¢y : R" — N est
clairement mesurable. Pour tout y1, . .., y, €R, onpose Cy, . 4, =] <p<, |—00, yx]. On remarque alors que

A Cyrga) = [ {dw 2k} € BRY).

1<k<n
Or il est facile de montrer que Z(R™) est engendrée par les ensembles du type Cy, . 4., Y1,---,Yn € R, ce
qui implique la mesurabilité de A,,. ]
Cela permet de poser la définition suivante.
Définition IV.1.9 Soient X7, ..., X, des v.a. réelles .# mesurables. On note (X (k))lgkgn le réarrangement

croissant de ces variables :
Lava. (X())1<k<n : @ — R" est F -mesurable : c’est statistique d’ordre de la suite (Xy)1<p<n- O

La proposition suivante décrit la statistique d’ordre de variables indépendantes de loi diffuse.

Proposition IV.1.10 Soit X1, ..., X, des variables réelles indépendantes de méme loi | qui est supposée
diffuse. Alors les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) On note S, le groupe des permutation de {1, ...,n}. Il existe o : Q0 — S,,, une permutation aléatoire
F-mesurable dont la loi est uniforme, qui est indépendante de (X (k))lg k<n» et qui satisfait

P-p.s. X(k) = Xo’(k)> 1<k<n. avs)

(ii) Pour toute fonction mesurable f : R" — R, ona

E[f(X(l),...7X(n))] =nl | f(z1,...,2,) p(dry) ... p(dxy,) .

{zr1<..<zn}

(iii) On note F(x) = p(]—00,%]), x €R, la fonction de répartition de 1. Alors, pour tout 1 <k <n et pour
toute fonction mesurable g : R — R,

BloX)] = [ ot () ) P01 F@) )

Preuve : on note A:={(z, x); x €R} la diagonale de R? qui est un fermé de R?. Par Fubini et le théoréme de
transfert, si ¢ # 7,

P(Xi=X)) = (&) = [pldn)p(lah)=0
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car la mesure p est diffuse. On pose A = {X; # X}, 1 <j <k < n}, qui est I'événement que les variables
X1,..., X, soient toutes distinctes. On a

P\A) < > PX;=X;)=0.

1<i<j<n

Donc P(A) = 1. Pour toute permutation 7y €S,,, on pose
Ay = {Xm <X < <Xom )

Il est clair que les événements A,, v €S, sont deux-a-deux disjoints et que A = (J, o5 A,. On définit alors
la permutation aléatoire o en posant o = v sur A, et o = Id sur Q\ A. Comme P(A) = 1, o satisfait bien
(IV.5).
On observe ensuite que pour toute permutation v € S, les v.a. (X'y(k))lgkgn sont indépendantes et de
méme loi p. Donc
(X9 X2+ o2 X)) = (X1, Xo, o, Xy) -

On en déduit alors que pour toute fonction mesurable f : R™ — R et toute permutation y €S,

Blf(Xa o Xo)to=p] = Bl (X0 Xym)La,]
= E[f(le BREE) Xﬂ)l{X1<X2<...<Xn}]
= [ F@n o wn) plden) o pldea) | ve)
{z1<..<zn}

En sommant sur 7y € S,,, cela montre (i7). On en déduit que f{:r1<...<zn} w(dxy) ... p(dz,) = 1/n! et (IV.6)
implique d’une part que o est de loi uniforme sur S,, et d’autre part que

E[f(Xay, - X)) lo=] = E[f(Xq), - X)) Plo =7),

ce qui implique que o est indépendante de (X (k))lgkgm ce qui termine la preuve de (7).
Montrons (44¢) : en raisonnant comme précédemment on montre que pour tout 1 <k <n et tout z € R,
1 F(z)k1
dry)...pldeg—1) = —= dei)...plderg—1) = ——.
[ ) pto) = gy [ )t = 5y

1<...Tp_1<x} oo,z[k—1
De méme, on a

_ T n—k
/{ i) tden) = o [ e ) = PO

r<Tp1 <. } (TL - k) Jz,00[n—F
Par (i) et Fubini, on a donc

Bl = [ wao)( [ wte) ptmen)( [ ) ptin)

21<...Tp—1<x} T<Tp41<..Tn}
n! n—k

= (k_l)!(n_k)!/Ru(dfv)g(x)F(x)’“‘l(l—F(x)) 7
ce qui entraine (7i7). =

En particulier, lorsque les variables X, ..., X,, sont indépendantes et uniformes dans I’intervalle [0, ¢],
pour toute fonction f : [0,¢]" — R mesurable bornée, on a

E [f (U{”),...,U,@)} _n /{ F(x1,y ... xn) doy ... day, . (IV.7)

~ n
t 0<zi1<...<zp<t}
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IV.1.b Une heuristique.

Pour résoudre le probleme consistant a trouver une famille infinie dénombrable de points de R qui soit
totalement aléatoire et uniformément répartie, on peut commencer par ¢laborer un modéle discret de la maniere
suivante : on fixe un pas h > 0 (qui tendra vers 0) et on discrétise R en la collection d’intervalles I(h,n) =
[nh, (n + 1)h[, n € N. On note IIj le nuage dénombrable de point "uniformément réparti” en supposant que
chaque intervalle I(n, h) contient au plus un point de I1;,. Comme on veut une répartition totalement aléatoire
et uniforme, il est naturel de considérer que &5, ,, = #(II;, N [nh, (n + 1)h[) sont des variables de Bernoulli
indépendantes dont parameétre ne dépend que de & : on le note p(h) etona 0 < p(h) < 1. On a donc les
propriétés suivantes.

(a) Pour tous entiers positifs n; < ng, la variable entiere #(II, N [nih,ngh[) suit la loi binomiale de
parametres ny — ny et p(h).

(b) Pour tous n; < ... < np, les variables # (I, N [n1h, noh[), ..., #(, N [np—1h, nyh[) sont indépen-
dantes.

Par ailleurs on veut que 11, soit une version discrétisée d’un ensemble aléatoire dénombrable 11 sur R ; c’est-
a-dire que I’on suppose que lorsque h tend vers 0, II;, "tend" vers II. Cela impose que II;, ne dépende que "peu”
de h lorsque h est petit. En particulier, si on se fixe un intervalle [a, b] C [0, co], on veut que la quantité

ma(a,b) = B[ # (10 [ la/hlh, [b/mlh [)] = (Lb/R] = La/])p(h)
ne dépende pas trop de h, lorsque h est petit. Cela conduit donc a imposer la chose suivante.

(¢)  p(h) =60h+ o(h), o 0 est un réel strictement positif fixé.

L approximation binomiale-Poisson permet alors de dire que lorsque h est petit, la variable # (I, N [a, b))
est trés proche d’une loi de Poisson de parametre 6(a — b) et my,(a, b) est trés proche de 6(a — b).
Intéressons-nous au numéro de I’intervalle ou tombe le premier point de IIj, : on pose

Tl(h) = mf{n > 0 : é-hv“ =1 } .

Il est facile de voir que T3 (h) suit une loi géométrique : P(T1(h) = n) = p(h)(1—p(h))™, n € N. On introduit
aussi les numéros d’intervalle des points successifs. On les note (7} (h));>1 et on les définit récursivement par

Ti+1(h) = inf{n > Ty(h) = &pn=11}.
On a clairement les propriétés suivantes.
(d) {|z/h]h;x € II},} est exactement I’ensemble {hT}(h); k > 1}.
(e) Les variables & (h) = Ty(h), ..., &(h) = Ti(h) — Tx—1(h) — 1, ..., sont i.i.d.

I est ensuite facile de constater que limy,_,o P(hé&y(h) > t) = exp(—6t), t € R,. Autrement dit lorsque h est
proche de 0, les variables indépendantes (hé&,(h));>1 sont proches d’une suite i.i.d. de variables exponentielles
de paramétre 6.

Résumons les résultats apportés par cette bréve heuristique : on cherche a définir un ensemble aléatoire de
points IT qui soit infini dénombrable, sans point d’accumulation, "totalement aléatoire" et "uniformément ré-
parti” sur R . Siun tel objet existe, alors il est raisonnable de penser qu’il satisfait nécessairement les propriétés
suivantes.
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(i) I exite § € R¥, tel que pour tous réels positifs a < b, la variable # (I N [a, b]) comptant le nombre de
points de IT tombant dans [a, b], suit une loi de Poisson de paramétre (b — a)#.

(ii) Pour tous réels positifs ¢1 < ... < %, les variables

#(H N [Oatl[) ) #(H N [tlthD ’ ttt #(H N [tp—].; tpD
sont indépendantes.

(iii) IT peut étre indexé en croissant : II = {17 < Tp < ... < T,, < ...}. De plus les variables T1, To — 11,
vy Ty — T —1, ... sont des variables exponentielles indépendantes de parametre 6.

Comme nous le montrons plus loin, ces propriétés sont redondantes : (i) et (ii) sont des conséquences de (iii).
La propriété (iii) permet de donner une définition simple de IT, qui est le point de départ de la section suivante.

IV.l.c Construction des processus Poisson homogenes sur R, .

Définition IV.1.11 Soit § € R’ et (&),),>1, une suite i.i.d. de variables exponentielles de parametre 6. On
pose

Vn>1, T,=&+4+...+6, NM={T,;neN} et N =#(IIN[0,t]), t € Ry.

On remarque que Ny = )~ 119 (7). est une variable mesurable. Le processus (NNt ):>o est appelé processus
de Poisson homogéne d’intensité 0. L’ensemble aléatoire discret IT est appelé nuage Poissonnien homogéne
d’intensité 0 sur R . O

Par commodité, on pose Ny, = N U {00} et pour tout ensemble Borélien B € %(RR.), on pose

Np(M)=#MNB=> 1p(T,) € Nu .

n>1

On remarque que Np(ITI) est une variable .% -mesurable. C’est la fonction de comptage de I1 en B. Par la loi
des grands nombre, P (lim,,_, o T,, = 00) = 1. Par conséquent si B est bornée, on a P(Np(II) < c0) = 1.

On constate facilement que pour tout w € 2, ¢ — Ny(w) est croissant et continu a droite et admet une
limite a gauche en tout point, ¢’est-a-dire que (Ny);>o est cadlag. On pose AN (t) = Ny — N;_, qui représente
le saut éventuel au temps ¢ du processus. On a alors, IT = {t € Ry : AN(t) # 0} et N 4(IT) = Ny, t € Ry
Par conséquent, se donner (IV;);>o équivaut a se donner IT.

Le théoreme suivant montre que II peut se voir comme un ensemble infini dénombrable, completement
aléatoire et uniformément réparti sur R .

Théoréme IV.1.12 On note ¢ la mesure de Lebesgue sur R.. Soit I1 un nuage Poissonnien homogeéne d’inten-
sité 0 et soit (Ny)¢>o. Les propriétés suivantes sont vérifiées.

(i) Pour tout s <t, Ny — Ny = Nj, (IL) suit une loi de Poisson de parametre (t — s).

(ii) Pourtousty < ... <tp, lesvariables Ny, , Ny, — Ny, ..., Ny, — Ny, _, sont indépendantes.

P
(iii) Pourtoutt € R et toutn € N*, ’ensemble IIN [0, t] sous P( - | Ny = n) a méme loi que {U1, ..., Uy},
o Un, ..., Uy sont i.i.d. uniformes sur [0, t].

(iv) Soient Ay, ..., A, € B(Ry), disjoints deux-a-deux. Alors, N, (IT), ..., Na,(II) sont des variables de
Poisson indépendantes de paramétres respectifs 00( A1), ..., 00(Ap).
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Remarque IV.1.13 On voit que (¢v) implique (2) et (4), qui sont plus élémentaires et qui ne concernent que
(Nt)¢>0. Puisque dans de nombreuses applications, seul (IV;);>o intervient, nous avons pris la peine d’expliciter
(@) et (42). (]

Preuve du théoréme : montrons d’abord que pour tout ¢ € R, V; suit une loi de Poisson de parametre 6¢.
Soit n € N*. On observe que T, est indépendante de &, et que T}, suit une loi d’Erlang de paramétres (n, 6).
Par conséquent,

hac
Z
I

2
I

t n—1 00
P(T, <t<Tp+ &)= / du 9"“7'@—9“ (/ dv ae—‘?”)
0 (71 - 1) t—u

0 e tdu -l (te)ne—Qt’
(n—1)! 0 n!

ce qui montre le résultat désiré.

Nous allons montrer (#¢7) et ensuite prouver que (¢4¢) implique (iv), ce qui est suffisant d’apres la remarque
précédente. Soit n € N*. Soit F' : R™ — R, une fonction mesurable bornée. On a les égalités suivantes

E[F(Ty,....,T,);Ne=n] = E[F(T1,....,Ty); T, <t <Tp+ &pt1]
o
= [ dsy...ds, 0" 01T A Psy s s, s 4 sn) dsp i1 Beon+1
{s1+...+sn<t} t—s1+...45n
= G"e*m/ dsy...dspF(s1,81+82,...,81+ ...+ sp)
{s14... 45, <t}

= e / dridxs ... dx, F(x1,29,...,2Ty) .
{0<z1<...<zn <t}

On en déduit que

!
E[F(Ty,....,T,) | Ny=n] = :L—n /{o< d$1d902<-t-}-d96nF(361,$2, cey Tn) (IV.8)
<z1<...<znp<

ce qui implique (¢¢7) par (IV.7).
Montrons (iv) : soit t € R’ . On suppose tout d’abord que Ay,..., A, sont des Boréliens disjoints inclus
dans [0, t]. On fixe n > 1. Le point (i¢7) implique que
loi
(N, (I0),..., Ny (I1)) sous P( - [N, =n) @ (#(I, N A)),... #(0, N 4,)) sous P |

ou Il,, = {Uy,...,Up}, avec (Uy,1 < k < n) iid. de loi uniforme sur [0,¢]. Par commodité on pose
Api1 = 1[0,¢]\ U§:1 Aj. Soient ug, ..., u, € R. Pourtout 1 <k < n, on pose :

Xp=€"114,(Up) + ...+ €714, (Up) + 14,,, (U) -
Les variables (X1, . .., X,,) sont indépendantes et de méme loi. De plus on a

p
Xi... X, = H exp (iuk#(l_[n N Ak)) .
k=1

Par conséquent,

E{ H exp (turNa, (IT)) ‘Nt :n} = E[Xi1...X,] =E[X;]"

1<k<p
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_ (eiul Z(?l) L+ eiup Z(?p) 41— é(?l) - z(‘jp))”
=t " (t —(1—e")p(A) —...—(1— ei“P)E(Ap))n.
Donc
E[ [exo (iukNAk(H))} =S PN, = n)t " (6= (1—e™ )0 A1) —. ..~ (1= ((A,)"
1<k<p n>0
=e "y — (0t — (1 — e™)0l(A1) — ... — (1 — e™)0L(Ap))
n>0
= [ exp (—0e(A) (1 — ™)),
1<k<p
ce qui entraine bien le point (iv), dans le cas o Ay, ..., A, C [0,t]. Le cas général découle facilement du fait
que P-p.s. pour tout 1 < k < p, limy—00 T Ng,njo,(IT) = Na, (II). [ ]

EXERCICES.

Exercice.l Paradoxe de I'inspection Soit (&, ),>1, une suite i.i.d. de variables de loi exponentielle de parametre 6 € R’ . On pose
VneN", T,=&+...+6, et MM={T,;neN},

qui est donc un nuage Poissonnien homogene sur R d’intensité 6. Pour tout ¢ € R, on note N; = Zn>1 Lo, (T,). On s’intéresse
aux variables R; et D; définies par
Ri=t—Tn, e D¢=Tn,41—t,
qui sont telles que Ry + Dy = &n, 1.
1. Montrer que pour tout t € Ry, D; suit une loi exponentielle de parametre 6, ¢’est-a-dire que D; a méme loi que &.
2. Montrer que R: a méme loi que le maximum de ¢ et d’une exponentielle de paramétre 6, ¢’est-a-dire que D; a méme loi que
tvVv (531.

3. Calculer en fonction de ¢ et de 0, I’espérance E[&n,+1] et remarquer que
1
E[5N1+1] > 5 = E[é‘ﬂ R

ce qui peut sembler "paradoxal" a premiére vue.

4. Montrer que D; et R; sont indépendantes et prouver que lorsque ¢ tend vers 'infini, &n,41 converge vers une loi de densité
2,,—0s
s 0%se” 75, g

Exercice.2 (Statistiques d’ordre et processus de Poisson homogeénes) Soit (Uy)n>1, une suite de variables i.i.d. de loi uniforme sur
[0, 1]. Pour tout 7 > 2, on rappelle la notation (U™, ..., U{™ ) pour la statistique d’ordre associée & (U1, ..., U,). Pour des raisons
pratiques, on pose U™ = 0 et Ufb’jr)l = 1. On se donne également (&), >1, une suite i.i.d. de variables de loi exponentielle de
parametre 1, et on pose

VneN", T,=&+...+& e M={T,;neN}
qui est donc un nuage Poissonnien homogene sur R d’intensité 1.

1. Montrer que pour tout n > 2, on a I’identité en loi suivante

loi n n
(T3 /Tos1, ., T/ Tosr) 2 (U™, UM) .

2. Montrer que pour tout k € N*, on a
n U]gn) (ol Tk .

n— oo
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3. Montrer que pour tout z € R}
1 - (proba) —z
e .

=N"1 w o n
n; (U™ -U{M)>2} e

4. Montrer que

(n) _ rr(n) (proba)
logn 1§k§§+1(Uk UkZy) e L.

5. Montrer que

5 (n)  pp(n)y Qo ~
n énklgn(U’“ U™ n:;o exponentielle(1) .

IV.2 Généralités sur les nuages de points.

On détaille dans cette section quelques résultats concernant les nuages de points aléatoires (mesurabilité,
loi et indépendence).

IV.2.a Premiéres définitions.

Définition IV.2.1 (Nuages, fonctions de comptage) Soit (E, &), un espace mesurable. On utilise la notation
Ny = NU {o0}.
(a) Sg:={m CE : westdénombrable} est [’ensemble des nuages de points sur E. On rappelle que dénom-

brable signifie fini (éventuellement vide) ou en bijection avec N.

(b) Pour tout B € &, ettout m € Sg, on pose Np(7)=+#(m N B), qui est le nombre (éventuellement infini)
de points de 7 qui sont dans B. La fonction Np:Sg — Ny est appelée la fonction de comptage en B.

(¢) On note . la tribu engendrée sur Sg par les fonctions de comptage Ng, B € &.

(d) Soit (2, ), un espace mesurable et IT: Q2 — Sg, une fonction. C’est un nuage aléatoire si cette fonction
est (F,.%g)-mesurable, ce qui est équivalement a ce que pour tout B € &, Np(II) : Q — Ny soit
Z -mesurable. O

Exemple IV.2.2 Soit (2, .%), un espace mesurable. Soit X, : Q@ — F, n € N*, une suite de variables (.%, &)-
mesurables telle que
Vwe, Vn>m>1, X,(w)#XnWw). (Iv.9)

Soit M : 2 — N, une variables .% -mesurable. On pose :

] siM =0,
II = {Xl,...,XM} $i0< M < oo,
{Xn;neN}  siM =oo.

Pour tout B € &, (IV.9) implique que

Np(II) = Z 15(Xn) ey
n>1

qui est clairement .% -mesurable. Cela implique donc que Np(II) est . -mesurable et donc que IT est un nuage
aléatoire. U
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Dans le lemme suivant, on définit une caractéristique importante des nuages aléatoires, a savoir leur intensité.

Lemme IV.2.3 Soit (2, %, P), un espace de probabilité et I1:Q) — Sg, un nuage aléatoire. On pose
VBeé&, ulB)= E[NB(H)] .
Alors, p: & — [0, 00| est une mesure positive appelée intensité de T1.

Preuve : on observe que Ny(IT) =0, sur €2, donc (@) = 0. Soient B,, € &, n € N, deux-a-deux disjoints. On
pose B:={J,cry Bn. Par interversion série/intégrale pour la mesure de comptage # et pour P, on a bien

#(B) = E[Ng(I)] =E| Y N, ()| = > E[Np, ()] = > u(B,)

neN neN neN
ce qui implique le résultat désiré. |

Définition IV.2.4 (Fonctions de comptage généralisées) Soit (E, &), un espace mesurable et f : F — [0, o0],
une fonction &-mesurable. On pose

VreSg, Np(m) =) f(z).

On appelle Ny :Sg — [0, oo] la fonction de f-comptage. On remarque que Ng= Ny, pour tout B€&. O

Pour tous k,n €N, on pose By, :={f > n} et Ay, := {k27" < f<(k+1)27"[ }. Il est clair que pour tout
neNfixé, les Ay, € &, k € N, sont deux-a-deux disjoints. On pose f,,:=nlpg, + Zogk<n2ﬂ k2714, ».On
rappelle que 0< f,, < f41 et sup,, fn=f. On remarque aussi que

Ny, =nNp,+ Y k27"Nan- (IV.10)
0<k<n2n

Cela montre que NNy, est .”g-mesurable. Soit T €Sp;onnote v=3 . sa mesure empirique. On remarque
que N¢(m)= [5, f dv. Par convergence monotone relativement a v/, on

lim 1 Ny, (1) = N¢(x) . (IV.11)

n—oo
On en déduit le premier point du lemme suivant.

Lemme IV.2.5 Soit (E, &), un espace mesurable. Soit f : E — [0, 00|, une fonction &-mesurable. Alors, les
assertions suivantes sont vérifiées.

(i) La fonction Ny:Sg— [0, 00| est /p-mesurable.

(ii) Soit (2, .#,P), un espace de probabilité et I1 : Q — Sg, un nuage aléatoire d’intensité 1. Alors N ¢(IT)
est une variable F -mesurable et E[N;(I1)| = [, f(x) p(dx).

Preuve : par (IV.10), E[N, (IT)] = > o<k<nan K27 1(Agn) = J5 fn(x) p(dz), et on conclut par conver-
gence monotone sous P et sous . ]

11 arrive fréquement de restreindre un nuage de point a un certain sous ensemble B et de prendre [’image
d’un nuage de points par une fonction ¢ : modulo un hypothese, ces deux opérations sont mesurables, comme
le montre le lemme suivant.
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Lemme IV.2.6 Soit (E, &), un espace mesurable. Les propriétés suivantes sont vérifiées.

(i) Soit B € &. Alors Rp : m € Sp — N B € Sg est (g, g )-mesurable.

(ii) Soit (E',&"), un espace mesurable et soit ¢ : E — E', une fonction (&, &")-mesurable supposée injec-
tive. Alors ® : w € Sg — ¢(m) € Spr est (g, Sgr)-mesurable.

Preuve : on remarque que pour tout C' € &, NocoRp = Npn¢ qui est donc .#g-mesurable, ce qui implique ().
Montrons (i%) : puisque ¢ est injective, on remarque que pour tout B’ et tout nuage m € Sg, on a #({¢p(x);z €
7} NB') = #{x € 7: ¢(x) € B'} etdonc que Np/(¢()) = Ny-1(p)(7). Ona Npr o ® = Ny 1) qui est
p-mesurable, ce qui implique le résultat voulu. ]

Ces résultats se traduisent immédiatement pour les nuages aléatoires.

Lemme IV.2.7 Soit (Q,.%,P), un espace de probabilité. Soit (E, &), un espace mesurable. Soit I1 : Q — Sg,
un nuage aléatoire. Les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) Soit B € &. Alors I N B est un nuage aléatoire. On munit B de la tribu &(B) = {AN B; A € &}.
Alors II N B est un nuage aléatoire sur (B, & (B)) au sens de la définition IV.2.1 (d).

(ii) Soit (E',&"), un espace mesurable et soit ¢ : E — E', une fonction (&, 8")-mesurable supposée injec-
tive. Alors ¢(I1) est un nuage aléatoire sur E' d’intensité ji' = po ¢~ qui est la mesure image de y par
o.
IV.2.b Loi et indépendance de nuages aléatoires.
On voit un nuage aléatoire IT comme le processus de ses fonctions de comptage (N (IT)) gcs, processus

qui est indexés par &.

Définition IV.2.8 On note € C .%% la classe contenant tous les sous-ensembles C' de la forme
C={reSg: Np,(7)>ki;...; Np,(m)>kq } . (IV.12)
avec ¢eN*, By,...,Byeé,etky,... kgeN. (]

Lemme IV.2.9 La classe € est un pi-systéme engendrant S : 0(6g) = Y.

Preuve : clairement € est stable par intersection et contient Sy = {m € Sp : Ng(mw) > 0}. De plus, la forme
(IV.12) des ensembles de 6z implique que ¥ C g et donc que o(%r) C .-Yg. On remarque ensuite que
pour tout B € &, et pour tout k € N, on a {m € Sg : Ng(w) > k} € €g. Par conséquent Np : Sp — Ny,
est o(%g)-mesurable. Or . est, par définition, la plus petite tribu sur Sg rendant mesurable les fonctions de
comptage. Par conséquent .”r C 0 (%), ce qui termine la preuve du lemme. ]

Puisqu’on I'utilise plusieurs fois, on établit sous forme de lemme le résultat élémentaire suivant.

Lemme IV.2.10 Soit (E, &), un espace mesurable. Soient By, ..., By € &. Alors il existe un entier p < 29 et
Ay, ..., Ay, €&, disjoints deux-a-deux tels que tout By, est réunion de certains Ay, c’est-a-dire
Vke{l,....q}, I, C{l,....p} : Bp=|J A etdonc Np => Na,. (IV.13)

Lely, Lely,
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Preuve : on note 4 la classe des ensembles de la forme ﬂ1§ k<q CY, ou CY, est soit By, soit son complémentaire
E\ By, ; % compte au plus 279 ensembles distincts, les ensembles de % sont dans & et ils forment une partition
de E. On se donne explicitement # = {A,,..., Ay}, avec p=#2. Pour tout k € {1,...,q}, on pose I, =
{te{1,...,p}: BN Ay#£D} et on vérifie (IV.13) facilement. [ ]

La proposition suivante caractérise la loi d’un nuage de points.

Proposition IV.2.11 Soit (E, &) un espace mesurable. Soient (Q, F ,P) et (Q, F',P’), des espaces de pro-
babilité. Soient T1:QQ —Sg et II' : Q' — S, deux nuages aléatoires. Ils ont la méme loi ssi pour tout p € N* et
tous Ay, ..., A, €& disjoints deux-a-deux , on a
loi
(Na,(IT),..., Ny, (IT)) sous P (to (Na, (IT'),...,Na,(II')) sous P’. (Iv.14)
Preuve : il est clair que V: 7 €Sp+—— (Na, (7),..., Na, (7)) € N5, est .#g-mesurable car chaque composante
de cette application I’est. Si IT et IT' ont méme loi, alors il en est de méme pour ¥ (II) et U(IT'), ce qui
est exactement (IV.14). Montrons la réciproque : par le lemme IV.2.10, I’identité (IV.14) implique pour tous
By,...,Bseé,ona
Lo
(N, (II), ..., N, (I)) sous P2 (Np,(IT'),..., Np, (IT)) sous P’ . (IV.15)
Cela implique que P(IT € C) = P/(Il" € C), pour tout C de la forme (IV.12). Si on note v et v/ les lois
respectives de IT et de IT', cela montre que v(C) = v/(C), pour tout C' € €. Comme € est un pi-systeme
engendrant .z (lemme 1V.2.9), le théoréeme d’unicité du prolongement des mesures de probabilité implique
que v="r". [ |

Brefs rappels sur la notion d’indépendance. Rappelons quelques définitions générales sur I’'indépendance.
(voir la section ??, page ??, du chapitre ?? en appendice).

1- Soit (2, .%#, P), un espace de probabilité. Soient %; C %, i € I, une famille de classes de sous-ensembles
mesurables. Les classes %;, i € I, sont (mutuellement) indépendantes (sous P) si pour tout sous-ensemble
d’indices J C I, non-vide et fini, et pour tous A; € Z;, j € J, les événements A;, j € J sont mutuellement
indépendants. Autrement dit :

VI C I fni VA #, jed,  P(()4) =[[PA)).

jeJ jeJ
On rappelle le résultat standard suivant.

Proposition IV.2.12 On conserve les notations précédentes. Soit &; C %, i € I, une famille de pi-systémes
qui sont mutuellement indépendants. Alors, les tribus engendrées o(2?;), i € I, sont également mutuellement
indépendantes.

Preuve : voir la proposition ??, page ?? en appendice. ]

2—- Soit (G,¥), un espace mesurable. Soit Y : 2 — G, une variable (.#,%)-mesurable. On rappelle que la
tribu engendrée par Y est simplement donnée par o(Y) = {{Y € A}; A € 4}. Soit €, un pi-systeme sur G
engendrant 4. On pose &y :={{Y € C}; C € ¥}. On voit immédiatement que &y est un pi-systeme sur )
générant o (Y').

Soit X;: Q2 — G, i € I, une famille de variables (%, % )-mesurables. Les variables X;, i € I, sont indépen-
dantes si les tribus o (X;), i € I sont indépendantes.
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Lemme IV.2.13 On reprend les notation précédentes. 1l y a équivalence entre les deux assertions suivantes.

(i) Les variables X;, i € I, sont indépendantes.

(i) P(Xi, € Ci;...; X;
Ch,....,ChE?.

€Cy) = P(Xy, € Ch)...P(X;, € Cy), pour tous iy,...,in € I, et tous

n

Preuve : il est clair que (¢) implique (4¢). Montrons la réciproque : on remarque que (¢¢) implique que les
pi-systemes Px,, ¢ € I sont mutuellement indépendants. La proposition IV.2.12 implique alors que les tribus
0(Px,) = o(X;), i € I sont mutuellement indépendantes, c’est-a-dire (7). |

Apres ces quelques rappels sur la notion d’indépendance, on peut énoncer le critere d’indépendance suivant
pour les nuages aléatoires.

Proposition IV.2.14 Soit (E, &), un espace mesurable. Soit (2, #,P), un espace de probabilité. Soit I1; :
Q) —Sg, i €1, une famille de nuages aléatoires. 1l y a équivalence entre les deux assertions suivantes.

(i) Les nuages I1;, © € I, sont mutuellement indépendants.

(ii) Pour tous Ay, ... A, € &, deux-a-deux disjoints les vecteurs aléatoires de NE, (Na, (I1;))1<k<ps i €1,
sont mutuellement indépendants.

Preuve : il est clair que ¥: 7€ Sg— (Na, (7),..., Na, (7)) € N5 est /g-mesurable car chaque composante
de cette application I’est. Si les nuages I1;, ¢ € I, sont mutuellement indépendants, alors il en est de méme pour
la famille de vecteurs aléatoires ¥ (IL;), i € I. Cela montre que (¢) implique (77).

Réciproquement, par le lemme IV.2.10, pour tous By, ..., By € &, les vecteurs aléatoires (Np, (I1;))1<¢<q.
1€ I, sont indépendants. Soient i1, ...,i, €1, et C1, ..., C, €GE qui par définition peuvent s’écrire
Crm={m€SE : Np,(m) >ki(m); ... ; Np, () >kq(m)} ,

ol By,...By € &, et ou pour tout 1 < m < n, ki(m),...,ks(m) € N. On en déduit donc que P(Hi1 €
Cy;...;IL;, €Cy) =P (IL;, €Cy) ... P(IL;, € Cy), et le lemme IV.2.13 permet de conclure. [ |

IV.2.c Mesurabilité de certaines opérations sur les nuages de points.

Le but de cette section technique est de montrer la mesurabilité du produit, de I’intersection et de I’'union de
nuages aléatoires, ainsi que d’autres fonctions apparaissant naturellement. Or en général, il n’est du tout clair
que ces opérations soient mesurables et les obstructions sont doubles : les espaces (F, &) et (E’, &") doivent
satisfaites des conditions de régularité; il est aussi nécessaire de se restreindre a des nuages finis sur chaque
ensemble d’une partition fixée. Ces deux types de restrictions techniques ne sont pas trés contraignantes dans
la pratique.

On suppose dans la suite que 1’espace mesurable (E, &) sur lequel sont définis les nuages de points sont
séparables et séparés : on rappelle la définition 1.1.10, page 5. On rappelle ici le théoreme ??, page ?? en
appendice Si (F, &) est un espace mesurable séparable et séparé alors les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) & contient tous les singletons.
(i) (E,&) est diaginal, c-a-d. que A:={(x,2); zEF}€ERE.

(797) 1l existe C' C R (pas nécessairement Borélien) tel que (E, &) soit isomorphe a (C, (C)), out B(C) est
la tribu trace des Boréliens de R sur C.
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Le type de restriction sur les nuages de points est donné par le lemme suivant.

Définition IV.2.15 Soit (£, &), un ensemble mesurable. Soit B, € &, p €N, une partition de E, que I’on note
B :=(B))pen. On pose

SE = {m€SE : ¥pEN, Np, (1)<oo} et S5 ={DNSE;De s}

SE est I’ensemble des nuages finis sur chaque ensemble de la partition B. Clairement que SE € .. La tribu
YE est la tribu trace de . sur SE. Comme S§ € .%z, on a bien .F C .Yg. (]

Résultats de mesurabilité. Commencons par résoudre le probleme consistant a localiser de maniére mesurable
les points d’un nuage.

Lemme IV.2.16 (Localisation des points) Soit (E, &), un espace mesurable séparable et séparé. Soit B=(B))p>1,
une partition de E en ensembles de &. Il existe une famille de fonctions Y7 Sg — FE, p,k > 1, qui sont
(S, & )-mesurables telles que

WpEN, vreSE, wN B, ={Y(p)(x). Yy" (m),... .Yy ) (m)} dés que Np,(x)=1.  (V.16)

Preuve : comme (F, &) est séparable et séparé, il existe C C R et ¢: E — C' isomorphisme entre les espaces
mesurables (E, &) et (C, 2(C)). On fixe p€ N* et 2* € B,,. Soit m €SB ; on pose £ = Np, () et on se donne
7w comme ’ensemble {x1,...,z,} ol I'indexation est telle que ¢(z1) < ... < ¢(x¢). On pose alors pour tout

keN*, Yk(p) (m):=xpsik<let Yk(p) (m):=x* si k>£. On a clairement (IV.16). Puisque ¢ est un isomorphisme,
Yk(p ) est (g, &)-mesurable ssi ¢0Yk(p ) est (5”]3;3, Z(C))-mesurable. Pour montrer cela, on fixe y € R et on
pose D:=¢~(]—o00,y] N ¢(By)), qui est dans & ; on remarque que

{meSE:Np,(7) >k}n{reSp: gzbon(p) <y} ={recSB:Np(n)>k}c.sp.
D’autre part
{resB: NBP(W)<k}ﬂ{7T€S% : (ﬁon(p)Sy} =  oubien {reSE: Np,(m) <k}

selon que ¢(z*) >y ou que $(z*) < y. Dans les deux cas, les ensembles sont dans .72, ce qui entraine que

{me Sg : qSon(p) <y} e 5@?‘ pour tout y € R. Donc <j)on(p) est (5’5’, 2(C))-mesurable, ce qui permet de
conclure. |

Lemme IV.2.17 (produit, intersection, union de nuages) Soient (E,&) et (E', &), des espaces mesurables sépa-
rables et séparés. On munit E x E' de la tribu produit & @ &', qui est également séparable et séparée. Soit
B = (By)pen, une partition de E en ensembles de &. Soit B' = (By)en, une partition de E' en ensembles de
&'. Alors, les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) L'application (m,7') € SExSE, — 7x7' € Spyp est (S8 @ SE

fAR yExE/)-mesurable.

On suppose ensuite que (E,&)=(E',&").
(ii) L'application (m,n') € SExSE +— n N’ € Spest (YER.SE | Sg)-mesurable.

(iii) L’application (r,7') € SExSE +— n U’ € S est (SER.IE | Sp)-mesurable.
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Preuve : pour tous p, k € N*, soient ;" :SE — F qui est (.5, &)-mesurable et soit Z." :Sg — E’, qui est
(Lpr, &")-mesurable telles que 7N B, ={Y,” (7); 1<k < Np, (m)} et 7' N By ={Z" (n'); 1<k <Np (')}
1l est clair que (7,7') € SExSE, s (v, (1), 25" (7)) € Ex E' est (Y8 ®.78 , £@&")-mesurable. Donc
pour tout Ac £RE’

(71'771'/) S S%XSE: — NA(TFXTF/): Z 1{k§NBp(7r);k'§NB;)(7r’)}1A(Yk(p)(ﬂ-%Z]g]’J)(ﬂ-/))
p,pk,k'>1

est 2 ®.7E -mesurable, ce qui entraine (7).

On suppose ensuite (E,&) = (E’,&”) mais on garde les notations précédentes pour la localisation des
points. On rappelle que A:={(x, z); x € E} € £%2 car (E, &) est séparable et séparé. Soit B € &, on remarque
alors que

(m, ') € SExSE — Np(rna)= Y 1{kSNBp(ﬂ');k’§NBL(ﬂ’)}]-B(Yk(p)(W))]-A(ch(p)(’”)7Zl(cl/))(7‘—/))
P,k k' >1

est /2 ®.7E -mesurable, ce qui entraine (i1).

Le point (7i7) se déduit de (i) comme suit : pour tout C' € &, tout p € N, et tous (7, 7') € SB xSB', on
peut écrire Nonp, (1Un’) = Nong, (1) + Nen, (') = Nea, (m N 7') car Nonp, (7 N 7') < N, (7) < o0,
et (i) implique que (m,7) € SB x SB — Nenp, (r U ') est /2 ® 7B -mesurable. Or Neo(rUn') =
> pen Nong, (mUn’). Done (7, ') = No(mUT') est /2 .72 -mesurable. [ ]

Lemme IV.2.18 Soit (E, &), un espace mesurable séparable et séparé. Soit B = (B,,)pen, une partition &-
mesurable de E. Les assertions suivantes sont vérifiées.

(1) La fonction x € E — {a} € SE est (&,.7E )-mesurable.

(1) Lafonction (x,m) € E x S} — mU{z} € Sg est (6 ® S, .SE)-mesurable.

)
)
(i14) La fonction (x1,...,op, ™) EE"XSBsm U {x1,...,2,} €S est (£°" RSB, SE)-mesurable.

(v) (Mesurabilité des fonctionnelles de type Palm) Soit (Ey, &), un espace mesurable. Soit n €N* et F': Egx E™ X
Sg — [0, 00|, une fonction &@E®" @ .S -mesurable. Pour tous (z,m) € EgXSg, on pose

):ZF(Z;xl,...,xmﬂ\{wl,...,xn}) and A()Zﬂ' ZFZ T1y.eny Ty, )

X1,...,En €T X1y, En €T
distincts distincts

avec ® (z,m) = A;P)(Zv 7) =0, pour tout z € Ey si #m <n. Alors, les restrictions de ®” et de A a
Ey xSE sont (6,® .72 )-mesurables.

Preuve : on note ¢ la fonction du (¢). Pour tout B € &, (Npot)(x) = 1p(x). Cela montre que Np o) est &-
mesurable pour tout B € &, ce qui prouve (7). Montrons (i7) : par (¢), (x,7) € E xS — ({z},7) € S§ x S§
est mesurable. Par le lemme 1V.2.17 (iii), ({z},7) € SB x SB — 7 U {x} est également mesurable, ce qui
prouve (i4). Par (i) et (i), combinés a une simple récurrence, (71, ...,T,) = {x1,...,7,} est (2", SB)-
mesurable et le lemme IV.2.17 (4i%) termine la preuve du point (7).

Montrons (iv) pour cela on se donne pour tous p, k € N*, soient Y,” : SB — F comme dans le lemme
IV.2.16 de localisation des points. On pose B, = E\B, : le lemme 1V.2.6 ( ) de restriction implique que
7+ m N By est mesurable. Soient 1 < i3 <...< i, <r.Onpose S={1,...,r}\{i1,... i} et

L™ = (23 VP 0, Y (@), .0 (), (r0 By) U (Y] jes))

11 yeeeslnsT L3t 2
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Le point (#ii) et ce qui précede implique que fi i - BoxSE — [0,00] est (6p ®7F )-mesurable. On
remarque ensuite que si Np, (7)=r, ona

b (z,m) = F(z; Y;(lp)(Tr), ... Y<p)(7r), W\{K(lp)(ﬂ), .. ,Yi?(ﬂ')})

U1 yeenyinT ) Tin

et donc @ (2, ) =2 b1 Darzin>..>i>1 H{Ng, ()=} [h. . inr (2, 70), ce qui entraine la mesurabilité de o,

La mesurabilité de A" en découle par le point (i44). |

IV.2.d Intersections et unions de nuages aléatoires.

Sauf mention explicite du contraire, on fait les hypotheses suivantes :
(Q, .7, P) supposé complet et (E, &) est supposé séparable et séparé.

La complétude de (2, #, P) simplifie les énoncés ol le produit, I’'union ou I’intersection de nuages aléatoires
interviennent. En effet, considérons II : 2 — Sg, un nuage aléatoire d’intensité p supposée sigma-finie : il
existe une partition &-mesurable B = (B,),>1 de E telle que E[Np, (IT)] = u(B,) < oo pour tout p > 1. Par
conséquent, p.s. IT € SE. On peut appliquer le lemme IV.2.16, page 137, de localisation des points des nuages
a Il : pour tout k, p>1, il existe des fonctions Yk(” ):Sp— F, qui sont (%g, &)-mesurables et telles que

Pps. Vp>1, TNB,={¥" @),y ), . v\ ;1 @m}.

Proposition IV.2.19 Soient (E, &) et (E', &), des espaces mesurables séparables et séparés. On munit EXE'
de la tribu produit &', Soient T1:Q — S, et II' : Q) — Sgv, des nuages aléatoires d’intensités respectives [
et i’ supposées, sigma-finies. Alors, les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) TIXIT' : Q — Spyp est un nuage aléatoire.
(ii) SiII et II' sont indépendants, alors Uintensité de TIxI1' est &'

Preuve : d’apres le fait détaillé ci-dessus, il existe B = (B),),en et B’ = (By)4en des partitions mesurables
de resp. E et E' telles que p.s. IL € SB et IT' € SE:. Le lemme 1V.2.17 (i) implique alors que IT x IT' est
p.s. égal a une variable (Z,.%gy p)-mesurable. Comme (Q,.%, P) est supposé complet, IT x IT" est donc
(F, g pr)-mesurable : ¢’est un nuage aléatoire.

Montrons (i) : on note v: £®@&” — [0, o] I'intensité de IT x IT". Comme IT et IT' sont indépendants, pour
tous Be& et B'e &’

v(BxB')=E[Npxp (IIxII')] = E[Ng(II)Np/(II')] =E[Np(IT) |E[Np (IT')]| = w(B)p/(B'). (IV.17)
Comme p et i’ sont sigma-finies, p®p’ est I'unique mesure v satisfaisant (IV.17). |

Proposition 1V.2.20 Soient (E, &), un espace mesurable séparable et séparé. Soient II : Q — Sg et I :
Q — Sg, deux nuages aléatoires d’intensités respectives | et i, supposées sigma-finies. Alors, les assertions
suivantes sont vérifiées.

(i) IINII':Q—Sg est un nuage aléatoire.

(ii) (Principe de disjonction) Si IT et I1' sont indépendants et si pu (ou i’) est diffuse, alors p.s. TLN TI' =0).
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Preuve : on raisonne comme dans la preuve du point (¢) de la proposition précédente IV.2.19 en utilisant le
lemme IV.2.17 (ii) pour prouver (7). Montrons (i) : la proposition IV.2.19 implique que I’intensité IT x IT” est
1 ® 1. Donc,

B[Na(T 0] = (ee (&) = [ u({ahul(de) = 0.
si p est diffuse. Donc p.s. (IT x IT') N A = (), ¢’est-a-dire ITINTT' = (). [ ]

Proposition IV.2.21 Soient (E, &), un espace mesurable séparable et séparé. Soit I1,, : Q0 — Sg, n €N, une
suite de nuages aléatoires d’intensités respectives [, n €N, toutes supposées sigma-finies. Alors, les assertions
suivantes sont vérifiées.

(i) II.= UnEN I1,, est un nuage aléatoire.

(ii) Siles (I1y,)necn sont indépendants et si les (i )nen sont diffuses, alors

Pps. VBe&, Np(I)=)» Np(I,) (IV.18)
neN

et l'intensité de T est 1= fin-

Preuve : en utilisant le fait que les intensités sont sigma-finies et en appliquant de maniere répétée le lemme
IV.2.17 (iii), page 137, on montre que ITpU. .. UIL, est (%, .g)-mesurable. Par convergence monotone pour
la mesure de comptage, partout sur 2, et pour tout B € &, Ng(II) = lim, o, Ng(IIy U ... UIIL,). Donc,
Np(II) est #-mesurable pour tout B € &, ce qui prouve (7).

Montrons (i7) : la proposition IV.2.20 (i) implique que p.s. pour tout m < n, IL,, N II, =, ce qui im-
plique (IV.18). Par interversion positive série/espérance, on a donc p(B) =E[Np(IT)]=>_ .y E[Np(II,)] =
> nen Mn(B), pour tout B € &, ce qui termine la preuve. |

IV.3 Nuages Poissonniens.

IV.3.a Définition, premieres propriétés.

Sauf mention explicite du contraire, on fait les hypotheses suivantes :
(Q, .7, P) supposé complet et (E, &) est supposé séparable et séparé.
Sauf mention explicite du contraire, on fait les hypotheses suivantes : On rappelle qu’une variable & valeurs

dans N, est une variable de Poisson étendue si son parametre appartient a [0, oo] : notamment son parametre
est nul (resp. infini) ssi la variable est p.s. nulle (resp. p.s. infinie).

Définition. Caractérisations diverses. En s’inspirant du cas des nuages homogenes sur R, on introduit la
définition suivante.

Définition IV.3.1 (Nuages Poissonniens) Soit (E, &), un espace mesurable séparable et séparé. Soit IT: Q) —
SEg, un nuage aléatoire. C’est un nuage Poissonnien s’il satisfait les deux hypotheses suivantes.

(Chaos) Pour tous Ay, ..., A, € & deux-a-deux disjoints, les variables Na, (IT), ..., N4, (IT) sont indépen-
dantes.

(Poisson) Pour tout A € &, N4(I1I) suit une loi de Poisson étendue. O
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Théoreme IV.3.2 Soit (2, . %, P), un espace de probabilité complet. Soit (E, &), un espace mesurable sépa-
rable et séparé. Soit I1 : Q2 — S, un nuage Poissonnien d’intensité . Alors, p est diffuse et la loi de 11 est
entierement déterminée par .

Preuve : pour tout 7 € £, Ny, (IT) = 0 ou 1. Or, Ny, (IT) suit une loi de Poisson de parametre z({x}). On
a donc p({x})=0. Montrons le second point de la proposition : supposons que IT’ soit un nuage Poissonnien
d’intensité y défini sur un espace de probabilité (€', . %', P’). Par définition, IT et IT' satisfont I’identité en loi
(IV.14) de la proposition IV.2.11. Cette méme proposition implique que IT et IT" ont méme loi. ]

Le théoréme suivant montre que 1’hypotheése de chaos pour un nuage aléatoire implique en réalité son
caractere Poissonnien. Sa preuve est placée en fin de section.

Théoreme IV.3.3 Soit (2, . %, P), un espace de probabilité complet. Soit (E, &), un espace séparable et sé-
paré. Soit I1:Q — Sy, un nuage de points (F ,.g)-mesurable d’intensité 1, supposée sigma-finie et diffuse.
On suppose que 11 satisfait également 1’hypothese de chaos -

(Chaos) Pour tous Ay, ..., Ap€ & deux-a-deux disjoints, les v.a. N, (IT), . .., N, (II) sont indépendantes.

Alors, 11 est un nuage Poissonnien.

Preuve : voir la fin de la section, page 144. ]

En application de ce résultat on peut montrer le théoreme suivant qui simplifie la propriété de chaos et qui
caractérise les nuages de Poisson par indépendance des événements d’évitement.

Théoréme IV.3.4 (Caractérisation par évitement indépendants) Soit (), % P), un espace de probabilité complet.
Soit (E, &), un espace séparable et séparé. Soit IL:Q — Sg, un nuage de points (F , r)-mesurable d’inten-
sité u, supposée sigma-finie et diffuse. On suppose que 11 satisfait la propriété suivante.

(Evitements indépendants) Pour tous A, B € & disjoints, les événements {TLN A = ()} et {II N B = 0} sont
indépendants.

Alors 11 est un nuage de Poisson.

Preuve : voir I’exercice .12, page 169. ]

En application du résultat précédent, on peut ensuite montrer le théoreme de Rényi qui caractérise les
nuages de Poisson par leurs probabilités d’évitement.

Théoréme IV.3.5 (Théoréme de Rényi) Soit (2, %, P), un espace de probabilité complet. Soit (E, &), un espace
séparable et séparé. Soit I1:Q — Sg, un nuage de points (F , /g )-mesurable. On suppose que

VAe&, PIINA=0)=erA

o pi : & — [0, 00] est une mesure sigma finie et diffuse (avec la convention que e~ = 0). Alors II est alors
un nuage de Poisson.

Preuve : voir ’exercice .13, page 170. |
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Stabilité des nuages Poisson par restriction, image et superposition.

Théoréme IV.3.6 (Restriction) Soit (F, &), un espace mesurable séparable et séparé. Soit I1, un nuage Poisson-
nien sur E d’intensité . Soient By, Bo € &, disjoints. Alors I1 N By et I1 N By sont deux nuages Poissonniens
indépendants d’intensités respectives (- N By) et u(- N By).

Plus généralement, soit B; € &, i € 1, une famille d’ensembles mesurables deux-a-deux disjoints. Alors,
II N B;, i €1, est une famille de nuages Poissonniens indépendants d’intensités respectives ji( - N B;), 1€ 1.

Preuve : la définition méme des nuages Poissonniens implique que pour tout A € &, II N A est un nuage
Poissonnien d’intensité u( - N A). Pour tout i € I, on pose IT; :=II N B; et on a pour tout A € &, N4(IL;) =
Nanp,(IT). Comme les B; € &, i€ I, deux-a-deux disjoints, pour tous Ay, ..., A, €& deux-a-deux disjoints,
les vecteurs aléatoires (N4, (I1;))1<r<p, ¢ € I, sont indépendants (on utilise la propriété de Chaos des nuages
Poissonniens car les ensembles Ap N B;, 1 <k <p, i € I, sont deux-a-deux disjoints). On conclut grace a la
proposition IV.2.14 (i7). |

Théoréme IV.3.7 (Superposition croissante ou indépendante) Soit (E, &), un espace mesurable séparable et sé-
paré. Soit (IL,)nen, une suite de nuages Poissonniens sur E, d’intensités respectives iy )neN foutes suppo-
sées sigma-finies. On pose I1 := | J,,cy IL,.. Alors, c’est un nuage aléatoire dont Iintensité est notée i et les
assertions suivantes sont vérifiées.

(i) Sion suppose que P-p.s. I1,, CIL, 11, pour tout n €N, alors I1 est un nuage de Poisson d’intensité | et
pour tout A€ &, on a ji(A)=lim,, T pn(A).

(ii) Si on suppose que les (I1,,),en sont indépendants, alors I1 est un nuage de Poisson d’intensité et on a
1= nen Hne

Preuve : par la proposition IV.2.21 (3), IT est (%, .g)-mesurable. Montrons (7). Soit A € &'; le théoréme de
convergence monotone pour la mesure de comptage implique que P-p.s. N4 (IT) =lim,, N4(IL,). En prenant
I’espérance, le théoréme de convergence monotone sous P implique alors que p(A) = lim, p,(A). Alors,
clairement, pour tout r € [0, 1], par convergence dominée

E[NA00] = lim B[rNAT0] = fig ¢ #nA0-1) — g-n()(1-r),

n—oo n—oo
ce qui implique que N4 (IT) suit une loi de Poisson (étendue) de parametre ;i(A). Soient Aq,..., A, € &,
deux-a-deux disjoints. Pour tout n € N fixé les v.a. Na, (IL,,), ..., Na, (IT,) sont indépendantes et puisque

P—p.S. nh—>Holo (NAl (Hn), cen ’NAP (Hn)) = (NAl (H), e ,NAP(H)),

les v.a. limites N4, (IT), ..., Na,(IT) sont nécessairement indépendantes. Cela montre donc que IT est un
nuage de Poisson.

Montrons (i¢) : par la proposition [V.2.21, page 140, IT est un nuage aléatoire (%, .g)-mesurable d’inten-
Sité p1=7 , oy Hn- Soit B €&, On remarque que les v.a. (Ng(II,,)),cn sont des v.a. de Poisson indépendante.
Par conséquent (IV.18) et le lemme IV.1.3 page 122 impliquent que Ny (II) est de Poisson.

Soient Ay,..., Ay €&, deux-a-deux disjoints. On vérifie facilement que les v.a. (N4, (IL,,))1<i<p:nay sont
mutuellement indépendantes. Notamment les suites (N4, (IT,))nen, - - - , (Va, (IL,) )Jnen sont indépendantes.
Or par (IV.18), N, (IT) =} .y Na, (IT,,), pour tout 1 <4 <p. Cela montre que les v.a. N, (II), ..., N, (IT)
sont indépendantes. Cela termine la preuve de (ii). |
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Proposition IV.3.8 Soient (E, &) et (E', &), des espaces mesurables séparés et séparables. Soit I1, un nuage
Poissonnien sur E d’intensité pi. Soit ¢: E — E', supposée (&, &")-mesurable. On note ' la mesure image de
w par ¢ et on pose II' := ¢(I1). Si ¢ est injective, alors I1' est un nuage Poissonnien sur E' d’intensité 1.

Preuve : si ¢ est injective, alors
VweQ,VB €&, Np(Ml'(w)= Ny-1(pry(IL(w)) - (Iv.19)

Cela montre que IT' est un nuage aléatoire. Par ailleurs Np/(IT') est une variable de Poisson d’intensité
u(¢~H(B')) = 1/(B'). Enfin, pour tous A}, ..., A} € &, deux-a-deux disjoints, ¢~ (4}),...,¢"(A}) € &
sont également deux-a-deux disjoints et (IV.19) implique que les variables N 4 (Ir'),...,N A (IT') sont indé-
pendantes. ]

Le théoréme suivant est une version plus sophistiquée de la proposition précédente.

Théoréme IV.3.9 (Image) Soient (E, &) et (E',&"), deux espaces mesurables séparables et séparés. Soit I1, un
nuage Poissonnien sur F d’intensité 11, supposée sigma-finie. Soit ¢: E— F', une fonction (&, &")-mesurable.
On note i la mesure image de p par ¢ et on pose I := ¢(II). On suppose 11 diffuse.

Alors, II' est un nuage Poissonnien d’intensité 11/ et p.s. ¢ est injective sur I, c’est-a-dire

P-ps. VX,Y €I, (X ” Y) — (¢(X) ] ¢>(Y)) , (IV.20)

ce qui entraine que
P-p.S. V! S E/, N¢—1({l/})(ﬂ) S {07 1} (Iv.21)

Preuve : on suppose d’abord que 1I’on a montré (IV.20). Cela implique immédiatement (IV.21). Il existe alors
O e Ftel que P(Q*) = 1et

Vwe Q' VB €&, Np(IT'(w)) = Ny (p)(T(w)) , (IV.22)

On raisonne ensuite comme a la proposition IV.3.8 pour montrer que IT" est Poissonnien d’intensité j'.

Il reste donc a prouver (IV.20). Pour cela on considére IT* = ITxII, qui d’apres la proposition IV.2.19, est
un nuage aléatoire sur I’espace ' x 2 muni de la tribu produit & ® &. On note p son intensité, que I’on calcule
comme suit : on fixe A, B € & et on pose Ag:=A\(AN B) et By:=B\(A N B), si bien que Ay, AN B, By
sont disjoints deux-a-deux. On a donc

p(Ax B) = E[Na,(I)Np,(I)] + E[Na,(TI) Nanp(IT)]
+E[Nanp(IT)Np,(I1)] + E[(Nanp(I1) )?]
= 1(Ao)u(Bo) + p(Ao) (AN B) + (AN B)p(Bo) + E[(Nanp(IT) )?].

Comme une variable de Poisson de parametre § a un moment d’ordre 2 est égal 2 # + 62, on a

p(Ax B) = pu(Ao)p(Bo) + p(Ao)p(AN B) + (AN B)u(Bo) + u(AN B)? + u(AN B)
= p(A)u(B)+ (AN B) = (p@ u)(Ax B)+p(ANB).
On introduit ensuite la fonction j:x € E'— (x,z) € Ex E. On rappelle que A € £®&. Donc jest (&,8R8)-

mesurable : c’est méme une bijection £ sur A. On note pua la mesure induite sur A par p via 3. Comme
7Y ((Ax B)NA)= AN B, on a donc montré que pour tous A, BE&, p(Ax B) = ua(Ax B)+(u@u)(Ax B).
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Comme p et ua + p @ p coincident sur le pi-systtme &2 :={AxB; A, B€ &} engendrant £®&, le théoréme
d’unicité du prolongement des mesures sigma-finies s’applique facilement pour montrer que p=pua + ¢ Q u.

On pose @: (z,y) € Ex Ew (¢p(x),d(y)) € E' x E'. 1l est facile de montrer que ® est (£R&, &' QE")-
mesurable. On note A’ la diagonale de E’ x E’, diagonale qui appartient 2 &’ ®&”. On s’intéresse a I’ensemble
U= Y ANA={(z,y) EEXE : x#yet ¢(x)=(y) }. Comme 1 est concentrée sur A (par définition),
on a ua(U)=0. Par Fubini, on a également,

(noup)(U) = /E p(dx) [E 1(dy)Liye Byta et d(y)=o(x)}

/u(dw)u(¢_1({¢(m)})) =/u(dﬂf)u’({¢(ﬂc)})-
E E

IN

Comme 4 est diffuse, on a /' ({¢(z)}) =0, pour tout z € F et donc (u®u)(U) = 0. On en déduit donc que
p(U)=E[Ny (II*)]=0 et donc que P-p.s. IT* N U =0, c’est-a-dire (IV.20), ce qui termine la preuve. |

Preuve du théoreme I1V.3.3. On observe tout d’abord que les nuages aléatoires satisfaisant la propriété de
chaos sont stables par restriction et que leurs restrictions a des sous-ensembles deux-a-deux disjoints sont mu-
tuellement indépendantes. Cette observation, combinée au principe de superposition indépendante (théoréme
IV.3.7 (ii), montre que I’on peut se ramener aux cas de nuages aléatoires d’intensité finie.

On consideére donc un IT :  — Sg un nuage aléatoire (%, .%g)-mesurable, satisfaisant la propriété de
chaos et d’intensité u supposée finie : u(E) < co. Comme (E, &) est séparable et séparé, il existe C' C [0, 1]
et ¢ : E — C bijective (&, %(C))-mesurable telle que la réciproque ¢! : C' — E soit (%(C'), &)-mesurable
(on rappelle que Z(C) est la tribu trace des Boréliens de R sur ). Le lemme IV.2.7, page 134, montre que
IT':= ¢(IT) est un nuage aléatoire d’intensité y/ := po¢~!. Comme ¢ est bijective, il est clair que 1’ est diffuse
et que IT' satisfait la propriété de chaos. Si on montre que IT' est Poissonnien, alors la proposition IV.3.8, page
143, implique que IT= ¢~ (IT") est Poissonnien également.

11 suffit donc de montrer que IT’ est Poissonnien : comme II’ satisfait la propriété de chaos, il suffit de
montrer que pour tout A € B(C), N4(II') suit une loi de Poisson. Soient n € N et 0 < k < 2"; on pose
Apr=AN[k2", (k+1)2"] et

Enk=1(n, (m)>1}s png=P(Na,, (I')>1) et Xﬁ=:§: En k-
' 0<k<2n

L’hypothese de chaos implique que pour tout n € N, (&, x)o<k<2n sont des v.a. de Bernoulli indépendantes de
parametre respectifs (py, k)o<k<2n. Il est ensuite facile de voir que p.s. pour tout n € N

Xn < Xpy1 et lim X, =sup X, = Na(IT') < . (IV.23)
n—oo n>0

Par convergence monotone, cela implique que

. T o N !
lim 0<kz<2n Pok = lim E[X,] = E[N4(IT')] = 4/(4) . (IV.24)

On remarque ensuite que py, x < E[Na, , (IT')] = p/(Ap 1) et donc que

Sopii< Y W(Ank)? < p(A) max p(Ang) . (IV.25)

0<k<2n
0<k<2n 0<k<2n
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Raisonnons par I’absurde en supposant que maxo<x<on it (Ay, ) ne tend pas vers 0 lorsque n tend vers ’infini :
il existe donc € > 0 et une suite strictement croissante d’entiers naturels (1¢),> telle que

"(A >e.
o<haane P (A ) 2

On introduit les ensembles compacts suivants :

Le=[k2", (k+1)2"], 0<k<2", et Ji= |J Inux-
1<k<2me:
:u',(A'n,g,k)ZE

Clairement, Jy1 C Jy. On pose K = ()~ J¢, qui est un compact non-vide, par ce qui précede et puisque les
Jy sont également compacts non-vides. Comme /(AN Jy) >e,ona /(KN A)>e. Soient x1, ..., 2, KN A
distincts ; alors pour tout ¢ assez grand, il existe k1,...,k; € {0,...,2™ — 1} distincts tels que pour tout
pe{l,...,q}, onait x, € Ay, g, et 4’ (An, x,) > €. Donc les intervalles I,,, r,, 1 < p < g sont disjoints. Cela
implique que ge <37 <, 1 (Anyk,) < p1'(A). On a montré que K N A contient au plus 4i'(A)/e points. Or
on a également prouvé que p/(K N A) > ¢, ce qui contredit le fait que ' soit diffuse.

On a donc montré par I’absurde que lim,,_, o maxg<g<on pt/ (Ap, 1) =0. Par (IV.25) et (IV.24), I’approxima-
tion Binomiale-Poisson généralisée établie au théoreme IV.1.4 s’applique (voir page 123, en appendice) : les
variables X, tendent en loi vers une loi de Poisson de parametre 1/(A) et (IV.23) implique que N4 (IT') suit
une loi de Poisson, ce qui permet de conclure. ]

IV.3.b  Construction.
Les cas des nuages Poissonniens d’intensité finie. On se donne les objets suivants.

(a) (F,&), un espace séparable et séparé; 11: & — R, une mesure finie, non-nulle et diffuse.

(b) (Q2,.%#,P), un espace de probabilité complet; X, : Q2 — F, n € N*, des v.a. (#, &)-mesurables, indé-
pendantes de méme loi (- )/u(E).

() M:Q—N, une v.a. .#-mesurable, indépendante de (X,,),>1, loi de Poisson de paramétre y(E).
Théoreme IV.3.10 Sous les hypothéses et notations précédentes, on définit I1 : Q — Sg par
M={X;,.... Xy} si M>1 et =0 si M=0. (IV.26)

Alors, 11 est un nuage Poissonnien d’intensité .

Preuve : I’exemple I1V.2.2 permet d’affirmer que IT est un nuage aléatoire. Soient p € N* et Ay,..., A4, €&,
deux-a-deux disjoints. On pose Ay y1:=E\(A; U...UA,), si bien que Ay,..., A, estune partition de E.
On fixe uy, ..., u, € R et pour tout n € N*, on pose Z,, :=e™114,(X,,) + ... + e”‘PlAp (Xn) 4+ 1a,,, (Xn).
Les variables (Z,,),>1 sont i.i.d. et on vérifie facilement que

W(E) (1~ E[Z,]) = u(B)(1 —E[Z1]) = p(A) (1 — ™) + ...+ p(Ap) (1 —e™r) . (1V.27)

Comme p est sans atome, P-p.s. pour tous m < n, X, # X, ce qui entraine

P-p.s. H exp (iu;Na, (1)) = H Zj

1<j<p 1<j<M



146 CHAPITRE IV. NUAGES DE POISSON.

avec la convention qu’un produit sur un ensemble d’indices vide est égal a 1. On en déduit les égalités suivantes :

E[ H exp (inNAj(H)>] = E[ H Zj] :1+;E{1{M—"} H Z]}

1<5<p 1<G<M 1<j<n
= 1+ par=ng ] 2] = S mAr
I n! !
n>1 1<j<n n>0
= oxp(—p(E)1-E[21]) = ] exp (—u(4))(1 - ™)).
1<j<p

L’injectivité de la fonction caractéristique montre que le vecteurs (N4, (IT), ..., N4, (IT)) a des composantes
indépendantes suivant des lois de Poisson, ce qui implique le résultat désiré. ]

Construction pour les intensité sigma-finies. On procede de la méme fagon en utilisant le principe de su-
perposition. Plus précisément, on se donne les objets suivants.

(a) (E,&), un espace mesurable séparable et séparé. p : & — [0, 00|, une mesure sigma-finie, non-nulle et
diffuse. Il existe donc B, €&, p> 1, une partition de £ telle que pour tout p>1, on ait 0 < u(Bp) < 0.

(b) (©2,.%#,P), un espace de probabilité complet; Xép) :Q — FE, p,n > 1, des v.a. .%-mesurables indé-
pendantes telles que pour tout p > 1, la suite (Xﬁbp))nzl est i.i.d. de loi u(- N By)/u(Bp). On pose
T:= (Xy(,f))pmzy

() My:Q — N, p>1,des va. .#-mesurables indépendantes; M, suit une loi de Poisson de parametre
1(Bp). On suppose que la suite (M),),>1 est indépendante du tableau de variables 7.

Théoreme IV.3.11 Sous les hypothéses et notations précédentes, pour tout p > 1, on pose
o, = (X" X} siM,>1 et I, =0 siM,=0.

On pose également 11 = Up21 IL,. Alors, II est un nuage Poissonnien sur E d’intensité p.

Preuve : par le théoreme IV.3.10, IT, est un nuage Poissonnien d’intensité ;( - N B)). La construction garantit
que les II,,, p>1, sont indépendants. Par la propriété de superposition (proposition IV.3.7, page 142), IT est un
nuage Poissonnien d’intensité >~ p(- N Bp)=p. |

Représentation des nuages Poissonniens. On montre, a I’aide du lemme de localisation IV.2.16 (page 137)
que tout nuage Poissonnien, sur un espace séparable et séparé et d’intensité sigma-finie, peut se représenter de
maniere mesurable comme dans la construction générale qui précede. Pour simplifier quelques arguments on
utilise le lemme suivant dont la preuve se trouve en fin de section.

Lemme IV.3.12 Soit (E, &), un espace séparable et séparé. Soit i1 : & — [0, 00|, une mesure sigma finie et
diffuse. Soit un entier n > 2. On note O ’ensembles des (x1,...,x,) € E tels que les x; soient distincts. Soit
v:E%9" — [0, 00], une mesure telle que pour tous Ay, . .., A, €&, disjoints deux-a-deux, on ait

v(Aix...xAy) = p(Ar) ... u(Ay) .

Alors, O &2 et v(- N O) = p®".
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Preuve. Voir la fin de la section. |

Remarque IV.3.13 On observe que le lemme précédent est faux si p n’est pas diffuse. (]

On commence par considérer les nuages d’intensité finie. Plus précisément, on se donne les objets suivants.
() (FE, &), un espace séparable et séparé.

B) (2, %#,P), un espace de probabilité complet sur lequel est défini IT : 2 — Sg, un nuage Poissonnien
d’intensité finie : u(E) < oco.
() U:Q—]0,1], une v.a. #-mesurable indépendante de II et de loi uniforme.

A I’aide de U, on construit :
— une suite (X/,)p>1 de v.a. iid. deloi pu(-)/u(E);
— une suite de permutations indépendantes (X,,),>1 telle que d’une part, X, : {1,...,n} — {1,...,n} suitla
loi uniforme et telle que d’autre part, la suite (X,,),>1 est indépendante de (X,),>1.
Comme (E, &) est séparable et séparé, il existe C' C R et une bijection ¢: E— C' qui est (&', Z(C'))-mesurable
et telle que la réciproque ¢! soit (#(C), &)-mesurable également. Par lemme 1V.2.16 (page 137), il existe
une suite Y3 :Sg — F, k> 1, de fonctions (g, &)-mesurables telles que pour tout nuage m € Sg comptant n
points,

T={Y1i(n),....Ya(m)} et o(Yi(n)) <...<o(Yn(m)).

Pour tout n>1, sur {#II = n}, on pose :
Xp =Yy, @)sil<k<n et X=X, ,sik>n.
Sur {#IT=0}U{#II=o00}, pour tout k> 1, on pose X; = X,.. On montre tout d’abord que pour tout 1> 1,
sous P(-|#II=n), les v.a. X3,..., X, sont i.i.d. deloi u(-)/u(E). (TV.28)

Preuve de (IV.28). Soient A1, ..., A, €&, deux-a-deux disjoints. Observons que
{Na, (M) =1;...; Na, (M) =1} N {#=n} = | J {X,0) €A1;. .. ; Xp(n) €EAn} N {#IT=n},
UGSH

ces événements étant deux-a-deux disjoints. Ici, S,, désigne 1’ensemble des permutations de {1,...,n}. On
remarque ensuite que pour tout o € S,,, 3, oo est une permutation de loi uniforme. Cela implique que sous
P(-[#I1=n), (X1,..., X,) a méme loi que (X, (1), ..., Xy(n)) et donc

P(Na,(I)=1;...; Ny, () =1 | #II=n) = Y P(X,q)€A1;...: X0 € An | #II=n)
0ESH

= nlP(X1€A4;...; X, €A, |#I1=n) . (IV.29)
On pose ensuite Ay,+1:=F\(4; U...U A,,) et on remarque que
P(NAl(H)zl; .. ;NAn(H)zl;#H:n) = P(NAl(H)zl; . ;NAn(H)zl;NAnH(H):O)
— (AL p(Ag)e ).
Comme #II est une v.a. de Poisson de parametre p(F), on en déduit que

plA)  p(Ar)
wE) T op(E)

P(Na,(T)=1;...; Na, () =1 | #IT=n) = n!
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Si on note fi(-) = p(-)/n(E) et v laloi de (X, ..., X,) sous P(-|#II =mn). On veut appliquer le lemme
IV.3.12 : on rappelle la définition de I’ensemble O de 1’énoncé; par construction, v(E™\O) =0 et donc v =
v(- N O). Alors ce qui précede, (IV.29) et le lemme 1V.3.12, impliquent que v =", ¢’est-a-dire (IV.28). W

On déduit facilement de (IV.28) la proposition suivante.

Proposition IV.3.14 On suppose (&), (B) et () ci-dessus. On note 4 la tribu engendrée par U et I1. On pose
M :=#1IL. Alors, il existe une famille de variables (X,,)n>1 satisfaisant les conditions suivantes.

(i) Pourtoutn > 1, X, : Q — E est (¢4, &)-mesurable.
(ii) Les variables (X, )n>1 sont i.i.d. de loi u(-)/u(E).
(iii) La suite (X, )n>1 est indépendante de M.
(iv) P-p.s. I1= {Xl, ... ,XM} des que M > 1.

Cette proposition se généralise immédiatement au cas sigma-fini.

Proposition IV.3.15 On suppose (o), (B) et () ci-dessus, excepté que y est seulement supposée sigma-finie ; il
existe donc une partition &-mesurable de E, notée B=(B,,),>1 telle que pour tout p>1, on ait 0 < pu(B)) < o0.
Pour tout p > 1, on note 94, la tribu engendrée par U et I1 N B, et on note M,, = NBP (IT). Alors, il existe un

tableau de variables (XT(Lp ))pmz 1 qui satisfont les conditions suivantes.
(i) Pour tousn,p>1, XT(Lp) : Q — B, est (94, &)-mesurable.
(ii) Les variables (Xflp))p’nzl sont indépendantes et pour tous p,n > 1, xP a pour loi (- N Bp)/1(Bp).
(iii) Le tableau de variables (X,(Lp))pynzl est indépendant de la suite (M,)p>1.
. _ (p) @\ s
(iv) P-p.s. pour tour p>1, IIN B, = { X", ... ,XMP} des que M, >1.

Preuve du lemme IV.3.12. Comme (F, &) est séparable et séparé, il existe C' C R tel que (E, &) et (C, Z(C))
soient isomorphes en tant qu’espaces mesurables et il suffit de montrer le lemme dans le cas ou (F,&) =
(C,%(C)). Onrappelle que Z(C) estla tribu trace de Z8(R) sur C mais aussi la tribu borélienne de la topologie
induite sur C' par la topologie usuelle sur R.

On suppose tout d’abord que (E, &) = (R, Z(R)). On note Oy ’ensemble des vecteurs de R™ dont les
coordonnées sont distinctes. II est clair que Og est un ouvert donc Oy € B(R™) = %(R)®™. Pour tout k € Z et
tout pe N, on pose I, , =[k2—p, (k+1)27P[ etpour tout k= (k1, ..., k,) €Z", onnote Cy = Iy, pX. . X1, p,
le cube dyadique de « coin » 27Pk. Si les k;, sont distincts, alors (Cy ) = u®"(Cx p). Soit un ouvert U CR™;
U N Oy est également un ouvert et on voit qu’il existe une suite k,,, € Z", p,, € N, m €N, telle que les cubes
(Cx,p .pm )men forment une partition de U N Og ; comme C,, ,,,, C Oo, les coordonnées de k,,, sont distinctes,
ce qui implique que (U N Og) =", cn ¥(Cip o) = 2men K™ (Crep o) = 1™ (U N Ogp). On observe que
u®™(U N Op) = u®™(U) car p est diffuse. Alors, la restriction 2 Op de v coincide avec u®" sur le pi-systéme
des ouverts de R" ; par unicité du prolongement des mesures, ces mesures sont égales.

On fixe ensuite C' C R et on considere le cas ou (E,&) = (C, B(C)), #(C). Pour tout B’ € #(R)®",
on pose v/ (B') =v(B' N C™) et pour tout A’ € Z(R), on pose u'(A") = p(A’ N C). On vérifie que v/ et 1/
sont des mesures sigma finies, que ' est diffuse et que pour tous A, ..., A, € #(R), deux a deux-disjoints,
onav/(A]x...xA)=p'(A})...1/(A]). Par ce qui précede, cela implique que /(- N Op) = p'®". Soit
Be %(C)®". Comme %(C)®" est aussi la tribu borélienne de la topologie induite sur C™ par la topologie de
la norme sur R™, il existe B’ € Z(R)®" tel que B= B’ N C". Puisque O =0y N C™, on a donc v(B N O)
V'(B' N Oy) =/ ®*(B'). On vérifie ensuite que 1/ ®™(B’) =’ ®"(B), ce qui permet de conclure.
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IV.4 Outils de calculs.

IV4.a Formules de Palm.

Toutes les variables sont définies sur un méme espace de probabilité (2, %, P) supposé complet. Nous ren-
voyons au lemme IV.2.18 pour les questions de mesurabilité soulevées implicitement par le théoréme suivant.

Théoréme IV.4.1 (Formule de Palm) Soit (E, &), un espace séparable et séparé. Soit 11 : Q) — Sg, un nuage
Poissonnien d’intensité i, supposée sigma-finie et non-nulle. Soit (Fy, &), un espace mesurable et soit Z :
Q — Ey, une variable (%, &y)-mesurable supposée indépendante de I1. Soit F : Eg X EXSg — [0, 00|, une
fonction &R E Q.S r-mesurable. Alors,

E

> F(Z,X,H\{X})] = /Eu(dac)E[F(Z,x,H)], (IV.30)

Xell
avec la convention qu’une somme sur un ensemble d’indices vide est nulle.

Preuve : on remarque que (IV.30) ne dépend que de la loi jointe de (Z, IT). On peut donc choisir IT comme

dans le théoreme de construction IV.3.11 et Z indépendante des variables X}lp )

proposition de représentation IV.3.15). On pose alors

et M), (ou bien on applique la

a=E

ZF(Z,X,H\{X})] et Ix= |J 1o

Xell p’€N\{p}

Par interversion positive série/intégrale,

a=>"N"PM,=n) Y E[F(z.xP mu{x{’,. .. . XPNX})].

p>1n>1 1<k<n
On observe que pour toute permutation vy de {1,...,n},ona
(p) (o) <-(p) (p)
(X7 X)) = (X X)) (IV.31)

On pose byn . = E[F(Z, X, T U{XP, ..., XP 1\ {X'})] et on déduit de (IV.31) que

bpn = E[F(Z,XP, Iu{x?, .. xPN{xP)]
= E[F(Z,xP, mu{x?,. .. xP D]

/ p(da) E[F(Z,% T U {XI(P) X(P)l})]
B

" 1(Bp)
avec la convention que {X fp ). ,Xr(lpj 1} = 0sin = 1. Par conséquent
d
a = Y Y PM,=n)n / M(Bx)E[ F(Z2, U {x?,. ... xP )]
p>1n>1 B, MBp

)
= LSt [ I (o 0 O X

p>1n>1 ) H
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n—1

= ZZeMBp)“(B”)'/ w(dz)E[F(Z,2, I U X", xP )]
po1n>1 (TL — 1) By

= S Y P, =) [ wdBF(Z, WU (X0 X))
p=1n'>0 By

= Z/ u(de) S P(M, =0 )E[F(Z,z, I U{X{",... XD}
p>1 Bp n’>0

= Z/ ((de)E[F(Z,z, I, UTL})|
p>1"Br

= Y [ wnEF(Zoe ) = [ p(ao) BiF (200
2517 By E

qui est bien le résultat voulu. |

Remarque IV4.2 On se donne G : Sp — Ry et g : £ — Ry qui sont respectivement .#g-mesurable et
&-mesurable. La formule de Palm appliquée a F'(z, ) = g(z)G(w), donne

E

Y 9(X)GI\{X})

Xell

:Ewwm/mmmmw

E

Cette formule peut s’interpréter de la maniere suivante : si on choisit un point X de IT "uniformément au
hasard" (c’est-a-dire selon la mesure de comptage) alors ce point a pour "loi" p, il est indépendant du nuage
IT\{ X} qui est Poissonnien d’intensité ;.. Autrement dit, si on observe IT depuis un point typique de IT (qui
est enlevé de 11, on observe toujours un nuage Poissonnien. De plus, le nouveau nuage observé ne donne pas
d’information sur la position d’observation. ([

Remarque IV.4.3 On conserve les mémes hypotheses que le théoreme précédent en ce qui concerne IT et Z
mais on considere une application F' : Ey X E X S — R ou C qui est £ ® & ® #g-mesurable et telle que

/E,u(dm)E[ |F(Z,z,IT)]] < oo . Iv.32)

Alors on déduit facilement du théoreme IV.4.1, qui traite le cas des fonctions positives, que

E

Y F(Z.X, H\{X})] = /E w(de)E [F(Z,z,1I)] .

Xell

En effet, si F' est réelle, il suffit de séparer F' en sa partie positive et sa partie négative, de montrer que toutes
les expressions ont un sens grace a I’hypothese (IV.32) et au théoreme IV.4.1 et de déduire le résultat. Dans le
cas ou F’ est a valeurs complexes, il faut raisonner sur la partie réelle et la partie imaginaire. Nous laissons les
détails au lecteur. (]

En itérant la formule de Palm, on prouve le résultat suivant.

Théoréme IV.4.4 (Formule de Palm a n points) Soit (E, &), un espace séparable et séparé. Soit I1: QQ — Sg, un
nuage Poissonnien d’intensité p, supposée sigma-finie et non-nulle. Soit (Ey, &), un espace mesurable et soit
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Z:Q— Ey, une variable (F , &))-mesurable supposée indépendante de I1. Soit F': Egx E" xSg — [0, 0o], une
fonction &R EC" Q.S r-mesurable. On rappelle la notation

o\ (z,11) = N F(Z,Xy, ... X, I\{X1,..., X0} ) .
X17~~7XnEH
distincts

avec la convention qu’une somme sur un ensemble d’indices vide est nulle. Alors,

E[@iﬁ”(z,n)] :/ w(dzr) ... p(den) E[F(Z, x1,. . . 20, II)] . (IV.33)

n

De méme, on rappelle que AT (Z,T1) = 3"y« 11 gistinets F (%> X1, -+, X, IT). Alors

E[A%”)(Z,H)} :/ p(dzr) ... p(den) BIF(Z, 21, ... o0, TTU {21, ... 20})] - (IV.34)
Preuve : on fait une récurrence. Le théoreme IV.4.1 montre (IV.33) pour n = 1. On suppose que (IV.33) est
vérifiée au rang n. Soit F' : Egx E"t!1 xSg — [0, 0o], une fonction & ® £&¥"! ® .#-mesurable. On pose
E, = Ey x E muni de la tribu &1 = &) ® & et on définit la fonction G : E; X E™ x Sg — [0, o0], par
G((z, @), 22,...,Tn41,m) = F(z,2,22,...,2n41, 7). Cest une fonction & ® &9 @ .#p-mesurable. On
pose Fy = ®%. La formule de Palm au rang n = 1 (théoréme IV.4.1) implique que

B[ 3 A I = [ (o) BIR(Z.o, 1)

X, el E

/ 1(dxr)E[@5(Z, 2, I0)]. (IV.35)
E

On fixe z; € E. L’hypothese de récurrence implique au rang n que

B[00 (Z 21, 1)] = E[ N F(Za,Xo..., Xpr, I\{Xa, . .,Xnﬂ})}
Xa,..,.Xn41€Il
distincts
= / p(dxs) ... pldey) E[F(Z, 21,22, ..., Xpt1, )] . (IV.36)

On remarque enfin que

Z FO(Z7 Xla H\{Xl}) = Z Z F(Z7 X17 X27 R 7XTL+17 H\{X17X2a ey Xn-i—l})
X, eIl X1€ll Xy, . X1 €I\ {X1}
distincts
= o\ (z m). (IV.37)

Les égalités (IV.35), (IV.36) et (IV.37) permettent alors de montrer (IV.33) au rang n + 1, ce qui conclut la
preuve de (IV.33). Pour démontrer la formule (IV.34), il suffir d’appliquer la formule (IV.33) a la fonction
G(z,x1,...,xn,m) = F(z,21,...,2n, 7 U{Z1,...,20}). [ |

En application nous donnons une formule de moment d’ordre 2 pour ® 5 (IT).
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Proposition IV.4.5 Soit (E, &), un espace séparable et séparé. Soit I1: Q — Sg, un nuage Poissonnien d’in-
tensité 11, supposée sigma-finie et non-nulle. Soit (Fy, &), un espace mesurable et soit Z : Q— Fy, une variable
(%, &)-mesurable supposée indépendante de I1. Soit F : Eg X E X Sp — [0, 00|, une fonction & Q& Q@ .-
mesurable. On rappelle que ®p(I1)=3" v .y F(Z, X, II\{X }). Alors, on a

B[0p(11)] = [ p(de) E[F(Z,2, 10
E

+ /Eét(dfr)u(dy) E[F(Z,2,TTU{y})F(Z,y, ITU {z})]. (IV.38)

Preuve : pour tout sous-ensemble fini J C II, on a bien

2
(S Fzxmixy) =3 F(Z X, I{X}? + D G(Z X1, X1, T\ {X3, X))
XeJ XeJ X1,X0eJ
distincts
ou G(z,z,y,m) = F(z,z, 7 U{y})F(z,y,m U {z}). En effet, il s’agit juste du developpement du carré d’une
somme finie. En prenant le supremum sur tous les sous-ensembles finis J C II, on peut remplacer J par II
dans I’expression précédente : on a & p-(TT)2 = & o (TT) + & (IT) et on conclut par le théoreme TV.4.4. W

IV.4.b Formules exponentielles.

Toutes les variables sont définies sur un méme espace de probabilité (2, %, P) supposé complet. Soit
(E, &), un espace mesurable et f : E — [0, o0], une fonction &-mesurable. On rappelle la définition 1V.2.4
(page 133) de la f-fonction de comptage Ny(w) = > . f(x), pour tout 7 € Sg. On rappelle également
I’approximation f, de f, (IV.10) et (IV.11) page 133.

Théoréme IV.4.6 (Formule exponentielle positive) Soif (F, &), un espace mesurable séparable et séparé. Soit
I1:Q— Sg, un nuage Poissonnien d’intensité . Soit f: E— [0, 0o] une application &-mesurable. Alors

E[exp(—Nf(H))] = exp (—/

p(dz)(1 - e—f@))) : (IV.39)
E

avec la convention exp(—oo) = 0. De plus, on a

BV, = [ptdn)f(@) et BING?] = [utde) faf + ([ plans@)”

Preuve : par (IV.10), on a

E[exp(-Ny, ()] = [T exp (n(An) (1 7)) = exp (- [

0<k<n2n E

p(dz) (1 — e_f”(x))) ;

ce qui entraine (IV.39) par (IV.11), par convergence dominée et par convergence monotone. Le premier moment
de N (II) est donné par le lemme IV.2.5 (i¢). La formule donnant le moment d’ordre 2 découle directement de
la proposition IV.4.5 avec F(z,z,7) = f(x). |

Lemme IV.4.7 (Caractérisation) Soit (E, &), un espace mesurable séparable et séparé. Soit I1 : Q) — Sg, un
nuage aléatoire d’intensité p. C’est un nuage Poissonnien ssi pour toute fonction f positive &-mesurable
bornée (1V.39) est vérifiée.



IV4. OUTILS DE CALCULS. 153

Preuve : si IT est Poissonnien, alors le théoreme IV.4.6 montre que (IV.39) est vérifié pour toute fonction
f positive, &-mesurable bornée. Réciproquement, soient A;,..., A, € &, disjoints deux-a-deux et soient
Aty ..., Ap € Ry.Enchoisissant f = A1, +... + Apla, dans (IV.39), on obtient

Ele MV M= Na (] = gl NrD] = exp ( ,/ p(dz) (1 — eff(:v)))
E

= I exp(-n(An@—e)).

1<k<p
Par injectivité de la transformée de Laplace, cela entraine que N, (IT),..., N4, (II) sont des variables de
Poisson indépendantes si j1(A1), ..., ;1(Ap) sont des quantités finies. Le cas général est facile a déduire car si
u(A) = 0o, Na(II) est déterministe et vaut ’infini. |

Remarque IV.4.8 On observe également que si Y : 0 — N suit une loi de Poisson de parametre 6 € ]0, oof,
alors Y admet des moment exponentiels de tous ordres :

VYAeR,, E[e’\Y] :Z Lefeem = exp (9(6)\ -1)).
neN

En reprenant I’approximation de la preuve du théoréme IV.4.6, on montre sous les mémes hypotheses que ce
théoreme que

E[exp (Ny(IT))] = exp (/,u(d:b) (ef(x)—l)) ) (IV.40)
E
ces quantités pouvant étre infinies, avec la convention exp(00) := cc. U

Proposition IV.4.9 Soit (E, &), un espace mesurable séparable et séparé. Soit I1:Q— S, un nuage Poisson-
nien d’intensité u. Soit f : E — R une application &-mesurable (f ne prend pas la valeur co). Alors, on a
Ualternative suivante.

@ Si [(1A f(x)) p(dx) < oo, alors p.s. Ny(II) < oc.
() Si [L(1A f(x)) p(dx) = oo, alors p.s. Ny(IT) = co.

Preuve : on pose c = 1 — e 1.Ona c(Iny) <1—e ¥ <1Ay,pourtouty € R, carlafonctiony — 1 —e™¥
est concave. Donc pour tout A € R,

e [ wtdn) (LA (@) < [ptde) (1= @) < [ tan) (LA (@) (VA1)
E E E

Supposons que P (N;(II) < co) > 0, alors E[exp(—Ny(IT))] > 0, et la formule exponentielle implique que

[ (dz)(1 — e~/ @)) < co. L'inégalité (IV.41) avec A = 1 implique donc que [, u(dz) (1 A f(z)) < oo.
Réciproquement, on suppose que [ pu(dz) (1 A f(z)) < oo. On observe que pour tout A € [0,1], 1 —

e ME) < 1A f(z). Comme f ne peut pas prendre la valeur oo, on alimy_,o 1 — e~ (@) = (. Par convergence

dominée, on obtient lim)y_,q f E u(dz) (1 —e M (3”)) = 0 et un argument élémentaire combiné a la formule

exponentielle montre que

P(Ns(II) < 00) = )1\11)1(1) Elexp(=AN;(II))] = )l\ii%exp (/Eu(dm) (1- e_/\f(r))) =1,
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ce qui montre (a). Supposons que [y, pu(dx)(1A f(z)) = oo. Alors, par (IV.41) [, p(dz)(1—e @) =00, etla
formule exponentielle entraine que Efexp(—N;(IT))] =0, ce qui est équivalent a dire que P (N (II)=o00)=1.
Cela montre une implication de (b). L’ implication réciproque suit immédiatement de (a). ]

On se place sous les hypotheses du théoreme 1V.4.6. Soit f : £ — R, une fonction &-mesurable telle que

/Ep(dx) (AAIf@)]) < 0. (1v42)

Cela implique que [ pu(dx) (1A fT(x))et [ pu(dx) (LA f~(x)) sont des quantités finies. Ici f* et f~ sont
les parties positives et négatives de f. La proposition (IV.4.9) entraine alors que N+ (IT) et N (II) sont des
variables finies presque slirement et on a

Nipy(I) = > |f(X)| = Ny« (IT) + Ny () < o0 .
Xel
On pose alors
Ny(I) = Np+ () = Np- () := ) f(X). (IV.43)
XeIl

Théoréme IV.4.10 (Formule exp. réelle) Soit (F, &), un espace mesurable séparable et séparé. Soit IL: Q) — S,
un nuage Poissonnien d’intensité u. Soit f : E — R une application &-mesurable satisfaisant (IV.42), ce qui
permet de définir Ny(II) par (IV.43). Alors,

E[exp(iNy(IT))] = exp (f/u(dx)(l — eif(w))> . (Iv.44)
E
Si [ pu(dx)|f(z)| < oo, alors Ny (II) est une variable intégrable et on a

[Zf ] / p(da) f(z) - (IV45)

Xell

Si [ n(do)| f(z)| < oo et [, p(dx)f(x)* < oo, alors Ny(I1) a un moment d’ordre deux et

var (N (IT)) = /E p(d) f(2)?

Preuve : soit g : £ — R, une fonction &-mesurable telle que [, /(dx)(1Ag(x)) < oc. Par la proposition
IV.4.9, on a P(N4(IT) < 0c0) = 1. Comme dans la preuve de la formule exponentielle positive (théoreme I1V.4.6)
on démontre facilement que

Vu € R, E[exp(iuNy(IT))] = exp (—/u

(dz) (1 — e 9)) ) . (IV.46)
E

On pose E; :={f >0} et E_ := {f < 0}, qui sont deux Boréliens disjoints. On a donc f = f* sur £ et
—f=f"sur E_ . On pose également IT; :=TIIN E; et II_:=II N E_. Le principe de restriction implique
que IT; et IT_ sont deux nuages Poissonniens indépendants d’intensités respectives p(- N E4) et u(- N E_).
En utilisant (IV.46) avec I, ,_,u = +1ou—letg = | /|, on obtient

Blexp(iN/(I1))] = Blexp(iN;(IL;))] Elexp(~iN_;(IL_))
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exp (/E p(dz) (1 — eif(x))> exp (/Eu(dx)(l - eif(gc)))

+

exp (—/u(dm)(l - eif(‘r))) ,

E

ce qui montre le point (IV.44). On a également, E[N ., (IT)] = Is p(dz) £/~ (x) et on en déduit (IV.45). On
rappelle que le théoreme 1V.4.6 implique

%= z) | f(x)]? 2 1f()])
BN (ML) = ) s i@+ (w1
Donc si [, p(dx)| f(z)| < oo et [, p(dz) f(x)* < oo, Ne(II) = Nz (I1y) — Njp(II-) admet un moment

d’ordre deux et par indépendance de I, etde IT_, on a

var(N; (TT)) = var(N;(TL, )) + var(N(IT_)) = /E () (f* ()2 + [E u(dz) (f~ (2))?

ce qui entraine le résultat voulu. ]

IV.S Nuages Poissonniens sur R, x FE.

IV.5.a Premiéres propriétés.

Toutes les variables sont définies sur un méme espace de probabilité noté (€2, %, P) supposé complet. Soit
(E, &), un espace mesurable séparable et séparé. On munit R, x E de la tribu Z(Ry) ® &. 1l est facile de
vérifier que (R4 x E, Z(R4)® &) est séparable et séparé. On rappelle ensuite que ¢ désigne la mesure de
Lebesgue sur R ;. Soit une mesure sigma-finie p sur (E, &) : la mesure produit /& est également sigma-finie
et elle est diffuse, méme lorsque p n’est pas diffuse.

Proposition IV.5.1 Soit 6 €]0, 00|. Soit v : & — [0, 00|, une mesure de probabilité. Soit (&,,, Xy,), n> 1, une
suite de variables telles que (&,)n>1 soient i.i.d. de loi exponentielle de paramétre 0, telles que (X,,)n>1 soient
i.i.d. a valeurs dans E de loi v, et telles que (&,,)n>1 et (X, )n>1 soient indépendantes. On pose

VneN*, T,:=& +...+ &, et H:z{(Tn,Xn);neN*}.

Alors, I1 est un nuage Poissonnien sur Ry x F d’intensité 0 {Q@uv.

Preuve : par le lemme [V.4.7 page 152, il suffit de montrer que pour toute fonction mesurable f: R xE —R,,

E[exp (—N;(II))] = exp (—9 {(ds) v(dz)(1 — eif(s’m))) . (Iv.47)
RyxE

On rappelle que I1y = {T,,;n € N*} est un nuage Poissonnien d’intensité 6¢ (voir le théoreme IV.1.12, page
129 en appendice). Il est clairement indépendant de (X7, ),,>1. On fixe £ > 0 et on définit f; en posant f;(s, x):=
1(0,9(s)f(s, ). Par le théoreme IV.1.12 (iii), on montre facilement que pour tout n € N,

E[exp (—Ny,(I)) | Njg 4 (ITp) = n] = (% /[O t]xgbgds)l/(dx)ef(s,x))n |
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On obtient alors

Blexp (-NA)] = 3 P(Noq@) =n) (3 [ slasyutan)e )

neN [0,t]xE

= e Z %(O/ Z(ds)y(dm)eff(s’x))n

neN 0t]xE

— exp (<0 tds i) (1—eTCD)),

[0,t]xE

Par convergence monotone, on a lim;_,o, Ny, (IT) = N¢(II) et

lim ((ds)v(dz) (1 — e TG)) = 0(ds)v(dz) (1 — e~ 1),
t—o0 [O,t]XE( ) ( )( ) R+><E( ) ( )( )

Par convergence dominée, on a limy oo E[exp (— Ny, (IT))] = E[exp (— Ny(IT))], ce qui montre (IV.47) et
donc la proposition. ]

On veut montrer que tous les nuages d’intensité /® u avec p finie se représentent comme dans la proposition
IV.5.1. Pour cela, on introduit la notation suivante

R est I’ensemble des nuages m sur Ry X E de la forme {(t,,x,);n € N*} ou la suite (t,)n>1 croit
strictement vers oo.

Le résultat suivant est un résultat technique de mesurabilité dont la preuve peut étre passée a premiere lecture.

Lemme IV.5.2 R est un ensemble de R . « g. De plus, pour tout n € N*, il existe des fonctions &, :Sg, x g —
10, oo qui sont SR, x g-mesurables et des fonctions X,,:Sg, x g — E qui sont (&, xE, &)-mesurables, et qui
satisfont les propriétés suivantes.

o SiT,: =& + ...+ &, neN*, alors pour tout T €Sy, x g, limy, o0 T, (1) = 00.

e Pour tout T€ R, on a w={ (T, (), Xp()) ; n€N*}.

Preuve : on pose R := Nﬂgij({OO}) N p>1 N[E;)]XE(N), qui est dans la tribu ., «g. Soit f: E— R,
une fonction &-mesurable bornée. On pose

W(tm) € RixSa,wp, Spltm) = 3 (1+ F(@)1pa(s) € [0,00] -
(s,x)em

Pour tout ¢ € Ry, on pose fi(s,x) = (1 + f(z))1j(s). Clairement, f; : Ry x ' — R est Z(Ry)®&-
mesurable et on voit que Sy(t,7) = Ny, (7). Cela montre que pour ¢ fixé, ™ — Sy(t, ) est mesurable. Par
ailleurs, on remarque que a 7 fixé, t— S (¢, 7) est croissante. Si S¢(tg, m) < oo, alors t— S¢(t, ) est cad sur
[0,o[. Comme f est bornée, pour tout nuage 7 € Ry, t+— Sy(t, ) est donc croissante cad.

On pose /g, = {C' N Ry;C € SR, xg}, la tribu trace de g, xg sur Ry. Comme Ry est dans la tribu
SR, xE» 7R, €st une sous-tribu de 7k, « g. Montrons que la fonction

(t,m) eRy x Ror— Sf(t, m) e Ry est B(R4)®.SRr,-mesurable. (Iv.4l)

En effet, pour tout t € R, et tout n € N, on pose (t),, := 27™[2"t], qui tend en décroissant vers ¢ lorsque
n tend vers I'infini. On remarque que Sy(()n, 7) = D 35y Lk—1)2-n k2-n[(£)Sy(k27", 7). Ce qui précede
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implique que (¢, 7) — Ljz_1)2-n p2-—n[(t) S (27", 7) est B(R)® .7R,-mesurable. Il en est donc de méme
pour (t, ) S¢((t)n, 7). Or limy, S¢((t)n, ™) =S¢ (t, ), sur R4 x Ry, ce qui permet de conclure.

Si f est nulle, alors Sy(t, 7) = Njgx (7). La fonction (t,7) € Ry x Ry — Njgjxp(m) € N est donc
#(R)® SR, -mesurable. On remarque qu’a 7 fixé, les sauts de ¢ — Njg ) p(7) peuvent étre strictement
supérieurs a 1, si par exemple (¢, ) et (¢, y) appartiennent a 7 avec x et y distincts. On fixe 7 € Ry et pour tout
n €N, on pose Ty(m) : =0 et Tp,y1(7) :=inf{t e Ry : So(t, m) > So(T5,(m), w)}. Par définition de Ry, la suite
T, () croit strictement vers co et on a So(7, (), m) > n. Supposons que T}, : Ry — R4 soit . -mesurable;
alors il en est de méme pour m € Ry — So(T,,(m), ), par le résultat de mesurabilité conjointe (IV.48). On
constate ensuite que pour tout ¢t € R, Tn_+11( Jt,00[) = {m € Ry : So(Ty(r),m) = So(t, )}, qui est bien un
ensemble de .7g,. Cela montre que 1,41 est .”r,-mesurable.

Par récurrence, on a donc montré que les 7;,, n € N*, sont des fonctions .#,-mesurables. Il en est donc de
méme pour les fonctions 7+ So(T, (), 7). On remarque alors que R est le sous-ensemble des m € Ry ot ¢ —
Nio,gx () ne progresse que de 1 en 1, c’est-a-dire R=[), cy{7 € Ro : So(Tpt1(7), 7) =1+ So(T(m), )},
qui est donc un ensemble dans la tribu g, donc dans Sk « .

On note .%y la tribu trace de S« g sur R. Si 7 € R, alors il existe une suite X,,(7) € E, n € N*, telle que
7 ={(T(m), Xp(m));n € N*}. On remarque ensuite que f(X,, (7)) = S¢(T (), m) = S¢(Th-1(m), m)—1 et
les résultats de mesurabilités conjointes qui précedent impliquent que pour tout n € N*, la fonction 7 € R +—
f(Xn(m)) € Ry est #r-mesurable, pour toute fonction Borélienne f. Par conséquent, m € R — X,,(7) est
(%R, &)-mesurable.

On fixe x¢ € E, qui ne joue aucun rdle spécifique. On étend X,, de facon mesurable a S, x  en posant
Xy (m) := 20 si m € Sg, xg\R : la fonction obtenue X, : Sg, xp — K est donc (SR, x g, &)-mesurable. On
pose ensuite &, () := 1 si 7 € Sg, xg\R et &,(7) := Ty, (7) —T—1(7) si 7 € R. On vérifie immédiatement
que &, :Sg, x g —]0, 00[ est /g, x p-mesurable et que les suites de fonctions &,, X,,, n €N, satisfont bien les
propriétés désirées. u

Proposition IV.5.3 Soit (E, &), un espace séparable et séparé. Soit I1 : Q — Sg g un nuage Poissonnien
d’intensité L@ p. La mesure i est supposée de masse finie. On rappelle de la proposition 1V.5.2, les définitions
de X, et &,. Alors, on a les propriétés suivantes.

(i) P(IL € R)=1.

(ii) Les deux suites (&,(I1))n>1 et (X, (I1)),>1 sont indépendantes.
(iii) Les variables (&,,(I1)),>1 sont i.i.d. de loi exponentielle de paramétre ji(E).
(iv) Les variables (X,,(IL))p>1 sont i.i.d. de loi (- )/pu(E).

(v) Sionpose T,,(II) = &(XI) + ... + &,(II), n € N*, on a donc

P-ps. II={(T,(II), X, (IT)) ; n € N*} .

Preuve : soit (2',.%’,P’), un espace de probabilité sur lequel sont définies deux suites indépendantes de
variables, (&,)n>1 et (X])n>1, o les variables (& ),>1 sont i.i.d. de loi exponentielle de parametre i (E) et
les variables (X7, ),>1 sonti.i.d. deloi u(-)/u(E).Onpose T, = & + ...+ & et I = {(T),, X},);n € N*}.
La proposition IV.5.1 montre que IT’ est un nuage Poissonnien sur R x E d’intensité £ ® p. Donc II' a méme
loi que II. Comme il est clair que P/(I" € R) = 1, on a P(IT € R) = 1. Le lemme IV.5.2 implique alors
que la suite (&,(IT'), X,,(IT')),,>1 a méme loi que la suite (&, (IT), X,,(IT)),,>1. Par ailleurs, il est clair que
P’-p.s. pour tout n€N*, ona &, = &,(II') et X, = X,,(IT), ce qui permet de conclure. [ ]
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On déduit de ce qui précede et du théoreme de restriction le résultat d’extraction suivant qui permet de
calculer la loi d’un nuage jusqu’au premier temps d’atteint d’un ensemble.

Proposition IV.5.4 (Extraction) Soit (E, &), un espace séparable et séparé. Soit I : Q@ — Sg, x g un nuage
Poissonnien d’intensité {Q p. La mesure (i est supposée sigma-finie. Soit A € & tel que 0 < j1(A) < oc. Alors,
les assertions suivantes sont vérifiées.

(1) il existe des suites de v.a. (T,,, X,,)n>1 qui satisfont les propriétés suivantes :
Pps. IINRyxA)={(T,X)ell: Xc A} = {(T,,, Xn);n > 1},

(T)n>1 et (Xy)n>1 sont indépendantes; les v.a. (X;,)n>1 sont i.i.d. de loi u(- N A)/u(A); on pose
To=0; alors les v.a. (T;,—Tp—1))n>1 sont i.i.d. exponentielle de paramétre i A).

(it) On pose II' =TI N (R4 x (E\A)). Alors Ty, X et II' sont indépendants et
IIN ([0, Tl] XE):{(Tl, Xl)} U (H/ N [0, Tl] XE),

ce qui implique que pour toute fonction F':Sg, x p— R qui est /g, x p-mesurable bornée on a
E[F(I1N (0,71 x E))] :/dt e_”(A)t/,u(dx) E[F({t,2}U(TIN ([0, 1] x(E\A)))].
0 A

Preuve. Par le principe de restriction (théoreme IV.3.6, page 142), IT 4 :=TIIN(R;xA) est un nuage Poissonnien
d’intensité @ p(- N A). Comme p(- N A) est de masse p(A) finie, la proposition 1V.5.3 s’applique et on a
To=6TI4) + ...+ &,(IL4) et X,, =X, (I14), n > 1, ce qui prouve (i). Le point (77) est une conséquence
du (7) et du méme principe de restriction (théoreme IV.3.6, page 142) qui montre que IT' et T N (R4 x A) sont
des nuages Poissonniens indépendants. |

En appliquant le principe de restriction et les résultats précédents, on a immédiatement le résultat suivant.

Théoréme IV.5.5 Soit (E, &), un espace séparable et séparé. Soit I1 : Q) — Sy, x g un nuage Poissonnien
d’intensité { @ p. La mesure |1 est supposée sigma-finie. Soit B, € &, p € N*, une partition de E telle que
0 < pu(Bp) < o00. On rappelle de la proposition I1V.5.2, les définitions de X, et &, et on pose pour tous n,p>1

&P =&(MNB,) et Xp* =X,(IINB,) .

Alors, les assertions suivantes sont vraies
(i) Les variables @@f P Xf P n,p>1, sont indépendantes.
(ii) Pour tout p>1, les variables (é”f”)nzl suivent une loi exponentielle de paramétre j1(B,).
(iii) Pour tout p>1, les variables (Xf”)nzl ont pour loi ji( - N By)/pu(Bp).

(iv) Pour tous n,p > 1, on pose Tfp = é"IB” + ...+ éﬁf”. Alors P-p.s. pour tout p > 1, II N B, =
{ (Tfp,Xfp) ; n € N*}, et donc

Pops. T ={ (T X7);np>1}. (IV.49)
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Ce théoréeme donne une construction, et une méthode de simulation, des nuages Poissonniens d’intensité £ ® p
lorsque p est sigma-finie. On remarque que (IV.49) implique que sous les hypotheses du théoreme IV.5.5 qui
précede,

Pps. VteRy, Nyyxp()e{0,1}. (IV.50)

Cela implique le résultat suivant.

Lemme IV.5.6 Soit (E, &), un espace séparé et séparable. Soit I1:Q — Sy, » g, un nuage Poissonnien d’in-
tensité L@, out pu est sigma finie et de masse infinie. On pose

JII):={T€R; : 3X € Etel que (T, X) € II }.
Alors, p.s. J(II) est dense dans R ..

Preuve : pour tous réels positifs a <b, on a ({ ® u1)([a, b] x E) = oc. Cela montre que p.s. Njg )« g(II) = oo.
Or (IV.50) implique que P-p.s. P-p.s. pour tous réels positifs a < b, #(J(H) N la,b]) = Niq 4% £(I1). Donc,
p.s. pour tous rationnels positifs a < b, #(.J(IT) N [a, b]) = oo, ce qui implique le résultat voulu. |

IV.5.b Une loi des grands nombres.

On commence par montrer la loi de grands nombres suivante (qui est en fait un cas particulier du théoreme
de renouvellement).

Lemme IV.5.7 (Renouvellement pour le processus de Poisson homogéne) Soit (Ns)scr +» un processus de Poisson
homogeéne sur Ry d’intensité 6 € 10, 00| (cf. définition IV.1.11 page 129). Alors,

P-p.s. %Ns — 0.
5—00
Preuve. Les v.a. (N, 11— Ny, )nen sont i.i.d. de loi de Poisson de parametre . Comme N,, = ZO§k<n Niy1—
N, la loi des grands nombres implique P-p.s. que lim,_,, N, /n = 6. Comme pour tout réel s > 1, on a
(s/]s])]s] ’1NLSJ <Ng/s<(s/[s])[s] ’INM, on obtient bien limg_,o, Ng/s=0. |

On rappelle ensuite le second lemme de Dini (un résultat déterministe et relativement élémentaire) dont la
preuve est placée en fin de section pour faciliter I’exposé des résultats.

Lemme IV.5.8 (Second lemme de Dini) Pour tout k € N, soit fi,: Ry — R, une fonction croissante (pas néces-
sairement continue). Soit D C R, un ensemble infini, dénombrable et non-borné (il n’est pas nécessairement
dense). On fait les hypothéses suivantes.

(a) Pourtoutt€ D, f(t):=limy_,o fi(t) existe dans R.

(b) L’adhérence {f(t); t € D} est un intervalle de R contenant 0.
Alors, f se prolonge de maniere unique a Ry et ce prolongement noté f : Ry — Ry est continu, croissant et
tel que
VteRs, sup |fu(s)—F(s) — 0.
s€(0,t] k—o0

Preuve. Voir la fin de cette section. |

Grace aux deux résultats précédents on montre la loi des grands nombres suivante, utilisée pour prouver le
théoreme de Greenwood-Pitman IV.6.12 (page 177).
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Proposition IV.5.9 Soit (E, &), un espace séparé et séparable. Soit I1 : Q — Sg x g, un nuage Poissonnien
d’intensité LR u, ou | est sigma finie. Soient Ey, € 83, k€N, tels que

EyCEpi1, p(Eg)<oo et lim p(FEy)=oc.
k—o00

Alors,
N[O,s] xEk(H) .

p(Ek)

Preuve. On fixe un réel ¢ > 0. Soit (N,)scgr, un processus de Poisson linéaire homogene d’intensité ¢, que
I’on suppose défini sur (€2,.%, P) pour simplifier. On observe que la suite (N 4 ,(IT))ren @ méme loi que
(Nu(Ey))ken : par le lemme IV.5.8 précédent, on a donc P-p.s. que limy o0 Njg 4] ,(IT) / p1( E) =t. On pose
ensuite

P-p.s. VteRy, sup
s€(0,t]

0. (IV.S1)

k—o00

Q=) { Jim Nogr,0/u(E)=q} .

—00
gEQNR 4

Clairement Qy € .% et on vient de montrer que P(£29) = 1. On conclut en fixant w € € et en appliquant le
second lemme de Dini IV.5.8 4 D=Q N Ry, et fi(t) = Njg g« g, (IL(w)) et f(t)=t, tER,. |

Preuve du lemme IV.5.8. Pour simplifier les notations, pour tout ¢ € D on pose g(t) = limy_,c fx(t) et
S :={g(t); t € D} dont I’adhérence est supposée étre un intervalle (fermé) de R, contenant 0. La fonction
g: D — S est donc surjective et croissante. Pour tout s € R, on pose ensuite f(s):=inf{g(¢); t€ DN|[s, 00 }
qui est bien définie car D est supposé non-borné. La fonction f: R, — R, est croissante et elle étend g donc
S C f(Ry). Par définition, f est a valeurs dans S, I’adhérence de S. On a donc S C f(R;) C S. Soit un
réel t > 0. On note f(t—) et f(¢t+) les limites a resp. gauche et droite de f en ¢. Clairement, f(t—) et f(t+)
appartiennent a S. Or | f(t—), f(t+)[CR\S et puisque S est un intervalle cela implique que f(t—) = f(t+).
Cela montre que f est continue sur |0, co[. On montre de méme que f est continue a droite en 0, ce qui montre
que f est continue sur R .

11 est clair que f(0) =0. Comme pour tout t € Ry, ona 0 < f(0) < fi(t) — f(¢), pour tout t € D, on a
lim supy,_, . f%(0) < f(t) — 0 lorsque ¢ — 0+ par continuité de f. On a donc limj_,, fx(0)= f(0) =0 et sans
perte de généralité on peut supposer que 0 € D.

On fixe ensuite un réel ¢ > 0. Soit € > 0. Comme f(0) =0, par croissance et continuité, f([0,t])=[0, f(¢)].
Par conséquent, si on pose n = | f(¢)/e], par définition de f, il existe s, ..., Sp+1 € D tels que d’une part
s0=0<...<sp41, d’autre part [0, ] C [0, s,+1], et tels que pour tout 0 < i <n, on ait ie < f(s;) < (i + 1)e
ainsi que ne < f(sp+1) <(n + 1)e, ce qui implique que 0< f(s;41)— f(s;) < 2e pour tout i € {0, ..., n}.

11 existe ensuite k. > 1, tel que pour tout k > k., et pour tout s € {0, ..., n + 1}, on ait | fr(s;) — f(s:)| <e.
Soit s€[0,¢]. lexiste i€ {1,...,n+ 1} tel que s € [s;_1, s;] et pour tout k> k., on a

lfe(s)=f(&)] < [fu(s)=fu(s)| + [ fu(si) = f(si)| + [f(s:)— f(s)]
< fr(si) = fr(s) +e+ f(si)—f(s)
< fi(si) = fr(si—1) + e+ f(si)— f(si-1)
< fr(si) = f(si) + f(sim1) = fr(si—1) + f(s:) = f(si—1) + &+ f(si)— f(si-1)
<

|fr(si) = f(si)| + [ f(si-1) = fr(si—1)| + B < Te.

On a donc montré que pour tout ¢ > 0 et pour tout € > 0, il existe k. > 1 tel que pour tout £ > k., on a
supgefo,g | fr(8)— f(s)| < 7e. Donc pour tout tout ¢ € Ry, limy,— 00 SUpyefo 4 [ fk(8) — f ()| =0, ce qui implique
le résultat voulu. ]
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IV.5.c  Etiquetage poissonnien de tableaux cohérents par extraction spatiale.

Nous reprenons le cadre et les notations des deux sections précédentes.
— Toutes les variables sont définies sur un méme espace de probabilité noté (2, %, P) supposé complet.
— Soit (E, &), un espace mesurable séparable et séparé.
— On munit Ry x E de la tribu (R, ) ® & (qui est séparable et séparé).
— ¢ désigne la mesure de Lebesgue sur R et y, une mesure sigma-finie sur (E, &).

— On fixe IT: Q2 — Sk, « £z, un nuage Poissonnien d’intensité /& p.

Soit A € & tel que 0 < pu(A) < oco. Il est commode d’introduire les notations suivantes : par la proposition
d’extraction IV.5.4 (p. 158). il existe deux suites de v.a. notées (T;,(A))nen et (X (A))nen telles que

Pps. IINRyxA)={(T,X)ell: XA} = {(T(A), X,,(4)); neN*}. V.52

On rappelle (de cette proposition) que leur loi est décrite comme suit :
(1) les suites (T (A))n>1 et (Xn(A))n>1 sont indépendantes,
(13) lesv.a. (X5 (A))n>1 sonti.id. deloi (- N A)/u(A),
(i) les (Th(A)—Tn—1(A))n>1 sont i.i.d. exponentielle de parametre p(A) (avec To(A)=0).

On fixe ensuite F €&, k€ N*, tels que

EyCFEry1, p(Ep)<oo et lim p(Ey)=oc. (IV.53)
k—o00

On observe que le tableau de variables aléatoires (X,,(Ey))n xen+ est cohérent par extraction dans le sens
suivant : P-p.s. pour tous k,l € N* tels que k <l

VneN*, X, (By) =X w(E) on {m'<m'<...<m'<...}={meN*":X,(E)ecE}. (IV.54)

Nous montrons un premier résultat qui peut se reformuler informellement comme suit :

le nuage 11 peut étre P-p.s. reconstitué a partir du seul tableau des marques spatiales extraites
(Xn(Ek))n,ken- et ce, de facon mesurable.

En effet, par la loi des grands nombres de la proposition IV.5.9 (p. 160), on voit que

P-p.s. Vn, k‘GN*, Tn(Ek) = ll_l)rgo ﬁN[O,Tn(Ek)]XEl (H) .

Mais on observe que

N1 ()< (T) = 73"

Cela montre donc le lemme suivant et prouve la reconstruction de II par ses marques spatiales.

Lemme IV.5.10 (Reconstruction par les marques spatiales.) Soit I1: Q) — S, « g un nuage Poissonnien d’inten-
sité LR ot . est sigma finie. Soient By, € &, k € N*, satisfaisant (IV.53). Pour tous entiers | > k > 1, on définit
la suite de v.a. (15" )nen comme dans (IV.54). Alors

k,l
lim " et TI={(T\(Ex), Xn(Ey)); k,neN*}.

Pps. VkneN', T,(Ep)=lim o
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Ce résultat conduit a introduire en général la notion de suite extraite. Par commodité, on introduit un point
cimetiere O ¢ E et on pose Eg=F U {3} que I’on munit de la tribu &3 ={B, BU {0} ; BE&}.

Définition IV.5.11 (Suite A-extraites) Soient Y,,: Q— Ey, n€N*, des v.a. (F, &5)-mesurables. On note Y, la
v.a. constante a 0. Soit A € &. On définit la suite A-extraite de (Yy,)nen+ par

(Yo (A))pen = (YTn(A))neN* ot VneN*, 7,(A)=inf {m>7'n,1(A) : YmGA}

(avec les conventions 79(A) = 0 et inf ) = oo) c’est-a-dire que les (75,(A))nen+ sont les temps de retours
successifs en A de la suite de v.a. (Y},)pen+- g

Remarque IV.5.12 Siles (Y},)nen sont i.i.d. & valeurs dans E de loi v et si 0<v(A) <1, alors :

() les variables (7,,(A) —7p—1(A))nen+ sont i.i.d. de loi géométrique c’est-a-dire que
VmeN*, P(r,(A) =1 1(A)=m)=(1—v(A)™ 1v(A);
(73) les (Yn(A))nen+ sonti.id. deloiv(- NA)/v(A). O

On montre alors la proposition suivante.

Proposition 1V.5.13 (Etiquetage temporel, version 1) Soient E), € &, k € N*, tels que E), C E}, 1. Soit (Y, e nEN*
des variables a valeurs dans E. On fait les hypothéses suivantes.

(a) Pour tout k € N*, les variables (Yf)neN* i.i.d. dont la loi commune est notée vy,.
(b) Pour tous entiers | >k>1, P-p.s. (Yf)neN* est la suite Ey-extraite de (Yyi)neN* (cf.définition IV.5.11).
(c) limg_yo vk (E1)=0.

Pour tous k,1 €N*, on définit récursivement les variables suivantes (71" )nen par

5'=0 et YneN*, ry'=inf{m>7" Y} B} (IV.55)

(avec la convention que inf () = co). Alors, il existe des variables (Tff)kmeN*, F-mesurables a valeurs dans
10, 00|, telles que d’une part

P-p.s.  Vk,neN*, T,’f:lnm v (Bt (IV.56)
—00

et telles que d’autre part 11 := {(T,ff, Yk kne N*} soit un nuage de Poisson sur Ry x E d’intensité {Q p.
Ici la mesure 1 : & — [0, 00| satisfait

p(- N E)

VkeN*, 0<u(FEp)<oo, vp=
(B 1(Ek)

. u(B)=co et M(E\U Ek)zo. (IV.57)
keN*

Preuve. Montrons tout d’abord 1’existence d’une mesure u : & — [0, oo] satisfaisant (IV.57). Par (a) et (b),
v (Ex)>0ety(- NEy) /v (Ey) =g pour tous entiers [ > k > 1. Par commodité on pose Fy={0. On introduit
ensuite

_ Z VJ N(E;\Ej- 1)) 7
=t vi(Er)

qui est une mesure positive (c’est une série de mesures positives). Si j > k, Alors Ej N (E;\E;—1) = 0

etsij <k onaEyN(E\Ej_1)= Ej\Ej_1. Donc pu(- N E) = >, vi( - N(EB\Ej-1)) /vi(Er).
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Mais pour tout j € {1,...,k}, comme v; = v;(- N Ej)/vi(Ej), on a d’une part v;(Ey) = v, (Ey)/vi(E;) et
l/j( -N (Ej\Ej_1>) Il/k( -N (Ej\Ej_l))/l/k(Ej). On a donc

ve(-N(E\Ej—1) 1 , _ 1
N T R 0o LR ey

p(-NEg) = Z

Jj=1

Vi,

car les (E;\E;_1)1<j<) forment une partition de £}, et puisque v, (E£'\ E}) =0. Cela montre que

1
ve(E1)

L’hypothese (c) implique que p1(| Uy e+ Ex) =limg o0 p1( E) =0. Par définition on a également
(E\ Upen+ Ex) =0, ce qui compléte la preuve de (IV.57).

Sur un espace de probabilité (Q',.%’, P’) complet on se donne un nuage poissonnien IT' : Q' — Sg, g
qui est (ZF', & . xE)-mesurable d’intensit€ ¢ & u. En reprenant les notations de (IV.52), on observe que si
{(Th(EL), Xn(Eg));neN*}:=TI'N(R xE}), alors les v.a. (X, (Ey))nen- sontii.d. deloi u(-NEy)/u(Ey) =
vy, et sont stables par extraction, ¢’est-a-dire que pour tous entiers [ > k > 1, (X, (Ex))nen+ est la suite Fj-
extraite de (X,,(F}))nen+. En particulier cela montre que pour tout [ € N*, (Y;¥), < 1 <x<; sous P a méme loi
que (X, (Ex))nen=,1<k<i sous P’. Par conséquent, le tableau de v.a.

n(Ey) = €10, 00 (IV.58)

(YF)p.nen- sous P (b (X (Ek))knen- sous P (IV.59)

Pour tous entier [ > k> 1, on définit récursivement (75" ),en en posant 7' =inf{m>7>" | : X,,(FE}) € B} et
7o' =0. Alors (IV.59) implique que les v.a. (7n" )k 1 nen+ ;> sous R a méme loi que (73" )1 nen+ 1>k sous P

Par conséquent

k.l k.l . —k,1 —k,1
. T .. T 1 . T o

(hm SUp —— , lim inf L) sous P (b (hm sup —— , lim in L) sous P’.  (IV.60)
lsoo HED TiSeo MED )k neN oo MED 1500 MED) ) ke

Par (IV.58) et par le lemme IV.5.10, P’-p.s. lim sup;,_, . 70" /p(E;) =, lim inf;_, oo 70" / 1( E}) =Ty, (E}, ). Com-
biné avec (IV.60), cela entraine d’une part (IV.56) et d’autre part

(loi)
(T, Y kmens sous P =" (T, (Ey), Xpn(Eg))kmen sous P,

ce qui permet de conclure. |

Enoncé pour des nuages et des suites stoppées. Dans suite on aura besoin d’une version des résultats pré-
cédents pour des nuages Poissonniens sur R x E "stoppés" lorsque leurs marques spatiales atteignent un
sous-ensemble A € &. Explicitement, on pose

Stop 4(IT) = IIN ([0, T1(A)] x E) IvV.61)

qui estle nuage IT stoppé en A. La proposition IV.5.4 (i7) (p. 158) décrit la loi de Stop 4 (IT) comme suit :

E[F (Stop,(I1))] = / dt AN /A p(dz) B F({t, 0} U (TLN ([0,6x(E\A))) ) |

0

pour toute fonction F':Sg, x g — R qui est /g, x p-mesurable bornée. On introduit les notions suivantes.
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Définition IV.5.14 (Nuages de Poisson stoppés, suites i.i.d. stoppées) On fixe A€ &.

(a) Un nuage aléatoire I14 : 2 — Sk, x g est un nuage de Poisson stoppé en A d’intensité 1 s’il a méme loi
que Stop 4 (IT) ot IT est un nuage de Poisson d’intensité ¢ ® u, avec u : & — [0, 0o] une mesure sigma
finie telle que 0 < p(A) < 0.

(b) Soient Y, :Q— Ey, n € N*, des v.a. (&, &y)-mesurables. On note Y, la v.a. constante a 9. On rappelle
de la définition (IV.5.11) la notation 71 (A) = inf{n € N* : Y;, € A} avec la convention inf () = 00). On
définit la suite stoppée en A associée par la suite de v.a. (Z,,)pen+ donnée par

7 _ Y, sin<t(4)
"l 9 sin>7(A)

(¢) Soitv : &— 10, 1], une mesure de probabilité. Une suite de v.a. est dite i.i.d. stoppée en A de loi v si elle
est la suite stoppée en A d’une suite de variables i.i.d. de loi v. O

Remarque IV.5.15 Dans la définition précédente si la suite (Y;,)nen+ ne visite jamais A, alors la suite A-

extraite de (Y},)nen~ est constante a 0 et que la suite (Y7, ),en+ stoppée en A est (Yy,)nen+ elle-méme. d
On vérifie facilement le résultat suivant, dont la preuve est laissée en exercice.

Lemme IV.5.16 Soit v : & — [0,1], une mesure de probabilité. Soit A € & tel que 0 < v(A) < 1. Soient

Zn:Q— Eg, n € N* desv.a. (F,&y)-mesurables. On note T=inf{n eN* : Z,, € A}. Alors, il y a équivalence
entre les deux assertions suivantes.

(a) (Zn)nen~ est i.id. stoppée en A de loi v.

(b) Pour tout k€N*, P(r=Fk)=v(A)(1-v(A))"! et sous P(- | T=k), les (Zn)nen sont indépendantes,
Zn=0, pour toutn >k, Zy, apourloiv(-NA)/v(A) et Z1, ..., Zy_1 ontpourloiv(-N(E\A))/v(E\A).

De plus, si l'une des deux conditions précédentes est remplie, la loi de Z est v.

Preuve. Exercice. ]
On montre alors la version stoppée de la proposition IV.5.13 d’étiquetage temporel.
Proposition 1V.5.17 (Etiquetage temporel, version 2) Soit A€ & et soient E;,€ &, k€ N*, tels que
VEeN®, ACE,LCEg,:.

Soit (Yf) k.neN+ des variables a valeurs dans E. On fait les hypothéses suivantes.
(a) Pour tout k € N*, les (Yf)neN* sont des variables i.i.d. stoppées en A de loi notée vy.
(b) Pour tous entiers | >k>1, P-p.s. (YF),cn+ est la suite Ey-extraite de (Y,!),en+ (cf-définition IV.5.11).
(c) v1(A)>0 et limg_,o, vi(F1)=0.

Pour tous k,1 € N*, on définit récursivement les variables suivantes (71" )nen par
=0 et YneN*, ry'=inf{m>7" Y} B} (IV.62)

avec la convention que inf () = cc. Alors, il existe des variables (T )y nen+, F-mesurables a valeurs dans
10, <] (elles peuvent étre infinies) telles que d’une part

P-ps. Vk,neN*, T,’f:llim v (B (IV.63)
—00
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(les limites étant dans [0,c)) et telles que d’autre part Ty := {(T¥,Y,F); k,n € N* : TF < oo} soit un
nuage de Poisson d’intensité { @ p stoppé en A o p : & — [0,00] (cf. définition IV.5.14), une mesure qui
satisfait :

p(- N Ey)

VkeN*, 0<u(A)<u(Ey)<oo, vp=
(4) < p(E) =

. w(E)=co et u(E\U Ek):o. (IV.64)
keN*

Preuve. Comme remarqué au lemme IV.5.16, v, est la loi de Y} par (a). Soient k,I € N* tels que | > k.
Puisque A C Ej, C Ej, si (Y, ),en+ est une suite i.i.d. de loi v, prendre la suite Ej-extraite de (Y, ),en-
puis la stopper en A revient a stopper en A la suite (Y, ),en+ puis prendre la suite Fj-extraite de cette suite
stoppée. Cela implique par (b) que vy peut se voir comme la loi de la suite Fj-extraite d’une suite i.i.d. de
loi v et donc que v;(- NEy)/vi(Ey) = vg. En raisonnant comme dans la preuve de la proposition IV.5.13 de
I’étiquetage temporel, version 1, il existe une mesure p: & — [0, oo] telle que (IV.57). Comme p(E1)=1, on a
w(A)=p(A)/u(Er)=v1(A) >0, ce qui implique (IV.64).

Comme dans la preuve de la proposition IV.5.13, on se donne sur un espace de probabilité (Q',. 7' P’)
complet, un nuage poissonnien IT': Q' — Sp . xk d’intensité £&@ . On rappelle de (IV.52), la notation

{(Tw(Bk), Xn(Er));n€N"} =TI 0 (Ry x Ey,) .

On pose alors N, I'entier tel que Ty, (Ex) =T1(A). On introduit également Ny, = inf{n € N* : 7' <oo} =
{neN*:Y,Fc A}. On observe facilement que

(loi)
(V) 1<n<ng Jnens sous P = ((Xn(Ek))lgngﬁk)neN* sous P’.

On conclut en raisonnant comme dans la preuve de la proposition IV.5.17 de la version 1 de I’étiquetage
poissonnien. ]

EXERCICES.

Exercice.3 On munit R? de sa base canonique et de la norme Euclidienne associée, notée ||-||. On note £, la mesure de Lebesgue sur
R?. On note v4 le volume de la boule unité. Si B(z, ) dénote la boule ouverte de centre z et de rayon r, on a donc £4(B(z,7)) = var.
On rappelle la formule de changement de variable radial : si f : Ry — R, est mesurable alors

/Rj(H.rH)Ed(dx):dvdA F)r* e (dr) .

Soit (2,.7, P), un espace de probabilité sur lequel est défini un nuage Poissonnien IT : Q — Spa d’intensité £4. On pose
I = {||X]|; X eI} .
1. Montrer que ITj est presque slirement égal a un nuage Poissonnien sur R4 dont on précisera I’intensité.

2. Onnote ¢(r) = br®. Pour quelles valeurs de b et de 3, #(IIo) est un nuage Poissonnien sur R d’intensité £; ?

3. Montrer qu’il existe une suite (X, ),>1 de variables .#-mesurables telles que 0 < || X || < || Xn+1]|, pour tout n € N* et telles
que IT={X,; n € N"} presque sirement. Trouver la fonction de répartition de || X ||.

4. Montrer qu’il existe des constantes strictement positives cq et Cy (que ’on calculera) telles que
P-ps. lim n “||X,||=Cy.
n—00

5. Trouver la densité de || X, ||.
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6. On note i la loi uniforme sur la sphere unité S(0,1) = { € R® : ||z|| = 1}. On rappelle que si Z : @ — B(0, 1) a pour loi
(va) " "a(- N B(0,1)), alors (||Z]|) "' Z a pour loi x. Montrer qu’il existe une suite (&),),>1, de variable i.i.d. de loi expo-
nentielles de paramétre 1, et une suite (Zy,),>1, de variable i.i.d. de loi p, telles que (&, )n>1 et (Zn)n>1 sont indépendantes
et

P-ps. II= {ad(é"l +.+E)Zysn € N*},

ou on précisera les constantes aq et Yq. O

Exercice4 On note R* = R\{0}, Ry I'ensemble des réels positifs, R} = Ry NR*, 'ensemble des réels strictement positifs. Pour
tout 3 € RY, on définit la loi pg sur R} muni des Boréliens, par pg(dt) = 1 (t)t~P£(dt), ot £ désigne la mesure de Lebesgue sur
R. On rappelle la définition de la fonction I' sur R” par I’intégrale

[ee]
I(u) = / t“"tete(dt) .
0
Pour tout nuage déterministe 7 € Smi’ tout ¢ € R% et tout a € R™, on pose
c-m={cz;zen} et (m)*={zzen}.
Toutes les variables sont définies sur un méme espace de probabilité (€2, .7, P). Pour tout 8 € R, on se donne ITz : Q — Sgz . un

nuage Poissonnien d’intensité 3. On pose
Se= > X,

XeTlg
qui est une variable .% -mesurable a valeurs dans [0, co].
1. Soient ¢ € R et tout a € R*. Montrer que 7 € SRi —c-TE SRi etwe Smi = (m)*e SR?— sont (5’“;{1 , YRjr )-mesurables.

2. Soient 31, B2 € R’.. Montrer qu’il existe ¢ € R} et a € R, qui dépendent de (1 et 35 tels que
(loi) a
Hﬁl = C- (1_.[[32) .

. Pour quels 8 € R* a-t-on P(S3 < 00) = 1? Que vaut P(Sg < 00) si P(S3 < 00) < 1?
. On suppose que P(S3 < 0o0) = 1. Pour tout A € Ry, calculer E[exp(—ASg)] en fonction de A, B et I'(2 — ).

3
4
5. Onfixe 8 € R} et pour tout a € R*, on pose Sa,3 = erng X 2. Pour quels a a-t-on P(S,,3 < 00) =17
6. Onfixe B € R Trouver (c,a) € Rf x R* tel que ¢ - (IT)“ soit un nuage Poissonnien d’intensité £.

7

. On fixe 8 € R%. Montrer qu’il existe une suite de variables (X, ),>1 telles que P-presque siirement,

vneN" X,>Xp41, lim X,=0 et Hg:{Xn;nGN*},
n—oo

8. On fixe 5 € R et on reprend les notations de la question précédente. Trouver la fonction de répartition de X, sa densité et
montrer qu’il existe deux constantes strictement positives c et C', que 1’on précisera, telles que

P-ps. lim n°X,, =C.
n— 00
Exercice5 Soient 61,602 € R% . Soit IT un nuage Poissonnien sur Ry x [0, 61 + 62] d’intensité g, (dt)£(dt) ® 10,9, 40, (x)¢(dz).

1. En utilisant le cours, montrer qu’il existe deux suites indépendantes de variable i.i.d. (&5 )n>1 et (Xn)n>1 telles que

— les &), suivent une loi exponentielle de parametre 6, + 62,
— les X, sont uniformes dans [0, 61 + 62],
— sionpose Ty, := & + ... + &n, alors IT = {(Ty, X, );n > 1} presque siirement.
2. Onpose ITy = {(Tn, X»n) : n€N* tels que X, €[0,01]} et IIy = {(T, X,) : n€N” tels que X, €161, 601 + 02]}. Montrer
que ce sont deux nuages de Poisson indépendants dont on précisera les intensités.

3. Onpose S =inf{n > 1: X, €]61,61+ 02]}. Quelle est la loi de S ? Quelle est la loi de T's ? Conditionnellement a T’s, quelle
estlaloi de #II N [0, T's[? (Indication : aucun calcul n’est nécessaire pour résoudre cette question.)
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4. Soit G : 2 — N*, une variable géométrique de parametre p €0, 1[, c’est-a-dire P(G = n) = p(1 — p)", n € N*. Soit
(£")r>1 une suite i.i.d. de variables indépendante de G et de loi exponentielles de parametre 6. On pose

E= > &

1<n<G

Quelle est la loi de & ? Conditionnellement a &, quelle est la loi de G — 1? (Indication : aucun calcul n’est nécessaire pour
résoudre cette question.)

Exercice.6 Soit IT un nuage Poissonnien sur R d’intensité la mesure de Lebesgue. On imagine un glouton partant de 1’origine 0 qui
mange les points de IT de proche en proche : il mange d’abord le point de IT le plus proche de 0, puis le plus proche parmi les points
qui restent ... et ainsi de suite. On se demande s’il mange ainsi tous les points de II.

Formellement, on note Y;,, n > 0 la suite des points mangés par le glouton : on a Yy = 0, Y est le point de IT le plus proche de 0
etsin > 1, Y41 estle point de IT\{Y71, ..., Y, } le plus proche de Y.

Au temps n, le glouton se trouve au bord du "trou" qu’il a déja exploré : c’est un intervalle I,, contenant O et dont les extrémités
sont deux points de IT. Si le glouton est dans R, alors le trou est sur sa gauche et a sa droite, il reste une partie inexplorée de II.
De méme si le glouton est dans R_, il est a gauche de O et a sa gauche, il reste une partie inexplorée de IT. On dit qu’il effectue une
traversée, si a I’instant n il est a gauche du trou (resp. a droite) et qu’a I’instant n 4 1 il se retrouve a droite (resp. a gauche) du trou.

1. Montrer qu’il existe une suite d’exponentielles (&5, )»>0 indépendantes de parametre 1 telles que £(I,) = &0 + &1 + ... + &n.
2. Montrer que le glouton effectue une traversée entre n et n + 1 ssi &,41 > £(I,).

3. Montrer que P-p.s. le glouton ne visite pas tous les points de IT et qu’il en laisse méme une infinité de coté.

Exercice.7 Soit (2,.%, P) un espace de probabilité complet.
1. Soit p un entier plus grand que 2. Soient X1,..., X, : © — N des v.a. indépendantes suivant des lois de Poisson non-
dégénérées. On note E[X ] = 0, 1 <k <p. Soit n € N. En utilisant le lemma IV.1.3, calculer de deux fagons
P(X1+ ...+ X, = n) et montrer la formule du multinéne :

(01++0p) = m@’flﬁf
Ei,e.oskp€N P
ki+...+kp=n

Soient g1, . .., qp €[0,1] tels que g1 +. . .+¢, = 1. On dit qu’un vecteur aléatoire .7 -mesurable N = (N1,..., Np) : @ — NP

suit une loi multindmiale de parametres n et q = (¢1, . .., qp) si pour tous k1, ..., kp EN,
n! k1 kp .
—_— ... k oot k=
P(N=(ki,....kp)) =4 Tl Rl & @ Sttt =mn

0 sinon.

Vérifier que c’est bien une loi de probabilité.

2. Soient Z,, : @ — {1,...,p}, n€N", une suite de variables .% -mesurables i.i.d. Pour tout k € {1, ..., p}, on pose N, = #{j €
{1,...,n} : Z; = k}. Montrer que N = (Ni,..., Np) est un vecteur aléatoire . -mesurable qui suit une loi multindémiale
dont on précisera les parametres.

3. Soit (E, &, u) un espace mesuré. On suppose (E, &) séparable et séparé. Soit B € & tel que 0 < p1(B) < oo. Soient X, :  —
E, neN*, une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi (- N B)/pu(B). Pour tout n € N*, on pose IT,, = {X1, X>,..., X}
On suppose p diffuse.

(a) Soient Ay,..., A, € & deux-a-deux disjoints. Quelle est la loi de N = (Na, (Il,.),..., Na, (Il,)) ? Est-ce que ce
résultat est toujours vrai si p n’est pas diffuse ?

(b) Soit IT : Q — Sg, un nuage de Poisson (%, .g)-mesurable d’intensité p. Soit n € N*. Montrer que II N B sous
P(-|Np(II) = n) a méme loi que IT,.

Exercice8 Soit (€2,.7, P), un espace de probabilité complet. Soit (E, &, 1) un espace mesuré. On suppose (E, &) séparable et séparé
et on suppose qu’il existe une partition de E en ensembles mesurables B, € &, p € N tels que u(Bp) <oo, p€EN.II : Q — Sg, un
nuage de Poisson (.7, .%g)-mesurable d’intensité .

On cherche a donner un sens a une indexation mesurable de I1, ¢’est-a-dire a ’existence d’une suite de v.a. X,, : Q — E, neN*,
.7 -mesurables telles que IT={X,, ; 1<n< Ng(II)} (avec la convention que IT={X,, ; n€N"} si Ng(II) =00). On rappelle que
pour tous (n, p) € N* x N, il existe des fonctions V" :Sp - E qui sont (.7, &)-mesurables et telles que

P-ps. VpeN, IINB,={V,P(I);1<n< Ng, ()} .
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Soit z* € E£. On pose So =0 et Sp+1 =Np,(IT) + ... 4+ Np, (IT), p€N. Pour tout n € | Sy, Sp+1] N N, on pose X, :YTS@SP (IT) et
si Ng(II) < oo, on pose X, =z™ pour tout n > Ng(II).

Montrer que pour tout n € N*, X,, : Q — F est (%, &)-mesurable. Montrer que P-p.s. IT={X,,; 1<n < Ng(II)}. Les X,
sont-elles nécessairement indépendantes ? Ont-elles la méme loi ?

Exercice9 Soit (2,.7, P), un espace de probabilité complet. Soit (E, &, 1) un espace mesuré. On suppose (E, &) séparable et séparé
et u sigma-finie et diffuse. Soit IT :  — Sg, un nuage de Poisson (.%, .k )-mesurable d’intensité p. On se donne une indexation
mesurable de IT, ¢’est-a-dire que II={X,,; 1<n<Ng(II)} ou X,, : @ — E, n€N*, est une suite de v.a. (F, &)-mesurables (avec
les conventions évidentes si Ng (IT) =00 ou 0).

1. Soit (E’,&’,v) un espace de de probabilité. On suppose (E’, &") séparable et séparé. Soient Y, : Q — E’, n € N une suite
i.i.d. de v.a. (%, &')-mesurables de loi v. On pose

' = {(Xn,Yn); 1<n<Np(ID)}

(avec les conventions évidentes si N (IT)=oco ou 0). On munit £ x E’ de la tribu produit. Montrer que IT" : @ — Sg g est
un nuage Poissonnien (%, .« g/ )-mesurable dont on précisera I’intensité.

2. (Un théoréme de Dobrushin). On suppose ici que (E, &) = (E', &) = (R%, B(R%)) en conservant les mémes hypotheses que
précédemment. On pose
(avec les conventions évidentes si Ng(IT) = oo ou 0). Montrer que IT, : £ — Sga est un nuage Poissonnien (%, .%pa)-
mesurable dont on précisera I’intensité en fonction de p et v.

3. On suppose ici que (F, &) = (R%, Z(R?)) en conservant les mémes hypothéses que précédemment. On suppose que Y : ©Q —
R? est un vecteur aléatoire .%-mesurable indépendant de IT et on pose

I = {Xn+Y; 1<n<Np(I)}

(avec les conventions évidentes si Ny (IT) = co ou 0). Montrer que IT, : Q@ — Sga est un nuage (., .a)-mesurable. Est-il
de Poisson ? (La réponse dépend de yu.)

4. On suppose que (E', &") est régulier selon la définition I.1.11 (voir page 6). Soit m : & ® &' — R, une mesure finie dont la
premigre marginale est /1, ¢’est-a-dire 1(A) = m(A x E’) pour tout A € &. On rappelle le théoreme 1.1.20 de représentation
des couplages (voir page 8) qui affirme qu’il existe ¥: Ex ]0,1[— E’, qui est (§®%(]0,1[), &')-mesurable et telle que

[ adm = [g(a. ¥(@,2)) niaoitaz)
ExE' Ex]0,1[
ol £ désigne la mesure de Lebesgue sur la droite réelle. On se donne une suite Uy, : Q —]0, 1[, n € N*, de v.a. indépendantes
uniformes sur ]0, 1[. On pose

I, = { (X0, ¥(Xn,Un)); 1<n<Ng(II)}
(avec les conventions évidentes si Ng (II) = o0 ou 0). Montrer que IT, : € — Sgy &/ est un nuage Poissonnien (%, Sg« g )-
mesurable dont on précisera I’ intensité.

Exercice.10 Soit (£2,.%, P), un espace de probabilité complet. Soit (E, &, i) un espace mesuré avec y diffuse. Soit g : E — R, une
fonction &-mesurable telle que [, min(1, g(x)) u(dx) <oco. Soit IT : Q — Sg, un nuage de Poisson (7, .#z)-mesurable d’intensité

1.
1. Montrer que [, (1 —e™? (@) p(dz) < oc. Si on suppose que g est de plus A valeurs dans |0, oo[, montrer que cela implique que
L est sigma finie.
2. Pour tout w € €2, on pose

Zy(w) = ¢ No@w)) fpA=exp(=g@Muldn) G N (T1(w)) < oo,
9 1 si Ny(II(w)) = oo.

Montrer que Z; : 2 —]0, 00| est .%#-mesurable. On note Py : % — [0, oo], la mesure ayant Z, pour densité par rapport a P,
c’est-a-dire que

VAEZF, P (A)=E[Z414].
Montrer que (€2,.%,P,) est un espace de probabilité complet. On notera E, ’espérance par rapport a P, et on rappelle que
E,[X] = E[Z,X] pour toute variable .% -mesurable X : Q — R bornée.
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3. Montrer que IT sous P, est un nuage de Poisson dont on précisera I’intensité en fonction de y et g.
4. On suppose que g : E — R est % -mesurable. On note g4 = max(g, 0) la partie positive de g et g = max(—g, 0) la partie
négative de g. On suppose que [, min(1, g (z)) pu(dz) <ooet [, (e?+(*) —1) pu(dz) < co.

(a) Montrer que I’on peut définir une probabilité Py : .# — [0, 1] telle que
VAEF, Py(A)=E[NT1,]e I (9 1) p(de) ‘
(b) Montrer que sous P, IT est un nuage de Poisson dont on préciséra I’intensité.

Exercice.11 (Caractérisation des nuages Poissonniens par la formule de Palm (ou de Mecke)) Soit (2, %, P), un espace de probabilité
complet. Soit (E, &, 1) un espace mesuré avec p diffuse et sigma-finie. On suppose (F, &) séparable et séparé. Soit IT : Q — Sg,
un nuage (% ,.g)-mesurable d’intensité . Soit F' : E X Sg — [0, 00], une fonction & ® .#g-mesurable. On pose @ (II) =
> xen F(X II{X}).

1. Montrer 2 I’aide du lemme IV.2.18 (iv) (page 138) que @7 : Q — [0, 0o] est #-mesurable.

2. On suppose que IT satisfait la formule de Palm (ou de Mecke), c¢’est-a-dire que pour toute fonction F' : E x Sg — [0, oo] qui
est & ® .“g-mesurable, on a

E[®p(I1)] = /Eu(dx)E[F(x,H)] . (IV.65)

(@) Soit f : E — Ry, une fonction &-mesurable telle que telle que [, f(z) pu(dx) < oo. Montrer que P-p.s. N (IT) < co
et montrer que pour tout A € Ry, on a Ly(A\) = E[exp(=AN;(II))] > 0. Montrer que L; est C'' sur Ry et que
L3 (A) = —E[Ny(II) exp(— AN (II))].

(b) A Iaide de la formule de Palm (ou de Mecke) (IV.65), montrer que
VAERy, Li(\) = —Ls(\) / f@)e M y(dz) .
E

(c) Montrer que IT est un nuage Poissonnien (on résoudra I’équation différentielle précédente puis on étendra le résultat
obtenu a toutes les fonctions f : E — [0, c0] &-mesurables).

Exercice.12 (Caractérisation des nuages Poissonniens par évitement indépendants.) Soit (€2, %, P), un espace de probabilité complet.
Soit (E, &) un espace mesurable supposé séparable et séparé. Soit IT :  — Sg, un nuage (%, .%r)-mesurable d’intensité p. On
suppose que IT satisfait la propriété suivante.

() Pourtous A, B €& disjoints, les événements {II N A = 0} et {II N B = 0} sont indépendants.

Le but de cet exercice est de montrer que si IT satisfait () et si p est sigma finie et diffuse, alors IT est un nuage de Poisson.

1. On suppose que IT satisfait (*) (mais pas nécessairement que g soit sigma finie et diffuse). Soient B,, € &, n €N, des ensembles
deux-a-deux disjoints. Montrer que les événements {IL N B,, = 0}, n €N, sont indépendants (mutuellement et pas seulement
deux-a-deux).

2. On suppose que IT satisfait (x) (mais pas nécessairement que j soit sigma finie et diffuse). Comme (E, &) est séparable et
séparé, il existe un sous-ensemble C' C [0, 1] et une bijection ¢ : E — [0,1[ qui est (&, %([0, 1[)-mesurable et telle que la
réciproque ¢ * : [0, 1[— E est également (%([0, 1[), &)-mesurable. Pour tout nn € N et tout 0 <k < 2", on pose

Jng =0 (k27" (k+1)27"]) .

On voit que pour tout n € N, les (Jy,x)o<k<2» forment une partition &-mesurable de E. Soit A € & tel que u(A) < 0o.On
pose
vneN, Z, = Z l{Hm(Amek);ﬁ(z)} .
0<k<2n
Montrer que
P-ps.pourtout n€N, Z,<Z,y1 et Nu(II)= lim Z, .
n— 00
(Indication : on considérera les deux cas : N (IT) < oo et N (II) = co).
3. Soient X;") et Xq: Q — [0,00], ¢, n €N, des v.a. #-mesurables. On suppose que

— pour tout ¢ €N, P-p.s. lim, 00 Xé") = Xg,
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— pour tout n €N fixé, sous P, les v.a. (X §"> )qen sont mutuellement indépendantes sous P.

Montrer que les v.a. (X;)qen sont mutuellement indépendantes sous P.

4. On suppose que IT satisfait (%) (mais pas nécessairement que x soit sigma finie et diffuse). Soient Ai,..., A, € & des
ensembles deux-a-deux disjoints. Montrer que pour n € N fix€ les variables aléatoires 1rin(a,nJ, )20}, 1 <q < p, 0<k <
2", sont mutuellement indépendantes. En déduire que les v.a. Na, (IT), . .., N, (IT) sont indépendantes.

5. On suppose que IT satisfait (*) et que x est sigma finie et diffuse. Conclure en utilisant le théoréme IV.3.3 (page 141).

6. On choisit ici (E, &) = (R, A(R)) et on définit IT : Q@ — Sg en supposant que {IT = 0} U {IT = {12}} = Q, {II =
0} € .Z et P(II = ) = 2/3. Montrer que IT est un nuage de points (%, .&)-mesurable dont I'intensité (que 1’oncalculera
explicitement) est sigma finie et qui satisfait (x). Montrer en revanche que IT n’est pas un nuage de Poisson.

Exercice.13 (Théoréme de Rényi) Soit (2,.7, P), un espace de probabilité complet. Soit (F, &), un espace séparable et séparé. Soit
II:Q — Sg, un nuage de points (.%, .7 )-mesurable. On suppose que

VAe&, PIINA=0)=e Y,
ol i : & — [0, 00| est une mesure sigma finie et diffuse (avec la convention que e~ °° = 0). Le but de cet exercice est de montrer que
IT est alors un nuage de Poisson (c’est le théoréme de Rényi). Pour cela on s’appuie sur I’exercice .12 qui précede.

1. Montrer que IT satisfait la propriété («) de I’exercice .12 qui précéde. On note alors v I'intensité de IT. Par I’exercice .12 qui
précede, il suffit donc de montrer que v est diffuse et sigma finie.

2. Soit A€ &. On reprend les notations de la question 2 de 1’exercice .12. On pose Z,, = Zo<k<2n 1inncang, ,)-0}- Montrer
que P-p.s. Z,, < Z,, 41 pour tout n € N et que Na (II) = limp,— 00 Zn- -

3. On suppose que (A) < oo. On pose &, = maxo<i<2n (AN Jy,k). En s’inspirant de la preuve du théoréme IV.3.3, montrer
que p diffuse implique lim,, oo §,, = 0.

4. On suppose que p(A) < oo. Montrer que 0 <z — 1+ e % < %xz pour tout z € Ry. Montrer que 0 < p(A) — E[Z,] <
Lu(A)n.

5. Montrer que si u(A) < oo, alors v(A) = u(A).

6. Conclure.

IV.6 Processus ponctuels de Poisson.

IV.6.a Définitions et formule de compensation.

Dans cette section, sauf mention explicite du contraire, toutes les variables aléatoires considérées sont défi-
nies sur le méme espace de probabilité (£2,.%, P) qui est supposé complet. Soit (E, &), un espace mesurable.
11 est toujours supposé séparable et séparé. Soit 0 ¢ E. On pose alors

Ey:=FEU{0} et & =0({0},8).
On introduit la notion de processus ponctuel, définition due a Ito.

Définition IV.6.1 (Processus ponctuel) Pour tout t € R, soit V; : Q2 — Ejp, une fonction. Alors, (V;)scr, estun
processus ponctuel sur F s’il satisfait les deux conditions suivantes.

(a) P-p.s. 'ensemble de temps {t €R, : V;#£09} est dénombrable.

(b) Pour tout A€ (R, )®¢&, la variable de comptage en A donnée par No(V'):=>_,cp 1a(t,V;) est F-
mesurable. Ici la somme est au sens des familles sommables (et elle ne porte que I’ensemble des temps
te R+ tels que V; #0).

Soit (%;);cr., , une filtration sur (£2,.%). Le processus ponctuel (V;);cr., est dit (%;)icr, -adapté si de plus
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(c) pour tout BE& ettoutt R, Njg x (V) est %;-mesurable. O

Remarque IV.6.2 Pour tout t € R, on se donne une fonction V;: 2 — Ej. Les points (a) et (b) de la définition
précédente montrent que (V});cr., est un processus ponctuel sur E si et seulement si I1:={(t,V;); V; #0} est
un nuage de points sur Ry x F qui est (#, .7k x g)-mesurable.

Réciproquement, si on part d’un nuage sur Ry x E et que I’on veut obtenir un processus ponctuel, il est
nécessaire de supposer qu’a chaque temps ¢ ne correspond qu’une seule valeur d’espace. Plus précisément on
introduit I’ensemble de ces nuages de points :

Process := {T€Sp, xp : VIER,, N{t}xE(ﬂ')Sl} .

En général Process ¢ .Yk, xg. Soit IT : Q@ — Sg, » g, un nuage aléatoire (.#,.7r, x r)-mesurable. On fait
I’hypothese suivante
L’événement {HgéProcess} est P-négligeable. (IV.66)

Comme (2, .#,P) est supposé complet, on a donc {H € Process} € .7 et P(II € Process) = 1. Pour tout
teRy et tout w € €2, on définit alors V;(w) € Ey comme suit

— siw¢{II€Process}, on pose V;(w):=0;
— siwe{IleProcess} et Ny p(II(w)) =0, on pose V;(w) :=0;
)

— siwe{IT€Process} et Ny, p(II(w)) #0, alors par définition de Process, il existe un unique » € £
tel que (¢, z) € II(w) et on pose Vi (w)=z=.

Par construction, sur I’événement {II € Process}, IT = {(t,V;); t € R+ : V; # O} et donc pour tout
AeB(RL)RE,0ona Ny(V)=N4(II) . Comme on suppose P(IIE€Process)=1, N4(V) est #-mesurable,
ce qui montre que (V;)¢cr, est un processus ponctuel, selon la définition IV.6.3. (]

On introduit ensuite la notion de processus ponctuel de Poisson relativement a une filtration comme suit.

Définition IV.6.3 (Processus ponctuel de Poisson relativement a une filtration). Soit (V;);cg, , un processus
ponctuel sur E. Soit (%;)¢cr ., , une filtration sur (€2, .%). Soit y1: & — [0, o], une mesure. Le processus (V}):er,,
est un processus ponctuel de Poisson relativement a (%;)icr . d’intensité 11 8’1l satisfait les conditions suivantes.

(a) II:= {(t, Vi); teR+: Vi 8} est un nuage Poissonnien sur Ry x E qui est (9, 7R, x p)-mesurable
d’intensité /&, ou £ désigne la mesure de Lebesgue sur R .

(b) Pour tous s,t€R et BEE, Njg 1« p(V) est ¥;-mesurable et N}, ;4 ) g(V') est indépendant de %;. [

Le but de la section est de reformuler la formule de Palm pour des nuages de Poisson muni d’une filtration.
Pour cela on introduit les notions de tribu prévisible et de processus prévisible.

Définition IV.6.4 (Tribu et processus prévisibles) Soit (4;);cr_ , une filtration sur (€2, 7).
(a) On note Gprev les sous-ensembles de R x 2 ayant les formes suivantes :
e {0} x A, avec A€%.

o |s,t]x A, avect>s>0et A€Y;.

[ ] R+XQ.
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On vérifie aisément que ey est un pi-systéme sur R x Q.
(b) On pose Gprev :=0(Gprev ), tribu sur Ry x Q. C’est la tribu prévisible associée a (%;)ier, -

(c) Pour tout t € R, soit X; : ) — E, une fonction. Le processus (X;);cr, est dit (¢;);cr, -prévisible si
(t,w) eRL xQ +— Xy (w) € E est (Gprev, &)-mesurable. O

La proposition suivante donne quelques propriétés utiles de la tribu prévisible.

Proposition IV.6.5 Soit (%;)icr ., une filtration sur (Q2, 7). Alors, les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) Gprev est la plus petite tribu sur Ry x ) rendant mesurables les processus X : (t,w) — X;(w) € R qui
sont cag sur |0, 00[ et (%;)iecr. -adaptés.

(ii) Soit (E,d), métrique séparable muni des Boréliens B (E). Soit X : (t,w) — Xi(w) € E, un processus
(%) 1er4--adapté et cag sur |0, 00[. Alors, il est (%;)icr  -prévisible.

(iii) Soit X :(t,w)— X¢(w) € E, un processus (4;)icr . -prévisible. Alors, il est adapté.

Preuve : on montre () tout d’abord. Pour cela on observe facilement que I’ensemble des processus a valeurs
réelles qui sont (%});cr, -prévisibles, forment un espace vectoriel. Soient ¢, so € Ry tels que o > sq et soit
Y : Q — R, une v.a. %,-mesurable. On pose X : (t,w) € Ry xQ = 1y, ,1(#)Y (w) € R. Alors X est
(%;)ter., -prévisible. En effet, soit B € Z(R);si 0 ¢ B, {X € B} =|sg,to] x{Y € B} € Gprevisi0€ B,
alors {X € B} = (]so,to] x{Y € B}) U ([0, s0] x Q) U (]Jto, 00[x€2) Cet événement est dans %,c, car
[0, 50] x Q2= ({0} x Q) UU,,en]27", s0] x Q et car ]tg, 0o[xQ=J,,cn |to + 1, to + 1 + 1] X Q.

Soit X un processus a valeurs réelles qui est (%;);cr, -adapté cag. Pour tout ¢ € R, on pose X/ (w) =
Xo103(0) + > o<renan Xr2-nLjk2—n (k1)2-7](t). Ce qui préceéde montre que X" est (4;)icr, -prévisible.
Comme X est cag sur |0, 00[, X est la limite ponctuelle des X™ lorsque n — oo, ce qui entraine que X est
également (¥; );cr , -prévisible.

Si on note 7 la tribu sur R x {2 engendrée par les processus qui sont cag sur ]0, 0o et (%;)cr,, -adaptés.
On a clairement Gprev C S et donc Yy C J€. Par ailleurs, ce qui précede montre que 7 C Yprev, et donc
I =%rev, ce qui prouve (7).

Pour montrer (i) on effectue la méme approximation qu’au (z) : nous laissons les détails au lecteur. Le
points (¢i¢) se démontre en raisonnant par classe monotone : on note 2 I’espace des processus a valeurs réelles
qui sont (%4;)cr , -prévisibles et (¢;);cr., -adaptés. C’est clairement un espace vectoriel. On vérifie immédiate-
ment que 1¢ € 2, pour tout C' € G yrev. Il est facile de vérifier que 2 est également stable par limite ponctuelle
croissantes uniformément bornées. Le théoreme de la classe monotone, dans sa version fonctionnelle, implique
alors que 2 contient tous les processus (%;);cr_, -prévisibles bornés. On passe au cas général par troncature :
les détails sont laissés au lecteurs. ]

Notation. Soit H: Ry xQx Ey—R, C ou [0, co]. Sauf mention explicite du contraire, on suppose :
V(s,w) R, xQ, Hy(w,d)=0. (IV.67)
Soit (V;)ser., » un processus ponctuel sur £; on pose IT:={(¢, V;) ; t eR, : V; #0}. Alors, pour tout teR

Z Hg(w,Vy) signifie Z 1j0,4(T)Hr(w, X) au sens des familles sommables
s€[0,¢] (T,X)ell

Cette expression a toujours un sens lorsque H est & valeurs dans [0, o] ; si H est a valeurs dans R ou C, alors,
cette expression a un sens des que .1 4 [Hs(w, Vs)[ <oo. O
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L’énoncé suivant, appelé formule de compensation, est une réécriture de la formule de Palm (qui ne lui est
pas strictement équivalente).

Théoréme IV.6.6 (Formule de compensation) Soit (%;)icr , , une filtration sur (2, 7). Soit (Vi )ier.,., un (% )er., -
processus ponctuel de Poisson sur E d’intensité i, qui est supposée sigma-finie. Alors, les assertions suivantes
sont vérifiées.

(i) Soit H: Ry xQx Ey—[0,00], un processus (Gprev @ Ep)-mesurable satisfaisant (IV.67). Alors pour tout
teRy

wr— ZHs(w,Vg) et wb—>/Eu(dm)/oHs(~,x)ds

s€[0,t]

sont deux v.a. a valeurs dans [0, 00|, elles sont G,-mesurables et on a

B[ Y Hi(w Vi) :/u

t
(dx) / E[H,(-,z)] ds . (IV.68)
s€[0,¢] E 0

(ii) Soit H: Ry xQxEg—C, un processus (Gprev®@8p)-mesurable satisfaisant (IV.67). On suppose que pour
tout teRy, [ p(dx) fot E[|H,(-,z)|] ds<oc. Alors, (IV.68) a lieu et

t— My:= ZHs(w,Vs) —/E,u(dac)/OHs(-,m) ds

s€(0,t]
est une (9;).er , -martingale bien définie et cad.

(iii) Soit H: Ry xQxEy— R, un processus (Yprev®6Ep)-mesurable satisfaisant (IV.67). On suppose que pour
tour t Ry, [ p(dx) fot E[|H(-, z)|] ds<oc et [}, p(dz) fot E[H,(-,z)?] ds<oc. On a alors

E[M?] = /u(dx)/OtE [H,(,2)?] ds . (IV.69)

E

avec la notation My introduite au (ii).

Preuve : on considere d’abord le cas ou 1 est de masse finie. Soient B € &, sg, to € R4 et A€%9,,. On pose
I:=ltg,to+ so] et Y(s,w,z) Ry xOxEy, Hs(w,z):=17(s)1a(w)lp(x).

Il est clair que H est (prev ® &p)-mesurable, qu’il satisfait (IV.67). On pose IT:={(¢,V}); t e Ry : V; # 0},
qui est un nuage Poissonnien d’intensité /& p. On observe que pour tout t€ R,

Xim S H V= LaON o guss() et [uda) [ Ho(o2) dr=14(@)p(B)(0, 6 1 1)
Sez[o;t] A ([0¢]nI)xB /E /0 A

Ce sont des variables %;-mesurables. On remarque que X;1s—X¢=14(-) N 1451 x 5(IT). Comme V est un
processus ponctuel de Poisson la v.a. Njs 44 sjnr)x B (IT) suit une loi de Poisson de parametre p(B)£ (]t, t+s]NI)
et elle est indépendante de %y ,. Donc E[ X1 ¢|Yve, ]| =Xt + lA(w)u(B)E(]t, t + s N I), puisque AE Gy,
On a donc

t+s
E[X, 1% = X, + E[ 14]9] u(B)C(t, t+5]NI) =X, + E{/E,u(dm)/lAX[XB(-,r,x) dr ‘ gt] (IV.70)
t
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Pour tout C' € %1y ®& on pose

X(C):= Y 1c(,s, Vi) et Yt(C’)::/u(dx)/olc(-,s,x)ds.

s€[0,t] E

On note £ I’ensemble des C € %0y Q& tels que

t+s
E[X1.(O)|%] = X,(C) + E[Yis(C)— Yi(C)|%] = X,(C) + E[/Eu(dx)/tlc(., raydr| 4], avan
Il est facile de montrer que £ est une classe monotone : nous laissons les détails au lecteur. D’autre par (IV.70)
montre que £ contient le pi-systeme & :={Q X B; Q € €prev, B €&} qui génere 9oy ®&. Le théoreme de la
classe monotone implique alors que £ =%,,;c, ®&. Autrement dit (IV.71) est vérifiée pour tout C' € %oy D&
Ce résultat s’étend tout d’abord lorsque p est sigma-finie : il existe une partition de £ B, € &, n € N; on
pose i, = (- N By) et pour tout C' € %pey @&, on pose C, :=C' N (2 xR, x Bp). Comme /iy, est finie on a

X (€)= X+ [l [16, (o | 4] =€)+ [ o) 1601 ar | ]

En sommant sur n, et en utilisant ’interversion série/intégrale et série/espérance conditionnelle, on obtient
(IV.71) avec p sigma-finie.

Soit H : Q@ x R4 x E — [0, 00|, une fonction ¥,y ® &-mesurable. Par le lemme ??, page ??, il existe
ap €]0,00[, Cp € Yprey®&E, p € Ntels que H =} aplc,. Par interversion positives, on en déduit que
pour tout ¢, > 10 Hs(+, Vs) =3 e apXi(Cp) et en appliquant (IV.71) aux C;, et en sommant sur p €N, on

obtient
B[ Y H(.V)
rel0,t+s] rel0,t]

t+s

%} - ZHT(~,%)+E[/EM(CZ$) [ 1,(.,) dr(gt]. (IV.72)

On obtient (7) en prenant I’espérance de cette égalité avec ¢t =0.

Montrons (77) : (IV.72) implique que (M;)cr, est une (%;);cr, -martingale lorsque H est positive. On
montre ce résultat pour une fonction H a valeurs réelles, en prenant sa partie positive et sa partie négative ; le cas
des fonctions a valeurs complexes se déduit du cas réel en considérant la partie réelle et la partie imaginaire des
fonctions H. Il reste donc a montrer que ¢ — M; est cad : il est tout d’abord clair que ¢t +— [, pu(dax) fot Hy(,z)ds
est continu par ailleurs, le théoréme de convergence dominée pour la mesure de comptage implique que ¢ —
>sefo, Hs(w, Vi) est cad, ce qui termine la preuve de (id).

Soit, H satisfaisant les hypothéses du (iii). On pose

t
X(H)= 3 Hy( V) et Yi(H) ::/ds/u(dx) Ho(z) .
s€[0,¢] 0 JE
On suppose dans un premier temps que [ satisfait I’hypothése suivante
V(s,w,z) ERy xOxE, |Hs(w,z)| <clp(z) ouB e &esttel que u(B)<ooetouceRy. (IV.73)

On suppose d’abord que H >0. On a alors

Xi(H)?=> Ho(,Va)? +2 > Hu(-, V) Hal(- Vi) = Xi(H?) +2 ) A (H)H,(-,V3)
s€[0,¢] 0<u<s<t s€[0,t]
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car s — Aj est croissant cad et car la limite a gauche A, est donnée par ), . H,(-,V,). Il est facile de
vérifier que (s, w, x) — As—(w)Hs(w, x) est Gyrey @ &-mesurable car s — A,_ est cag. Par (i) on en déduit

/0 ds /E () BIH, (-, 2)?] + 2 /O ds /E 1(dz) B[ALH, (-, 2)] (IV74)

< Pu(B)t+ cu(BIWE[A] = Au(B)t + 2cu(B)t /0 s /E () B[Hy(-, 2)]

< Au(B)t 4 22 u(B)*? < oo

E[Xy(H)’]

On remarque ensuite que

X(H)Y:(H) = /du/ (dx) H /du/ (dx) H.
sE[Ot sE[Ot]
= Z Hg( S(H)—i—/du/ p(dz) Hy (-, x) Ay
s€(0,t] 0 E
On a donc par (7)

ELX(H)Yi(1)] = [ s [ o) Bl oY) + / s / (de) BIH,(, 2)A]
< //O dsdu // (dy)pu(da) E[H( /ds/ (dz) E[Hy(-,2)Ay]  (IV.75)

<2¢%u(B)*? < 00

On observe également que

E[Y(H)?] = // ds du / )l BIH (). )

0<s,u<t

- 2//o<sffiu/ p(dy)p(d) EH (- ) ()] (IV.76)

Au(B)*? < oo

IA

Ona M;(H):=X;(H)—Y;(H), qui est une martingale d’apres le (i7). Comme
E[M(H)?] = E[X\(H)?] - 2E[X,(H)Y:(H)] + E[Y;(H)?]

par (IV.74), (IV.75) et (IV.76), on obtient (IV.69), qui est le résultat voulu. Ce résultat s’étend a une fonction
H a valeurs réelles satisfaisant une hypothese du type (IV.73). D’autre part, soit G : R; x Q x E — R, une
fonction satisfaisant les hypotheses du théoréme et satisfaisant également (IV.73) avec un ensemble B’ € & et
une constante ¢’. Alors H + G et H — G satisfont également (IV.73) avec un ensemble B U B’ € & et une
constante ¢ + ¢’. On a donc

AE[M;(H)M(G)] = E[M,(H+ G)?| — E[M;(H — G)?]

= 4/Eu(dx)/OE [Hy(-,2)Gs(-, )] ds (IV.77)
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Passons au cas général. Comme p est sigma-finie, il existe B, € &, p € N, une partition de I telle que
0 < u(Bp) < oo. Pour tous p, g €N, on pose

V(s,w,x) € Ry xQXE, H§7q(w7$) = 1Bp(m)Hs(w7m)1{|Hs(w,x)|€[q,q+1[} :

11 est clair que HPY satisfait les hypotheses du théoreme et (IV.73) avec B = By, et c=q + 1. Par ailleurs pour
tout (s,w, x), il existe au plus une paire (p, q) telle que HY?(w, z) #0 donc d’une part

My(H) = > M, H") (IV.78)
p,qEN

et d’autre part HY"?(w, 2)Hg"" (w, x) d&s que (p, q) # (m, n) et donc, par (IV.77),
E[M,(HP)M,(H™")] =0 dés que (p.q)# (m.n).
Ceci, combiné avec (IV.78) et un argument élémentaire, implique que

E[M(H)?] = > E[M/(H")]
p,qEN

= > /ﬂ(dw)/oE[pr(w)Hs(ww)zl{He[q,q+1[}]

pgeN’F

[Eu(dm)/oiE[Hs(wx)g} ;

par interversion série/intégrale positive. Cela termine la preuve du théoreme.

IV.6.b Processus ponctuels régénératifs : le théoréeme de Greenwood-Pitman.

Sauf mention explicite du contraire, toutes les variables aléatoires considérées sont définies sur le méme
espace de probabilité (£2, %, P) qui est supposé complet. Soit (E, &), un espace mesurable séparable et séparé.
Soit O ¢ E. On rappelle la notation Ey := E'U {0} et &3 ={B, BU{0}; B € &}. On introduit tout d’abord la
définition suivante.

Définition IV.6.7 (Ensembles ordonnables en croissant) Un sous-ensemble D C R est dit ordonnable en
croissant 8’1l est vide ou s’il est I’ensemble des valeurs d’une suite croissante. O

Remarque IV.6.8 Soit D C R ordonnable en croissant. Alors D est fini et contient sa borne supérieure ou
bien D est ’'image d’une suite strictement croissante : D ={t; <t2<... < t, <...} dans ce cas D ne contient
pas sa borne supérieures sup D qui est la limite de (¢, ),en+ dans [0, co]. Dans tous les cas D n’a au plus qu’un
point d’accumulation dans [0, co]. O

Définition IV.6.9 (Processus ponctuels extraits) Soit B € &. Pour tout ¢ € R, on se donne une fonction
Vi : Q2 — Ej (sans hypothese de mesurabilité a priori). On note V. la fonction constante a 9. On suppose que

P-ps. {teR, : V,€ B} est ordonnable en croissant.
Cela permet de définir récursivement les temps de retour successifs de V en B, notés (T,,(B))nen,
To(B)=0 et VneN, T,(B)=inf{t> T, 1(B):V,eB}

avec la convention inf ()= oco. Pour tout 7 € N*, on pose également Y;,(B)=V7, (p)-. O
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Remarque IV.6.10 On garde les notations et hypotheses de la définition précédente et on introduit
Np=sup{neN:T,(B)<oo}.

On observe que si Np < 00, alors pour tout n > Np, on a Y;,(B) =0 dans la définition précédente car V,, est
constante a 9. D’autre part on observe que

{(t.V}); teRy : Vie B} = {(Tn(B), Ya(B)); n€N* tel que T,,(B) < oo},
les deux ensembles étant vides si Ng=0. Ul

Définition IV.6.11 (Processus régénératifs et régénératifs stoppés) Soient A, B € & avec A C B. Pour tout
teR,, on se donne une fonction V;: Q) — Ey (sans hypotheése de mesurabilité a priori). On note V, la fonction
constante a 0.

(1) Le processus (V;)icr, est dit B-régénératif s’il satisfait les conditions suivantes.
(a) P-p.s. I’ensemble de temps {t €R :V, € B} est ordonnable en croissant et n’est pas borné.
(b) Pour tout n € N*, les v.a. T,,(B) et Y,,(B) de la définition IV.6.10 sont .% -mesurables.
(¢) Les v.a. (Y, (B))n>1 sontii.d.
(2) Le processus (V;):cr, est dit B-régénératif stoppé en A s’il satisfait les conditions suivantes.
(a’) P-p.s.’ensemble de temps {t € R, :V; € B} est ordonnable en croissant (mais il peut étre borné)
(b) Pour tout n € N*, les v.a. T,,(B) et Y;,(B) de la définition IV.6.9 sont .% -mesurables.
(/) Lesv.a. (Y5,(B))n>1 sont i.i.d. stoppées en A (cf. définition IV.5.14). O

Nous énoncons ici un résultat de P. Greenwood et J. Pitman qui a de nombreuses applications dont ’'une
permet de définir les excursions et le temps local d’un processus de Markov.

Théoréme 1V.6.12 (Greenwood-Pitman) Soient A et Ei. € &, k € N* tels que

ACECEyy et E=|]JE.
keN
Pour tout t e R, on se donne une fonction Vi : Q) — Eg. On fait les hypothéses suivantes.

(a) P-p.s. {teR, : V;#0} n’est pas ordonnable en croissant.
(b) Pour tout k €N*, (V;)ier, est Ey-régénératif (resp. Ey-régénératif stoppé en A : cf. définition 1V.6.11).
Alors, les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) II existe une mesure sigma finie . : & — [0, 00| et il existe processus un processus positif (Lt )er,, issu
de 0, continu et croissant tel que le nuage de points II sur R, X E

O = {(L,Vi); teRy: V;#0}

soit un nuage de Poisson d’intensité { ® pi (resp. de Poisson stoppé en A d’intensité { @ i : cf. définition
IV.5.14). De plus, pour tout k € N*, 0 < p(Ey) < oo ef u(E) =00 (et resp. 0< pu(A) < 00).

(ii) On a l’approximation suivante.

P-ps. VteR,, sup ## re|0,s]:Vse Ey—Ls
T s€[0,2] ‘H(Ek) { [ } }

— 0 (IV.79)

k—o00
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(iii) On pose
D={teRy : V;#0}, Dio={teD:3>0, Jt—e,t+e[ND={t}} et Dacc=D\Diso.
ot D est 'adhérence de D. Alors,
Pps. Vt>s>0,  (Ly<L;) <= (]s,t[ NDacc#0) . (1V.80)

(iv) Soient L', I et y/ satisfaisant les propriétés de (i). Alors, il existe un réel ¢ > 0 tel que ' = %,u et tel
que P-p.s. pour tout t eRy, L} =cLy.

Preuve. Pour tout k¥ € N*, on note vy, la loi de Y7 (Ej) et on observe tout d’abord que pour tout entier [ > k,
(Y, (Ek))nen~ est la suite Ey-extraite de (Y, (E}))nen+ : comme ce sont des suites i.i.d. (resp. i.i.d. stoppées en
A) par I’hypothése (b), on en déduit que v, =v;(- N Ey,) /v (Ey).

Montrons tout d’abord que limy,_, o, v, (FE1) =0. Ce qui précede implique que vy (Eq)v(Ey) =v(E7) dés
que | > k; la suite (v (E1))ren+ décroit et converge. On rappelle la définition 1V.6.9 des temps (7, (Ex))nen
de retours successifs de V' en Ej, et la notation Ng, =sup{n €N : T;,(E}) < oco}. Pour tout £ € N*, on pose
Dp={teRy: Vi€ E}} ={Th4+1(Ek);0<n < Ng,}. On a Dy, C Dy car Ej, C Ej4q et on observe que
D=pen- De={t R :V;#0} car | Jcn- Ex = E. Pour tout entier 0<n < N, on pose

En=#{meN": T, (E\) < T (Ex) < Tus1 (B1)} = #(DpN]To(Br), Tusa (E1))) -

L’hypothese (b) combiné au fait que les v.a. (Y5,(E)))x nen+ sont cohérentes par extraction permet de voir d’une
part que P-p.s. pour tous [ > k, fﬁ < ffl et d’autre part que conditionnellement & {n < Np}, fﬁ suit une loi géo-
métrique de parametre de moyenne 1 /vy (E1). Si limy—,o v (E1) >0, alors cela implique P-p.s. pour tout n <
Ng,, limg o0 F = #(DN T}, (E1), Thi1(E1)]) < 0c. Or, puisque D = UOS"<NE1(DQ 1T (E1), Tht1(E1))),
cela contredit I’hypothese (a) (i.e.D n’est P-p.s. pas ordonnable en croissant). Par conséquent, on obtient bien
limy o0 v (E1) =0.

Le tableau de v.a. (Y,,(E%))knen+ satisfait les hypotheses de la proposition IV.5.13 (resp. proposition
IV.5.17) d’étiquetage temporel version 1 (resp. version 2). Il existe donc des v.a. (AF). ens, -7 -mesurables a
valeurs dans |0, co[ (resp. a valeurs dans ]0, cc]) telles que

II:= {(A’fL,Yn(Ek)) i k,neN*: AfL<oo}

soit un nuage de Poisson d’intensité ¢ ® p (resp. un nuage de Poisson stoppé en A d’intensité p) ot 1 : & —
[0, co] est une mesure qui satisfait pour tout k€ N*, 0 < u(E}) < oo et pu(E) =00 (resp. et aussi 0 < p1(A) < 00).

On se place d’abord dans le cas non stoppé ou II est un nuage de Poisson d’intensité £ ® p. On veut utiliser
le second lemme de Dini (lemme 1V.5.8) pour définir L par la limite (IV.79). Pour cela, pour tous k, ! € N*, on
définit récursivement les variables suivantes (75" )nen par

75'=0 et VneN*, my'=inf{m>7,' Y, (E)€E€E}

(avec la convention que inf () = oo). Puisque 1/u(E;) = v(FE1), le point (IV.56) dans la proposition 1V.5.13
permet d’affirmer que
™

* k__ 7
P-ps. Vk,neNT, A"_}E?OTEZ)'

On définit L : D — Ry en posant L1, (g,) = A% pour tous k, n € N* et on pose également

VEEN®, VEER,, fi(t) = ﬁ#{re[o,ﬂ:v&em}
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On observe que pour tout k, [, n €N* avec | >k, fi(T,(Ey))=7+"/u(E;). On en déduit que

P-ps. VteD, lim fl(t):Lt€R+ .
[—o0

De plus, comme V est E-régénératif D; n’est P-p.s. pas borné et donc D non plus car D; C D. Enfin, comme
w(E) =00 et puisque {L;; t€ D} ={A%; k,ncN*} est ’ensemble des temps oi1 IT a une marque, le lemme
IV.5.6 (page 159) montre que P-p.s. {AX: k, n € N*} est dense dans R ..

On voit donc qu’il existe Qp € Z tel que P(y) = 1 et tel que pour tout w fixé dans Qpy, D est est
dénombrable non-borné, pour tout t € D, limy_,« fi(t) existe dans Ry et vaut L, et {L;; te D} =Ry. Le
second lemme de Dini (le lemme IV.5.8) implique alors que L se prolonge de maniere unique en une fonction
de R dans R telle que pour tout t € R ¢, limy o0 SUPsco 4 | f(8)—Ls| =0. Sion prend L comme le processus
nul sur Q\Qp, on en déduit (IV.79) et donc (i7) dans les cas des processus ponctuels non-stoppés.

Le cas des processus ponctuels stoppés en A se traitent de la méme maniére a 1’aide de (IV.63) (proposition
IV.5.17, étiquetage temporel version 2), et a I’aide du second lemme de Dini, a la différence qu’au lieu de
considérer D, qui peut étre borné dans le cas des processus stoppés, on considére D =D U (Q N [T1(A), oo]).
Les détails de I’adaptation de la preuve précédente sont laissé€s en exercice.

Montrons (ii7). On remarque que les (A¥ 4+1)0<n< N, sont des sommes de variables exponentielles de de
paramétre p(Ey) €]0,00[. 1l existe donc ; € .7 tel que P(Q;) = 1 et tel que sur Oy, on ait d’une part
Ak < Ak 11, pour tout k € N* et tout 0 <n < N, , et d’autre part telle que la limite (IV.79) ait lieu. On raisonne
ensuite de maniére déterministe en se plagant sur €2;.

Soient ¢ > s > 0. On suppose que L < L;. Comme L est continu, il existe t >u > r > s tels que L, < L,,
et par (i), on constate que #{t €|r,u] : V; € E}.}/u(Ey) — Ly, — L, lorsque k — oco. L'ensemble DN[r, u] est
donc infini : cela implique que Dyce N s, t[ #1, ce qui montre une premiére implication de (IV.80).

Réciproquement, supposons D,.. N]s, t[#0; alors D N]s, [ est infini. Cela implique I’existence de k> 1
et de p<q tels que s <T(Ey) <Ty(FEy) <t ce qui entraine que Ly, (g, :A’; < A"qC = Lr,(E,) etdonc Ly < L.
Cela termine la preuve de (7).

Montrons (iv). On observe que u(- N Ey)/u(Ex) et p'(- N Ex)/p' (Ey) sont égales 2 la loi de Y7 (FEy).
Cela implique facilement que ci’ = otton a posé c=p(E1)/u' (F1). Par TV.79 appliqué a L et L’ on a sur €,
pour tout t € R4

’ = : 1 . -
sSEl[lOI,)t]‘L57CLS|S’Lsim#{re[o’s]'v‘geE‘kH+C|M(Ek)#{r€[073]~‘/s€Ek} Ls| mov

ce qui montre que L' =cL et ce qui termine la preuve du théoréme. |
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Chapitre V

Processus de Lévy.

V.1 Définitions et lois infiniment divisibles.

V.l.a Définitions des processus de Lévy, premiéres propriétés.

Définition V.1.1 (Processus de Lévy) Soit (€2, %, P), un espace de probabilité sur lequel est défini un processus
X =(X})ter,, a valeurs dans RZ. C’est un processus de Lévy s’il satisfait les conditions suivantes.

(a) X est P-p.s. cadlag.
(b) Pour tous s,t€R,, X¢1s— Xt améme loi que X;—Xj.

(c) Pourtous tp=0<¢; <...<tp,lesva. Xy, X¢y — Xy, Xty — X4y, ..., Xy, — X4, , sont indépendantes.
O

On montre facilement la propriété élémentaire suivante.

Lemme V.1.2 Soit (Q, .7, P), un espace de probabilité. Soit X = (X¢)cr, un processus défini sur cet espace
a valeurs dans RY. On le suppose P-p.s. cadlag. On rappelle que (¢ (X))ier, est la filtration naturelle de
X. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes.

(a) X est un processus de Lévy.
(b) Pour tous s,t R, Xy — X, est indépendant de F7(X) et méme loi que X, — X
Preuve : exercice. n

Cette propriété suggere d’introduire la deuxieme définition qui suit.

Définition V.1.3 (Processus de Lévy relativement & une filtration) Soit (), %, P), un espace de probabilité sur
lequel est défini un processus X = (X;);cr, a valeurs dans R?. Soit (%)ter., » une filtration sur (©2,.%). Cest
un processus de Lévy relativement 2 la filtration (4});cr . 8’il satisfait les conditions suivantes.

(a) X estun processus (¢;);cr., -adapté et il est P-p.s. cadlag.
(b) Pourtous s,teR,, X;ys— X, est indépendant de ¥; et a méme loi que X — Xp. O

Le lemme V.1.2 montre qu’un processus de Lévy selon la premiere définition V.1.3 est un processus de Lévy
relativement a sa filtration naturelle. Le lemme suivant affirme que les processus de Lévy sont des processus de
Feller.
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Lemme V.1.4 Soit X = (X;)icr, , un processus de Lévy a valeurs dans R? et défini sur I’espace de probabilité
(9, Z,P). Pour toute fonction f € Co(R?), tout t € R? et tout x € R, on pose

Pif(x) =E[f(x+ X;—Xo)] .
Alors, (P;)ier,, est un semi-groupe de Feller-Dynkin conservatif.

Preuve : le théoréme de convergence dominée entraine facilement que P; f € Cp(R%). La continuité a droite de
X ainsi que le théoréme de convergence dominée implique facilement que pour tout x € R, lim; o4 P, f(x) =
f(x). Tl reste donc a vérifier la propriété de semi-groupe : pour cela on fixe s, € R et x € R?; la propriété (b)
du lemme V.1.2 implique que

E[f(X + Xt+5—XQ) ’ ﬂtO(X)] = E[f(X + Xt+s_Xt + Xt—Xo) ‘ ﬂto(X)] = Psf(X + Xt—Xo)
ce qui implique que P;, f(x) = P;(Ps f)(x). Le semi-groupe (P;)cr. est clairement conservatif. |
Définition V.1.5 (Processus de Lévy comme processus de Feller) Soit

(% T (D) ter, s (Xo)ier,; (Poier,; Py, pe s (RY)

un processus de Feller-Dynkin conservatif cadlag satisfaisant les hypotheses habituelles. C’est un processus de
Lévy si pour toute € .7, (R?) et tous ¢, s € R, sous P,, X;,,—X; est indépendant de ¢; et 2 méme loi que
X sous Py. O

La propriété de Markov forte peut se réécrire de la maniére suivante.

Proposition V.1.6 On reprend les notation de la définition V.1.5 qui précéde. Soit T : Q2 — R, un (%) icr, -
temps d’arrét fini partout. Pour toute € M1 (Rd), le processus Xp.y.— X sous P, est indépendant de G et
a méme loi que X sous Py.

Preuve : il est facile de déduire de la définition V.1.5 que pour tous ¢, >...>t1 >0, (X;, — Xo, ..., Xy; —Xo)
sous P, a méme loi que (X3,, ..., Xy, ) sous Pg (on peut faire une récurrence sur n). On en déduit que X.— X
sous P, a méme loi que X sous Py. Soit A € %y et F : (RY)®+ — R, une fonction Z(R?)®R+-mesurable
bornée. La propriété de Markov forte et ce qui précede impliquent que Pp,-p.s.

E,[14F (X714 — X1)|9r] = 14Ex, [F(X.— Xo)] = 1L4Eo[F(X)],

ce qui entraine le résultat voulu lorsque qu’on prend I’espérance de cette égalité. |

V.1.b Lois infiniment divisibles, semi-groupes de convolution et processus de Lévy.

Un outil important utilisé dans ce chapitre est la transformée de Fourier : pour toute mesure y € .4 (Rd)
on la note [ :

vaek?, () = [ i) .
R4
On rappelle injectivité de la transformée de Fourier des mesures finies sur R® : pour toutes p1, v € .4, (R%),
(1=7) <= (n=v).

On utilise aussi le :
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Théoréme de Paul Lévy : soient v, € .#1(R?), n € N, on suppose que les transformées de Fourier Dy,
convergent ponctuellement sur R? vers une fonction f qui est continue dans un voisinage de 0 ; alors il
existe vE M (Rd) telle que lim,, o, v, =V étroitement et on donc U= f.

Définition V.1.7 (Lois infiniment divisibles) La loi p € .1 (R?) est dite infiniment divisible s’il existe une suite
de lois i, € A1 (R?), n> 2 telles que 1= 1™, ol * est le produit de convolution sur . (RY). O

Commencgons par prouver la propriété suivante sur la transformée de Fourier d’une loi infiniment divisible.

Lemme V.1.8 Soit i€ .4 (]Rd), infiniment divisible. Alors sa transformée de Fourier [i ne s’annule pas.

Preuve : pour toute mesure v € .#1(R?), on note * = v * (v(—-)) ot v(—-) est la mesure image de v par
x+— —x. On remarqe que * = [|2. Soient p1,, € .4 (R?) telles que = 1", n.>2. La commutativité du produit
de convolution implique facilement que z° = (u3)*". Donc pour tout u € R%, on a |fi(u)[? = 1z° (u) = p3 (u)™.
Comme il s’agit de quantités positives, on peut en prendre la racine n-ieme et on constate que pour tout u € R?
la limite suivante a lieu : lim,, oo ;T;(u) = 1{ji(u)0}- Or dans un voisinage de 0, jz est non-nulle (car zi(0) =1
et /i est continue) ; par conséquent, la fonction u € R% — 1 {fi(u)=0) vaut 1 dans une voisinage de 0 : elle y est
donc continue et le théoreme de P. Lévy rappelé ci-dessus implique que p;, — v étroitement pour une certaine
loi v. Pour tout u€ R?, on a donc 7(u) = 1{7i(u)0}- Comme ¥ est continue cela implique le résultat voulu. W

Nous caractérisons plus loin les mesures infiniment divisibles via leur transformée de Fourier : c’est la
formule de Lévy-Khintchine, qui est prouvé dans ce cours en méme temps que la construction des processus
de Lévy. Plus précisément, la formule de Lévy-Khintchine donne la forme de I’exposant caractéristique des
mesures infiniment divisible, exposant défini dans la proposition suivante.

Proposition V.1.9 (Existence de I’exposant caractéristique des lois infiniment divisibles) Soit 11 € .#1(R?) infiniment
divisible. Il existe une fonction continue 1 : R* — C telle que

vueR?,  i(u) :/ei<“’x>u(dx) = exp (¢(u)) .
R

d
La fonction 1) est appelée exposant caractéristique de la loi infiniment divisible p.

Preuve : Comme u — [i(u) est continue et non-nulle par le lemme V.1.8, il en est de méme pour u —
f(u) = 7i(u)/|fi(u)|. On a donc f:R? — C continue telle que |f| = 1; le théoréme du relévement implique
Iexistence d’une fonction continue g: R? — R telle que f(u) = exp(ig(u)), u € R% On pose alors (u) =
log |fi(n)| + ig(n), u€ R? qui satisfait les propriétés désirées. [ |

Proposition V.1.10 (Semi-groupe de convolution et processus de Lévy) Soit u € /1 (Rd), une mesure infiniment
divisible. Alors, pour tout t € R, il existe une unique famille de mesures (i, € M (Rd) telles que

(a) pit * pbs = syt, pour tous s,t R ;
(D) po=20o et j11=pu;
(c) tER — uy est continu pour la convergence en loi sur #1(R?) et on a

VieR,, VueR?, [i(u) = ¥

o ) est I’exposant caractéristique de |i.
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La famille de lois (1it)icr, est appelé un semi-groupe de convolution associé a . Pour toute f € Co(R?),
tout t € Ry et tout x € R, on pose P f(x fRd x + y) e (dy). Alors (P;)er, est le semi-groupe d’un
processus de Lévy.

Réciproquement, si X est un processus de Lévy tel que Xo=0, alors la loi v de X est infiniment divisible
et les lois vy de Xi, t € R, forment le semi-groupe de convolution associé a v. Si on note v I’exposant
caractéristique de v, alors la loi de X est caractérisée par 1) appelé ’exposant caractéristique de X. On a
donc

VueR? VieR,, E[e“u’xt)] =YW

1l y a donc une correspondance bijective entre les exposants caractéristiques des lois infiniment divisibles
sur RY et les semi-groupe des processus de Lévy a valeurs dans R,

Preuve : pour tout n > 2, soit y1,, € .41 (R?) telle que 1= 12". On note par ailleurs 1/ 1’exposant caractéristique
de ;1 comme a la proposition V.1.9. Pour tout u € R%, on a donc i, (u)" = fi(u) = exp(z»(u)). Comme ¢ et
fin sont des fonctions continues, on en déduit que u € R? i, (u) exp(—%z/)(u)) est une fonction continue
a valeurs dans ’ensemble discret des racines 7/°™ de ’unité : cette fonction est donc contante et comme elle
vaut 1 en I’origine, on a

Yn>2, YueR%,  fin(u) = en?® (V.1)

Pour tout m € N, on pose fi,y, /p, := ;™ et par (V.1), on a fi,, s, (1) =exp(®¢(u)), ue RY. Par injectivité de
la transformée de Fourier des mesures finies sur R?, il existe donc une unique famille de mesures p, € .47 (R?),
r€Qy., telles que i, (u) =exp (r¢(u)), ue R%.

Soit t € Ry et 7, € Q,, n € N, une suite de rationnels tels que lim,, r,, = ¢. Pour tout u € R%, on a
donc lim,, i, (u) = exp(ty(u)). Le théoreme de P. Lévy implique implique I’existence d’une unique mesure
i € A1 (R?) telle que fi¢(u) =exp(th(u)), u € RY. Linjectivité de la transformée de Fourier implique encore
que 10 =0g et py = p. Comme pour tout u € R%, ¢ — [i;(u) est continue, le théoreme de P. Lévy implique que
t > pu; est continu pour la convergence étroite. Enfin, pour tous s, ¢ € R et pour tout u € R%, 7i,(u)fis(u) =
exp((s + t)y(u)) = lis4:(u) et I'injectivité de la transformée de Fourier implique que fi;* s = piy+s, ce qui
prouve le premier point de la proposition.

Soit X est un processus de Lévy issu de 0. On a X; = Zl<k<n Xit/n— X (k—1)t/n- Comme les accrois-
sements sont indépendants et homogenes en loi, la loi v, de X; est une loi infiniment divisible. De mé&me
Xiys=Xeyrs— Xt + Xi - comme la vaa. X¢y,— X; est indépendante de X; et puisqu’elle a méme loi que X,
c’est-a-dire v,, on a bien vy =14 * 1. Le reste des assertions du théoréme suivent immédiatement. |

V.2 Structure des processus de Lévy.

V.2.a Caractérisation des processus de Lévy continus.

On rappelle que ||-|| est la norme Euclidienne associée au produit scalaire canonique (-,-) sur R?. Dans
cette section,

(%.F5 (D) tery s (Xo)iers s (P)tery; Py, pe 1 (RY)),

désigne un processus de Lévy, vu comme un processus de Feller-Dynkin (comme a la définition V.1.5). Le
théoréme concerne les processus de Lévy dont les sauts sont bornés

Théoreme V.2.1 On suppose que X a des saut bornés, c’est-a-dire qu’il existe ¢ >0 tel que

Po-p.s. VteRy, [[AXy|| <c,
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out on rappelle que AX, := Xy — Xy est le saut (éventuel) de X en t. Alors, X a des moment exponentiels,
c’est-a-dire il existe un réel 0 > 0 tel que SUPye(o,1o) Eo [eenxt“], pour tout tg € Ry. Cela que X admet des
moments de tous ordres :

VpeN, VigeR,,  sup Eo[||X[P] < oo. (V.2)
te[0,¢0]

Preuve : on définit par récurrence la suite de temps (T}, )nen par Tp:=0 et
Tnp=inf {t>T, : [| X;— X1, || > 1},

avec la convention inf () =oc. Il est facile de montrer que les T;, sont des (%;);cr, -temps d’arrét. On remarque
que si T, < oo, alors Ty, 41 —T, = T1(X. 41, — X7, ), avec une notation évidente. Donc, pour toute loi initiale
p € #1(R?) et pour toute fonction f : [0, 00] — R mesurable, la proprité de Markov en T}, pour les processus
de Lévy (proposition V.1.6, page 182) implique que

Pups. Byl coor f(Tnr1—T0) |91, ] = L1, <oot Bolf (T1)]- (V.3)

On pose alors a = Eole™ " 17, coy]. Sia=0, alors Po(T1 =o0) et donc Po-p.s. pour tout t € R ¢, [| Xy]| <1,
ce qui implique (V.2). Supposons que a > 0. Comme X est continu & droite au temps 0, on a Py(77 >0)=1 et
donc a < 1. La propriété de Markov (V.3) implique que

N

Eo[1(1,, <o} " 9r) = Lin,coope” "Eo[lincote ] = Lin, <006 "a,

ce qui entraine que E [I{Tn<oo}e_T"] =a', pour tout n € N.

Raisonnons ensuite sur 1’événement {7;, < oo} : pour tout kK <n, ona T} < oo et | X;— X7, _,|| <1,
t € [Ti—1,Tk[, ce qui implique que || X7, - — X7, || < 1. Puisque [|[AX7, || < ¢, on en déduit que || X7, —
X1, .|| £1+ c. Cela prouve que Po-p.s. sur I’événement {T;, <t <Ty,41},

1] < 11X =Xz, |+ Y X7, —Xr, | < 1+n(l+¢) < (n+1)(1+c)
1<k<n

Donc pour tout n € N et tout t € Ry, Po-p.s. 1gjx,>(140)(n+1)} < LTy < et=Tn

prenant I’espérance, les résultats précédents impliquent pour tous n € N et tout t € R,

17, <00} EN

Po([|Xe]| > (1+¢)(n+1)) <ela™.

Pour simplifier les notations, on pose b:= (1 + ¢)~!. Soit # > 0 tel que e’a < 1. Fubini positif implique alors

o o
Eo[eba”Xt”] -1 = Eo[/odeeez 1{bHXtH>CU}:| —/OdeeH’”Po(b|Xt||>x)

< 2969(n+1)P0(||Xt|| >(14c)n) <0+ Z 0l < 50
n>0 n>1
Cela prouve que X admet des moments exponentiels et (V.2) en découle simplement. ]

On rappelle le lemme I11.3.4, page 115, qui permet de définir I’ opérateur caractéristique (voir la définition
II1.3.5, page 115). On démontre le théoreme suivant par le calcul explicite de 1’opérateur caractéristique de
Dynkin d’un processus de Lévy continu en dimension 1.
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Théoreme V.2.2 On se place en dimension d=1. On suppose que le processus de Lévy X est continu. Alors,
pour tout t ER 1, Eg[X?] < 00 et on pose alors

vi=Eo[Xi] et fi=vEo[(X1-v)%,

Les assertions suivantes sont vérifiées.
(i) Si f=0, alors pour toute mesure j1€ M1 (R), P,-p.s. X;—Xo =vt, te R,

(ii) Si >0, alors Xy = Xo+ BB +vt, teRy, oil le processus (By)icr, est tel que pour toute p € .#1(R),
sous Py, (Byt)icr,, est un (4;)icr, -mouvement Brownien a valeurs dans R, issu de 0 et indépendant de
Xo.

Preuve : nous donnons une preuve ne faisant pas appel au calcul stochastique. Puisque X n’a pas de saut,
il des moments de tous ordres, d’apres le théoreme V.2.1 qui précede. Pour tout ¢ € R, on peut donc poser
f(t) :=Eo[X] et g(¢t) := var(X;). Comme sous Py, X;+s— X; est indépendant de X.,; et a méme loi que
X, on en déduit que f(t + s) = f(t) + f(s) et g(t + s) = g(t) + g(s). On fixe, C = sup;¢( 1 Eo[X?]
et on remarque que pour tout ¢t € [0, 1], Eo[X?] = f(t)? + g(t) < C. Si on pose n = [1/¢], alors nt < 1.
Comme f(nt) = nf(t) et g(nt) = ng(t) on en déduit n? f(t)? + ng(t) < C. Par conséquent, | f(t)| < % et
g(t) < ﬁ Cela implique que lim;_,o+ f(¢) =0 et lim_,o+ g(¢)=0. Un argument élémentaire entraine que f

et g sont des fonctions linéaires : si on note v:= f(1):= Eo[X1] et 32:=g(1)= var(X1), on a donc
VieRy, Eo[X]=uvt et Eo[(X;—vt)}] =p%.

Si 8=0, alors clairement Py-p.s. X; =wvt pour tout ¢t €R. et cela prouve (i). On suppose désormais que 3> 0
et on pose pour tout t € R, Y; = Xy + B~ 1(X; — Xo—wvt). On vérifie immédiatement que Y est un processus
de Lévy continu défini sur le méme espace que X et relativement a la méme filtration; on a Ey[Y;] = 0 et
Eo[Y,?] =t, pour tout t € R . Donc Py-p.s. Y n’est pas constant et il n’a aucun point absorbant.

Pour tout réel h > 0, on pose 75, :=inf{t € R : |Y;—Yy| > h}, avec la convention que inf ) = co. Il s’agit
clairement un (%;);cg,, -temps d’arrét. Le lemme II1.3.4, page 115, implique I’existence de hg > 0 tel que pour
tout i €10, ho [, on a Eg[] < 0o. On fixe z € R. Comme Y —Yj sous P, a méme loi que Y sous Py, on a a
également E, [15,] = Eq[73]. On vérifie également que sous P, Y est une (%;);cr, -martingale continue ; il en
est donc de méme pour (Yir7, )icr, et pour tout ¢t € Ry, on a E,[Y;r7,] = 2. Or la continuité de Y implique
que P, -p.s. pour tout t e Ry, Yipr, | € [x—h, x + h] et comme P -p.s. 7, <oo,ona Y, € {z—h,z + h}. Par
convergence dominée on a donc

z=lim E;[Yirr, |=E.[Y,] = 2—hP, (YT

t—o0 h

= :E—h) + hPI(YTh =x+ h) .
On a donc montré

Vo eR, Vhe|0,ho[, Pu(Y;

y=a—h) =P, (Yo, =a+h)=1. (V.4)

On remarque ensuite facilement que sous P, (Y,? —t);cr, est également une (¥%;);cr, -martingale conti-
nue : il en est donc de méme pour (Y, —t A 7,)ier, . Donc % = E, [V, —t A 73] etdonc E, [V, 1=
2% + E[t A 7). Or Py-p.s. pour tout t € Ry, Y3, < (|z| + h)% Par convergence dominée on a donc
limy 00 B[V, ] = E.[Y;2] et par convergence monotone on a lim;_oc Eq [t A 7] = E;[73,]. On en déduit
donc par (V.4) )

2+ Eyln] = B, [Y2] = S(z—h)? + 5 (z+h)? = 2 + h%.
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On a donc montré
VreR, Vhe]0,ho[, Eglm]=h>. (V.5)

On note L I’opérateur caractéristique de Y comme a la définition II1.3.5, page 115 et on note D, C Cp(R)
son domaine : puisqu’il n’y a pas de point absorbant, on a

Lf— B [f(X5)] - f(=)
Dy, et =g) <= ( R, = lim h ) )
(feDyp et Lf=g) Ve g(z) Jim wen
n rappelle le théoréeme I11.2.15, page 113, qui montre que le générateur G du mouvement Brownien sur R est
de domaine
l ) - — 1" d 1 .0
={feCH(R) : f"eCo(RY)} VfeD, Gf= 3"

On fixe ensuite f € D. Par (V.4) et (V.5), on a pour tout = € R et tout h € |0, ho|[,

Eo[f(Xo)l= (@) _ 1) a0p e
Eol7] = sh2(fa—h) + f(a + h)—2f(x)) .

La formule de Taylor en x implique que limy, 0+ (E;[f(X-,)]— f(2))/Ez[m] =4 f"(x). Cela montre que
DcCDy et VfeD, Lf=Gf.

Comme (Dy, L) satisfait clairement le principe du maximum, le lemme I11.2.4, page 106 implique que D= Dy,
et G = L. Comme un semi-groupe de Feller-Dynkin est caractérisés par son générateur (théoréme de Hille-
Yosida III.1.22, page 100) Y a le méme semi-groupe qu'un mouvement Brownien sur R, ce qui permet de
conclure. ]

Le théoréme précédent se généralise aux processus de Lévy continus 2 valeurs dans R?. Pour cela, rappelons
quelques faits d’algebre linéaire : soit M = (m; j)1<i<r,1<j<d Un matrice de taille r x d. On note M* sa
transposée qui est la matrice de taille d x r dont les coefficients sont mzj =m;;, 1 <j<r,1<4i<d Si
on note de la méme maniére le produit scalaire canonique sur R” et R%, alors (u, Mv) = (M*u,v), u € R%,
v €R". On note diag(aq, . .., aq), la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont aq, . .., aq € R. Si
a1=...=ar=1letay41=...=aq=0, alors on pose I, =diag(ay, ..., aq), si bien que I est I'identité sur Re.
On utilise le lemme suivant.

Lemme V.2.3 Soit I, une matrice symétrique positive de taille d. On note r le rang de I'. Alors il existe M de
taille dxr et N de taille r X d telles que

MM*=T, NTN* = Idgr et MNT =T
Preuve : ses valeurs propres sont des réels positifs et on note A\; > ... > Ay > 0 les r valeurs propres
non-nulles, comptée avec leur multiplicité et dans I’ordre décroissant. On définit deux matrices d X d, en po-
sant Ag := diag()\i/Q, .. .,)\,1“/2,0, o0) et Ay = diag()\fl/Q, . ,)\;1/2,0, ...,0), si bien que AgA; =
diag(1,...,1,0,...,0) =: I,. Comme T est symétrique, elle est diagonalisable dans le groupe orthogonal et

il existe une matrice orthogonale O telle que O*T'O = A2. On pose ensuite My = OA et M; := A; 0%, qui
satisfont MoMj=T"et M1 I'M{ =1,.

On note ensuite R 1’application qui a (x1,...,xq) associe (x1,...,2,). C’est une matrice r x d et R*
associe a (z1, ..., x,) le vecteur (x1,...,2,,0...,0)€R? On pose M = MyR* et N = RM;. Alors M M* =
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MyRR*My = OAgRR*A¢O*. Or AgRR*A = diag(A1, ..., A, 0,...,0) = AZ. Cela implique donc que
MM* =T On vérifie également : NI'N*=RMI'M{ R*=RI, R* =1dg-. De plus,

MNT = MyR*RMT' = MoI, MiT' =O0A¢I.A1O* T =OL.0*T = O, A30* =OA30* =T,
ce qui termine la preuve. ]

Soit Y := (Y7,...,Yy), un vecteur aléatoire a valeurs dans R? tel que E[||Y]|?] < oc. Sa matrice de
covariance I' = (cov (Y}, Y}))1<; j<d. Alors, on rappelle que

vueR?, cov((u,Y)) = (u,Tu) . (V.6)
et I' est une matrice positive symétrique.

Théoreme V.2.4 (Caractérisation des proc. de Lévy continus) On se place en dimension d > 2. On suppose que
, . 1

le processus de Lévy X est continu. On note X1 = (X f ), ceey X{d)) les composantes du vecteur X;. Alors,

Eo[[|X1/[%] <00, on pose

vi=Eo[Xi] = (Bo[X}"],. . Bo[X("]) e Ti=(eov(Xi”, X)), o,

la matrice de covariance étant sous Pg. Les assertions suivantes sont vérifiées.
(i) Si T =0, alors pour toute mesure | € M1 (]Rd), P,-p.s. pourtouttc Ry, Xy =tv, teR,.

(ii) Supposons que I' #0 et notons r le rang de T, si bien que 1 < r < d. En application du lemme V.2.3, il
existe deux matrices réelles M et N de tailles respectives rxd et dxr telles que pour toute € 41 (R%),

P,-ps VteR,, X;=Xo+MB;+tv V.7

ot By := N(X;—Xo—tv), t e Ry, est sous P, un (%;)icr, -mouvement Brownien a valeurs dans R,
issu de O et indépendant de X.

Dans les deux cas, on a

VteR+, YueR?, E, [ exp (it{u, X;— Xo))] = exp (i(u,v)—%t(u,l"u}) . (V.8)

Preuve : le théoreme V.2.1 implique que Eo ||| X;||?] < oo, pour tout ¢ € R, ce qui permet de définir v et T et
(V.6) implique :
Eo[(u, X1)]=(u,v) et Eo[(u,X;—v)?]=(u,Tu). (V.9)

Or pour tout u € RY, ((u, X¢))ier . estun processus de Lévy continu a valeurs réelles. Si I'=0, la variance de
(u, X1) et nulle et le théoreme V.2.2 implique que pour toute mesure y € . (R?), P,-p.s. pour tout ¢ € R,
(u, X;— Xo—tv)=0. Donc P,-p.s. pour tout t € Q; et tout ue Q%,(u, X;— Xo—tv) =0, ce qui implique (i)
par continuité.

On suppose ensuite que I' n’est pas nulle et on note r son rang. On note M et N comme dans le lemme
V.2.3. On pose B := N(X;— Xo— tv), t € Ry, qui est un processus continu a valeurs dans R”. Pour tout
ucR", on observe que sous Py, ((u, By)):cr, est processus de Lévy continu issu de 0 et par (V.6) et (V.9), on
a E()Ku, B1>] =0et

Eo[(u,B1)?] = Eo[(u,N(X;1—V))?]| =Eo[(N*u, X;—v)?] = cov((N*u, X1))
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= (N*u,TN*u) = (u, NI'N*u) = |[u|? = v} + ... + 2,

On déduit du théoreme V.2.2 que (||ul|"*(u, B;))ser, est égal a un mouvement Brownien issu de 0 (cas ou
B = |lul| et v=0). Pour tout u€ R", on a Eg[exp(i(u, B;))]=exp(—4t||u|?), ce qui implique facilement que
B est un mouvement Brownien standard a valeurs dans R¢ et issu de 0.

On pose ensuite Z; =M B; — (X; — Xo —tv), t € R. On constate que Z est un (%;);cr -processus de Lévy
qui est continu. En faiton a E[Z;]=0et Z;=(MN — I;)(X; — Xo — tv) et Z; est de matrice de covariance

(MN — I)T'(MN — Id)* = MNTN*M* — MNT —TN*M*+T =0

par le lemme V.2.3 : car M NT' =T implique, par transposition, que ' N*M* =T" et donc M NI'N*M* =T
Donc Z est un processus de covariance nulle et de moyenne nulle : par le (i), il est P,-p.s. nul pour toute
mesure u € .7, (R?), ce qui implique (i7).

On a donc pour tout u€ R et tout t €R

E, [6i<u,xt—xo>} _ 6it(u,v>E{ei(u,IWBt)} :eit<u,v)E[ei<M*u,Bt)]

i(u,v)— L] M a2

— €‘< i<u7V>_%t<u¢Fu>

=€

par le lemme V.2.3, ce qui implique (V.8). |

V.2.b Décomposition des processus de Lévy, formule de Lévy Khintchine.

Dans cette section, on fixe

(% T3 (D)iers s (Xi)ter,s (Poiery; (0)ier, s Py, pe A1 (RY))

un processus de Lévy a valeurs dans R, On introduit les notations suivantes.

e On note A X;:=X; — X;—, le saut éventuel de X enteR,.

e On note ¢ la mesure de Lebesgues sur les Boréliens de R .

e Pour tout £ >0, on pose U. = {x € R? : ||x|| >&}, ot ||-|| est la norme Euclidienne associée au produit scalaire
canonique (-, -).

e Soit 7', un (%,)icr, -temps d’arrét. Soit u € . (R?). On suppose que P, (T < co) = 1. On pose X{ :=
X74¢—Xr,t€R,. On rappelle la proposition V.1.6, page 182, qui affirme que sous P, X T est un processus
indépendant de ¢4 et de méme loi que X sous Py.

Le but de cette section est de montrer qu’un processus de Lévy se décompose en la somme de deux pro-
cessus de Lévy indépendants : I’un continu, 1’autre ne progressant que par les sauts du processus. Nous ca-
ractérisons €galement I’exposant caractéristique des processus de Lévy en montrant au passage la formule
de Lévy-Khintchine donnant une description des exposants caractéristiques des lois infiniment divisibles. La
preuve se décompose en plusieurs lemmes.

Les sauts d’un processus de Lévy, sa mesure de Lévy.

Lemme V.2.5 . On reprend les notations ci-dessus. Alors, il existe une mesure positive m sur les Boréliens de
RN{0} telle que 7(U.) < 0o, pour tout € > 0, et telle que pour toute mesure p € .41 (R?), sous P,,, le nuage
de points sur Ry x (R4\{0}) défini par

IL:={(t,AX;); teRy : AX,#0}
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est un nuage de Poisson d’intensité { @ . Plus précisément, (AX;)icr+ sous Py, est un (%;)ier, -processus
ponctuel d’intensité 7, appelée mesure de Lévy de X .

Preuve : clairement, il suffit de montrer ce résultat sous Py. Pour éviter les trivialités on suppose que X n’est
pas Py-p.s. continu. 1l existe donc £¢ > 0 tel que Po(3t € R, : ||AXy|| >¢e0) > 0. On fixe ensuite ¢ € |0, o] et
pour toute trajectoire w= (w)¢cr, cadlag a valeurs dans RY, on pose Ty (w):=inf{t €Ry : || Awy|| >e}, avec
la convention inf () = co. Par continuité a droite 73 (w) > 0. Pour simplifier les notations, on pose T} :=T7(X),
qui est clairement un (%;);cr, -temps d’arrét. Comme € < &g, on a également P (7 <oo) > 0.

On rappelle que X!:= X;.— X, et on remarque que si 71 >, alors Ty =t + T (X") et AXp, = AX,}1 (xt)-
Or sous Py, le processus X' est indépendant de ¥%; (et donc de X .5;) et a méme loi que X. Donc pour toute
fonction mesurable f: R R, ettout sc R, ona

Eo[1i7 5451 (AX1y ) |=Eo[1iry o imy (xty 53 f (AXT, (x0)) | =Po(T1 > ) Eo[ 17y >y f (AX7y )]
(V.10)

En prenant f constante a 1 dans cette égalité, on obtient Py(77 >t 4+ s) = Po(T1 > t)Po(T1 > s). Puisque
Po(0 < Ty < o0) >0, il existe a. €]0, 00| tel que Po(Ty >t) =e %! : T} sous Py suit une loi exponentielle
non-dégénérée de parametre a.. Par conséquent Po-p.s. 0 <71 < co. On remarque également qu’en prenant
s=0 dans (V.10), on en déduit que T} est indépendant de A X, sous Py.

On introduit ensuite les temps successifs (7},),cn des sauts de norme plus grande que ¢ : pour toute trajec-
toire w= (w;)¢er , , cadlag et a valeurs dans R?, on pose

To(w):=0 et Thii(w):=inf{t>T,(w) : [|Aw]|>e€}, (V.11)

avec la convention inf (} = co. On vérifie que si Ty, (w) < o0, on a Ty,41 (w) =Ty (w) + T1(W. 17, (w) =W, (w))-
Pour simplifier les notations, on pose T;, := T},(X). Le résultat concernant T} et la définition récursive des
T, implique immédiatement que les 7, forment une suite strictement croissante de (%;);cr., -temps d’arrét
Py-p.s. finis. Or (Tn+1 —1T1, ATn+1)n21 = (Tn(XTl), AX;:L
appliqué en 17 sous Py, implique que sous Py,

(XT1))"21’ donc la proposition V.1.6, page 182

(Tl, AXTl) indépendent de (Tn—i-l_Th AXTn)nZI et (Tn+1—T1, AXTn)nzl g (Tn, AXTn)nzl sous Py.

Cela implique d’une part que les v.a. T,,—T},_1, AX7,, n > 1 sont indépendantes, d’autre part que les v.a. (75,—
T,—1)n>1 sont i.i.d. de loi exponentielle de parametre a. et enfin que les v.a. (AXg, ),>1 sont i.i.d. de loi
commune notée yi.. La proposition IV.5.1, page 155, implique donc que

IL:={(T,,AX7,); n>1}={(t, AX;); teR; : [|AX;| >} est un nuage de Poisson d’intensité /@ a. .

Soit (&, )pen, une suite décroissant strictement vers 0. Il est clair que pour tout p€N, Po-p.s. IT., CTI. ;.
Le théoreme IV.3.7 (i) de superposition croissante, page 142, implique que {(t,AX;);t € Ry : AX, #
0} = II = [J, e IIc, est un nuage de Poisson sur R X (R9\{0}), dont I’intensité est notée v. Pour tout
A€ BRN{0}), on pose alors m(A) := v([0,1] x A), qui est une mesure positive. Soit £ > 0; on rappelle
la notation U, := {x € R? : |x|| > ¢} et on on observe que IT. = II N (R, x U.). Cela implique que
v(-N(Ry xU,))={®agpe et donc (- N Uz) =aepe. Donc w(U,) = a. < oo. Cela montre que 7 est une mesure
sigma-finie. On en déduit aussi que (- N (R4 xU,)) =¢@7(- N U:) = ({@7)(- N (R4 x Ue)), ce qui implique
immédiatement que v ={¢®=. Donc IT est un nuage de Poisson d’intensité /&.

Soit A€ B(R%\{0}). Pour tout s, € R, il est clair que Nio,x a(II) est G;-mesurable et que Ny, ;4 ), 4 (IT)
ne dépend que de X' : c’est la somme des sauts de X* avant I’instant s qui sont dans A. Comme sous Py, X*
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est indépendant de ¢; et de méme loi que X, on en déduit que Nt irsx A(IT) est indépendant de ¥; et a méme
loi que Njg 4« A(IT). Cela montre que (AX;)icr+ est, sous Po, un (% ),cr, -processus ponctuel d’intensité m,
selon la définition IV.6.3, page 171. Cela termine la preuve du lemme. ]

On montre ensuite le résultat d’indépendance suivant.

Lemme V.2.6 On reprend les notations ci-dessus. On rappelle que T1 = {(t, AX;); t e Ry AX, # 0} est un
nuage de Poisson d’intensité (R, ou m, la mesure de Lévy de X. Pour tout € >0, on pose

IL:= {(t, AX}); teR; : |AXy||>e}=TIN (RyxUy) .
Comme m(U,) < 00, cela permet de définir

Vt€R+, Xt(g) =Xy — Z AXS]‘{HAXSH>6} . (V.12)
s€[0,¢]

Alors, pour toute mesure |1 € My (Rd), sous P,
(i) I et (Xt(g))te]R+ sont indépendants,
(#4) (Xt(e))t@R+ estun (9;)icr, -processus de Lévy.

Preuve : clairement, il suffit de montrer le lemme sous Py. On fixe € > 0. Le fait que 7(U;) soit une quantité
finie implique que
min (1, [[x[|1gx>e}) 7(dx) < 7(Us) < 0.
RN\ {0}
La proposition IV.4.9, page 153 implique que Py-p.s. pour tout t € R, Zse[o,t} [AX [ 1gax,|>e) <00, ce

qui montre que Xt(e) est bien défini par (V.12). Il est clair que X (©) est cadlag. Soient ¢, s € Ry. On vérifie

que Xt(e) ne dépend que X.; : il est donc ¥;-mesurable. De plus Xt(i)s —Xt(e) ne dépend que de X?, processus

indépendant de %; : on en déduit que Xﬁ_)s —Xt(g) est indépendant de ¢;. Cela montre que (Xt(E))teR , estun
(%)ter.,. processus de Lévy.

Le point technique de la preuve est I’'indépendance de X () de 1. : on rappelle de (V.11) la définition
de T, (w), n-itme temps de sauts de norme supérieure a . Pour simplifier, on note T, (X ) simplement par
T,. On prouve d’abord que sous Py et conditionnellement a 77, X ~6/\T1 est indépendant de AXp,. On fixe
t1,...,tpERy et F: (R?)P — R, une fonction continue bornée. On pose

VteR,, H;:= l[t,oo[(Tl)F(X(tl/\t)fa e 7X(tp/\t)7) .

On vérifie que (Hy)icr, est (% )ier, -adapté et cag sur ]0, oof . La proposition IV.6.5, page 172, implique que
H est (%)ier, -prévisible. Soit f:=R; xR?— R, une fonction mesurable bornée telle que f(-,0) =0. On
observe que Hr, f(T1,AX1) =3, cp, Hif(t, AXi)1{jax,|> ¢}» tous les termes de cette somme €étant nuls
sauf un, qui correspond au temps ¢t =T}. Par la formule de compensation (lemme 1V.6.6, page 173) appliquée
au (%;);er., -processus ponctuel de Poisson (AX});cr4 d’intensité m, on obtient

Eo [, f(T1, AX1,)] = /0 dt /U 7(dx) £(t, %) Eo[Hy] .

On observe que Hry, = F( X ary)—s - - s X(tyari)—) :F(X((Z)ATI)_, cee, X((;)ATl)_), car strictement avant 77,

X et X(© coincident. Comme X n’a pas de discontinuité a un temps fixé, Po-p.s. X est continu en t1,...,1,
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et il en est donc de méme pour X \¢ (). De plus X (&) est par définition continu au temps 77. On en déduit donc

que Po-p.s. Hp, :F(Xt(f/)\Tl, Xt( )ATl) et Hi=1y, Oo[(Tl)F(Xt(f}t, e ng\t) On a donc montré

BF(X g X ) F(T0, AXp)) = /0 dt / m(dx) f(t,%) Eo[F(X ... X)) Lir=n) -
Par classe monotone, pour toute fonction G':= (R)®+ R, qui est Z(R%)®®+-mesurable bornée, on a
E[G(X%)) f(Ty, AXy)| = /0 dt / (dx) f(t, %) Eo[G(X$)) Linsn] - (V.13)

(e) .
T — X7 s tERYS
Y est une fonction mesurable de X' ; par conséquent, Y a méme loi que X (%) et est indépendant de Y, et

donc de X (E)T etde (71, AXp,). On observe ensuite que X &)= x ) AT + Y1), - Ceci combiné avec (V.13)
implique facilement que

Montrons que cela implique Iindépendance de X (©) et de (Th,AXT) : posons Y := X )

E[G(X@))f(TI,AXTI)]_/Ofﬁ/w(dx)f(t,x) Eo[G(X)1ip2n] - (V.14)

Pour simplifier les notations, on pose a := 7(U). On fixe t € R. Par (V.14), on a EO[G(X(E))I{T1>t}] =
a [ dtEo[G(X (5))1{T1>t1}]. En itérant n fois ce calcul on obtient la premiere égalité qui suit, les autres se
déduisant d’un calcul intégral élémentaire.

BG(XO) A, AXn)] = o [t [0 £0.5) [ [ it ity B[G(XO) L1

> >t1 >t}

= /dt/ (dx) f(t,x / / dsp, .. .ds; Eg [G(X(E))l{Tpanﬂ
e {sn> >sl>0}
- / dt / (dx) £ (£, x / s )EO[G(X<€>)1{TI>SH}}

00 gngn— 1
:/dte a’] (dx) f tx/ds CEm] E [G(X(E))’T1>S+t] (V.15)

car Ty suit une loi exponentielle de parametre a. On fixe ensuite ¢y > 0. Si T} > t¢, alors Ty —to =T (X™). La
propriété de Markov au temps to implique que si s >,

Eg [G(X(/ii)io) 1{T1>s+t}] =Eg [G (X(/izo) 1{T1 >t0}] Py (T1 >s+ t—to) =Eg [G (X(/izo) ’Tl > to] 67a(s+t) ,

c’est-a-dire que EO[G(X,(/QO)|T1 >s 4+t = EO[G(X,(/QO)|T1 > tg]. Comme s +— a"s" le™%/(n—1)! est la
densité d’une loi d’Erlang de paramétres (n, a) qui est la 1oi de la somme de n v.a. exponentielles indépendantes
de parametre a, on a

o] ansn—le—as

: to ansn—le—as
Eo[G(X) ) |Ty > to] —/Ods WEO[G(X( ))|T1>s—|—t]' < 2||G||OO/O ds T wo

En faisant tendre n vers I’infini dans (V.15), ceci implique que

VioeRy, E[G(XS)) (T, AXT)] =Eo[G(XS))|T1>to] / dt e*at/ m(dx) f(t,x) . (V.16)
0
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Cela implique que X (°) est indépendant de (77, AX7,).

On montre ensuite par récurrence que pour tout n > 1, X ©) est indépendant de (T}, AX71,)i<k<n. On
a montré cette propriété d’indépendance au rang n = 1. Supposons la propriété vraie au rang n. On pose
Y, = Xt(i)Tn — Xj(f; ), pour tout £ € R. On remarque que (Y, 5,41 —T5, AX7, ) est une certaine fonction de
XTn et que la méme fonction appliquée a2 X donne (X (), T}, AXr,). On en déduit d’une part que (Y, T}, 41 —
Tn, AX7,,,) améme loi que (X©), 71, AX7, ). Par conséquent

Y, T, 1T, et AX, , sont trois variables indépendantes. V.17)

Comme X 7 est indépendant de %7, on en déduit que
(Y, Tp41 — T, AX,,,) estindépendant de X5 etdes (Ty, AX7, )1 <pen (V.18)

Comme X{7=X{"). +Y{, 1, , (V.17) et (V.18) impliquent que X ©) est indépendant de (Tj41~Tr, AX, ).
Comme par hypothese de récurrence, X () est indépendant de (Tk, AXT, )1<k<n, Oon en déduit que X (©) est
indépendant de (7,11, AXT,_ ) et cela entraine la propriété au rang n + 1.

On a donc montré que X (©) est indépendant de (7;,, AX7, )n>1, ¢’est-a-dire que X (€) est indépendant de
II. ={(T,,,AXp,); n>1}. Cela termine la preuve du lemme. |

Les deux lemmes précédents combinés avec le théoreme V.2.1 sur les processus de Lévy dont les sauts sont
uniformément bornés (page 184), sont utilisés pour prouver le lemme suivant.

Lemme V.2.7 On reprend les notations ci-dessus. Alors, la mesure de Lévy  de X satisfait

min (1, [|x]|?) 7(dx) < oo .
R\ {0}

Preuve : on rappelle la notation U, := {x € R? : ||x|| >&}. On sait que 7(U) < 00, il reste donc 2 montrer que
fRd\Ul [|x||? 7 (dx) < co. Dans la suite de la preuve, on raisonne sous Py. Soit £ € 0, 1]. On pose

ViERy, X7 =X - 3D ANdjax, s ot Y= D AXddpgaxj<)
s€[0,t] s€[0,t]

On a donc Xt(l) = Xt(g) + Y, t€R,. On fixe uc€ R% Par la formule de moment d’ordre 1 du théoréme IV.4.10
(page 154), on a donc

Eo[| (w, Y] <Eo| Y 1w, AX,)1apax,jen | =t / (0, 3)| m(dx) <t [ulr(U2) <o
s€[0,t] Ue\Un

On observe également que er\Ul |(u, x)|? 7 (dx) < |lu||?>7(Us) < 0o. La formule de moment d’ordre 2 dans le

théoréme IV.4.10, page 154, montre que (u, Yt(5)> admet un moment d’ordre 2 et on a

var (0, Y\ )) =t [ [(u,x)|>7(dx) . (V.19)
U\Up

On remarque ensuite que X (#) sont X (1) sont des processus de Lévy dont les sauts sont de taille uniformément
bornée. Le théoreme V.2.1, page V.2.1, implique que (u, X(1) et (u, X(9)) admettent des moments d’ordre 2
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également. Le lemme V.2.6 implique enfin que y(©), qui est une fonction mesurable de I1., est indépendant de
X (). On a donc
var ((u, Xt(1)>) =var((u, X,t(g))) + var ((u, Y;(E)>) )

Par (V.19) cela implique que

VueR?, VieR,, Ve€]0,1], ¢ [ [(u,x)|>w(dx) < var((u, X)) .
Us\Ul

Lorsque ¢ — 0, on obtient f]Rd\Ul |(x, u)|?7m(dx) < var((u,X{1)>). En sommant ces inégalités lorsque u

parcourt la base canonique de R?, on obtient fRd\Ul [|x||? 7 (dx) < oo, ce qui termine la preuve. |

En général, la mesure de Lévy 7 ne satisfait pas de condition d’intégrabilité plus forte; en particulier, il
est possible que [ ||x|[|7(dx) = oo. Dans ce cas, pour tout t € Ry, p.s. >_sefo, | AXs|| = oo, par la proposition
IV.4.9, page 153. Autrement dit, les sauts de X ne sont pas sommables. Néanmoins le lemme suivant permet
de sommer les sauts pourvu qu’on les “compense” correctement.

Lemme V.2.8 (Compensation des sauts) Soit (V;);cr. , un (4;)icr., -processus de Poisson sur R\ {0} d’intensité
T qui satisfait
min (1, [|x]|?) 7(dx) < oco.
R4\ {0}
Pour tout € €10, 00| et pour tout t ER, on pose

Rt::z Vs, et Jt(E)::ZV; —t/xw(dx).

s€[0,¢]: s€[0,¢]: {e<llxll=1}

IVsl>1 e<|[Vsl<1
Alors, R est un (%;)icr. -processus de Lévy et il existe un (4;);cr., -processus de Lévy J qui est indépendant
de R, ainsi qu’une suite de réels (cp)pen décroissant strictement vers 0 tels que

P-p.s. sup ‘Jsf.]s(e”)| — 0. (V.20)
s€[0,p] p—00

Si on pose Yy:= Ry + Ji, teR . Alors (Y3)ier, est un (9;)ier . -processus de Lévy dont la mesure de Lévy est
7 et dont I’exposant caractéristique est donné pour tout u € R? et tout t € R, par

E[ei<“’Yt>] =exp (t/ﬂg\(?g;) (ei<“’x> —1—i<u,x)1{”x”<1})) . (V.21)

Preuve : on pose IT:={(¢,V;); t €R, :V; #d}, qui est un nuage Poissonnien sur R, x R? d’intensité £ @ .
Pour simplifier les notations, on pose également U, := {x € R? : |x|| > €}, ¢ €]0,00[. On remarque que
R dépend de la restriction de TT 2 Ry x U; et J() dépend de la restriction de IT a2 R x (U.\U}), qui est un
ensemble disjoint de R x U;. Par le principe de restriction des nuages Poissonniens (théoreme 1V.3.6, page
142), R et J(©) sont indépendants. Il est facile de vérifier que R et J (©) sont des (%)ter .. -processus de Lévy.

Soit ¢’ €]0,¢[ et u € R% On voit facilement que .J () — J) est un processus de Lévy; ses sauts ont
leur norme majorée par €. Par conséquent, ce processus de Lévy admet (au moins) un moment d’ordre deux
(théoreme V.2.1, page 184). On voit alors que

VteRy, (5= = 3w AX ) e axa<e — ¢ / (u, x) m(dx)
s€[0,1] {e'<|Ix||<e}
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est une (%;);cr. -martingale . Elle est de carré intégrable par la formule du carré pour les processus de Poisson
pour la fonction (s, x) = 1o (s)1y_\v. (x)(u, x), formule donnée & la proposition IV.4.10, page 154 : on a

E|[(u, J(s )—Jt5)>2] = var((u, Jt(g,)— Jt(€)>) = t/<U7X>27T(dX) ~
{er<lixli<e}

L’inégalité L7 de Doob pour les martingales cad implique que

E[ sup (u, JS(E/)—JS(EW} <AE[(u, J - 1)2] = 4t / (u, x)27(dx) .

5€[0,¢] {e'<lIxll<e}

On somme alors ces inégalités lorsque u parcourt la base canonique : puisque le supremum d’une somme est
inférieur a la somme des supremums, on en déduit

E[( sup ||J)— J(E)||) } <4t [ |x)?m(dx) . (V.22)
s€[0,¢] {e'<||x||<e}

D’autre part, I’hypothese d’intégralité de 7 implique I’existence d’une suite de réels (g,)pcn décroissant stric-

3 2 . S .
teme}nt vers 0 telle que -~ 4p /, {epsr<lxl<er} |Ix||*7(dx) < oo. Par interversion série/intégrale positive, on
en déduit que

[Zp < sup ||J(5p+1) JEP)H) ] ZPQE[( sup ||J5p+1)_(]s(5p)‘|)21| < 00 .
p>1 s€[0,p p>1 €[0,p]
Par Cauchy-Schwarz on en déduit

P-p.s. Z sup ||Js(€p+1)—J§5p)|| < (Zp_2>2<2p ( sup ||J(E”+1) JEP)H) ) 00 .

p>1 s€[0,p] p>1 p>1 s€[0,p]

H
Nl

Cela implique Iexistence d’un processus cadlag J tel que P-p.s. limy, o0 Sup,epo [l Js — (E” || = 0.1l est
facile de montrer que J est un (%;);cr, de Lévy et qu’il est indépendant de R. (V.21) sont des conséquences
immédiates de la formule exponentielle réelle pour les nuages Poissonniens établie au théoreme 1V.4.10, page
154. Cela termine la preuve du lemme. ]

Construction des processus de Lévy. On introduit les parametres qui, nous le voyons plus loin, suffisent a
décrire la loi des processus de Lévy.

Définition V.2.9 Un triplet de Lévy-Khintchine en dimension d est la donnée de (v,I',7) qui sont définis
comme suit.

(a) veR?, estle coefficient de dérive.

(b) T est une matrice réelle symétrique positive de taille d.

(c)  est une mesure positive sur les Boréliens de R%\ {0} telle que fRd\{o} [|x||? 7 (dx) < . O
Théoréme V.2.10 (Construction) Soit (v,T', ), un triplet de Lévy-Khintchine en dimension d. On note r :=

rang(T") et on note également M et N, les matrices obtenues par le lemme V.2.3. Soit (Q, .7, P) un espace de
probabilité, muni d’une filtration (9,)icr.. et sur lequel sont définis les processus suivants.
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o B=(DBi)icr,, un (%)icr,, -mouvement Brownien a valeurs dans R, issu de 0.

o V=Vi)ier,, un (%)ier, -processus ponctuel de Poisson sur R\{0}, d’intensité .

On suppose B et V indépendants. Pour tout € € |0, 00| et pour tout t ER ., on pose

Re=Y V., J7=V —t/xr(dx) et XFI=MB+tv+I+R, .

s€[0,¢]: s€[0,t]: {e<lIx[I<1}
IVsll>1 e<||Vs]I<1

Alors il existe deux (9;)icr, -processus de Lévy X and J et une suite de réels (cp)pen décroissant strictement
vers 0 tels que

P-p.s. sup {XS—XS(‘EP)’ — 0 et sup ‘JS—JS(E”)’ — 0. (V.23)
5€[0,p] p—oo 5€[0,p] p—00

On a également les propriétés suivantes.

(i) Xe=MDBt +tv+ J: + Ry, pourtout teR ..
(ii) m est la mesure de Lévy de X.
(iii) B, J et R sont indépendants.

(iv) On rappelle que pour tout u € R%, Elexp(i{u, X;))] = exp(tp(0)), oit ¢ est I'exposant caractéristique
de X. Ce qui précede implique

YueR?, P(u) =i(u,v) — %(u, I'u) + / 7(dx) (ei<“’x>—1 — i, x)1g|x|<1}) - (V.24)
R4

Par conséquent, la loi de (X;)icr, est caractérisée par (v, T, ).

Preuve : I’existence de J et la seconde convergence de (V.23) sont une conséquence directe du lemme V.2.8.
Ce lemme implique également que J est un (%;);cg, -processus de Lévy, indépendant de R; par hypothese il
est également indépendant de B, ce qui montre (4ii). Si on définit X comme au (¢), alors X est un (%;)cr, -
processus de Lévy et les sauts de X sont ceux de J et de R, ce qui implique (i7) : 7 est la mesure de Lévy de X.
Comme X—X©) = J)—_J onen déduit la premiere limite de (V.23) Ensuite (V.24) résulte de (V.21) au lemme
V.2.8, de I'indépendance de R+ J et de B, et du fait que pour tout t € R, et tout uc R?, E [ exp(i(u, MBt)] =
exp(—2t(u,T'u)). La loi du processus de Markov (X;)icr, est caractérisée par son semi-groupe, qui est lui-
méme caractérisé par la loi de X; (voir la proposition V.1.10, page 183), qui est, elle, caractérisée par sa
transformée de Fourier, elle-méme fixée par la fonction v, exprimée uniquement a ’aide de (v, T', 7). Par
conséquent, la loi de (X;)scr, est caractérisée par (v,I', 7), ce qui termine la preuve. |

Structure des processus de Lévy. Le théoréme suivant se voit comme la réciproque du théoreme V.2.10 de
construction : tout processus de Lévy s’obtient comme au théoreme V.2.10; en effet, on peut voir tout processus
de Lévy comme la somme de trois processus de Lévy indépendants : un processus continu, le processus des
"petits" sauts compensés et le processus des grands sauts. Plus précisément, on a I’énoncé suivant qui résume
les résultats déja obtenus.
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Théoréme V.2.11 (Structure des processus de Lévy) Soit (2, %, P), un espace de probabilité sur lequel sont dé-
finis une filtration (4,)er, et X, un (%,)ier, processus de Lévy a valeurs dans R%. On suppose que X a des
sauts avec probabilité positive.

(1) Le nuage de points sur Ry xR? défini par TI:= {(t, AXy); teRy : AXy # 0} est Poissonnien d’intensité
(R, o T est une mesure positive sur les Boréliens de Rd\{()}, appelée mesure de Lévy de X, qui satisfait la
condition d’intégrabilité
min (1, [|x[|%) 7(dx) < oo (V.25)
RN\ {0}

Plus précisément, (AX)iery est un (%;)ier,, -processus ponctuel de Poisson d’intensité .

(2) Pour tous € €)0,00[ et t R4, on pose

Ri:=Y AX,, J7=Y ax, —t/xw(dx) et 729:=X,—JF-R,.

s€[0,t]: s€[0,¢]: {e<|Ix|I<1}
1AX,[[>1 <AX,|<1

Alors il existe deux (4;)icr . -processus de Lévy, notés Z and J, satisfaisant les conditions suivantes.
(a) Z est un processus de Lévy continu : on peut lui appliquer le théoreme V.2.4, page 188.
(b) R, J et Z sont des processus de Lévy indépendants.
(c) PourtoutteR,, Xy=27; + Ji + R:.

(d) 1l existe une suite de réels (e,)pen décroissant strictement vers 0 telle que

P-p.s. sup |Z,— 2| ——0 e sup |J,—J | —0. (V.26)
selo.p] P00 s€[0,p) P00

Le processus Z est appelé la composante continue de X, le processus J est appelé la composante des sauts
compensés et le processus R est appelé la composante des grands sauts de X. Les processus Z,J et R sont
des fonctions mesurables adaptées de la trajectoire de X.

(3) On note v .=E[Z,— Zy| et T':=cov(Z1 — Zy). Alors, I’exposant caractéristique 1p de X est donné par la
formule (V.24) au théoréme V.2.10. Par conséquent la loi de (X;—Xo).er., est caractérisée par (v,I', ).

Preuve : le point (1) est une conséquence des lemmes V.2.5 et V.2.7. Prouvons (2) : pour simplifier les notations
on pose U :={xcR? : ||x|| >&}. On observe que J(*) et R sont des fonctions du processus IT. := {(, A); t €
R, : [|AX¢||>e}, qui est la restriction de TT 2 R, x U, ; le lemme V.2.6 implique immediatement que (.J*), R)
est indépendant de Z ) (le lecteur remarque qu’il s’agit du point difficile de la preuve). Par ailleurs, J (&) est
une fonction de II N (R4 x (U \U1)) et R est une fonction de II N (R4 x U7); par le principe de restriction
des nuages Poissonniens (théoréme IV.3.6, page 142), ils sont indépendants. On a donc montré que R, J(©) et
Z(©) sont des processus indépendants. Il est par ailleurs facile de voir que ce sont des (%)ter., -processus de
Lévy. On applique le lemme V.2.8 & (V;);cr, = (AX¢)ser, , ce qui est possible par le point (1) que 1’on vient
de démontrer, et on obtient 1’existence de J et la seconde limite de (V.26). Comme Z — Z © =g _7J on
en déduit la premiere limite de (V.26) ce qui prouve (d). A la limite, on a clairement X = Z + J + R, ce qui
montre (¢). L’indépendance de Z, J et R découle tres facilement de celle de Z (5), JE) et R. Enfin, on voit que
les sauts de Z(®) sont, en norme, inférieurs 2 ¢, ce qui implique, a la limite que Z est continu, ce qui prouve (a)
et ce qui termine la preuve de (2).
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La preuve de (3) découle tout d’abord du théoreme V.2.4, page 188, de caractérisation des processus de
Lévy continus : on a donc

VteR+, YueR?, E[exp (i<u, Zt—Z()))] = exp (i(u,v)—%t(u,I‘u)) .

On montre que I’exposant caractéristique 1 de X satisfait bien (V.24) du théoréme V.2.10 en combinant ce qui
précede avec I'indépendance de Z, J et R et la formule (V.21) du lemme V.2.8 de compensation des sauts. Cela
termine la preuve du théoréme. |

On obtient immédiatement le corollaire suivant.

Corollaire V.2.12 [ly a une correspondance bijective entre les semi-groupes de processus de Lévy d-dimensionels
et les triplets de Lévy-Khintchine d-dimensionnels.

Preuve : a tout semi-groupe (P;);cr; de processus de Lévy a valeurs dans R?, on associe une réalisation X
issue de I’origine et son triplet (v, ", 7) comme dans le théoréme V.2.11 (3) qui affirme que ce triplet caractérise
sa loi : notamment si deux semi-groupes correspondent au méme triplet, alors ils sont égaux. Réciproquement,
a un triplet de Lévy-Khintchine (v,T', 7), le théoréme V.2.10 de construction des processus de Lévy associe un
processus X et il est facile de vérifier que (v,T', ) est le triplet associé & X par le théoreme V.2.11 (3). Cela
termine la preuve. ]

En combinant la proposition V.1.10 (page 183, qui établit une correspondance bijective entre lois infiniment
divisibles et semi-groupes de processus de Lévy), le corollaire précédent (établissant une correspondance bi-
jective entre semi-groupes de processus de Lévy et triplets de Lévy Khintchine) ainsi que la formule (V.24) du
théoréme V.2.10, page 195, on obtient directement le théoréme suivant dii & Lévy (sur R?) et Khintchine (sur

R.).

Théoreme V.2.13 (Formule de Lévy-Khintchine) Il y a une correspondance bijective entre les lois infiniment divi-
sibles sur R® et les triplets de Lévy-Khintchine d-dimensionnels. Plus précisément, cette correspondance se fait
a travers ’exposant caractéristique et la formule de Lévy-Khintchine : la loi infiniment divible p correspond
au triplet (v,T, ) si

VueR?,  jfi(u) = exp (i<u, v)—%(u,Tu) +/7r(dX) ('t —1—i<u7X>1{|\xns1})) (V.27)
R\ {0}

oi fi(u) := [r WX 1 (dx) est la transformée de Fourier de y. La formule (V.27) est appelée formule de
Lévy-Khintchine.

V.3 Quelques propriétés. Cas spécifiques.

V.3.a Variation totale des trajectoires.

Dans cette section nous nous restreignons a des processus uni-dimensionnels, bien que la plupart des ré-
sultats énoncés dans cette section soient vérifiés pour des dimensions supérieures. Rappelons tout d’abord la
notion de variation totale d’une fonction a valeurs réelles.

Définition V.3.1 On fixea<bet ' : R — R.
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(@) 0 = {sp =a < s1 <...<s,=Db} estune subdivision de [a,b]; son pas est la quantité pas(c) =
max{s;+1—5;;0<i<n}; on note .%([a, b]) ’ensemble des subdivisions de [a, b].

(b) Soit g = {sp=a<s1<...<sp=b}.Onpose V(0, F) = Y cicp_1 |F(sit1)—F(si)], et

vr(la,b]) = sup {V (0, F); oc€.7([a,b])}.

Si ce supremum est fini, F' est dite a variation bornée sur |a, b|.

(c) Soito = {sp=a<s1<...<s,=b}; on pose également

Vi, F)i= > (F(siy)—F(si)), et VT (o,F):i= > (F(siy1)—F(si))_,

0<i<n—1 0<i<n—1
ainsi que
vi([a,b]) =sup{V*t (0, F); 07 ([a,b])} et vi([a,b]) =sup{V (0,F); 0c€.7([a,b])}
qui sont les variations positive et négative de F sur [a, b]. O

Le théoreéme suivant décrit la structure des fonctions a variation bornée.

Théoreme V.3.2 Soit une fonction ' : Ry — R.

(i) Si F est a variation bornée sur [a,b], alors les fonctions t € [a,b] — vg([a,t]), t € [a,b] — V;/_([m t])
sont croissantes, nulles en a et on a

VtE[CL,b], F(t)—F(a):V;([a,t])—v;([a,t]) et VF([avtD = V;([%t]) +V}_7‘([avt]) .

(ii) On suppose que F = ga— g1, ou g1 et gy sont des fonctions croissantes sur R,.. Alors F' est a variation
bornée sur tout intervalle [a,b] de R, et

vi(la, b)) <ga(b)—g2(a) et vi([a,b])<g1(b)—gi(a).

Preuve : prouvons (). La croissance des fonctions est évidente et pour toute subdivision 0 = {a=s5¢<...<
Sp=t},ona

V(e,F)+ F(t)=F(a)="Y_ (IF(sis1)—F(si)| + F(siy1)—F(s:)) =2V (0, F) .
0<i<n

En passant au supremum sur o €.%([a, t]), on a donc vp(t) + F(t)—F(a) =v}(t). De méme, vp(t)—F(t) +
F(a)=vp(t), ce qui prouve (7).
Montrons (7). Soit o ={a=s0<...<s, =b}. On observe que

Ve, F) <V(o,91)+V(0,92) = g1(b)—g1(a) + g2(b) —g2(a) ,

ce qui implique que F’ est a variation bornée. Par ailleurs,

V0, F)= " (ga2(sit1)—g2(si) = (g1(si11)—0n(5:)) ) , -

0<i<n
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Or (g2(sit1)—g2(s:)—(91(si+1)=g1(5:))) + < g2(si41)—g2(s:) car g1(si+1)—g1(s:) est une quantité positive et
car y— (y) est croissante. Donc V' (o, F') < go(b)—g2(a), ce qui implique v}.([a, b]) < g2(b) —ga(a). L autre
inégalité se montre de fagon similaire. ]

Comme une fonction a variation bornée est la différence de deux fonctions croissantes, elle n’a que des
discontinuités de premiere espece, c’est-a-dire qu’elle admet en tout point une limite a gauche et une limite a
droite. Ses discontinuités forment donc un ensemble dénombrable. Dans la suite nous considérons des fonctions
a variation bornée cadlag. Plus précisément, soit /' : R, — R, une fonction qui est a variation bornée sur tout
intervalle compact; pour simplifier les notations on pose v (t) :=vg([0,t]) et vy’ (t) :=vp([0,1]), t € R,
Si on suppose que F est cadlag, alors on peut montrer qu’il en est de méme pour vy et vi/~ eton a

Avi(t) = [AF(H)] et AV (t) = (AF()),,-

et on a donc
VEERy, > |AF(s)| < vp(t) ou Jpi={s€R; :AF(s)#0} . (V.28)
seJp
Si pour tout t € Ry, on pose Fy(t):=3_ ;. g AF (s) et Feo(t) :=F(t) — Fy(t), alors on vérifie facilement
que F, et F, sont a variation bornée, que F, est continue et que F, est cadlag : cette fonction est appelée la
composante des sauts F'.

On examine ensuite la variation totale de la trajectoire des processus de Lévy. Pour cela on fixe un espace
de probabilité (€2,.7,P) sur lequel est défini un processus de Lévy réel (X;);ecr, . On note (v,7,7), son
triplet de Lévy-Khintchine : en dimension 1, v € R, v € R, et 7w est une mesure sur R\{0}, qui satisfait
fR\ o min(1, 2?) 7(dz) < co. La loi de X est déterminée par son exposant caractéristique 1/ qui est donné par
la formule de Lévy-Khintchine en dimension 1, c’est-a-dire que pour tout t € R et tout u € R,

E[ei"(xﬁxo)] = oy Y(u) = tuv — %7u2 +/ w(dx) (e“”—l—z'uxl{|z|§1}) )
R\{0}
On commence par le cas du mouvement Brownien.

Proposition V.3.3 On reprend les notations ci-dessus et on suppose que X est un mouvement Brownien réel.
Alors P-p.s. X est a variation infinie sur tout intervalle, c’est-a-dire que

P-p.s. Va,beRy tels que a<b, vx([a,b])=00.

Preuve : on rappelle d’une part que X;,;. — Xy, est un mouvement Brownien issu de 0. On rappelle éga-
lement la propriété de scaling du mouvement Brownien qui affirme que pour tout réel ¢ > 0, le processus
(¢} (X 24— X0))ter, est un mouvement Brownien issu de 0. Par ces deux propriétés, il suffit de montrer que
P-p.s. vx([0,1]) = oco. Pour cela on pose Vi, := > op on | X(ht1)2-n — Xpo-n|. Clairement, V, < Vj 41 <
v5([0,1]). On observe ensuite que les variables | X ;. 1)2-n — Xjo-»| sont i.i.d. de méme loi que 277/2| X,
On pose c=E[| X1|]; on obtient alors

Ele "] = E[efQ*"/lell]Tl =(1-27"%+ 0(2*”))? = exp(—c2"? + 0(1)) .

Si on pose V :=sup,,>1 Vj,, ce qui précéde montre que E[e™"] =lim,_,o E[e~""] =0 et donc P-p.s. V =00,
qui entraine le résultat voulu. |

On montre le théoreme suivant décrivant la variation totale des trajectoires des processus de Lévy.



V.3. QUELQUES PROPRIETES. CAS SPECIFIQUES. 201

Théoréme V.3.4 Soit X, un processus de Lévy réel dont le triplet de Lévy Khintchine est noté (v,~y, ), comme
ci-dessus. Alors, on a ’alternative suivante.

(a) Si v =0 et si fR\{O} min(1, |z|) 7(dz) < oo, alors P-p.s. X est a variation bornée sur tout intervalle
compact et on peut écrire
Pps VteR,, X;=Xo+td+ » AX, (V.29)
s€[0,t]

ond:=v — f[7171]\{0} xm(dz).
(b) Si >0 ou si flR\{O} min(1, |z|) 7(dx) = o0, alors P-p.s. pour tous a,be R, vx([a,b])=oc.

Preuve : supposons que 7 = 0 et f]R\{O} min(1, |z|) 7(dz) < oco. Alors la proposition 1V.4.9, page 153,
sur la sommabilité des fonctions additives de nuages Poissonniens, implique que P-p.s. pour tout ¢t € R,
Ese[o,t] |AX| < oo et la composante des petits sauts de X (comme définie au théoréme V.2.11, page 197) est
donnée par

Jr= Z AXs—t/:mr(dx), teRy .

s€[0,1] (—L1)\{o}

Comme v = 0, la composante Brownienne de X est nulle et on a donc X; = Xg + tv + J; + Ry, ou R; est
composante des grands sauts (comme définie au théoreme V.2.11, page 197). Autrement dit, (V.29) a lieu. Dans
ce cas, pour tous a,b€R, on a P-p.s.

vx([a,b]) = (b—a)ld+ Y |AX,| < oo.
s€la,b]

Cela montre (a).

Réciproquement, supposons que P-p.s. pour tout ¢t € R, vx([0,t]) < co. Par (V.28), page 200, cela im-
plique que Ese[o,t] |AX | <vx([0,t]) < oo etla proposition IV.4.9, page 153, sur la sommabilité des fonctions
additives de nuages Poissonniens, implique que fR\{O} min(1, |x|) 7(dz) < oco. On pose Y; = td—i—ZSe[O’t] AX,
t e R, . En reprenant les notations du théoréme V.2.11, page 197, de décomposition des processus de Lévy, on
voit que Y; = tv 4+ Jy + R; et donc X —Y est la composante continue de X . Par ailleurs, il est clair que

w0, ) = td] + 3 |AX,] < oo
s€[0,¢]

Supposons que v > 0 et posons By =1 (Xt —Xo —Yt). Le théoreme V.2.11, page 197 implique que que B
est un mouvement Brownien standard. Or on a clairement v([0,t)) < vx([0,t]) + vy ([0,]) < oo, ce qui
contredit la proposition V.3.3, page 200. Doncy=0. Par contraposée, cela prouve (b). ]

Remarque V.3.5 Le théoreme précédent est vrai en dimension d : si I'=0 et si fRd\ (0} min(1, ||x||) 7 (dx) <
o0, alors P-p.s. X est a variation bornée sur tout intervalle compact et (V.29) a lieu. Sinon, P-p.s. X est a
variation infinie sur tout intervalle compact non réduit a un point. La preuve de ce résultat est en tout point
similaire a celle donnée ci-dessus pour la dimension 1. (]

V.3.b Subordinateurs

Définition V.3.6 (Subordinateurs) Un subordinateur est un processus de Lévy réel croissant. De maniere équi-
valente, un subordinateur est un processus réel cadlag, a accroissements indépendants, homogenes en loi et
positifs. I1 est naturel de choisir R comme espace d’états d’un subordinateur. ([
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Soit (€2,.%, P), un espace de probabilité sur lequel est défini (.S;);cr, , un subordinateur. On note (v, y, )
son triplet de Lévy-Khintchine. Les accroissements de .S étant positifs, ses sauts le sont aussi. Comme 7 est
la mesure d’intensité du processus ponctuel (AS;);cr, , on en déduit que 7 est une mesure sur ]0,o00[. La
croissance de .S implique qu’il est a variation bornée et le théoreme V.3.4, page 201, montre que v =0 et que
f]O,oo[ min(1, z) 7(dx) < co. De plus (V.29), page 201, permet d’écrire

VteRy, S;—Sop=at+ Z AS; ou a::v—/xﬁ(da:). (V.30)
s€[0,¢] 10,1]

La loi du subordinateur .S est caractérisé par son exposant de Laplace ¢ : Ry — Ry, qui est donné comme
suit : pour tous t, A€ R,

Ele ™= M on ¢(\) =a+ / m(dz) (1 —e 7). (V.31)
10,00]
En effet, par (V.30), E[e 5] = e E [ exp (_Zse[o,t] AAS;)]. Onrappelle que {(t, AS;);t€Ry : AS; #0}

est un nuage Poissonnien sur Ri d’intensité /& : 1a formule exponentielle positive pour les nuages de Poisson
implique donc (V.31). (|

On observe ensuite que

t=Ls, —0> «, la limite ayant lieu en probabilité. (V.32)
t—0+

En effet, on a d’une part E[exp(—\S;/t)] =exp(—tp(A\/t)). Or

0 <tp(A/t) —aX < /ﬂ(dx) min(t, \x) —— 0,
10,00] t—0+
par convergence dominée. On en déduit que lim;_,o+ E[exp(—AS;/t)] = exp(—a), pour tout A € R... Donc
S/t tend en loi vers « et donc en probabilité puisque « est constant. (|

Remarque V.3.7 La convergence (V.32) a lieu presque sirement. U

Exemple V.3.8 Soit a« €]0, 1] et soit un réel ¢> 0. Un subordinateur a-stable est un subordinateur dont 1’expo-
sant de Laplace est A\€ Ry — cA®. Sa dérive est nulle (d=0) et la sa mesure de Lévy est donnée par

CcQx

S 7O¢71d )
F(l—a)x v

m(dz) =
ou I est la fonction Gamma d’Euler. Si S est un subordinateur a-stable issu de 0, il vérifie la propriété de
scaling suivante : pour tout réel strictement positif k : (k™ Sgas)icr . améme loi que S. La loi de S; est
absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue. Sauf lorsque o« = 1/2, cette densité ne s’exprime
pas simplement a I’aide des fonctions usuelles, bien qu’il existe plusieurs représentations utiles de cette densité
sous forme de série ou d’intégrale a parametre. (]

Les propositions suivantes fournissent quelques résultats élémentaires sur la trajectoire et I’image d’un
subordinateur.

Proposition V.3.9 Soit S = (S})cr,, un subordinateur défini sur un espace de probabilités (), 7 ,P). Les
assertions suivantes sont équivalentes.
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(a) P-p.s.inf{t>0:5,>5p}=0.
(b) a>0o0um(]0,00[)=0c.
(¢) P-p.s. teRy +— Sy est strictement croissant.

Preuve. Clairement (¢) implique (a). Si @ > 0, alors (V.30) implique que S est strictement croissant. Si
7(]0, oo[) = oo, alors le lemme 1V.5.6 (page IV.5.6) implique que ’ensemble des temps de saut de S est dense
dans R et donc que S est strictement croissant. Donc (b) implique (¢) et donc (a). Si a=0 et 7(]0, 0o[) < o0
alors inf{¢t > 0 : Sy > Sp} est le premier temps de saut de S qui suit une loi exponentielle de parametre
7(]0, ool), ce qui montre que (a) n’est pas vérifié, et donc (b) non plus. Cela complete la preuve de la proposi-
tion. ]

Rappels sur les fonctions croissantes et leur mesure de Stieltjes associée.

Plusieurs propriétés des trajectoires des subordinateurs ne sont pas spécifiques et valent pour toutes les
fonctions croissantes. Nous rappelons ici ces quelques faits et définitions déterministes élémentaires que nous
utiliserons ensuite.

Définition V.3.10 Soit F': R, — R, une fonction croissante et continue a droite. On pose F'(co) =limy_,o0 F(t),
qui est une quantité possiblement infinie. Soit p : Z(R) — [0, 00|, une mesure positive.

(a) La pseudo-réciproque (ou pseudo-inverse) continue a droite de F est 1a fonction F'~! définie par
YacR,, F~'(a)=inf{tcR, : F(t)>a} avec la convention que inf ) = oco. (V.33)

On vérifie que F~! est cad, que F~1(a) < oo sia< F(0o) et que F~1(a)=00si a>F(c0).
(b) Le support topologique de p, noté supp(u), est le plus petit fermé CC R tel que (R \C)=0:

supp(p) = ﬂ {C; C fermé tel que p(R{\C)=0} .
Autrement dit, pour tous réels ¢’ <t, ona |t’, [N supp(u) # 0 si et seulement si u(]t’, ¢[) > 0. ]

Théoréme V.3.11 Soit F : Ry — Ry cad croissante. Elle correspond a une unique mesure positive [ :
B(R4)— 10, 00] telle que
VieRy, w0, )=F(1).

On appelle i la mesure de Stieltjes de F' et on la note = dF. De plus, pour toute g:R; — [0, oo] mesurable,

ona
/ gdu = / g(Fﬁl(a)) da . (V.34)
Ry [OvF(OO)[

Preuve. Soient a € [0, F(co)[ et t €R,.. On vérifie que si a < F(t), alors F~!(a) <t et on vérifie aussi que si
F~(a)<t, alors F(t') > a, pour tous #' >t et donc par continuité a droite de F, on en déduit que F(t) > a.
Cela montre que

0, F(t)[C {a€[0,F(c0)[: F~'(a)<t} C[0,F(t)] . (V.35)

Pour simplifier les notations, on pose G = F~! et on définit 1 comme la mesure image par G de /(- N
[0, F(c0)[). Alors, le théoreme de transfert (ou changement de variable abstrait) implique que 1 satisfait (V.34).
On remarque ensuite que (V.35) signifie pour tout t €R . que [0, F(t)[ C [0, F(c0)[NG1([0,¢]) C [0, F(t)] et
donc en prenant la mesure de Lebesgue, F(t) =£([0, F(00)[NG~1([0,#])) = 1(]0, t]). Cela montre I’existence.
Le théoreme d’unicité du prolongement des mesures garantit I’unicité de I’énoncé (on prend le pi-systeme des
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intervalles de la forme [0, ¢], £ € R, auxquels on adjoint R : les tous derniers détails sont laissés au lecteur).
|

On montre ensuite la proposition suivante.

Proposition V.3.12 Soit F: R — R cad croissante telle que F'(0)=0. Il sera commode de prolonger F' a R
en la prenant nulle sur | —o00, 0[. On note dF sa mesure de Stieltjes et on pose

%:{F_l(a);ae[O,F(oo)[} et J:{CLE}O,F(OQ)[:F_l(a—)<F_1(a)} et
G={FYa-);acJ}si F(co)=0c0 et G={F Ya—);acJYU{F YF(c0)—)} si F(c0)< .

Alors les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) Pour tous réels t >1',
[t t{Nsupp(dF) #0 <<= F({')<F(t). (V.36)

(ii) Les |F~1(a—), F~1(a)[, a€J, sont les composantes connexes de |F~1(0), oo[ \supp(dF) :

JF71(0), oo \supp(dF) =|_J]F ! (a=), F~!(a)[ - (V.37)
acJ

(iii) Ona A% C G C R. De plus, si F~* croit strictement sur [0, F(co)[ alors
R\Z = G. (V.38)

(iv) F est continue si et seulement si F~1 est strictement croissante sur [0, F(c0)[. Dans ce cas, on a d’une
part F(F~Y(a))=F(F~(a—))=a, pour tout a € [0, F(c0)[, d’autre part, pour tout t € R, :

FYF@t)-)= sup F(a) et F7YF() = inf Fa) (V.39)
a€[0,F(c0)[: a€l0,F(c0)[:
F~Ya)<t F~Ya)>t
et enfin : B
# = supp(dF) . (V.40)

Preuve. Le point (7) n’est qu’une reformulation de la définition du support de dF et du fait que dF'(Jt',¢[) =
F(t—)—F(t") pour tout réels ¢ > ', avec la convention mentionnée au début de I’énoncé que F' est nulle sur
]—00, 0[. On élimine facilement la limite & gauche car I’ensemble des points de continuité de F' est dense.

Montrons (i). Soit a € J et s € |F~1(a—), F~1(a)[. Il existe donc un réel e >0 tel que F~!(a—)<s—e<
s+ e< F~!(a). Comme a >0 (par définition de .J), on a d’une part F'~1(0) < s. D’autre part, pour tout b < a,
ona F~1(b)<s—e, donc b< F(s—¢) et donc a < F(s—e¢). Enfin, puisque s +c< F~!(a),ona F(s+¢)<a.
Donc a=F(s—¢e)=F(s + ¢), ce qui implique par (i) que s ¢ supp(dF’). Cela montre donc dans (V.37) que
le membre de droite est inclus dans le membre de gauche.

Montrons I’inclusion contraire. Soit s € |FF~1(0), oo \supp(dF). On pose a= F(s) et comme s> F~1(0),
on a a > 0. Par (1), il existe un réel € >0 tel que a = F(s—¢)=F(s +¢). Onadonc F~(a)>s + ¢, d’une
part et pour tout 0 < b < a = F(s—¢), on a F~1(b) < s—e¢, ce qui entraine F~!(a—) < s—e. On a donc
s€]F~1(a—), F~1(a)[. Cela montre que le membre de gauche de (V.37) est inclus dans le membre de droite
et cela complete la preuve de (V.37).

Montrons (iii). L'inclusion { F~!(a—); a € R4 N [0, F(c0)] } C Z est évidente. Montrons la premicre
inclusion de (744). Pour cela, on fixe y € Z\Z%. Il existe donc une suite a,, € [0, F(c0)[, n € N, telle que
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lim,, 00 F~%(an) = y. On extrait de (a,)nen une suite monotone (by, ) ey (cela est possible de toute suite
réelle); si (b, )nen décroissait, alors elle convergerait vers b € [0, F'(co)] et la continuité a droite de F~! im-
pliquerait y = F~1(b), ce qui contredirait le fait que y ¢ Z. La suite (b, ),cn croit donc; elle ne peut étre
non plus constante a sa limite b a partir d’un certain rang car cela impliquerait y = F~1(b) € %, ce qui n’est
pas le cas. Quitte & extraire une fois encore, on peut supposer sans perte de généralité que (by,)nen est stric-
tement croissante. Si (b, )nen était non-bornée, cela impliquerait que F'(oo) = oo et que lim,, oo F~1(b,) =
SUDgeRr, F~Y(a) = oo, or y est fini. Donc (by,)nen est majorée et converge vers b € R, N [0, F(c0)] avec
b> by >0 et donc y=lim,, ;o0 F~1(b,) =F~1(b—). Si b= F(c0) (et donc F(c0) < c0), alors y € G. Suppo-
sons que b < F(00), alors F~1(b) # F~1(b—) =y (sinon on aurait y = F~1(b) € %, ce qui n’est pas le cas) et
onadonc b€ J et y=F~!(b—). Donc b€ G. Cela termine la preuve de la premiére inclusion de (747).

Montrons (V.38). On suppose que F~! croit strictement sur [0, F'(c0)[. Soit y € G. Soit a € J. Soit b €
[0, F'(00)[. Si b< a, la stricte croissance de F'~* implique que '~ (b) < F~1(a—); de méme si b>a, F~1(b) >
F~Y(a)> F~1(a—). Donc F~!(a—) ¢ %. Supposons ensuite que F'(c0) < co. La stricte croissance de F~!
sur [0, F(co)[ implique clairement que pour tout a € [0, F(c0)[, F~1(a) < sup{F~1(b);b € [0, F(c0)[} =
F~Y(F(c0)—). Cela compléte la preuve de (V.38) et de (4ii).

Montrons enfin (iv). Par continuité a droite de F, pour tout a € [0, F(co)[, on a F(F~%(a)) > a >
F(F~'(a)—). Si F est continue, alors on a F(F~!(a)) = a = F(F~'(a)—) et pour tous réels a > b, on a
F(F~Y(a)) =a>b= F(F~(b)), ce qui implique que F~(a) > F~1(b) et F~! est strictement croissante
sur [0, F(00)[. Réciproquement, supposons F'~! strictement croissante sur [0, F'(co)[. Pour tout b€ [0, al,
F~Y(a)> F~1(b) etdonc F(F~!(a))>a> F(F~'(a)~) > F(F~1(b)) > b. En faisant tendre b vers a, on a
F(F~Y(a))=a=F(F~!(a)-) pour tout a € [0, F(co)[ : I'image de F est [0, F(c0)[, ce qui implique qu’elle
n’a pas de point de discontinuité.

On suppose F continue, ce qui est donc équivalent & ce que F'~! soit strictement croissante sur [0, F'(c0)].
Si a < F(t), alors il existe b tel que a < b < F(t). L'inégalité b < F(t) implique que F~1(b) <t et la stricte
croissance de F'~! implique F~1(a) < F~1(b) < t. Donc cela montre que si a < F(t), alors F~1(a) < t.
Réciproquement supposons que F~!(a) < t; par définition ¢t < F~1(F(t)) et donc F~1(a) <t < F~L1(F(t)),
donc a < F(t). Cela montre que a < F'(t) si et seulement si F'~1(a) <t, ce qui entraine la premiére égalité de
(VL53)

On note I I’infimum du membre de droite de la seconde égalité de (VI.53). Comme F~! croit strictement,
pour tout réel ¢ >0, ona F~ (e + F(t)) > F~1(F(t)) >t etdonc F~!(e+ F(t)) > I ; par continuité a droite de
F~1, onen déduit F~1(F(t)) > I en faisant € vers 0+. Par ailleurs, si F~!(a) >t, alors a=F(F~'(a)) > F(t)
et donc F~1(a) > F~1(F(t)), ce qui implique que I > F~'(F(t)). Cela montre donc que [ = F~1(F(t)) et
complete la preuve de (VI.53).

Montrons (V.40). On observe que F~1(0) € supp(dF) : en effet, F(F~1(0)) = 0 < e = F(F(¢))
donc supp(dF) N [0, F~1(g)] # 0 pour tout £ > 0, or F~1(¢) tend vers F~1(0) lorsque ¢ tend vers 0+ par
continité a droite de F'~!, ce qui montre bien que F'~1(0) € supp(dF). Soit b€ |0, F(co)[ ; on voit que F~1(b)
n’appartient pas a | J,.; ]F*(a—), F~*(a)[ et donc par (ii), F~!(b) € supp(dF). Cela montre donc que
2 C supp(dF') et donc queZ C supp(dF’) puisque supp(dF') est fermé.

Montrons I’inclusion contraire. Soit ¢ € supp(dF). Montrons que t €%. Comme F~'(0) est le minimum
de supp(dF), t > F~1(0). Si t = F~1(0), alors t € % trivialement. Supposons ¢t > F~1(0). Alors pour
tout réel € > 0 suffisamment petit on a F'(t—¢) < F(t + ). Alors pour tout a € |F(t—¢), F(t+¢)[, on a
F(t—e)<a=F(F~'(a)) < F(t + ¢), ce qui implique que t—e < F~!(a) <t + &. Donc, pour tout £ > 0
suffisamment petit, on a Z N [t—¢, t+¢] #0, ce qui implique que ¢ €Z. Cela termine la preuve de (V.40) W

Quelques propriétés des trajectoires des surbordinateurs.
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On applique la proposition déterministe précédente aux trajectoires des subordinateurs pour obtenir la proposi-
tion suivante

Proposition V.3.13 Soir (S;)icr, , un subordinateur défini sur un espace de probabilité (2, # ,P). On pose
J:{tE]0,00[IASt>O} et %:{St7t€R+}
et on note # ’adhérence de Z. Les assertions suivantes sont alors vérifiées

(i) Les intervalles |S;—, Si[, t € J, sont les composantes connexes de ’ouvert ]Sy, 0co[\Z%, c’est-a-dire

]SO&OO[\‘@: Ute.] ]Sf—vst['

(i) On a les inclusions suivantes : B\% C {Si—; t € J} C R. Si S est de plus, p.s. strictement croissant,
alors -
P-ps. Z\Z={S,—;teJ}. (V.41)

(7i1) On note « le coefficient de dérive de S. Alors,
P-ps. VteR,, UZN[So,S]))=L(ZN]0,S])=at. (V.42)

Preuve. On fixe w € Q) et on note F la pseudo-réciproque cad de S définie pour tout ¢t € R par F'(t)=inf{a €
R, : S, >t}. On observe que F'(0) =0 et que S est également la pseudo-réciproque cad de F, ¢’est-a-dire que
S=F"! Les points (i) et (i) sont donc une conséquence de la proposition déterministe V.3.12.

Montrons (iii). Par le point (ii), £( Z\%) = 0 car {S;_; t € J} est dénombrable. On fixe ¢ € R. On
a donc montré que £(Z N [0,5]) = 6(Z N [0,S;]) = £(Z N [So, S]). Le point (i) implique ensuite que
(}S()v OO[\‘%) N 10,5 = UseJﬁ[Oﬂf] ]Ss—, Ss[. Donc

07 N [S0, i) = £([So, Si]) = £((150,00[\Z)N[So, Si]) = Si=So — > AS, = at,
s€JN]0,1]
par (V.30), ce qui termine la preuve de (4i7) et de la proposition. ]
On applique ensuite le point (7i7) de la proposition V.3.13 qui précede et le lemme IV.5.10 (p. 161) de
reconstruction des nuages de Poisson par leurs marques spatiales (lemme qui est une conséquence de la loi des

grands nombres de la proposition IV.5.9, p. 160) pour montrer le résultat suivant qui trouve son application
dans I’étude des temps locaux au chapitre VI.

Proposition V.3.14 Soient S=(S;)cr, et S'=(S])icr,, deux subordinateurs définis sur un méme espace de
probabilité (2, .7, P). On suppose que S et S’ sont p.s. strictement croissants et on suppose que

Pps. (S teR,} =1{S5/:t€R,]. (V.43)
Alors, il existe c€ 0, 00| tel que P-p.s. pour tout t eR,, on ait Sy =S5,.

Preuve. On note % 1’image de S. Par hypothese, Z est donc aussi I’adhérence de {S}; teR,}. On observe
tout d’abord que (V.48) implique que P-p.s. Sy =.5]). On note « (resp. &’) le coefficient de dérive de .S (resp. de
S’) et m (resp. 7') la mesure de Lévy de S (resp. de S’). Par la proposition V.3.9 (p. 202), I’hypothese de
croissance stricte de S (resp. S”) équivaut a ce que a.>0 ou 7(]0, 0o ) =00 (resp. o/ >0 ou 7'(]0, 00| ) = 00).

On suppose d’abord que a > 0. Si o/ = 0, la proposition V.3.13 (7i:) implique alors que 1’adhérence de

I'image de S’ est de mesure de Lebesgue nulle : ¢’est-a-dire £(#) = 0 or la méme proposition implique que
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14 (@) = oo puisque a > 0, ce qui est contradictoire. Cela montre que si o > 0, alors o’ > 0. En raisonnant de
méme, on montre la réciproque et donc o> 0 si et seulement si o/ > 0.

On pose alors ¢ =/’ qui est un réel bien défini et strictement positif. Par la proposition V.3.13, il existe
un événement Qg € .F tel que P(Qp) =1 sur lequel (V.41) et (V.42) ont lieu pour S et S’, et sur lequel on a
aussi (V.48). On raisonne ensuite de maniére déterministe en fixant w € Qg : soit ¢t € R, ; puisque S, € X, la
proposition V.3.13 (i) implique qu’il existe ¢ € R tel que S., =Sy _ ou bien S/, = Sy ; (V.42) appliqué a S’
et S entraine que at’ =£(Z N [0, Sy]) = L(Z N[0, Sp_]) =L(Z N[0, SL,]) =ct, et donc ' =t, ¢’est-a-dire
que pour tout ¢t € Ry, ou bien S/, = S;_ ou bien S/, = S;. La continuité a droite de S et S’ implique ensuite que
sur g, pour tout t e Ry, S/, =S}, ce qui prouve la proposition dans le cas ot o> 0.

On suppose ensuite que o = 0. On raisonne comme précédemment pour montrer que cela implique que
o/ =0 aussi. Les deux mesures de Lévy 7 et 7’ sont donc de masse infinie. On note J (resp. J') les temps de
sauts de S (resp. de S”), on pose II={(t, AS;);t € J} (resp. II'={(¢, AS}); t € J'}) : les nuages IT et IT' sont
des nuages de Poisson sur R x |0, 00| d’intensité respectives £ @ 7 et £ @ 7'. Comme 7 n’est, en particulier,
pas nulle, il existe un réel €9 >0 tel que 7( Jeg, 0o[ ) > 0.

Par la proposition V.3.13 (i) et ’hypothese (V.48) on a

Pps. | 1S, 8 =180, 00[\Z = 1Sp,00[\Z = ] 151, il - (V.44)
teJ teJ’
Alors, pour tout € €0, £9] , le premier saut de S strictement plus grand que € est le méme que le premier saut
de S’ strictement plus grand que ¢ et en particulier, leur lois respectives sont égales : on a donc 7/ (e, 0o[) >0
et
N (N
vse]()’(go], ﬂ'( ]5700[) — ™ (, }6700[) . (V45)
7(Je; oo) 7' (Je; oof)
On pose alors, ¢ =7'(]eg, 0o[) /7 (Jeo, o0[), qui est un réel bien défini et strictement positif. Comme (V.45) est
vérifiée pour ¢ arbitrairement petit, cela montre que cr =7,

Pour tout € €0, g9} , on utilise ensuite les notations
IIN(Ryx]e,00[ ) ={(Tn(e), An(e)) ; neN*} et II'N(Ryx]e,00[)={(T}(e), A} (e)) ; neN*}.
Par (V.44), on en déduit que
P-ps. Vee]0,g0], VneN*, A,(e)=Al(e). (V.46)

On utilise ici le lemme IV.5.10 (p. 161) de reconstruction des nuages de Poisson par leurs marques spatiales :
on fixe (e} ) gay une suite décroissant strictement vers 0 et pour tous k, [ € N* tels que k <1, on définit les indices

(7 Jnen- par
VHEN*, An(sk):ATk,l(El) ou {T <7‘2 .<T7Ii’l<...}={m€N* : Am(el)e}sk,oo[}.

Le lemme IV.5.10 (qui est une conséquence simple de la loi des grands nombres de la proposition IV.5.9
(p- 160)) montre que

Tk,z Tk’l
P-ps. Vk N*, T =lim ———— et T/ lim —————.
ps. VhnelN', Tulew)=lm Ty o Tnlen) = s 5D
Puisque 7/ (Je;, 00 [) cm (]61, [) cela montre que P-p.s. pour tous n, k € N*, ¢T,,(ex) = T),(¢x) et donc
IT'N (R4 x]eg, 00 {( )) s N*}. En prenant I’union sur &, on obtlent donc

P-p.s. {(t,AS{);teJ’} =TI = {(ct,ASy);teJ} .

Et par (V.30), puisque o=’ =0, on a P-p.s. pour tout t € Ry, g =3 (g o) ASs =3 cj0 ASs = Si, ce
qui termine la preuve de la proposition. |
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Subordinateurs tués.

Nous introduisons ensuite les subordinateurs tués a taux constant : cette notion apparait naturellement lorsque
I’on considere les temps locaux des processus de Markov. Plus précisément, on se donne sur un espace de
probabilité (€2,.%, P) un subordinateur (S;);cr, , de coefficient de dérive o et de mesure de Lévy 7, et 7, une
variable exponentielle de parametre ¢ € |0, o[ . on suppose S et 7 indépendants. Le processus S tué au temps
T est le processus (SZ ter . avaleurs dans [0, co] donné par

Sy sit<T

e SIT:{oo sit>1.

On voit facilement que 7 est le temps de vie de ST™ (ici oo est vu comme le point de compactification de R,).
On prolonge z € Ry +— exp(—x) par continuité en oo en posant exp(—oo) =0. On vérifie immédiatement que
pourtous t, A€ R, ona

E[e | =e W o ¢(A) =q+ar+ / m(dr)(1—e ™) |
10,00[

On remarque ensuite que la loi de ST™ ne dépend que de ¢, « et 7. Il y a donc un sens 2 introduire la définition
suivante.

Définition V.3.15 (Subordinateurs tués) Soient deux réels o > 0 et ¢ > 0 et 7 une mesure sur les boréliens de
10, 00| telle que f]o,oo[ min(1, z) m(dx) <oo. Un processus (S¢):cr, a valeurs dans [0, oo] défini sur un espace
de probabilité (2, Z, P) est un subordinateur tué a taux q, de coefficient de dérive o, de mesure de Lévy 7 s’il
existe sur un espace de probabilité (€', %', P’) un subordinateur S de coefficient de dérive o et de mesure de
Lévy 7 et une v.a. 7 exponentielle de parametre g tels que

Si)icr. sous P @b (gir sous P’ .
=+ t t€R+

Le temps de vie de S noté ( =inf{t€R, : S; =00} suit donc une loi exponentielle de paramétre q. O

On étend facilement la propriété (V.30) et la proposition V.3.13 aux subordinateurs tués.

Proposition V.3.16 Sur I’espace de probabilité (2, %, P), on se donne (S;).er.,, un subordinateur tué a taux
q, de coefficient de dérive « et de mesure de Lévy m. Alors, les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) En adoptant la convention que x + oo =00 pour tout x € [0, 00|, on a

VEERy, S;=Sy+at+ Y AS, (VA7)
s€[0,t]

(ii) On pose J={t€]0,00[: AS; >0}, Z={S;; t€[0,([} et on note Z# I’adhérence de %. Alors,

Pps. 1S0,00\Z =] 1SS et VteRy, UZN[So,S])=LZN0,S])=a(t ().

teJ

(7ii) On pose m* =7 + qdoo. Alors IL={(t, AS;) ; t € J} est un nuage de Poisson sur Ryx]0, co| d’intensité
@ * stoppé en {0} (cf. définition IV.5.14 p. 164).
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Preuve. Cela découle simplement des propriétés analogues des subordinateurs ainsi que des définitions mémes
des subordinateurs tués et des nuages de Poisson stoppés. ]

On adapte facilement la preuve de la proposition V.3.14 pour obtenir le résultat analogue suivant.

Proposition V.3.17 Soient S=(S;)icr, et S'=(S})ier, , deux subordinateurs définis sur un méme espace de
probabilité (0, %, P). On suppose que S et S’ sont p.s. strictement croissants dans un voisinage de 0 et on
suppose que

Alors, il existe c€ 0, 00| tel que P-p.s. pour tout t ER ., on ait Sy=S5,.

Preuve. On adapte facilement la preuve de la proposition V.3.14 aux subordinateurs tués en utilisant le point
(i) de la proposition V.3.16 qui précede ainsi que (V.47) et la proposition de reconstruction IV.5.17 (p. 164)
valable pour les nuages de Poisson stoppés. Nous laissons 1’adaptation de la preuve aux lecteurs. ]

La proposition fournit une condition nécessaire et suffisante intrinseéque pour étre un subordinateur tué. Ce
critere montre en particulier que les subordinateurs tués sont exactement la classe des processus a accroisse-
ments homogenes et indépendants croissants a valeurs dans [0, o], le point co étant nécessairement absorbant.

Proposition V.3.18 Soit (S;)icr, , un processus cadlag a valeurs dans [0, 0o défini sur un espace de probabi-
lité (Q,,.7,P). Onnote (=inf{t R : S;_ ou Sy =00} son temps de vie, avec les conventions que So— = Sy
et inf ) =oo. Il y a équivalence entre les assertions suivantes.

(a) S est un subordinateur tué.

(b) P(So<oo)=1, P({<00)>0 et pour tous s,t R et toute g: [0, 00] — R mesurable bornée,
Pps.  E[l{g<0019(Ssrt—5) [ F(9)] = Lis,<00} E[9(Ss—50)] - (V.49)

Preuve. (a) implique (b) est facile : nous laissons sa preuve en exercice aux lecteurs. On suppose (b) et on
montrer que S est un subordinateur tué.

Pour cela on montre d’abord que ¢ suit une loi exponentielle non-dégénérée. Soit ¢ € R. Puisque P-
p-s. Sy < 00, on voit que P({>t) =P (S;— Sy < 00). Soit s R ; par (V.49) on a ensuite P (S, —Sp<o0)=
P(S;—So <00 ; Siys—St <00) =P(5;—S) < 00)P(Ss—S) <00), c’est-a-dire P(( >t+s)=P({>t)P(¢>s).
Comme P (¢ > 0) =1 (par continuité a droite de S puisque P-p.s. Sy < 00) et puisque P (¢ < 00) >0, ¢ suit
nécessairement une loi exponentielle non-dégénérée.

On montre ensuite pour tous réels positifs u >t, que S.,; a la méme loi sous P(- | >1) etsous P(-|(>wu)
qui est celle d’un surbordinateur stoppé au temps ¢. En effet, pour toutes fonctions mesurable bornées F’ et g,
(V.49) implique également pour tous réels positifs s, ¢, u tels que u>t + s

E[F(Sa0)9(Strs—S)1csuy] = B[F(Sat) e E[9(S0) 15 P(C>u—t—s5).

On en déduit que sous P( - | >wu), S.a; est indépendant de S, s—.S;. On observe également que la loi de S.5;
sous P(-|(>1t) est la méme que la loi de S.»; sous P(-|{>u), ce qui prouve ce que ’on voulait.

On suppose que (£2,.%#, P) est suffisamment riche pour qu’y soit définie une variable uniforme sur [0, 1] et
indépendante de .S. On montre alors qu’il existe un subordinateur S’ issu de 0 et indépendant de ¢ tel que pour
tout t€R, on ait :

Sy=S8;sit<( et Sy=oosit>(. (V.50)

On observe que cela implique que S est un subordinateur tué et termine la preuve.
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Prouvons (V.50). Pour cela,on note ¢ le paramétre de (. Comme (£2, .%, P) est supposé suffisamment riche,
il est possible d’y définir un subordinateur (S} );cr, issus de 0 et indépendant de S et tel que S} ait méme loi
que S1 sous P(-[(>1). Pour toutt€ R, on pose Sy =Sy si (>t et S; =S . sit>( eton définit le processus
S@ S* par S.a¢ + SZ‘_ _p, - Le point (i¢) implique facilement que S@;S* sous P(-|(>t) a méme loi que S*.
Pour tout n €N, on pose ensuite (, =2""[2"(| on a alors

E[F(Se¢,59(Q)] = D E[F(S@kan 5) Lo lpar(C—k27")g(()]

keN
= Y E[F(S®-n5) | (=k27"|P((>k27)E[g(C + k2 ") 1{cco-n}]
keN
g
= E[F(5")] Ze—qkzn/ dsqe”Pg(s + k27")
keN 0
= EIF(S")] [ dsae (o)

Autrement dit, S@¢, S* a méme loi que S™ et est indépendant de ¢. On remarque ensuite que pour tout t €R .,
limy, 00 (S @, S*)(t) = S;. Par conséquent, S” a méme loi que S* et est indépendant de ¢, ce qui entraine
immédiatement (V.50) et termine la preuve de la proposition. |

V.3.c Processus sans saut négatif.

Définition V.3.19 (Processus de Lévy sans saut négatif) Un processus de Lévy réel dont les sauts éventuels
sont positifs est appelé processus de Lévy sans saut négatif, ou encore processus spectralement positif. La
mesure de Lévy d’un tel processus est donc portée par |0, oof. (]

Cette classe de processus de Lévy réels englobe celle des subordinateurs et contient le mouvement Brownien :
ils ne sont pas nécessairement a variation bornée. Les processus sans saut négatif sont liés également a des
modeles de processus de branchement. Bien qu’ils puissent prendre des valeurs négatives, la proposition montre
que leur transformée de Laplace est finie et qu’elle les caractérisent.

Proposition V.3.20 Soit (2, 7, P), un espace de probabilité sur lequel est défini (Xy)icr., un processus de
Lévy sans saut négatif et issu de 0. On note (v,~y, ) son triplet de Lévy-Khintchine. Alors, pour tous t, \E R,
Elexp(—AX})] < oo. Plus précisément, la loi de X est caractérisée par son exposant de Laplace ¢ : Ry — R,
fonction continue définie comme suit pour tous t, \€ R

E[e M) =M o0 (A) =M +1yA? +/7r(d:1:) (e =1+ Azlgeyy) - (V.51)
10,00[

Preuve : on fixe un réel £ > 0 et on note J la composante des petits sauts comme au théoreme V.2.11, page
197 ; comme dans ce théoréme, on note J¢ 1’approximation de .J :

Jt(E) — Z AXS]‘{E<AX5§1} — t/QEW(d.’E) .
s€(0,t] ;1]
La formule exponentielle positive (IV.39) (théoreme 1V.4.6, page 152) et la remarque IV.4.8 et par la formule
(IV.40), page 153, implique que pour tout A€ R,

VAER, E[ef)“]t(a)] = exp (t/ﬂ'(dm) (e -1+ Ax)) .
Je,1]
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On note ici que A peut prendre aussi bien des valeurs positives que négatives. On utilise ensuite 1’inégalité
suivante valable pour tout z € C et tout z € |0, 1],

- (95|Z|)nJr2 1 212
2T __q < < = Il . V.52
[ + 2] < HEZN g D = 2% Pl (V:52)

On applique cette inégalité comme suit : on fixe A € R alors pour tout z € Je, 1], |[e ™ —1 4+ Az| < ;a2 2el.
Puisque f]o 1 22 7(dx) < oo, par convergence dominée on a

lim [ 7(dz) (e —1+4 A\z) = /’N(d.’L’) (e —1+ \z). (V.53)
]

e Jle ] 0,1]

Par le théoreme V.2.11, page 197, il existe une suite (£,),en décroissant strictement vers O telle que P-
»)

p.s. lim, Jt(‘E =J;. Par (V.53) et par Fatou, on a donc montré

VtER,,VACR, E[e M < exp (t/ﬂ(dx) (e -1+ /\J;)> <o (V.54)
Jo,1]

On peut donc poser

VzeC, F(z)=E[e "] et A(z)= /TI'(dSL‘) (e7*" =1+ zz) .
10,1]
En effet [e=*7t| < e Re(*)/t et (V.54) montre que F est bien définie. Par un résultat élémentaire d’analyse
complexe F' est analytique sur C. De méme, 'inégalité (V.52) et le fait que f]o 1 22 7(dx) < oo impliquent
que A est bien définie et analytique sur C. Il en est de méme pour z € C — exp(tA(z)). La formule de
Lévy-Khintchine appliquée a J; implique que

VueR, F(—iu) = E[em']ﬁ] = exp (tA(—iu)) .

Par conséquent les deux fonctions analytiques sur C, F' et exp(tA(+)) coincident sur la droite imaginaire pure :
la différence de ces fonctions est donc analytique sur C et s’annule sur un ensemble possédant des points
d’accumulation dans I’intérieur du domaine d’analycité (qui est C) ; comme ce domaine est connexe, le principe
des zéros isolés implique que cette différence est la fonction nulle, c’est-a-dire que

VzeC,VteR,, Ele /] = ! (V.55)

Comme dans le théoréme V.2.11, page 197, on note ensuite Z la composante continue de X et R sa composante
des grands sauts. Clairement Z; = vB; + tv, ou B est un mouvement Brownien réel standard. La transformée
de Fourier Laplace de Z est donc définie sur tout C :

VzeC,VteR,, E[e*ZZt] = exp (—ztv + §72°) . (V.56)

On rappelle ensuite que R; = Zse[o,t] AX1iax,>1)- La formule exponentielle (IV.39), page 152, implique
alors que
Vi, AeRy, E[eM*]=exp <t / m(dx) (e~ 1)) : (V.57)
10,1]
Le fait que X;=Z; + J; + R;, 'indépendance de Z;, J; et de R; ainsi que (V.55), (V.56) et (V.57), impliquent
(V.51), ce qui termine la preuve du théoreéme. |



212 CHAPITRE V. PROCESSUS DE LEVY.

Remarque V.3.21 La preuve du théoreme V.3.20 qui précede implique un résultat plus fort qui s’énonce
comme suit. Comme dans le théoreme V.2.11, page 197, on note J la composante des petits sauts de X, Z
sa composante continue et R la composante des grands sauts, qui sont trois processus de Lévy indépendants
dont la somme est X. L’inégalité (V.52), page 211, permet de définir la fonction

VzeC, *(2):=—Az+4172° +/7r(d:v) (e7* =1+ zz) .
10,1]

11 s’agit d’une fonction analytique sur C et on a montré que pour tout t € Ry
z2€Cr— E [e_z(zt"r‘]f)] est bien définie, analytique et vaut ¥ (%) | (V.58)

On pose ensuite H:={z€C : Re(z) >0} et H:={z€C : Re(z) >0}. Pour tout z € H et tout réel x>1, on a

—ZT

le=** — 1| <2. Comme 7(]1,00[) < 00, on en déduit que
2€H — ¢(2) := / m(dz) (e”**—1) est bien définie et analytique sur H. (V.59)
J1,00(

On montre facilement que pour tout z € H, E[exp(—2zR;)] =exp(t$(z)). Cela montre les résultats suivants.

e L’exposant de Laplace ) de X défini au théoréme V.3.20 s’étend a4 H par
VzeH, ¥(2)=1*(2) + d(2):=—Az + 372 +/7r(dx) (7 =1+ zaleyy) -
10,00

De plus, 9 est analytique sur H.
e Pour tout t R, z€ H — E[exp(—2X;)] et bien définie, analytique sur H et vaut exp(t(z)). d



