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Chapitre 1
Construction du mouvement brownien

1.1. Rappels sur les variables gaussiennes

Soit ¢ une variable gaussienne centrée réduite. On vérifie facilement que la transformée

de Laplace complexe de £ est donnée par
E [ 25] e/ 2, z e C.
En particulier, la fonction caractéristique de & vaut

E [e“g] = e_t2/2, teR

THEOREME 1.1.1 (Queue de distribution gaussienne). Si & suit la loi gaussienne centrée
réduite, alors pour tout x > 0,

= (3-5)? < P e
\/271'

Preuve. Voir TD. O

REMARQUE 1.1.2. On a P(§ > 1) ~ T;e_z 2 quand © — .
Soient 1 € R et ¢ > 0. On dit qu'une variable aléatoire réelle Y suit la loi gaussienne
N (, 0?) si elle admet pour densité
1 (y — p)?
—— eR.
e (UYL
On dit que Y suit la loi A (u, 0) si Y = p p.s.

Il est clair que Y suit la loi gaussienne .4 (u, 02) si et seulement si Y = o + p, ou & suit

la loi gaussienne centrée réduite A47(0, 1).

PROPOSITION 1.1.3 (Convergence de suite de variables gaussiennes). Soit (§,) une suite
de variables aléatoires gaussiennes, telle que &, suive la loi N (ju,,02).
(1) Si la suite (§,) converge en loi vers une variable aléatoire &, alors p = lim, o i, et

o = lim,_, 0, existent et & ~ N (11, 0?).
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(i1) Si la suite (&,) converge en probabilité vers &, alors la convergence a liew dans LP,

pour tout p € [1,00].
Preuve. Voir TD. O]

DEFINITION 1.1.4 (Vecteur aléatoire gaussien). Un vecteur aléatoire (&1, -+ ,&,) est dit
gaussien si toute combinaison linéaire de ses coordonnées (c’est-a-dire Z;L=1 A& pour tout

(A1, -+, An) € R") suit une loi gaussienne.

REMARQUE 1.1.5. Si (&, -+ ,&,) est un vecteur gaussien, alors chaque coordonnée est
une variable gaussienne réelle. Attention, la réciproque est fausse : si & ~ A47(0,1) est
indépendante de € telle que P(e = 1) = P(e = —1) = 1/2, alors & = €& ~ A47(0,1), mais

(&1, &) n'est pas un vecteur gaussien, puisque &; + & n’est pas gaussienne.

PROPOSITION 1.1.6. Pour £ = (&,---,&,) vecteur gaussien, on définit m = E(&) et
Qij = Cov(&, &), i,=1,...,n.
(1) La fonction caractéristique de & est donnée par
Elexp(i(€,u))] = explilm, ) — 3 (Qu.u), € R,
ou (-,-) est le produit scalaire usuel (euclidien) de R™.
(2) m et Q déterminent la loi de §. On écrit & ~ AN (m, Q).
(3) Si&,..., &, sont iid. A(0,1), alors & ~ A (0,1,).
(4) Si A€ Myxn(R) et p € R™, alors AE + p~ N (Am + p, AQAT).
(5) Sidet @ # 0 alors la loi de & admet la densité

1 1
1.1 N (m, Q)(dz) = —————=exp(—=(Q (. — m),z — m)) dz, x e R™
(1.1) (m, Q)(dz) 2 40 p(=5(@( ) )
(6) Pour que les variables aléatoires &y, - - - , &, sotent indépendantes, il faut et il suffit que

la matrice Q) des covariances de & soit diagonale.

(7) Soit (ny,--- ,nn) un vecteur gaussien et 0 = ny < ng < --- < n, = N. Pour
que la famille de vecteurs aléatoires (01, ,0pm_1), 0% O = (Mngs1,-- - Mnysy), SO
indépendante, il faut et il suffit que Cov(n;, ;) =0, Vi,j < N tels que nj, < i < ngqq
et np, < j < npyq pour k # h.

Preuve rapide. (1) On sait que (§,u) = > 7 u;&; suit une loi gaussienne, et sa moyenne
est E[({,u)] = (m,u), et sa variance est Var (({,u)) = (Qu,u), donc finalement (£, u) ~
A ((m,u), (Qu,u)), et le résultat s’ensuit.
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(2) découle de (1).

(3) vient du fait que le vecteur £ = (&1,...,&,) est clairement gaussien, de moyenne 0 et
de matrice de covariance I,,.

Pour (4), il suffit de noter que A+ p est gaussien, de calculer sa moyenne et sa covariance.

(5) On considére X ~ A47(0,1,), dont on connait la densité par (3). Puis on introduit
£ =m+QY2X, qui a pour loi A4 (m, Q) par (4). 11 suffit alors de procéder & un changement
de variable.

(6) et (7) découlent de I'expression explicite de la fonction caractéritique, cf (1). O

Soit () une matrice de covariance nxn (symétrique positive) et © € R™. Si X ~ A47(0, I,,),
alors Y = pu+ QY2X ~ A (1, Q). On remarque donc que si det Q = 0, alors X ~ A (1, Q)
appartient presque stirement & F' = {u+2 : € Im Q/2} qui est de mesure (de Lebesgue)
nulle dans R". La loi A4 (i, @) n’a donc pas de densité.

1.2. Construction du mouvement brownien

On se place dans un espace probabilisé (£2,.#,P). Soit T'= R, (ou R, ou N, ou Z).

DEFINITION 1.2.1. Un processus est une famille X = (X, t € T) de variables aléatoires
réelles définies sur (2, F,P). Un processus X = (X;,t € T) est un processus gaussien si
pour tout n > 1 et tout (t1,--- ,t,) € T, (X4, -+, Xy,) est un vecteur gaussien. On dit que
X est centré si pour tout t € T, E(X;) = 0.

DEFINITION 1.2.2. On dit que B = (By,t > 0) est un mouvement brownien (réel, issu

de 0), si B est un processus gaussien centré de covariance
E(BsB;) = min{s,t} = s A t, s>0, t>0.

PROPOSITION 1.2.3. Soit (B;,t > 0) un processus. (By,t > 0) est un mouvement brow-
nien si et seulement st il vérifie les conditions suivantes :

(i) By =0, p.s.

(1) Pour tout n > 2, et tous 0 < t; < ty < --- < t,,, le vecteur aléatoire (By,, By, —
By,,...,By, — By, _,) est une famille indépendante.

(iii) Pour toust > s > 0, By — By suit la loi gaussienne A (0,t — s).

REMARQUE 1.2.4. On dira que le mouvement brownien est a accroissements indépendants

(propriété (ii)) et stationnaires (propriété (iii)). O
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Preuve de la Proposition [1.2.3 “Si" : On suppose que B vérifie (1)—(iii). Soient 0 < ¢; <

ty < --- < t,. Par hypothése, B, — B; -, By, — By, By, sont des variables gaus-

L, e
siennes indépendantes. Donc (By,, By, — By, -+, B;, — By, _,) est un vecteur gaussien, et
(By, By, -+, By,) est aussi. On a donc démontré que B est un processus gaussien, qui est

évidemment centré d’apreés (iii) et (i).

Pour vérifier que B est un mouvement brownien, il suffit maintenant de déterminer sa
fonction de covariance. Soient ¢ > s > 0. On a E(ByB;) = E(Bs(B; — B;)) + E(B?). L’in-
dépendance entre B et B; — B nous dit que E(By(B; — Bs)) = 0, tandis que d’aprés (iii),
E(B?) = s. Donc E(B;B,) = s. Evidemment, si (s,t) € R2 est quelconque, on a alors par
symétrie E(BsB;) = s A t. En conclusion, B est un mouvement brownien.

“Seulement si" : Soit B un mouvement brownien. Alors E(B3) = 0, d’ou (i). Soient
maintenant ¢t > s > 0. La variable B, — B, suit une loi gaussienne centrée, de variance
E(B; — By)? = E(B?) + E(B?) — 2E(ByB;) =t + s — 2s =t — s. D’ou (iii).

Il reste donc & prouver (ii). Soient 0 < ¢; <ty < --- < t,. On sait que (By,,..., By,) est
gaussien, donc (B, — By, ., , By, — By,, By,) aussi. De plus, la matrice de covariance de
ce vecteur gaussien est diagonale, car pour j > i, E[(B,, — By,_,)(By, — By,_,)] = E(By, By,) —
E(By,_,By,) —E(B,By,_,) +E(By,_,B;,_,) =t; —t; —t;_1 +t;_1 = 0. D’aprés la Proposition
les composantes de ce vecteur gaussien sont indépendantes. U

COROLLAIRE 1.2.5. Si B = (By,t > 0) est un mouvement brownien alors pour tous
O=ty <ty <ty <--<tpn, (By,...,By,) a pour densité dans R™

_ 1 ex 1 (@i = 2ia)” zi1)’ x
]:P)((Bt17"’7Btn) S dCU) = \/(277)"t1(t2—tl)"'(tn_tn—l) P ( 221 t; —ti1 ) dz,

ot xg = 0.

Preuve. On applique la Proposition (5) a ¢ = (B, By, .- ., By,)- O

THEOREME 1.2.6. On peut construire au moins un mouvement brownien.

Preuve. Nous considérons I'espace mesuré (R, , %, dx) ou Z sont les boréliens de R, et dx
est la mesure de Lebesgue. L'espace H = L*(R,,%,dx) est hilbertien séparable et admet
donc une base hilbertienne (ex)ren (famille orthonormeée telle que pour tout h € H, h =
> ken(h.ex)er). Nous considérons une suite ii.d. (§i)ren de variables réelles gaussiennes

standard et nous définissons

Bf:sz <ek’1[07t]>7 t€R+7 TLEN,
k=0
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ou (-, ) est le produit scalaire canonique de H.

Alors pour m > n

E((B — B")") = [( Z &k (ex, Lo ) } i (ex Lo.0)?

k=n+1 k=n+1
et donc (B}'),en est une suite de Cauchy dans L*(IP) car, comme 1p, = > ksoler Loag)er,
2 2
> (e 100 = [ Lpalia@,) =t < +oc.
keEN
Pour tout ¢ € R, il existe donc une limite B; dans L?(P) de B}* quand n — +oo0.

Il faut maintenant prouver que (By);cr, a les propriétés souhaitées. D’abord, (B;)i>o
est gaussien centré par la proposition car pour Ay,...,A\g et tq,..., 1, Elf AjBy; est
la limite (dans L?) de Z’f AjBi, qui suit une loi gaussienne centrée puisque combinaison
linéaire de (&1,...,&,).

Il reste a calculer la fonction de covariance :
n

E(BB}) =Y (ex. 1) {er L)

k=0

et par la convergence dans L*(P) de B! vers B; nous obtenons

E(BB;) = Z(Gk, 1j0,4) (ex, Lo,9) = (Ljo,s), Ljo,g) = s A L.
k=0
Ceci conclut la preuve. O

1.3. Régularisation des trajectoires

Soit B = (By, t > 0) un mouvement brownien. Les applications t — B;(w) pour w € €,
sont appelées les trajectoires de B. Pour l'instant, on ne peut rien affirmer au sujet de ces
trajectoires : il n’est méme pas clair que ces applications soient mesurables. Le but de ce
paragraphe est de montrer que, quitte a “modifier un peu" B, on peut faire en sorte que les

trajectoires soient continues.

DEFINITION 1.3.1. Soient (X, t € T) et (X,, t € T) deuz processus aléatoires (c’est-a-
dire deuz familles de variables aléatoires) indexés par le méme ensemble T.

On dit que X est une modification de X pour toutt >0, p.s., X; = )N(t.

On dit que X et X sont indistinguables si p.s., pour tout t > 0, X; = )Aft.

Si X, (w) =0 et X,(w) = 1{—u(w)} avec U uniforme sur [0, 1], alors X est une modification

de X, mais GICTNEEECIIEEREEEEEES. Noter que X est p.s. continu, alors que X

est p.s. discontinu.
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REMARQUE 1.3.2. 5% X est une modification de X, alors pour tout ti, tg, ---, t,, le
vecteur aléatoire (th e ,)N(tn) a méme loi que (X4, -+, Xy,). En particulier, si X est un

mouvement brownien, alors X est aussi un mouvement brownien.

REMARQUE 1.3.3. S1 T = R, et st X et X sont deux processus dont les trajectoires
sont p.s. continues, alors X est une modification de X si et seulement si X et X sont

indistinguables.

En effet, si X est une modification de X, alors p.s. pour tout t € Q,, X; = X,. Par

continuité, p.s. pour tout t € R, X; = )N(t, c’est-a-dire que X et X sont indistinguables.

THEOREME 1.3.4 (Critére de Kolmogorov). Soit X = (X3, t > 0) un processus aléa-
toire, & valeurs dans un espace métrique complet (E,d). Supposons qu’il existe trois réels

strictement positifs p, € et C tels que
E[d(X,, X;)P] < C |t — s|', Vs, t>0.

Alors il existe une modification X de X dont les trajectoires sont localement héldériennes
d’exposant o, pour tout o €10, %[, c’est-a-dire que pour tout T > 0, tout a €0, %[, tout
w € Q, il existe Co(T,w) tel que

d(X (W), Xo(w)) < Co(T,w) |t — 5]%, Vs, te[0,T].

De plus, on peut choisir Co(T,w) tel que E[(Co(T))P] < o0.

1l existe donc une modification continue de X, qui est unique a indistinguabilité preés.

Il faut vraiment que € > 0 : le processus de Poisson (NV¢)icjo1) n’admet pas pas de
modification continue, et E[|N; — N,|] = [t — s| pour tout s,t € [0, 1].

Plus simplement, X; = 1{y<4, avec U uniforme sur [0, 1] vérifie E[|X; — X,|P] = |t — 5|
pour tout p > 0, 0 < s,¢t < 1 et n’admet pas de modification continue : toute modification

de (X)icpo,1) appartient p.s. & ensemble
{x :[0,1] = R:2(0) = 0,2(1) = 1, et pour tout t € QN [0, 1], z(t) € {0, 1}}
qui ne contient pas de fonction continue.

Preuve. L’unicité provient de la remarque avant ’énoncé du théoréme. On démontre I’exis-
tence. On suppose par exemple que 7" = 1. On fixe a €]0, ¢/p].
Etape 1. On pose
Ka = Sup max . 2nad(XZ‘27n, X(i—}—l)Q*n)-

n>0 1=0,...,2"—
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On a
2n—1
E(K.)") < > ) 2"PE[d(Xip—n, X(is1)2-)]
n>0 i=0
2" -1
< CZ Z 2nap( 1+e —C Z 2n(ap €)
n>0 =0 n>0

FEtape 2. Pour t € [0,1] et n € N, on pose t,, = 27"[2"¢] : t,, est le nombre dyadique, avec
exactement n chiffres aprés la virgule (en base 2), les mémes que ceux de t. Noter que pour
tout ¢ € [0, 1], pour tout n € N,

A( X, X py) < Kp27 002
car t, = 27TV 27¢ |, t,, 1 = 27TV |27 | et car |27T't] = 2|2"t] ou 2|2"t] + 1.
FEtape 3. Soit A = {K, < oo} et xy € E quelconque fixé. Pour ¢ € [0, 1] on pose
Xy (w) = li7ILnth(w) siweAd et Xy(w)=u1z0 siwe A
La limite existe (pour w € A) car la suite X, est de Cauchy : par étape 2, si m > n,
m—1 m— —(nt+1)a
d(X,,, X,,) < ; d(Xy, Xi ) < K Z (ke < %

k=n

Etape J. Pour tout w, f(( ) est a-Holder. Si w € A€ c’est évident. Si w € A, pour
0 <s<t<1, on considére n > 0 'entier tel que 2-(+l) « ¢ — ¢ < 27" On a alors t, = s,
ou s, + 27", donc d(X;,, X;,) < K,27"%, puis

d(Xy, X,) = Nli_r}r;o d( Xy, Xy

N-1 N-1
< lim <d<th’ XSn) + Z d(thv th+1) + Z d(X5k7 X5k+1)>
k=n k=n

N—o0

= d(th’ XSn) + Z d(thv th+1) + Z d XSk? X5k+1)

k=n k=n
< Ka2—noz + Ka Z 2—(k+1)a + Ka Z 2—(k+l)a
k=n k=n
9—na 21+aKa
< 2K, < |t — s|*

1—27 1—-2"«
car 27" <+ — 5 donc 27" < 2|t — 5.

Etape 5. Enfin, X est une modification de X, car pour ¢ € [0, 1],

E[d(X;, X;)? A 1] = imE[d(X,, X, )P A 1] < Clim |t — t,|'*¢ = 0. O
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COROLLAIRE 1.3.5. Soit B = (B, t > 0) un mouvement brownien. Le processus B admet
une modification dont les trajectoires sont localement holdériennes d’exposant o, pour tout
a €]0,1/2[. En particulier, B admet une modification continue. Et cette modification est

encore un mouvement brownien.

Preuve. Ceci découle du critére de Kolmogorov : pour tout p > 2, pour tous t,s > 0, on a
E[|B; — Bi|P] = C, (t — s)P/2, ot C,, = E[|-47(0,1)|P] < 0o. Donc B admet une modification
localement holdérienne d’exposant «, pour tout « €]0,(p/2 — 1)/p[. Comme p peut étre
choisi arbitrairement grand, les trajectoires sont en fait localement holdériennes d’exposant
a, pour tout v €]0,1/2]. O

On adopte donc la définition suivante, qui annule la précédente (Définition [1.2.2)).

DEFINITION 1.3.6. On dit que B = (By,t > 0) est un mouvement brownien (réel,
issu de 0), si B est un processus gaussien centré de covariance E(BsB;) = min{s,t} = s At,

s,t >0 et si pour tout w, t — By(w) est continue sur [0, 00|

On voit donc que B est automatiquement (localement) héldérien d’exposant «, pour tout

« €]0,1/2[. Nous verrons que p.s., B n’est pas holdérien d’exposant 1/2.

1.4. Processus canonique et mesure de Wiener

On considére C(R,,R) 'espace des fonctions réelles continues sur R, muni de la topo-
logie de convergence uniforme sur les compacts, qui peut étre métrisée ainsi :
o0
1 o,(w,w
d(w,w') = 1 _onlw,w) :
271 4 6, (w, w’)

n=1

olt 0, (W, W') = SupPse(g, [W(t) — W'(t)|. Pour wy, w dans C(R,R), on a limy, d(wy, w) = 0 si

et seulement si pour tout 7' > 0, limg sup;e(o 7y [wi(t) — w(t)| = 0.

RAPPEL 1.4.1. (i) C(Ry,R), muni de la topologie ci-dessus, est séparable.
(i) C(R4,R), muni de la convergence uniforme (sur Ry ), n'est pas séparable.
(iii) Si E (muni d’une certaine métrique) est séparable, alors tout sous-ensemble F de

E, muni de la topologie induite, est séparable.

On note € (R, R) la tribu borélienne de C(R,,R) (muni de la topologie ci-dessus).

Pour tout ¢ > 0, soit X; : C(R;,R) — R défini par X;(w) = w(t).

On dit que X = (X;, t > 0) est le processus canonique sur C'(R,,R). Noter que X est
'application identité de C'(Ry,R).

LEMME 1.4.2. On a (X, t > 0) = €(Ry,R).
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Preuve. Pourt > 0, X; : C(R4,R) — R est continu (si d(w,, w) — 0, alors X;(w,) — X¢(w))
et donc mesurable pour la tribu (R, R) (et B(R)). Ainsi, (X, t > 0) C €(R,R).

Pour l'autre inclusion, il suffit de montrer que pour F' un fermé de C'(R,,R), on a
F e o(X, t >0). Comme F est fermé, FF = {w € C(R;,R) : d(w, F') = 0}. Il suffit donc
de vérifier que w — d(w, F') est o(Xy, t > 0)-mesurable. On considére (wg)x>; une suite
dense de F' (on rappelle que C(R,,R) est séparable), on écrit d(w, F') = infy>; d(w, wy),
et il suffit de montrer que pour tout wy € C(R,,R) fixé, 'application w +— d(w,wg) est
o(Xy, t > 0)-mesurable. Par définition de d, il suffit de montrer que pour tout n > 1, w
on(w,Wo) est o(Xy, t > 0)-mesurable. Mais w = 6,(W,Wo) = SuDse(g ng [W(t) — Wo(t)| =
SUDye(0.njng | Xt(W) — Xi(Wo)| est bien sir o(Xs, s > 0)-mesurable. O

Nous voyons ainsi que tout processus a trajectoires continues est en fait une v.a. a valeurs
dans (C(R,,R), ¢ (R.,R)). Le résultat suivant est crucial.

DEFINITION 1.4.3. ET THEOREME. Soit (Z;)i>0 un processus (pour chaque t >0, Z; est
une variable aléatoire réelle), défini sur (2, #,P), a valeurs dans R et a trajectoires continues

(pour tout w € Q, t — Zy(w) est continu sur Ry ). Alors Uapplication Z suivante :
Q2 — C[R4R)
w — Zw)=(t— Z(w),t>0)

est une variable aléatoire o wvaleurs dans (C'(Ri,R)), € (R,R)). On appelle loi de Z la
mesure probabilité py sur (C(Ry,R), € (Ry,R)), image de P par Uapplication Z. Autrement
dit, pour A € € (R, R), puz(A) =P((t — Z,t > 0) € A).

Preuve. 1l s’agit de montrer que Z est (., % (R,,R))-mesurable. On considére donc % =
{A € ¥ (R ,R): {Z € A} € .F}, qui est une tribu, et on veut que % = ¢ (R, R). Pour tout
t>0ettout ' € BR), X, '(T) € ¥, car {Z € X, ' (D)} ={Xy(Z)eT}y={Z, €T} € F
puisque Z; est une v.a. Donc o(X;,t > 0) C %, puis Z = €(R,,R) par le lemme. O

THEOREME 1.4.4. Soit Z et Z deuz processus & valeurs dans R a trajectoires continues.
Alors iz = pyz si et seulement si pour tout ti,...,t, € Ry, les vecteurs (Zy,,...,Z,) et

(Zy,, ..., Zy,) ont méme loi.

On dit que la loi d’un processus continu est caractérisée par ses lois fini-dimensionnelles.

En particulier, tous les mouvements browniens (continus) ont la méme loi.

Preuve. On rappelle que si deux probabilités p et v sur un espace mesurable (E, ) coincident

sur un pi-systéme P (P stable par intersection et E € P) qui engendre &, alors pn = v. Or
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I'ensemble P des parties de C'(R,R) de la forme
{we C(RL,R) : (X, (w),..., Xy, (W) € A},

avecn >1,0<t; <--- <t,et Ac B(R") est un pi-systéme (facile) qui engendre ¢ (R, ,R)
(facile par le lemme [1.4.2)). Donc il suffit de montrer que pour tout n > 1, 0 <t; < --- <1,
et A € B(R"),

P(Z € {w € C(R,R) : (Xoy (W), ... X,, (W) € A})

— P(Z € {we C(R,R) : (Xy(w),..., X, (W) € A}).
Mais cela se réécrit P((Zy,,...,Z,) € A) =P(Zy,, ..., Z,) € A). O
DEFINITION 1.4.5. On appelle mesure de Wiener la loi du mouvement brownien. C’est

lunique probabilité W sur (C'(Ry,R), € (R4, R)) telle que W({w : w(0) = 0}) = 1, et que
pour tout n > 1, tout 0 =ty < t; <ty < --- <t, et tout A € B(R"),

W({w: (wta), - w(tn)) € A})

1 1 (z — Tp—1)?
— ex —= ——— | day - day,
/A (2m)7/2\/ty (b2 — t1) - - (tn — tno1) ! ( 2 Z_: b = e 1

avec la notation xo =0 et tg = 0.

REMARQUE 1.4.6. Le processus canonique (X, t > 0), défini sur Uespace de probabilités
(Q,7,P) = (C(R.,R), 4 (R,,R), W) par X;(w) = w(t), est un mouvement brownien.

1.5. Indépendance

Nous énoncons une fois pour toutes le résultat suivant.

PROPOSITION 1.5.1. Soient (X;)i>0 et (Yi)i>0 deux processus continus & valeurs dans R,
définis sur un espace de probabilité (2, F ,P) et soit 4 une sous-tribu de F.

(1) Si pour tout A € G, tout n > 1, tout 0 < t; < -+ < t,, le vecteur (Xy,,...,Xy,) est
indépendant de A, alors le processus (Xi)i>o est indépendant de 9.

(i) Si pour tout n > 1, tout 0 < t; < --- < t,, les vecteurs (Xy,,..., Xy,) et (Yay,...,Y4,)

sont indépendants, alors les processus (Xi)i>o et (Yi)i>o sont indépendants.

Preuve. On rappelle le résultat suivant, qui résulte du théoréme des classes monotones. Soit
X une variable aléatoire a valeurs dans (£, &) définie sur (§2,.#,P), soit ¢ une sous-tribu
de Z et soit & C & un pi-systéme engendrant &. Sion a P(X € I' 4) = P(X € I')P(A)
pour tout I' € & et tout A € ¢4, alors X est indépendante de 4.
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Pour montrer (i), il suffit ’appliquer ce résultat avec X = (X;);>0, qui est a valeurs dans
(C(R4,R), (R, R)), avec le pi-systéme P composé des parties de C(R;,R) de la forme

{W < O(R—HR) : (Wtu tee 7th) S F}a

avecn >1,0<t <---<t, et '€ B(R").

La preuve de (ii) est similaire. O






Chapitre 2
Mouvement brownien et propriété de Markov

Nous avons introduit le mouvement brownien dans le chapitre précédent comme un pro-
cessus gaussien et processus & accroissements indépendants et stationnaires. Ce chapitre est

consacré a I'étude du mouvement brownien en tant que processus de Markov.

2.1. Premiéres propriétés

PROPOSITION 2.1.1. Si B est un mouvement brownien, alors les processus suivants sont
aussi des mouvements browniens (continus).

(i) Bo=—B, (symétric).

(ii) B, = tBi, By=0 (inversion du temps).

(iii) a > 0 fizé, B, = \%Bat (changement d’échelle).

(iv) T >0 firé, B = Br — Br_, t € [0,T]  (retournement du temps).

Preuve. 1l suffit de vérifier a chaque fois que B est un processus gaussien centré de covariance
s A 't, a trajectoires p.s. continues. C’est trés facile. La seule difficulté consiste a montrer,
dans le cas (ii), la continuité p.s. en 0 de B. Mais nous savons que B admet une modification
B continue. Comme de plus, B est continu sur 10, 0o[, on en déduit que p.s., pour tout ¢t > 0,
B, = B,. Comme enfin By = By = 0, on conclut que p.s., pour tout ¢ > 0, B, = B,. Donc B

est p.s. continu sur [0, ool. O

EXERCICE 2.1.2 (Pont brownien). Soit B un mouvement brownien, et soit by = B; —t By,
t € [0, 1]. Montrer que b est un processus gaussien centré de covariance (sAt)— st. On dit que
b est un pont brownien (standard). Montrer que (b;):cp,1 est indépendant de B; (il suffit que
(byy, ..., by, ) soit indépendant de By pour tout (¢q,...,%,), et on peut utiliser que le vecteur
(B1,bty, ..., by,) est gaussien). Montrer que (b1, t € [0,1]) est aussi un pont brownien (qu’il

a méme loi que (by)icpo,1]), €t que (Et = (1+1t)by/(144), t > 0) est un mouvement brownien. [J

2.2. Propriété de Markov simple

Dans cette section, %, = o(Bs, 0 < s < t).
13
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THEOREME 2.2.1 (Markov simple). Soit s > 0. Le processus (B, = Byys — By, t > 0) est

un mouvement brownien, indépendant de F.

Preuve. On peut facilement vérifier que B est un processus gaussien centré a trajectoires
p.s. continues, avec By = 0, p.s., dont la covariance vaut E(Etgt/) =t At'; c’est donc un
mouvement brownien.

Pour démontrer 'indépendance, il suffit de montrer que pour 0 < t; < --- < t, et

0< 51 < < sm <s, les vecteurs (By,, -+, By,) et (By,,--- , B, sont indépendants. Or,

Cov(éti,st) = E[(Bstt, — Bs)Bs;] = 0 (car s > s;); comme (B, , By, By, ,By)

est un vecteur gaussien, on a 'indépendance entre (By,,--- , B;,) et (B, -+, Bs,). O

La propriété de Markov du mouvement brownien peut étre renforcée de la facon suivante.

THEOREME 2.2.2. Soit s > 0, et soit

ys-l-:ﬂ%r

u>s

Le processus (Et = Byys — Bs, t > 0) est indépendant de F, .

Preuve. Pour démontrer le théoréme, il suffit de vérifier que, pour A € F,, 0 <t; <ty <

co- < t, et F: R" — R continue et bornée,
(2.1) E [1A F(B,,,- ,étn)] — P(A)E[F(By,---, B.,)].

Soit € > 0. D’aprés le Théoréeme le processus t — By, — Bsic est indépendant

de F,,., et a fortiori de .%,,. Donc
E [ 14 F(Bt1+s+a - Bs+a, Ty Btn+s+5 - Bs+a)] = P(A) E [F(Btn T Btn)} :

En faisant ¢ — 0, et a ’aide de la continuité des trajectoires et du théoréme de convergence
dominée, on obtient (2.1)). O

THEOREME 2.2.3 (loi 0-1 de Blumenthal). La tribu Zo est triviale, au sens ou VA €
Fot, P(A) =0 ou 1.

Preuve. Par le Théoréme Fo4 est indépendante de la tribu o(B;, t > 0). Comme %,
est contenue dans o(By, t > 0), on en déduit que %, est indépendante d’elle-méme, donc

triviale. O

EXEMPLE 2.2.4. On a p.s.

B B B B
lim sup = ~+00, liminf —% = —00, lim sup—t = 400, liminf — = —oo0.

t—0 t=0  \/t tsoo A/t t—oo 4/t
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Par symétrie et inversion du temps, il suffit de traiter la premiére limite. Fixons K > 0.
Soit A, = {\/n By, > K}.

Alors limsup A,, est %y,-mesurable. En effet, pour tout £ > 1, on a limsup 4, =
Mp>0 Ursn A = Np>i Uy, Ap qui appartient & % ;. Donc limsup A,, € Mi>1. %1/, = Fos.

De plus, P(limsup 4,) > limsupy_,. . P(Ay) = P(B; > K) > 0, on a, par la loi 0-1,
P(limsup A,,) = 1.

A fortiori, limsup,_, % > K p.s. puis, comme K est arbitraire, limsup,_,, % = +00 p.s.

On en déduit des propriétés intéressantes du brownien :

(a) p.s., les trajectoires de B ne sont pas holdériennes d’exposant %

(b) p.s., il existe une suite ¢,(w) strictement décroissante vers 0 telle que B;, > 0 pour
une infinité de n et B;, < 0 pour une infinité de n.

(¢) p.-s., pour tout a € R, 7, = inf{t > 0: B; = a} < .

(d) p.s., {t > 0: B, =0} est non borné. O

EXERCICE 2.2.5. Soit (¢,,),>1 une suite déterministe strictement décroissante vers 0. Alors

p.s. By, > 0 pour une infinité de n, et B; < 0 pour une infinité de n. 0

2.3. Semi-groupe du mouvement brownien

On note Cy(R) = {f : R — R continue bornée}, Cy = {f € Cy(R) : limpy|o0 f(x) = 0},
et C2 ={f € C*(R) : f a support compact}. On note || f||oc = sup,eg |f(2)].
Pour (By,t > 0) un mouvement Brownien standard issu de 0, ¢t > 0, f € Cy(R) et x € R,

on pose

Pt =Blfto+ 8 = | e (-U32) ray

PROPOSITION 2.3.1. 1. Pour f € Cy(R), Bof € Cy(R) et ||Pifllsc < ||fllos et pour
tous s,t >0, P(Psf) = Pysf.
2. Propriété de Feller : Si f € Cy, alors P,f € Cy et limyyo ||Prf — fllo = 0.
3. Générateur infinitésimal : Si f € C2, alors lim, o 2LEI@ — L gy,
4. Lien avec I’équation de la chaleur : Si f € Cy(R), alors u(t,x) = P,f(x) est
continue sur [0,00[xR et C* sur |0, 00[xR. De plus, u(0,z) = f(x) et
ou 10%
ot 20a%
Preuve. 1. 1l est évident que ||P,f|looc < ||f]|loo et trés facile que P,f € Cy(R). Ensuite,

t> 0.

comme B;,, — B; est indépendant de B; et de méme loi que B,

Fipsf () = E[f (24 Biys)] = E[E[f (2 + B+ (Bis — Bi)) | Bi]] = B[P f (24 Bi)] = B(P.f)(x).
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2. Si f € Co(R), alors P,f € Co(R), puisque lim,| E[f(z + B;)] = 0 par convergence
dominée. Montrons que ||P;f — f||lco = 0 quand ¢ — 0. Comme f € Cy(R), f est unifor-
mément continue sur R. Donc ||P,f — flloo < E[sup,cg |f(z + B) — f(x)]] tend vers 0, par
convergence dominée et car B; tend vers 0 p.s. quand ¢ — 0.

3. Pour f € C?(R), il existe une constante K > 0 telle que pour tous z,z € R, on a
|f(z+z)*i(f)*zf/(z)] < K. De plus, lim,_,o L& f@-=/@) _ 51" (z). Du coup,

M =t 'E[f(z + Bi) — f(x)] = t 'E[f(z + Bi) — f(z) — f'(x)Bl],

qu’on peut aussi écrire

Pfla) = o) _ 11+ Vi) = J(5) - Fla) iR
t t ’
tend vers % f"(x) par convergence dominée quand ¢ — 0 (la variable dans 'espérance est
bornée par K B? € L*).
4. La fonction u(t,z) = E[f(x + B;)] est continue sur [0, co[xR, car (z,t) — f(z + By)

est p.s. continue et bornée sur [0, co[xR. Il est fastidieux mais sans surprise de montrer que

u(t, r) = W/RJC(T) tl% exp ( _(r ;tx)2> N

est C* sur ]0, 00[xR et qu’on peut dériver sous le signe intégrale. Ainsi, on trouve

Mat; 28 (273)1/2 /Rf o) (- 2;/2 * (r2;5/€) ) e (- ’ ;tx) )ar

Pl e [0 (- O e (U5 0

Ou(t,z) __ 1
On constate alors que —5= = 5 =53

et

2.4. Propriété de Markov forte
Soit B un mouvement brownien, .%#; = (B, 0 < s < t), et F, = 0(Bs, s > 0).
DEFINITION 2.4.1. Une application 7 : Q — R, U{oo} est un temps d’arrét si pour tout
t>0, {r <t} €.Z%. On pose alors
Fr={AcFo: Vt>0, An{r <t} € F#}.
EXEMPLE 2.4.2. Le temps constant 7 = ¢y est un temps d’arrét. Un autre exemple est

T =T, o0 7, = inf{t > 0: B, = a} (avec la convention habituelle inf ) = +00). En effet,
pour a > 0, {7, < t} = {Supyjy Bs > a} = {sup,cp g Bs = a} € F;. En revanche,
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T =sup{s < 1: By = 0} n’est pas un temps d’arrét (cela découlera par absurde de la
propriété de Markov forte ci-dessous et de ’Exemple (b)). O

EXERCICE 2.4.3. Montrer que .%; est une tribu, que les v.a. 7 et B 1{;oo) sont .7 -
mesurables.

Pour 7, il suffit de remarquer que {7 < u} N{r <t} = {7 < u At} € F pour tous
u,t > 0. Pour B; 1{;<}, On voit que

oo [e.9]

Br 1<) = nl_lgloo Z 1iijon<r<(iv1)/2ny Bijan = nl_igloo Z (1{i/2n<7} — 1{(i+1)/2”<7}) Bijan.
i=0 1=0

Or 1(,cn B, est F -mesurable si u < s, puisque
{gen By <a}n{r <t} ={B,<a,s <7 <t}U{0<a,7<sAt} € F
[

THEOREME 2.4.4 (Proprié¢té de Markov forte). Soit 7 un temps d’arrét. Conditionnel-
lement o {T < oo}, le processus B = (Bryy — By, t > 0) est un mouvement brownien
indépendant de F,.

Preuve. On va montrer que, pour A € %, 0 <t} < --- <t, et F: R" — R, continue et
bornée,
[=E [1Am{7<oo} F(B,,, ,Etn)] —P(AN{r < co)E[F(B,,--,B.,)] =: J.
On pose 7, = [72™]/2™ sur {7 < oo}, ou [x] = min{f € Z : ¢ > z}. On note que, par
continuité et par convergence dominée, I = lim,, 1,,,, ol
I, = E [1Aﬂ{'r<oo} F(B7m+t1 - B’Tm7 T 7B7'm+tn - BTm} .
Mais

Z Lan{(k—1)/2m<r<i/om} F (B j2m)+1, — Brjam, -+ Bjamy+, — Bijam)
=0

Pour chaque k, AN{(k—1)/2™ <7 < k/2™} € F/om. Par la propriété de Markov simple,

I,=E

E [1an{(e—1)/2m <r<ijom} F(Bjzmyet, — Bijam, , Bojamystn — Brjam)] =
=E [1anqp-1)/2m<r<kjam}] E[F(By,, -, B,)].

Donc

L, = ZE [Lan{e—1)/2m<r<kjomy] E[F(By, -+, By,)]
k=0
= P(AN{Tr <o} )E[F(By, - ,By,)] = J.

Donc bien str, I = lim,, [, = J. O
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REMARQUE 2.4.5. Il est important que T soit un temps d’arrét. Avec T = sup{s € [0,1] :
By = 0}, il est clair que (Brit — Byr)i>0 nest pas un mouvement brownien, car ne s’annule

pas sur [0,1 — 7] (et car 7 <1 p.s., car By # 0 p.s. et car B est continu).

EXEMPLE 2.4.6. Soit 7, = inf{t > 0 : B, = a}. Par la propriété de Markov forte, le
processus (7., a > 0) est & accroissements indépendants et stationnaires. En effet, pour tout
0 <a<b, 7—7, ameéme loi que 7,_, (car 7, — 7, = T, o0 7, = inf{s > 0 : B, = x}
avec B, = B, ., — B,.) et est indépendant de .%, , et que pour tout a € [0,a], 7, est

F.,-mesurable (car 7, est .%, -mesurable et car .%, C %, ).

@

Il est de plus & trajectoires croissantes et pour tout ¢ > 0, les processus (¢ 27, a > 0)

et (74, @ > 0) ont la méme loi car
(¢ *Tea)aso = (inf{c™*t > 0: B; = ca})us0 = (inf{s > 0: ¢ 'Bea, = a})u>0
D (inf{s > 0: By = a})azo = (Ta)azo-
On dit que (7,, @ > 0) est un subordinateur (PAIS croissant) stable d’indice 1/2. O

THEOREME 2.4.7 (Principe de réflexion). Soit S; = supg,<; Bs, t > 0. Alors
(2.2) P(S;>a, B <b)=P(B;>2a—0), a>0, b<a.

Pour tout t > 0 fixé, S; a la méme loi que |By|.

REMARQUE 2.4.8. L’identité en loi entre S; et |B;| n’est vraie que pour ¢t > 0 fixé. Les
processus (S;, t > 0) et (|B|,t > 0) ont des comportements différents. Par exemple, le

premier est monotone, ce qui n’est pas le cas du second : P(|B;| < |Bz|) < 1 =P(S5; < 5y).

Preuve du Théoréeme 4.7. Rappelons que 7, < oo p.s. On a
P(S>a By <b)=P(ry<t, B <b)=P(r, <t B, <b—a),

ol Es = Bsyr, — B, = Bsi., — a. Par la propriété de Markov forte, B est un mouvement
brownien indépendant de .%, . En particulier le couple (Ta,§> est indépendant. Puisque
—B a méme loi que B, nous obtenons que (Ta, —E) a méme loi que (7, E) En utilisant la
fonction ¥ : Ry x C(Ry,R) = R} x R définie par ¥(s,w) = (s, w(t — s)1{>s}), on conclut

que (7, Et—ﬂll{t>7‘a}) a la méme loi que (7, —ét_ml{bm}). Ainsi,
P <Ta < t, Et-’ra < b— CL> =P (Ta < t; _Et—ﬂ'a < b— CL>
== ]P)Tagta _Bt—l_agb_a)
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puisque B; > 2a — b > a implique que 7, < t.

Pour compléter la preuve du théoréme, il suffit de noter que

P(St Z CL) = P(St 2 a, Bt Z Cl) +P<St Z a, Bt S CL) = QP(Bt Z CL) = P(|Bt| Z CL). (|

COROLLAIRE 2.4.9. La loi du couple (S, By) a pour densité

2(2a - b) (2a — b)?
f(st,Bt)(% b) = W exp <_2—t 1{a>0, b<a}-

EXEMPLE 2.4.10. On s’intéresse a la loi de 7,, pour a > 0. D’aprés le Théoréme [2.4.7]
pour tout t > 0,

P(r, <t) =P(S; > a) = P(|By| > a) = P(Vt|By| > a) = P (;—22 < t) .

Donc 7, a méme loi que a?/B?, et

frut) = —= )1
Ta - \/W eXp 94 {t>0}-
En particulier, E(7,) = co. Bien str, si a < 0, 7, a la méme loi que 7, par symétrie. O

2.5. Variation quadratique du mouvement brownien

PROPOSITION 2.5.1 (Lévy). Fizonst > 0. Soit A, = {0 =ty <t} <--- <t} =t} une
subdivision de [0,t], pour chaque n > 1. On suppose que le pas tend vers 0, c¢’est-a-dire que

SUp;—1__p, (t — 1) = 0 quand n — oo. Alors

n—00 4

Pn
lim > (By — By )*=t,  dans L*(P).
=1
Avec la famille t = it2™" (et p, = 2"), la convergence a aussi liew p.s.
Preuve. Soit
Y= (By — By )~ (] — i), 1<i<p.
Les variables aléatoires (Y*, 1 < i < p,) sont indépendantes et centrées. De plus, on a

Videntité Var Y;" =Var (B — By )* = 2t — t?))* (car Var (47(0,1))*=2, avec abus de

notation). Donc

o (s -] = w(S)] =S vy

Pn

= 2> (H =t
=1

2t sup (tF —t ) — 0.

1<i<pn

IA
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On suppose ensuite que ¢t =it27", 0 <7 < 2" = p,. On a vu que
Pn 2 AL
E[(ZY”) ] =2 (1 —tp )’ =262
i=1 i=1
Par I'inégalité de Tchebychev,
1 9 o
> —) < 2%n2 ",
n

IP( iyn
i=1

qui est sommable en n > 1. Par le lemme de Borel-Cantelli, p.s. il existe ng > 1 tel que

D’ou la convergence p.s. 0

COROLLAIRE 2.5.2. Le mouvement brownien a p.s. une variation infinie sur tout inter-

valle, 1.e.

p
p.s., Y0<a<b, |B|(a,b])=sup { Z |By, — By, | } = 400,

i=1

ow le supremum porte sur toutes les subdivisions a =ty <t; < --- <t, =b de [a,b)].

Preuve. On suppose pour commencer que a = 0 et b = 1. On sait que p.s.,

on

i o—n ; —-n 2 — .
nhm E 1 (B’LZ B(2—1)2 ) 1
Nous avons

on
S (Biye = B < IBI(0.1) % sup B = B
i=1 =1
Comme B est continu sur [0, 1], sup;—;  on |Big—» — B(i—1)2-»| — 0 p.s. quand n — oo. Donc
{IB]([0,1])) < 00} C {lim, 00 2, (Big-n — B(i_1y2-»)* = 0}, qui est de probabilité nulle.
On montre de méme que pour tout 0 < a < b, p.s., |B|([a,b]) = oo. Donc p.s., pour
tout 0 < a < b avec a,b € Q, |B|([a,b]) = 00, et on conclut aisément que p.s., pour tout
0 <a<b, |B|(a,b]) = oo puisqu’on peut trouver a’,b" € Q tels que a < @’ <V < b et donc
| B|([a,b]) = [B|([a’,V]) = oc. O
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2.6. Autres

DEFINITION 2.6.1. Un processus (By)iso = (B}, -+« , BY))i>o est un mouvement brownien

@ valeurs dans R? si B, ---, B? sont d mouvements browniens indépendants.

La propriété de Markov forte reste vraie en toute dimension, avec exactement la méme

démonstration qu’en dimension 1.

DEFINITION 2.6.2. Un processus (By)i>o est un mouvement brownien & valeurs dans R¢

issu de v € R? si (B; — x)i>0 est un mouvement brownien dans R<.






Chapitre 3
Martingales a temps continu

On présente les rudiments de la théorie des processus, au moins la partie qui nous sera
utile par la suite. On commence par introduire les notions de filtration, tribu, temps d’arrét

et processus, pour étudier ensuite les martingales a temps continu.

3.1. Filtrations et conditions habituelles

Soit (2,.#,P) un espace de probabilité. Une filtration (.%;);>¢ sur cet espace est une
famille croissante de sous-tribus de .%. On dit que (2, .7, (.%,), P) est un espace de probabilité
filtré. On pose F, = 0(Up>0%1) = V0.

DEFINITION 3.1.1. Une application 7 : Q — R, U {400} est un temps d’arrét si
V0 <t<oo, {T <t} €.F. On définit alors

Fr={Ac Fo:Vt>0, An{r <t} € F#}.

Pour tout £ > 0, on pose

Fry = 2.
s>t
La famille (.%;,, t > 0) est aussi une filtration.

EXEMPLE 3.1.2. Si Z est une v.a. réelle, si X; = Z1;51 et si F = 0(Xs,8 < t), on a

F1 =A{0,9Q} mais F1. = o(Z) : il peut y avoir une vraie différence.

EXERCICE 3.1.3. 0 : Q — Ry U {+o0} est un (F)-temps d’arrét ssi pour tout t > 0
Von a {0 <t} € Z.
(i) Si{o <t} € .F pourt >0, alors pour tout n € N
{o<t}=(o <t+1/k} € Friapm
k>n
et donc {o <t} € F..
(ii) Si {o <t} € Fiy pour tout t > 0, alors

{o<ty=J{lo<t—1/n} e 7.

23
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EXEMPLE 3.1.4. Soit (B, t > 0) un mouvement brownien et (.%#;) sa filtration canonique.
Soit a € R et

7, = inf{t > 0: B, = a}.
C’est un (F;)-temps d’arrét car {7, <t} = {sup,cjo4 Bs > a} = {supsep g Bs > a} € F.
Orsia>0et

o, =inf{t > 0: B, > a},
alors p.s., 7, = 0,. En effet, 7, < o, est évident, et, en posant B, = B, i+ — B, , on voit que
{7a < 0a} C{Je>0:supyq B, = 0}, qui est de probabilité nulle par Pexemple et la
propriété de Markov forte.

Dautre part, o, est un (F)-temps d’arrét (car {0, < t} = {sup,pyBs > a} =

{supseogng Bs > a} € #;), mais pas un (F;)-temps d’arrét, car
{Ua S t} = {St > (Z}U{St = Bt = a,inf{s >0: Bt—‘rs > a} = 0} € ﬁﬁ_\ﬁt.

La propriété d’étre un temps d’arrét par rapport a la filtration canonique n’est donc pas

stable si on change la variable sur un ensemble de probabilité nulle.

DEFINITION 3.1.5. On dit que la filtration (%, t > 0) est continue a droite si %, =
Fi, Yt > 0. Si (F) est une filtration et Fy (donc tout F;) contient tous les ensembles

P-négligeables, alors on dit que la filtration est compléte.

Il est clair que pour toute filtration (%, t > 0), la filtration (%, t > 0) est continue a

droite (car Fy = F1y).

DEFINITION 3.1.6. (i) On dit que (%;,t > 0) satisfait les conditions habituelles si
elle est a la fois continue a droite et compléte.

(i1) Etant donnée une filtration (F,t > 0) quelconque, on peut construire une filtration
qui satisfait les conditions habituelles en posant F, = Fo NV N, ot N est Uensemble des
P-négligeables. On dit que (F;,t > 0) est 'augmentation habituelle de (%, t > 0).

On suppose dorénavant, sauf mention contraire, que nos filtrations satisfont les conditions

habituelles sans le répéter chaque fois.

3.2. Mesurabilité des processus

Un processus (X¢, t > 0) est dit continu a droite (ou a gauche) si ses trajectoires sont

continues a droite (ou & gauche).
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DEFINITION 3.2.1. Un processus (X;)i>o est dit
(i) mesurable si l'application (t,w) — Xi(w) est B(R,) @ F-mesurable,
(11) adapté (a la filtration (F;)) si¥Vt >0, X; est F-mesurable,

(ii1) progressif ou progressivement mesurable (pour la filtration (%)) si ¥Vt > 0,

0,2] x Q23 (s,w) — Xs(w)
est A(]0,1t]) @ F-mesurable.
REMARQUE 3.2.2. Un processus continu & droite (ou & gauche) est mesurable.

Preuve. 11 suffit d’observer que X;(w) est limite (pour tout (t,w) € Ry x Q) de X' (w) =
X(Lnt]+1)/n(w> = Zkzo X(k+1)/n(w) 1te[k:/n,(k:+1)/n[7 qui est bien sir %(R.ﬁ X ?—mesurable (en
particulier car pour tout ¢t > 0, X; est %#-mesurable). ([l

EXERCICE 3.2.3. Tout processus progressif est adapté et mesurable.

PROPOSITION 3.2.4. Tout processus adapté el continu & droite (ou continu & gauche) a

valeurs dans un espace métrique est progressif.

Preuve. On suppose par exemple que (X;) est adapté et continu & droite. On fixe ¢ > 0. On
veut montrer que (s, w) — Xs(w) est A([0,t]) ® F-mesurable. Pour tout n > 1, on introduit
X{'= Xinaton = > Loclmmn(erny/mng Xist 5 € [0,1]

k>0
Alors (w, s) — X" (w) est bien str A(|0,t]) ® F-mesurable. De plus, pour chaque s € [0, ]
et chaque w € Q, X7 (w) tend vers X (w) par continuité a droite. O

DEFINITION 3.2.5. Une partie A € B(R,)Q.F est dite progressive si le processus X¢(w) =
14(t,w) est progressif. L’ensemble &2 des parties progressives est une tribu sur Ry x Q, que

l’on appelle la tribu progressive.

REMARQUE 3.2.6. Un processus (Xi)i>o est progressif si et seulement si (t,w) — Xi(w)

est mesurable sur R, X Q muni de 2.

Preuve. Soit X progressif. On désire que pour tout I' € Z(R), {(t,w) € Ry x Q: X;(w) €
I} e &, ie. que le processus Zy(w) = Lix,(w)er} est progressif. Comme 'application 1r de
R dans R est mesurable, ¢a découle immédiatement du fait que X est progressif.

Soit maintenant X &-mesurable. On veut montrer que pour tout ¢ > 0, tout I' € Z(R),
{(s,w) € [0,t] x Q : X (w) € T} € A([0,t]) ® F. Mais on sait que {(t,w) € R, X
Q: Xy(w) € I} € &, ie que le processus Zy(w) = 1x,(w)ery est progressif. Donc en
particulier, {(s,w) € [0,t] x Q : Zs(w) = 1} € HAB([0,t]) ® %;. Cela dit précisément que
{(s,w) €10,t] x Q: Xs(w) € )} € B([0,t]) ® F. O
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Noter qu'un processus n’a pas besoin d’étre continu a droite ou a gauche pour étre

progressif. Par exemple, si X;(w) = ¢(t), avec ¢ : Ry — R mesurable, alors X est progressif.

3.3. Temps d’arrét

EXERCICE 3.3.1. (i) Pour 7 un temps d’arrét, T est F,-mesurable.

(i1) Si o < 71 sont deux temps d’arrét, alors F, C F,.

PROPOSITION 3.3.2. Soit 7 un temps d’arrét, alors
S [72™]
2n

est une suite de temps d’arrét qui décroit vers T.

(Th =00 81T =00)

Preuve. 11 est clair que (7,,) décroit vers 7. Il suffit de montrer que chaque 7, est un temps
d’arrét. Or, 7, est .#,-mesurable, et comme 7, > 7, 0on a {7, <t} = {7, <t}n{r <t} € %,
car {1, <t} € Z,. O

Voici la principale raison pour laquelle on a introduit la notion de processus progressif.

THEOREME 3.3.3. Si (X;)i>0 est un processus progressif (o valeurs dans RY), et si T est

un temps d’arrét, alors X; 1i; .oy est F -mesurable.

Preuve. 11 suffit de montrer que pour ¢t > 0 fixé, X, ,; est .#;-mesurable car alors, pour tout
I € B(RY), {X;1{;<00r € T} € F,, car pour tout t > 0, {X; 1cooy € TN {r <t} =
{X:nt € TN {7 < t}, qui appartient a .%,.

Mais X, est F-mesurable car X, ya(w) = ®(¥(w)), ou

o V(w) = (1(w) A t,w) est (F, B([0,t]) @ F;)-mesurable car (i) w — w est (F, F)-
mesurable, (ii) w — 7(w) At est (F, B([0,t]))-mesurable car 7 est un temps d’arrét (donc
pour tout s € [0,t], {TAt < s} ={7 < s} € F, C %)

o O(s,w) = X,(w) est mesurable de ([0,¢] x Q, A([0,t]) @ %) dans (R?, B(R?)). O

EXEMPLE 3.3.4. Si (X;);>0 est un processus adapté continu & valeurs dans un espace
métrique (E,d), alors pour tout ouvert G C E, 7¢ = inf{t > 0 : X; € G} est un (F,)-
temps d’arrét. En effet,

{ra<t}={3s€l0t X, e Gy ={Fs€[0,[Q: X, G} = |J {X.€Gle A
s€[0,4[NQ

La seconde égalité utilise que G est ouvert et que X est continu. [l
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EXEMPLE 3.3.5. Si (X;)i>0 est adapté et continu a valeurs dans un espace métrique

(E,d), alors pour tout fermé F C E,
TF:inf{tZOZ XtGF}
est un (%#;)-temps d’arrét. En effet,

{re <t} = { inf d(X,, F)=0}={ inf d(X, F)=0}€ 7.

s€[0,t s€[0,]NQ

La premiére égalité utilise que F' est fermé, la seconde que X est continu. [l

3.4. Rappels sur les martingales 4 temps discret

a

Soit (M,,)n>0 un processus réel adapté défini sur l'espace filtré (Q, .7, (#,),P) tel que
E(|M,|) < +oo pour tout n > 0. On dit que (M,,),>0 est

(i) une sous-martingale si E(M,, | #,) > M, p.s. pour tout m >n >0

(ii) une sur-martingale si E(M,, | #,) < M, p.s. pour tout m >n >0

(iii) une martingale si E(M,, | .%#,) = M, p.s. pour tout m > n > 0.

Si (M,,),>0 est une martingale et 'l existe M., € L' tel que p.s. M,, = E(M, | %,) pour
tout n, alors on dit que (M,),>o est fermée (par M,).

Nous rappelons les résultats suivants (de Doob), avec des schémas de preuve.

(1) Si (M,,)n>0 est une (sous-)martingale, 7 un temps d’arrét, alors (M;n)n>0 €st une
(sous-)martingale.

Il suffit décrire Moping1) = Myp1lirsny + ZZZO M 1—py et de prendre l'espérance sa-
chant %,, en remarquant que {T > n} € %,.

(2) Si (M,)n>0 est une martingale et S, = maxg—o ., | M|, alors pour a > 0,
1
]P(Sn > (I) < EE[|Mn|1{Sn>a}]'
On pose 7, = inf{k > 0: |My| > a}. Pour k=0,...,n on a
alir,—y < [Mi|lr=iy < E[|M,||Fi|1(r,=1y = B[ M |1 (7, =13 | Fi].

One somme sur k = 0,...,n, on prend l'espérance et on trouve alP(1, < n) < E[|M, |1, <n}).

(3) Pour (M,),>o une martingale et S,, = maxy_o__, |Mj|, si 713 + % =1(p>14¢>1),
alors pour tout k > 0,
E[ max ]Mn|p} < ¢"E[| My |P].

0<n<k

En utilisant que xP = pfooo 1{a<x}ap*1da, on trouve en utilisant Fubini puis (2) puis Fubini

E[S?] = p/ P(S, > a)ap_lda < p/ ]E(|Mn|1{gn>a})ap_2da = ﬁE(|Mn|Sﬁ_l).
0 0 -
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Par Hélder, on conclut que E[S?] < ﬁEHMnP]%E[Sﬁ]%I, puis que E[Sﬂ% < ]ﬁEHMnm%.
(4) (Théoréme d’arrét) (M,),>o martingale fermée, o et 7 deux temps d’arrét tels que
o <7 ps. Alors p.s. E(M, | %#,) = M,.
Il suffit de montrer que pour tout t.a. T, on a E(My | %#,;) = M., car on pourra alors
écrire E(M, | #,) = E(E(My | %;) | #,) = E(Mw | #5) = M,).
Mais pour tout temps d’arrét T, toute v.a. intégrable Z et tout n € N U {00}, on a
(exercice) E[Z|F: |1 ;=) = E[Z|%,]1{;=pny. Donc

EMx|Z:] = Y EMu|Z ey = > EMo|Fulimn
neNU{oo} neNU{oo}
= Y Mgy =M.
neNU{oo}

3.5. Martingales a temps continu

Soit (My)i>o un processus aléatoire réel défini sur 'espace filtré (2,.7, (%), P).

DEFINITION 3.5.1. On dit que (M;)i>o est une martingale (resp. sur-martingale, resp.
sous-martingale) si

(i) (M;)i>o est adapté ;

(ii) Yt > 0, E(|M,|) < 00 ;

(111) Vs < t, E(M;| %) = My, p.s. (resp. < M, resp. > Mj).

EXEMPLE 3.5.2. Soit (By,t > 0) un mouvement brownien, et soit (.%;) sa filtration
canonique. Alors
e B, est une martingale.

e B? —t est aussi une martingale, car pour ¢t > s > 0, on a
E(Bf —t|%,) =E[(B; — B; + B,)*| #,] —t = B> — s.
11 suffit d’utiliser que B; — B, est centré, de variance t — s et indépendant de .%,.
e Soit 6 € R fixé. Alors exp(6B; — %t) est une martingale. En effet, pour t > s > 0, on a

E[eeBt—gt |7 = O (t=9)/2 0B~ 5t _ 0B~ s
car B, — B, est indépendant de .Z, et car E[e?(Br=B:)] = ¢f*(t=9)/2, O

EXERCICE 3.5.3. (i) Si (M,;);>0 est une martingale et si f est une fonction conveze telle
que E(|f(M)]) < oo, Vt, alors (f(My))eo est une sous-martingale.
(i1) Si (My)i>o est une sous-martingale et si f est une fonction convexe et croissante telle

que E(| f(M)]) < oo, alors (f(M;))i>0 est une sous-martingale.
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THEOREME 3.5.4 (Inégalité de Doob). Soit (M;)s>o une martingale continue & droite et
p>1. Pourt >0, si M, € LP, alors
E| sup |M.J?| < ¢/EI|M.P)

s€[0,t]
y L1l —

ot o+ o = 1.

Preuve. Pour n > 1 fixé, on introduit D,, = {kt27" k > 0}. On observe que M}’ = M-
est une martingale (& temps discret) pour la filtration %' = Z--. Donc par Doob pour
les martingales a temps discret,

B[ swp [MLP] =E[ sw [M7P] < CEIMEY] = SEIMPL
D04 k=0,...,2n
Comme supp, o 4 | Ms|P croit p.s. vers sup,e(o 4 | M;|P par continuité a droite de M, on conclut

par convergence monotone. O

THEOREME 3.5.5 (Théoréme d’arrét). Soit (M;)i>o une martingale continue o droite et
fermée (il existe M, € L' t.q. pour tout t > 0, M, = E[M|.%#]). Soient 0,7 deuzx temps

d’arrét tels que o < 1 p.s. Alors p.s.
(3.1) E(M, | %#,) = M,.

Preuve. 11 suffit de montrer que M, = E[My|-%,], ot on a supposé que M était fermée par
M. On aura alors, comme %, C %, E(M, | #,) = E(E[Mw|%;|| %,) = E(My|%,) = M,.

Pour n € N fixé, on considére la filtration %' = Fpo-n, la (F])k>o-martingale M;' =
Myo-n, qui est fermée par M, et le (F])k>o-temps d’arrét o, = [2"7] (pour £ > 0, on a
{on <k} ={[2"1] <k} ={2"7 <k} ={r <k27"} € Fpo-n = .Z]). Le théoréme d’arrét
discret nous dit que E(My|#} ) = M} = M., ou 7, = 0,27". Donc pour tout A € .7 ,
on a E(My14) =E(M, 1,).

Mais %, C F] , car si A € F,, alors pour tout ¢t > 0, ona AN {7 <t} € F, donc en
particulier, avec t = k27", AN{o, <k} =AN{r <k27"} € Fo-n = F.

Ainsi, pour tout A € %, pour tout n > 0, E(M.14) = E(M,,14). Mais la famille
(M,,)n est U.L (car M,, = E(M,|%,,) avec M., € L') et converge p.s. vers M, car M est
continue a droite. Donc E(M,14) = E(M,1,4) pour tout A € .%,. Comme finalement M,
est .#,-mesurable, on conclut que M, = E(My|.Z,). O

REMARQUE 3.5.6. (i) Soit (M;);>o une martingale c-a-d et o et 7 deux temps d’arrét
bornés par une constante (déterministe) K tels que o < 7. On a alors E(M, | .%,) = M,. En
effet, il suffit de noter que M, = M, x, que M, = M, k, et d’appliquer le théoréme d’arrét

a la martingale (Mak )i>0, qui est fermée (par My).
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(ii) Il faut faire attention en utilisant le théoréme d’arrét, dont la conclusion peut étre
vraiment fausse si la martingale n’est pas U.I. Avec B un mouvement brownien et 7 =

inf{t > 0: B, = 1}, qui est p.s. fini, on a

1:E[B.,-1 |ﬁ0] #BOZO

PROPOSITION 3.5.7. Soit (M,;);>0 une martingale continue & droite, et soit T un temps
d’arrét. Alors (Moat)i>o est une (F;)-martingale (et a fortiori, une (F,)-martingale, ce

qui découle immédiatement du théoréeme d’arrét).

Preuve. (M, a)i>0 est bien sir (%)-adapté. Soit 0 < s < ¢. On veut montrer que M, 5, € L
et que E[M, | -Fs] = My ps.

Comme dans la proposition précédente, on introduit %' = Fpo-n, la (F]')k>0-martingale
M} = Myg-n, le (F])rso-temps d’arrét o, = [2"7], 7, = 0,27, et t, = 27"[2"] >t et
Sp = 27"[2"s]| > s. En passant par le cas discret, on arrive & E(M, r, | Zs,) = Mo s, -
Donc pour tout A € F, C Fy : El1a M, ar,] = E[1a M, 5s,]-

Mais les familles (M, n¢, )n €t (My, s, )n sont U.L (par exemple, on a sup,s;t, <t + 1,
donc M., nr,, = E[M1|F 5 a,) par la remarque [3.5.6). Comme de plus lim,, M, n, = Mn
p.s. par continuité a droite, on en déduit que M,,; € L' et on passe facilement a la limite dans
E[14 M) = E[1a M, s, ). Ainsi, E[14 M. 5] = E[14 M, 5] pour tout A € F;. Comme

finalement M, est F-mesurable, on conclut qu’en effet, E[M, i |.%5] = M ps. O

THEOREME 3.5.8. Soit (M,)s>0 une martingale continue a droite bornée dans L', i.e.
telle que sup,so E[|M,[] < co. Alors My = limy_,o M, existe p.s.

Preuve. Etape 0. Si (M, ),>0 est une martingale discréte bornée dans L?, alors elle converge

dans L% On remarque que pour n > k > 0, en conditionnant par .%,,,
E[(Mg 11 — My) (M1 — My)] = 0

On en déduit que

n+m—1 n+m—1

Vodm>n>0, E[(Mypm—M)? :EK 3 (MkH—Mk))? = S E[(My— M)

Comme sup,, E[(M,,— My)?] < oo par hypothése, on conclut que Y, oo E[(Mj1 — My)?] < oo,
d’oit sup; ., E[|M; — M;|?] = sup; ;5 S0 E[(Myy — My)?] — 0 quand n — oo : la suite
(M,)n>0 est de Cauchy dans L.

Etape 1. Si (M;)s>0 est une martingale bornée dans L?, alors elle converge dans L?. En

effet, pour toute suite déterministe croissante t,, — oo, la martingale discréte M, converge
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dans L2 La limite ne dépend pas de la suite, car si on a deux suites ¢, — 0o et ¢/ — 0o, on
considére la suite concaténée s, — oo et on a que M, converge dans L.

Etape 2. Si (M,;);>0 est une martingale cad bornée dans L?, alors elle converge p.s. En effet,
considérons Ay = sup, ;s |[M; — M|, qui est décroissante, donc converge p.s. En utilisant
Doob, on voit que E[A}] < 4E[sup,s; |[M; — Mi|?] < 16sup,s; E[|[M,; — Mg[*] qui tend
vers 0 par I'étape 1, donc A, — 0 p.s. Donc M, converge p.s. (pour toute suite ¢, — oo,
éventuellement aléatoire, M, est une suite de Cauchy, etc.).

Etape 8. Si (M;);>o est une martingale cad bornée dans L', alors L = supjg . |M;| < 00
p.s. En effet, par I'inégalité maximale de Doob pour la martingale discréte Myo-», on trouve
que Ly, = supysq |Mya-n| vérifie P(L, > a) < a™'supysoE[|[Mis-n[] < Ca™'. Comme notre
martingale est cad, on en déduit que P(L > a) < Ca™'.

Etape 4. Si (M;)i>0 est une martingale cad bornée dans L', alors elle converge p.s. Pour
A € N, soit 74 = inf{t > 0 : |[M;| > A}. Par '¢tape 2, p.s., pour tout A € N, M,
converge vers une limite Z4. Mais par I'étape 3, On a 74 = 0o p.s. pour tout A > L. Ainsi,

M, = M., converge p.s. (vers Zp1). d

REMARQUE 3.5.9. (i) On a utilisé que lim;_,oo Xy = Xo dans L* si et seulement si
lim, o0 Xy, = Xoo dans L? pour toute suite réelle (déterministe) t,, — oo.

(11) C’est vrai dans tout espace topologique (E, Q) : pour x une fonction de Ry dans F, (a)
limy o 2(t) = £ si et seulement si (b) pour toute suite réelle t,, — oo, on a lim, o x(t,) =/
si et seulement si (¢) pour toute suite réelle t, — oo, il existe une sous-suite t,, telle que
lim, o0 (tn,) = €. En effet (a) implique (b) implique (c) est évident, et non (a) implique
non (c).

(11i) La convergence p.s. n'est pas une convergence au sens topologique : si X; converge

en probabilité mais pas p.s. vers 0, alors on a (¢) mais pas (a).

THEOREME 3.5.10. Soit (M;)s>0 une martingale continue & droite bornée dans L' et soit
M, sa limite p.s. On a ’équivalence

(i) My; converge dans L' (vers M),

(11) la famille (M, t > 0) est U.L (uniformément intégrable),

(1i1) My est fermée (par My ), i.e. My = E[My|-%] pour tout t > 0.

Preuve. La preuve est la méme que dans le cas discret : pour (i) implique (iii), il suffit de
passer a la limite s — oo (dans L') dans E[M,. (| %] = M,, (iii) implique (ii) est évident
(car pour Z € L', la famille {E[Z|¥] : 4 sous-tribu de .7 } est U.L), et (ii) implique (i) par
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convergence dominée optimale (si M; tend vers M, en probabilité et si (M;,t > 0) est U.L.,

alors M, converge dans L' vers M,). O

3.6. Mouvement brownien en tant que martingale

DEFINITION 3.6.1. Soit (0, .7, (%), P) un espace filtré. On dit que (By)i>o0 un (F)i>o-
mouvement brownien si
(i) (Bi)i>o est (F)-adapté ;

(1) pour tout s > 0, (Byis — Bs)i>0 est un mouvement brownien indépendant de .

Un mouvement brownien est un mouvement brownien dans sa filtration canonique. C’est
aussi un mouvement brownien dans sa filtration canonique augmentée habituellement .7,

ainsi que dans .%; V %, pour toute filtration (¥;);>¢ indépendante de (.%#;):>0.

EXERCICE 3.6.2. Montrer que la propriété de Markov forte est encore vraie dans ce cadre
(il suffit de vérifier que la preuve passe encore) : si (Bi)iso un (F)eso-mouvement brownien
et T un (F)so-temps d’arrét, alors sur {T < oo}, le processus (Bt = Byt — B0 est un

mouvement brownien indépendant de 7.

Durant toute la section, (By)i>o est un (%;)-mouvement brownien. On donne quelques

exemples d’applications des théorémes d’arrét.

EXEMPLE 3.6.3. Soit 7y = inf{t > 0: B; = 1}. Par 'exemple ce temps d’arrét est
p.s. fini mais, par I'exemple [2.4.10} E(71) = +o00. Puisque p.s. B, =1,

1 =E[B,, | F] # By = 0.

Donc (B)i>o n'est pas une martingale fermée, sinon le théoréme d’arrét s’appliquerait. [

EXEMPLE 3.6.4 (Identités de Wald). Soit 7 un temps d’arrét tel que E(7) < oco. Alors
B, € L?, E(B;) = 0 et E(B?) = E(7).

Observons d’abord que (B;):>o n’est pas une martingale fermée et 7 n’est pas supposé
borné; le théoréme d’arrét ne s’applique donc pas directement. Par la Proposition [3.5.7], Bia,
et B?_ —t A7 sont des martingales et donc on a E(By,) = 0 et E(B2_—tAT)=0.

Ainsi, pour tout t > 0, E(Bf,,) = E(t A7) < E(7), ce qui implique que sup,soE(B,,) <
E(7) < oo. Par conséquent, (B, )i>0 est une martingale (continue) bornée dans L? donc U.1.
et donc fermée (par lim; ,o, Binr = B,). Par le théoréme d’arrét appliqué a la martingale
fermée By, et au temps d’arrét 7, on trouve E(B,) = E(B;,) = E(Bor,) = 0.
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Par I'inégalité de Doob, avec p = 2, pour la martingale Bya,
E [sup BEM] <4supE [B;,,] <4E(1) < o,
>0 >0
et donc (BZ,,.,t > 0) est U.I. Comme de plus (t A 7,t > 0) est U.L. (car born¢ par 7 €
L'), la martingale (B?,_ —t A 7,t > 0) est U.L, donc fermée (par sa limite p.s., i.e. par
B? — 7. En appliquant le théoréme d’arrét a cette martingale et au temps d’arrét 7, on
trouve E(B% — 7) = 0. Autrement dit, E(B?) = E(7). O

EXEMPLE 3.6.5. Soit @ > 0 et 7, = inf{t > 0 : B; = a}. Soit § > 0. On sait que
(e¥B=0°t/2),_ est une martingale. Donc (e?Pra—0"(TaA)/2) 1 est aussi une martingale, qui
est de plus bornée par ¢, elle est donc U.L et donc fermée par sa limite p.s., qui n’est autre

Oa—0271,/2 (

que e rappelons que 7, < 0o p.s.). Ainsi, par le théoréme d’arrét appliqué a cette

martingale et au temps d’arrét 7., on trouve
E |:eea—627a/2:| -1

Autrement dit, pour tout A > 0, E [e_/\ﬂ = e~ 2\ On peut vérifier que ceci est en accord
avec la densité de 7, donnée dans I'Exemple [2.4.10] O






Chapitre 4
Semimartingales continues

De méme que les mesures sont les objets mathématiques pour lesquels on peut construire
des intégrales déterministes, les semimartingales sont des processus aléatoires pour lesquels
on peut construire un calcul intégral. Une semimartingale se décompose en somme d’une
martingale locale et d’un processus & variation finie. Nous allons étudier séparément les deux

notions.

4.1. Fonctions a variation finie

Commengons par un rappel sur les fonctions (déterministes) croissantes.

THEOREME 4.1.1. Soit F' : [0,7] — R, wune fonction croissante continue telle que
F(0) = 0. Il existe une unique mesure dF sur ([0,T], B([0,T])), appelée mesure de Stieltjes,
vérifiant :

VO<s<t<T, dF(]s,t]) = F(t) — F(s).

Noter que comme F est continue, dF n’a pas d’atome, car pour tout s € [0, 7], dF({s}) =
lim,, dF(]s —n~', s]) = lim,[F(s) — F(s —n~')] = 0.

Preuve. L’unicité découle du théoréme classique : deux mesures sur ([0,77], #([0,7])) qui
coincident sur les intervalles sont égales. Pour l'existence, on introduit I'inverse généralisé
G(r) =inf{t > 0: F(t) > r} continu a droite, bien défini pour r € [0, F'(T)[ et on note que
si U suit la loi uniforme sur [0, F/(7)], alors la loi u de G(U) est une probabilité sur [0, 7]
qui satisfait, pour tout 0 < s <t < T, u(]s,t]) =P(s < GU) <t) =P(F(s) <U < F(t)) =
(F(T))"Y(F(t) — F(s)), et il suffit de poser dF = F(T)pu. O

DEFINITION 4.1.2. (i) Une mesure signée sur un espace mesurable (E, &) est la différence
de deur mesures finies positives.
(ii) Une fonction a : [0,T] — R continue avec a(0) = 0 est dite & variation finie sl

existe une mesure signée, notée da, sur [0,T] telle que a(t) = da([0,t]) pour tout t € [0, T).

REMARQUE 4.1.3. Ceci étend la notion de dérivée : si a est C* (et a(0) = 0), alors a est
a variation finie et da(dt) = a/(t)dt.
35
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La mesure da est unique (par unicité du prolongement des mesures). Par contre, la
décomposition de da = puy — o comme différence de deux mesures finies positives n’est pas
unique, mais elle le devient si 'on impose de plus que les mesures p; et po soient étrangéres
(c’est-a-dire qu'il existe un borélien E de [0, 7] tel que pi(E) = 0 = us(E°)) :

LEMME 4.1.4. Si a est une fonction a variation finie alors il existe un unique couple
(day,da-) de mesures positives finies sur [0,T] étrangéres tel que da = day — da_. On
notera alors Dy et D_ deuz boréliens de [0,T] tels que day(D_) = 0, da_(D;) = 0, et
D_=Dg.

Preuve. Pour l'existence, on part d’une décomposition quelconque da = 11 — po. La mesure
v = l1 + o est positive finie, et on a p; K v et uy < v. Par le théoréme de Radon-Nikodym

il existe deux fonctions boréliennes hy > 0 et hy > 0 sur [0, 7] telles que

d,U/Z:hde, 1= 1,2
Sion pose h = hy — hy alors da = hdv = h, dv —h_dv =: day —da_, ot comme d’habitude
hy = max{h,0} et ho = max{—h,0}. Les deux mesures da et da_ sont étrangéres, car en
posant E = {t € [0,7]: h(t) > 0}, on a day(E°) =0= da_(FE).

L’unicité de la décomposition découle du fait que si da = py —ps avec py et ps positives et
étrangeres (avec py(E) = 0 = po(E€) pour un certain borélien £ de [0,7), alors forcément,
pour tout A € £([0,T)),

p1(A) = sup{da(C) : C'€ ([0, T]), C' C A},
car d’une part, pour tout borélien C' inclus dans A,
40(C) = n(C) = a(C) < u(4)
et car, avec C' = ANE° on a da(C) = da(ANE°) = (AN E) — ua(AN E°) = py(A). En
effet, 11(A N E) = i (4) — (AN E) = pin(A) et (A0 E¥) = 0. O

REMARQUE 4.1.5. On note alors |da| = day + da_, qui est une mesure finie positive
appelée variation totale de da. On a |da|(A) > |da(A)| pour tout A € HAB([0,T]). La
densité de Radon-Nikodym de da par rapport & |da| est donnée par
(4.1) da= (1p, —1p_)|dal,
ot Dy = E et D_ = E°, pour E un ensemble tel que da,(E°) =0 = da_(F).

En effet, pour A € #([0,T]),on a [, (1p, —1p_) |da| = |da|(AND,) —|da|(AND_) =
da(A), car par exemple |da|(AND;) = day(ANDy)+ da(ANDy) = day(A).

On peut maintenant définir 'intégrale par rapport a une fonction & variation finie.
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REMARQUE 4.1.6. (i) Sia:[0,T] — R est (continue) & variation finie, et si f : [0,T] —

R est une fonction mesurable telle que f[OT |f] |[da| < oo, on peut poser
T

fda = / £(5) das (s / f(s)da_(s),
T

prad = [ feias+ [ s
0

(i) Remarquons l'inégalité triangulaire

[

(11i) De plus, g(t) = fgfda = fo [1lpgda est aussi (continue) & variation finie, on a
dg = fda et dg, = fyday + f-da_ et dg_ = f_day, + fyda_.

\f! |dal.

LEMME 4.1.7. Sia : [0,T] — R est (continue) a variation finie, si f : [0,T] — R est
continue et i 0 = t§ <17 <--- <ty =T est une suite de subdivisions de [0,T] dont le pas

tend vers 0, alors

T Pn
| 1) aats) = tim > St1) el — alt)

Preuve. Soit f,(s) = > 0" f(ti ) 1iseqn w1y Alors

> A )it —a(e ) = [ £ dals)

et le résultat voulu en découle par convergence dominée, puisque f,, est uniformément bornée,
| da| est une mesure finie, et f,, tend vers f simplement. O
Une autre facon de présenter les fonctions a variation finie consiste a regarder la variation

de a le long des subdivisions de [0, 77 :

PROPOSITION 4.1.8. Si a est & variation finie, alors pour tout t € [0,T]

|dal ([0, #]) = sup { Z la(ti) — a(ti))] } :

ot le supremum porte sur toutes les subdivisions 0 =ty <t; < --- <t, =1 de [0,t].

Preuve. La minoration est facile, car pour toute subdivision,

Z la(t:) —a(ti1)| = Z |da(]ti, ti])] < Z |dal (Jti—1, t:]) = [dal([0, ¢]).

Pour la majoration, on suppose que t = 1 et on montre par un argument de martingales

que S, =327 [a(i/2") — a((i — 1)/2")] — |da| ([0, 1]).
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On munit Q = [0, 1] de la tribu .7 = ([0, 1]) et de la probabilité P = . On pose
da

Y(S):|d_a|(8):1D+(S)_1D’<S)’ s € 10,1].

Alors Y est une variable aléatoire et |[Y| =1 p.s.
Pour chaque n, soit %, = o(I",i =1,...,2") C %B([0,1]), ot I’ =]51, =] Cest une

2n ) 92n
1]
filtration. On considére M, = E(Y | 4,). On a M,, = 3.7 17n [Y( 1= donc

(1M, E[Y1 ‘/Yda ‘/da:—
"Z‘ = o) Zm" TG Zn dal(0, 1)

Mais M,, converge dans L' vers E[Y| %] =Y (voir exercice ci-dessous), puisque %o, =
#([0,1]). Ainsi, E[|M,|] = E[|Y|] = 1, d’ou S,, — |dal([0, 1]). O

EXERCICE 4.1.9. Soit (Q, F,P), muni d’une fillration (F,)n>0, €6 Foo = 0(Up>0Fn)-
Montrer que si Y € LY(Q, #,P), alors M,, = E[Y'|.Z,] converge dans L' vers E[Y|Z,].

(a) Comme M, est une martingale fermée, on sait qu’elle converge dans L' vers M.,
qui est bien sir Z..-mesurable.

(b) Observer que pour tout A € Up,%,, par exemple A € F,,, alors pour tout n > ny,
E[Y14] = E[E]Y|Z,|14] = E[M,14] — E[M,14], donc E[Y14] = E[My14].

(¢) Conclure par un argument de classe monotone que M, = E[Y[.Z].

4.2. Processus a variation finie

Passons maintenant au cas aléatoire.

DEFINITION 4.2.1. Un processus & variation finie A = (A4;)i>o est un processus adapté
dont les trajectoires sont p.s. (continues) a variation finie (sur [0,T], pour tout T > 0), avec

Ao = 0. Le processus A est dit croissant si de plus ses trajectoires sont p.s. croissantes.

PROPOSITION 4.2.2. Soit A un processus & variation finie, et soit H un processus pro-
gressif tel que pour tout t > 0,

t
/ |Hy| |[dAg] < 00 p.s.
0

Alors le processus H - A défini, pour chaque w € Q (voir la Remarque , par
¢
(H - A), = / H, dA,
0

est aussi un processus a variation finie.
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Preuve. Les trajectoires de H - A sont p.s. (continues) a variation finie par la Remarque
[£.1.6] Vérifions que H - A est adapté. En écrivant H = H, — H_ (avec H; = max{H,0} et
H_=max{—H,0}) et A=At — A~ (avec AT = dA,([0,¢]) et A= = dA_([0,¢])), puis

/HdA _/H+SdA+ /H+sdA‘ /H_ dAT + /H_ dA;,

on se rameéne au cas ou H est positif et ot dA est une mesure positive, ce qu’on suppose
désormais. On fixe ¢ > 0. On sait que (w, s) — Hs(w) est HB([0,t]) ® F-mesurable.

e Pour tout Ju,v] C [0,¢] et I' € F, (Lju1r - A)e = 1r(A, — A,) est F-mesurable.

e Par classes monotones (avec le pi-systéme &2 = {I'xJu,v] : T € %,0 <u < v <t} qui
engendre Z([0,t]) ® %), (1¢ - A): est F-mesurable pour tout G € B([0,1]) @ Z#.

e Comme H est progressif, Hlpy est %([0,t]) ® F-mesurable. On écrit donc H1jy
comme limite croissante de fonctions étagées de la forme H™ = 37 aflgn, avec G} €
B([0,t]) ® F et a > 0. Par le point précédent, (H" - A); est .F-mesurable pour tout
n > 1. On a de plus (H - A); = lim,(H" - A); par convergence monotone (car dA est une

mesure positive), et enfin, (H - A); est .#-mesurable. O

4.3. Martingales locales (continues)

On se place dans un espace de probabilité filtré (Q, .7, (.%;),P) qui vérifie les conditions
habituelles. Si 7 est un temps d’arrét, et si X = (X;, ¢t > 0) est un processus continu, on

note X7 le processus arrété (X7 = Xiar)i>o0-

DEFINITION 4.3.1. Un processus continu adapté M = (M;)>o est appelé une martingale
locale (continue) s’il existe une suite croissante (1,,, n > 1) de temps d’arrét telle que 1, T 00
p.s. et que pour tout n, M™ — My soit une martingale uniformément intégrable. On dit que

la suite de temps d’arrét (1,) réduit M.

REMARQUE 4.3.2. Si M est une martingale locale, la variable aléatoire M; n’est pas
nécessairement intégrable. En particulier, on n’a aucune information a priori sur M,, a
part qu’elle est .#y-mesurable. Si par exemple X est une v.a. Zy-mesurable et (M;);>o est
une martingale, alors (X + M;)i>o et (XM,;);>o sont des martingales locales (introduire
T = nlix|<n)- O

Voici une collection de propriétés élémentaires pour les martingales locales.

EXERCICE 4.3.3.

(1) Une martingale (continue) est une martingale locale (la suite 7,, = n réduisant M).
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(2) Dans la définition d’une martingale locale, on peut remplacer “martingale uniformeé-

ment intégrable" par “martingale" (il suffit de remplacer 7,, par 7,, A n).

(3) Si M est une martingale locale, alors pour tout temps d’arrét 7, M7 est une martingale

locale (réduite par la méme famille de temps d’arrét).

(4) Si (7,,) réduit M et si (0,,) est une suite croissante de temps d’arrét telle que o, 1 0o,

alors la suite (o, A 7,,) réduit M.

(5) L’ensemble des martingales locales est un R-espace vectoriel.

On se gardera d’appliquer sans précaution aux martingales locales les résultats qu’on a
démontrés pour les martingales. Il est important de savoir si une martingale locale est une
vraie martingale. Nous allons prouver quelques premiers résultats dans ce sens.

PROPOSITION 4.3.4. Soit M une martingale locale.

(1) Si My € L' et si M est positive, alors c’est une surmartingale.

(2) Si pour tout t > 0, E(supsejo |Ms]) < 0o, alors M est une martingale.

(3) La suite de temps d’arrét 7, = inf{t > 0: |M; — My| = n} réduit M.

Preuve. On considére une suite (7,) réduisant M. Comme My € L', M™ est une martingale.

Donc pour s < t,

(4.2) E [Miar, | -Fs] = Mspr, p.s.

Par Fatou (conditionnel), comme lim,, M;,,, = M;, on conclut que
E[M, | Z] < M, p-s.

En particulier (avec s = 0), M; € L'. Par conséquent, M est une surmartingale, d’ou (1).
Pour (2), on a aussi My € L' et donc . Comme M, — My, p.s., et
|Mipr,| <Yy = sup |M,| € Lla
u€(0,t]
le théoréme de convergence dominée nous donne E[M; | %] = M; p.s.
Enfin, (3) découle de (2), car (M — My)™ est une martingale locale bornée et donc une

vraie martingale, et car 7,, — 0o p.s. par continuité de M. 0

REMARQUE 4.3.5. Il est faux que toute martingale locale telle que (M, s € [0,¢]) soit
uniformément intégrable pour tout ¢ > 0 est une martingale. On verra un exemple d’une

martingale locale bornée dans L? qui n’est pas une martingale.
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THEOREME 4.3.6. Soit M une martingale locale & variation finie. Alors p.s., pour tout
t 2 0, Mt - Mo.

Preuve. Quitte a remplacer M par M — My, on peut supposer que p.s. My = 0.

Cas 1 : M est une vraie martingale bornée (issue de 0) dont la variation totale dM est
bornée, i.e. | dM ([0, 00[)| < K. Soit t > 0, et soit 0 =ty < t; < --- < t, =t une subdivision
de [0,t]. On a

p

E[<Mt)2} = E (Z(Mtz - Mti—l))Ql = Z]E [(Mtz - Mti—1>2]

L =1

p
< E sup |Mti - Mti—l| Z |Mtz‘ - Mti71|
1=1

1<i<p

'L'71| ?

< KE { sup |My, — M,

1<i<p

car » o |My, — M, .| < |dM|([0,t]) < K, voir la Proposition On faisant tendre le
pas de la subdivision vers 0, on conclut par convergence dominée et par continuité de M que
E[M?] = 0. Enfin, encore par continuité de M, p.s., pour tout ¢ > 0, M; = 0.

Cas 2 : M est une martingale locale issue de 0 & variation finie. On pose

t
Tn:inf{t: |Mt|—|—/ |dM,| Zn}7
0

qui croit p.s. vers l'infini quand n — oo (car fOT |dM;| < oo p.s. pour tout T' > 0). Alors M™
est une vraie martingale bornée de variation totale bornée, et donc p.s., pour tout ¢ > 0,
M =0 p.s., i.e. pour tout t € [0,7,], M; = 0. O

4.4. Variation quadratique d’une martingale locale

On se place toujours dans un espace filtré (Q, .7, (%#;),P) vérifiant les conditions habi-

tuelles. Le théoréme suivant joue un role trés important dans la suite du cours.

THEOREME 4.4.1. Soit M une martingale locale (continue). Il existe Un processus crois:
§ant) (continu adapté), noté ({(M)4)i>o, unique & indistinguabilité pres, tel que M? — (M),
soit une martingale locale et (M)o = 0.

De plus, pour tout t > 0, si 0 = {5 < {f < --- <15 =1 est une suite de subdivisions

emboitées de [0,t], de pas tendant vers 0, alors

Pn
nh_{](r)lo Z(Mt? — M )2 = (M), en probabilité.
i=1

REMARQUE 4.4.2. (i) Le processus (M) est appelé la variation quadratique ou cro-

chet de M. Tl ne dépend que des accroissements de M, pas de sa donnée initiale M.
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(ii) Quand M = B est un mouvement brownien, on a (B); = t, car B? — t est une
martingale, avec bien str ¢ processus croissant.

(iii) Soit (M,)n>0 une (vraie) martingale discréte et L?. On montre facilement que
A =30 E[(My — My_1)?|F—1] est prévisible (A, est %, _;-mesurable pour tout n > 1),

croissant, et que M2 — A, est une martingale.

EXERCICE 4.4.3. (i) Pour M une martingale et s,t > 0, on a E[M;|.%] = Msp,.
(i) Si M est une martingale et si 0 < a < b, alors Yy = My, — Mipa est une martingale.
(ii) Si M est une martingale L* et 0 < a < b, alors Z; = M,[Min, — Min,] est une

martingale.

LEMME 4.4.4. St M est une martingale locale, st 0 < a < b et si H est .F,-mesurable,

alors Uy = H(Myan, — Mipg) est une martingale locale.

Preuve. Etape 1. On suppose d’abord que M est une vraie martingale et que H est borné.
Clairement, U; € L' et U, est .#-adapté (distinguer les cas t < a et t > a). Fixons 0 < s < 1.

e Si s <t<a,on a bien E[U;|.%,] = Us, car Uy = Uy = 0.

e Sis < a <t alors U = 0 et E[U,|.%,| = E[HE[Mrnp — Mipna|Za)|Fs] = 0, car
E[Mipo| Za] = My = E[M;no| Z).

e Sia<s <t ElU|Fs]) = HE[Minp, — Mipa|Fs| = H(Mpp — Mspa) = Us.

Etape 2. Dans le cas général, on introduit 7, = inf{t > 0: [M;| > nou |H|1gse > n}. On
a bien str lim,, 7, = 0o p.s., et 7, est un temps d’arrét car les processus M et (|H|1{>a})e=0
sont adaptés. Comme M™ est une vraie martingale et comme H 1 <y est borné, on a, par
I’étape 1, que

Ul = Hlgm<ny (M7, — M7,)

est une martingale. Mais U™ = U (ce qui conclut la preuve), puisque

Hgmi<ny (M3 — MiR,) = H(MZ, — M7,).

tAb
En effet, c’est évident si |[H| < n, et si |[H| > n, on a 7, < a et donc MY, — M, =

M pe — Myne = 0. [

n n

PROPOSITION 4.4.5. Si (X]')ico,1) est une suite de processus continus adaptés telle que
iy, o0 E[supyo 7y | X3 — X["P] = 0, avec p > 1, alors il existe un processus continu adapté
(Xt)eepoy tel que limy, o Elsupy 7 [ X7 — X [P] = 0.

Preuve. Soit ny — oo une suite d’indices telle que E[supyy 7 | X;* — X" [?] < 27%. Alors

n py1/p N PP
B[| > sup X = x| ] < SR sup e - xp []T < Y2 < o6,
>0 [0.T] k>0 [0,T] k>0
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par Minkowski, donc la série Y-, - supjg 7 [ X;*"" — X{"*| converge (normalement) p.s., et la
suite (X;™)tepo,7] converge p.s. (uniformément) vers (X; = X7 + >, oo (X" — X7™))seo.1)s

qui est continu et adapté. De plus,

1/
T <> o0

1/p
E{sup]Xt—Xf’“]p] SZ]EHsup\Xt"”l—th’f\
0,71 — U

>k
Enfin,
lim SupE[sup | X] — Xt|p] < limsup lim supE[sup | X3 — Xf’“\p} =0
n—oo (0,7 n k [0,T]
ce qui achéve la preuve. 0]

Preuve du Théoréme [{.4.1. Unicité. Si on a deux processus croissants A et A’ tels que
M2 — A; et M? — A} soient deux martingales locales, alors A; — A} = (M? — A})) — (M2 — Ay)
est une martingale locale et un processus a variation finie issu de 0, il est donc p.s. nul, et A
et A’ sont indistinguables.

Ezistence : partie 0. On se raméne au cas ou My = 0, en posant (M), = (M — My);. En

effet, on a bien que M? — (M — M) est une martingale locale, car
M2 - <M - M0> = (M - M0)2 - <M - M0> -+ {QM[)Mt - MOZ},

et car le terme entre accolades est une martingale locale, voir le lemme De plus, on a

bien, si on suppose le théoréme vrai quand My = 0,

Pn Pn
Jim 3 (Myp — My ) = lim S (Myg = Mo) = (Myy, = Mo))? = (M = M), = (M),

i=1 i=1

FEzistence : partie 1. On suppose ici que M est bornée (et donc est une vraie martingale)
et on travaille sur [0,7]. On considére une suite 0 = 5 < --- < t; = T de subdivisions
emboitées de [0, 7], et on introduit X7 = " Myn [Minny — Myn .

(a) Le processus X" est une martingale (bornée), voir exercice [4.4.3]

(b) Pour tout k =1,...,p,, on a

k k k
Mg, —2X5 =Y [Ma — M 1=2) My [Myp — My ] = [Mp — My ],
=1

i=1 i=1

(¢) On a lim,, ;00 E[( X% — X7)?] = 0 : nous verrons cela a la fin de la preuve.

(d) Par Doob, comme X™ — X™ est une martingale continue, on déduit de (c) que
1My, o0 E[supyo 7 (X7 — X™)?] = (. Par la proposition M’ il existe un processus continu
adapté (X;)iep,r) tel que lim, o E[supy 7 (X7 — X;)?] = 0.

(e) Ay := M? — 2X, est croissant : il est continu adapté, et limite uniforme de A} =

M} — 2X}', qui est croissant le long de la subdivision 0 = tf <t} < --- <t} =T par (b).



44 4. SEMIMARTINGALES CONTINUES

(f) M? — A; = 2X; est une martingale : pour 0 < s < ¢, on a E[X'|.%,] = X" par (a), et
il suffit de passer & la limite (dans L?).

(g) Enfin, Ay = M7 — 2Xp = lim, (M7 — 2X7) = lim,, > 7" [Myn — My |* dans L?, et
donc en probabilité. On a utilisé (d) puis (b).

Ezistence : partie 2. Si M est une martingale locale (issue de 0), elle peut étre réduite
par 7, = inf{t > 0 : |M;| > n}. Comme M™ est une martingale bornée, on peut appliquer
la partie 1, soit donc A} = (M™),.

Par unicité, on a A}, = Aj}_ (a indistinguabilité prés) pour tout m > n. En effet,
MZ. — A est une martingale, donc M7 — Aji = M7 . — A7 est une martingale,
et donc Afx_ est bien le crochet de M;,,,, i.e. A} = Aj%, , puis A7, = Af}_ .

On peut donc constuire un processus continu adapté croissant A tel que pour tout n > 1,
Aipr, = A} il suffit de poser Ay = 1 Al lpc(r, 1)) = My 00 A7 pus. (avec 79 = 0).

Alors M? — A; est un martingale loc_ale, puisque pour tout n > 1, Mf/\m — Aipr, =
M}, — Al est une martingale, donc 7, réduit M7 — A,.

Enfin, on sait par la partie 1 que pour tout k& > 1, on a A% = lim,, ., fil[Mth{“ — M;,{if
dans L% Puisque Q) = {1, > T’} vérifie lim, P(Q) = 1 et que

O C {AL = APy {M[* = M, Y t € [0,T]},

on conclut que, pour tout € > 0, pour tout £ > 1,

Pn Pn

P()AT ~ > My - Mt%]?‘ > e) < P(QS) + IP’(’AZ} =S - Mggl}?‘ > e),

d’ott lim sup,, P(JAp — Y7 [My — My 1| > €) < P() puis

Pn

limsupIP’(‘AT — Z[Mt? — Mtll]?‘ > e) =0.

=1

Preuve du point (¢). On fixe n < m, on écrit

Pm
X7t =) My [Myp — My ],
j=1
Pn Pm
Xp=D My My =My ] =3 My My =M ],

i—1 j=1
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ol, pour chaque j = 0,...,p, — 1, l'indice 4,,(j) est I'unique i € {0,...,p,} tel que
e ] Cer, th]. Alnsi,

J—1 %5
DPm
n m o __ m,n o N mn __ / -
Xf— Xg =Y H™[My — Mpn ], oit HJ™ My = Mg,
j=1

En utilisant que E[My — My | Fm | =0 et que HJ™ est Fpr -mesurable, on voit que

Pm Pm
B[(Xp — XP)%) = B[ S (H]0)* My — My ] < B[ SO(H23 My — My 2],
j=1 i=1

ol Hjmﬂ’b = MaXg=0,... j |H17€n,n| Mais E[<MtT_Mt;n—1)2|gth—1] :E[(Mt?)Q_(Mt;ﬂ_l)ﬂﬁt;ﬁ_l], d’ou

E[(X} - X7)?) < E[i(ﬁf;"%?[(zwt;n)?—<Mt;.nl>2]]
< E[i[(ﬁ?”Mﬁ — (5 My ]

Notre martingale M étant bornée (par K), on conclut que E[(X}: — X7)?] < K2E[(H™")?],
qui tend vers 0 quand n, m — oo par convergence dominée, puisque (HJ"")? < 4K? et tend

vers 0 p.s. par continuité des trajectoires ¢t — M, : en notant J,, le pas de la subdivision, on
a Hm < max{|M, — M,|,s,t € [0,T],]t — 5| < 8,}. .

PROPOSITION 4.4.6. Pour M une martingale locale et T un temps d’arrét, (M7) = (M)7.

Preuve. M? — (M), est une martingale locale, donc M2 — (M), aussi. O

DEFINITION 4.4.7. Une martingale (continue) M est dite de carré intégrable (ou dans
L?) si E(M?) < oo pour tout t > 0.

THEOREME 4.4.8. Soit M une martingale locale telle que p.s. My = 0. Alors E[(M )] < oo
pour tout t > 0 si et seulement si M est une (vraie) martingale de carré intégrable. Dans ce

cas, M? — (M), est une (vraie) martingale.

Preuve. Soit donc M une martingale locale issue de 0 et 7, = inf{t > 0: |M,|+ (M), > n}.
Alors 7, croit p.s. vers l'infini, et M7, — (M);n-, est une martingale locale bornée, donc

une vraie martingale, et on a

E[MtQ/\Tn] = E[<M>t/\‘l'n] .
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e Si M est une (vraie) martingale L?, alors par Fatou, E[(M),] < liminf, E[(M)i,,] =
liminf, E[M?,. ] = E[M?] < oo, par convergence dominée, puisque M, — M, p.s. et
puisque sup,,~; ME/\Tn < supjg M? qui est intégrable par Doob.

e Si maintenant E((M),) < co pour tout t, alors sup, E[MZ | < E((M),) puis, par
Doob, comme (M;a,, )i>0 est une martingale locale bornée donc une vraie martingale, on a
sup,, E[supy g M2,,.] <4E((M),). On conclut que E[supy, y MZ] < 4E((M),) < oo pour tout
t > 0 par convergence monotone. Par la Proposition [4.3.4) M est une martingale L2.

e Enfin, sous ces conditions, on a E[supy, |MZ — (M),|] < oo, et M7 — (M), est une
martingale par la Proposition [£.3.4] O

REMARQUE 4.4.9. Nous verrons en T'D que st M une martingale locale telle que My =0
et E[(M)“] < 00 pour tout t > 0, alors M est une vraie martingale.

COROLLAIRE 4.4.10. (a) Soit M une martingale dans L* telle que p.s. My = 0. Alors
(4.3) E(M?) = E((M),), Vit > 0.
(b) Si M est une martingale locale (continue) telle que (M), = 0 p.s. pour tout t > 0 et
My =0, alors (My)i>o est indistinguable de 0.

Preuve. (a) découle du fait qu’alors M? — (M) est une martingale issue de 0.
(b) Si (M); = 0 p.s. pour tout t > 0, alors M? = M? — (M) est une (vraie) martingale
par le Théoréme Donc E(M?) = 0 et M est indistinguable de 0 par continuité. O

On étend maintenant la notion de crochet aux couples de martingales locales.

DEFINITION 4.4.11. Soient M et N deux martingales locales. On pose

(M) = 3 [ (M4 N),— (01— ().

En particulier, (M, M) = (M) (car, exercice, (2M) = 4(M) ).
PROPOSITION 4.4.12. Soient M et N deux martingales locales.

(1) (M, N) est l'unique (a indistinguabilité pres) processus & variation finie tel que M; N, —

(M, N); soit une martingale locale.
(2) L’application (M, N) — (M, N) est bilinéaire et symétrique.

(8) Soit t > 0. §i 0 =tf <t} <--- <ty =t est une suite de subdivisions emboitées de

[0,t] de pas tendant vers 0, alors

Pn
(4.4) lim > (Myp — Myp J(Niw — Nyw ) = (M,N), e probabilité.
=1
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(4) Si T est un temps d’arrét, alors (M7, N™) = (M™,N) = (M, N)".
Preuve. (1) Pour l'unicité, si MN — A et MN — A’ sont deux martingales locales, alors
A—A =(MN — A")— (MN — A) est une martingale locale a variation finie, donc A = A’.
D’autre part,
1
MN = (M, N} = 2 (M + N)* = (M + N) = (M? = (M)) = (N* = (N)))

est une martingale locale.
De méme, (3) découle du cas & une martingale locale par polarisation.
(2) découle de (3).
Pour (4), voir TD (utiliser (3) et observer qu’arréter M ou N ou (M, N) a 7 revient a

sommer sur les i tels que ¢! | < 7). U

DEFINITION 4.4.13. On dit que deux martingales locales M et N sont orthogonales si on

a {(M,N) =0, ce qui équivaut a dire que le produit M N est une martingale locale.

PROPOSITION 4.4.14. Deuz martingales locales indépendantes sont orthogonales.

Preuve. Voir TD. O

THEOREME 4.4.15 (Inégalité de Kunita-Watanabe). Soient M et N deuz martingales

locales continues, et H et K deux processus mesurables. Alors pour tout T'> 0, p.s.,

(4.5) / | || | (M, N} < ¢ / H2A(M), J / K2d(N), .

Preuve. On peut bien str supposer que H et K sont a valeurs positives. Notons u, v et o
les trois mesures (aléatoires) positives |d(M, N)|, d(M) et d(N) sur [0,T].
Etape 1. On a p.s. [(M,N), — (M, N)s| < \/v(]s,t])\/o(]s,t]) pour tout 0 < s <t < T

On notera ' (de probabilité 1) I'événement correspondant.

En effet, soit s = ¢ < --- <t} =t une suite de subdivisions emboitées de |s,t] de pas
tendant vers 0. Alors, on sait par la Proposition [4.4.12| que (la limite étant en probabilité)

Pn
(M, N); — (M,N), = lim > (M — Mg )(Nyw — Ny ).
i=1
En utilisant Cauchy-Schwarz puis le théoréme on conclut que

(M, N)y— (M, N),| < 1i£n<i:|Mt;z—Mt?_1|2>1/2<i|Nt?—Nt?_1|2>l/2: V(s /(s 1).

On a cette inégalité p.s. pour tous les couples de rationnels 0 < s < t < T puis, par continuité

(les mesures v et o étant sans atomes), p.s. pour tous les couples 0 < s <t < T.
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FEtape 2. Pour tout w € ', tout 0 < s <t < T, pw,]s, ] <\/1/ st\/a
En effet, par la proposition [4.1.8] les suprema portant sur les subdivisions de ]s, t],

p
s, 1) = sup { D7 (M, Ny, = (M, V)i, < sup{zw Vot t) }
1
par I’étape 1, puis, par Cauchy-Schwarz,

(s, 6) <sup { (S vlltrot)) (ot )”2} < Vs, /s, 1)

Etape 3. Pour tout w € ', tout A € B([0,T]), ulw,4) < /v(w,A)y/o(w, A) : cela

découle de I'étape 3 et du Lemme 4.4.16 ci-dessous.

FEtape 4. Supposons que H et K sont étagés positifs, on peut donc les écrire sous la
forme Hy(w) = Y0 ail{(swyean et Ko(w) = D7 bilswyea), avec a;, b; € [0,00[ et A; €
A(10,T)) @ Z. Alors (si w € ),

/H VK (w) w0, ds):za,ww,{se[o,T]:<s,w>eAz-}>

<Zazb Viv(w, {s€[0,T]: (s,w) € ADVo(w, {s€[0,T]:(s,w) € A})

n 1/2

g(Z azv(w,{s €[0,7]: (s,w) EA}) (ZbQ As€[0,T7: (SvW)EAz‘}>>

1/2 1/2
/ H2(w ds / K2(w ))

FEtape 5. 11 n’y a plus qu’a écrire les processus mesurables (positifs) H et K comme limites

croissantes de fonctions étagées positives. U

LEMME 4.4.16. Soient u, v, o trois mesures positives finies sur [0,T] telles que pu(]s,t]) <

Vs, 1)a(]s,t]) pour tout 0 < s < t < T. Alors u(A) < J/v(A)o(A) pour tout A €
A((0,17).

Preuve. 11 semble impossible d’utiliser les classes monotones usuelles, mais on peut employer
https ://en.wikipedia.org/wiki/Monotone class theorem#Monotone class theorem for sets.

On va procéder autrement. On introduit kK = p + v + o et les densités de Radon-Nikodym
f=du/dk, g =dv/dk et h = do/dk. On va montrer que

(4.6) 2 < gh K-p.p-,

ce qui suffira car on aura alors, pour tout A € %([0,71]),

/fdn</\ﬁdm< /gdm/hdn = Vv(A)o(A).
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Pour avoir (4.6)), il suffit que
(4.7) pour k-presque tout ¢ > 0, pour tout o € Q, a?g(t) + 2af(t) + h(t) > 0.
En effet, ca dira que pour s-presque tout ¢ > 0, 4f2(t) — 4g(t)h(t) < 0.

Pour a € Q, la fonction

la(t) = /0 [@®g(s) + 2af(s) + h(s)]k(ds) = a®v([0,]) + 2au([0,1]) + o ([0,1])

est croissante : pour 0 < s < t < T, £(t) — £(s) = a?v(]s,t]) + 2au(]s,t]) + o(]s,t]) > 0 (car
4(u(]s,1]))? — 4v(]s, t])o(]s, t]) > 0 par hypothése).
Donc pour a € Q, (dl,)_ est la mesure nulle. Or (df,)_ = [a?g + 2af + h]_k, d’ot1

k({t €[0,T] : a*2g(t) + 2af(t) + h(t) < 0}) = 0.
Comme Q est dénombrable, on conclut que
k({t €[0,T]:3q € Q t.q. a*2¢(t) + 2af(t) + h(t) < 0}) =0,

soit (4.7). O

4.5. Semimartingales continues

DEFINITION 4.5.1. Un processus X = (X, t > 0) est appelé une semimartingale

(continue) s’il s’écrit sous la forme
Xy = Xo+ My + Vi,

ot M est une martingale locale (continue), V' est un processus & variation finie (continu
adapté), Mo =Vy =0, et Xo est Fy-mesurable.

REMARQUE 4.5.2. D’aprés le Théoréme 4.3.6, la décomposition X; = Xo + M; + V,
pour une semimartingale continue est unique a indistinguabilité prés. Elle est appelée la

décomposition canonique de la semimartingale X. O

DEFINITION 4.5.3. Soient X; = Xo+M,;+V, et )N(t = )N(o —|—J\7t —H7t deuxr semimartingales
continues. ORIPoSENXY =N et (XX ) =(MJM);.

Noter qu'on a ici encore (X, X) = S[(X + Xy — (X)p — (X))

PROPOSITION 4.5.4. Soit 0 = {5 <t} < --- <t; =1 une suite de subdivisions emboitées
de [0,t] de pas tendant vers 0 quand n — +o00. Alors
p’n.

lim Z(Xt? — Xt?;l)()?t? — )A(thil) — (X, X), en probabilite.
=1

n—00 4
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Preuve. Par polarisation, il suffit de traiter le cas ou X = X. Alors

Pn Pn Pn
Z(Xty - Xt?_l)z = Z(Mt? - Mty_1)2 + Z(Vt? — ‘/16?_1)2
i1 i1 i1

DPn

+2) (Mg — My )(Viy = Vi)
=1

=: [1(71) + [2(71) -+ Ig(ﬂ),
Part le Théoreme [1.4.1] I;(n) — (M), = (X); en probabilité. Par la Proposition [4.1.§]

Pn
I(n) + I3(n)| < ( max |Vip — Vir [+ 2 max | M — Mt$_1|) z; Vg = Vir ||

1<i<pn

1<i<pn

t
S ( max |‘/;5n — V;gn 1‘ + 2 max ’Mtn — Mtn 1‘) / ‘d‘/s’,
K3 71— 1§l§pn K3 71— 0

qui converge p.s. vers 0 par la continuité de s — V; et s +— M, et car f(f |dVs| < o0 p.s.



Chapitre 5
Intégrale stochastique

Nous construisons dans ce chapitre de 'objet principal du cours : I'intégrale stochastique
par rapport & une semimartingale (continue). Durant tout le chapitre, on se place dans un
espace de probabilité filtré (2, .7, (%), P) qui vérifie les conditions habituelles.

5.1. Intégration par rapport aux martingales de carré intégrable

On construit ici 'intégrale stochastique par rapport a une martingale continue et dans
L? sur [0, 7).

DEFINITION 5.1.1. On note Vg Ténsemble des martingales continues (Mgt €0, T]);
dans L et telles que My =0. On définit le produit scalaire sur M3

(M, N)_ 42 = E[MrNr] = E[(M, N)r].
Noter que par Doob, ||M||2%,2 = (M, M)//% = 0 implique bien que le processus M est
T
indistinguable de 0 (sur [0, 7]), puisque E[supy, 7y M7] < 4E[Mz] = 4[| M]|]?,..
b o T

PROPOSITION 5.1.2. .42, muni du produit scalaire (M, N)///%’ est un espace de Hilbert.

Preuve. Tl faut montrer que .#7 est complet pour la norme || M| 42. Soit donc (M™),, une

suite de Cauchy pour cette norme. Par Doob,

E | sup (M} — M")?

<AE [(M7p — M7")?] = 4| M" — M™(| 42 — 0
te[0,T

quand n, m — oo. Par la Proposition il existe un processus (M;)scjo,r] continu, adapteé,

L?, tel que

lim E

n—-+o00

sup (M — Mt)2] = 0.

te[0,7]

Reste & montrer que M est une martingale. Mais pour tout 0 < s < ¢ < T, on a E[M"|.%,] =
M?™, et il suffit de faire tendre n — oo (dans L?). En effet, I'inégalité de Cauchy-Schwarz
assure que E[(E[M".Z,] — E[M;|.Z,])?] < E[(M]* — M;)?] — 0. O

51
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DEFINITION 5.1.3. Pour M € 4%, on note LE(N) I'énsemble dés processus progressifs
(Hs)sepom tels que

E [/OTde(M)S] <65,

REMARQUE 5.1.4. En notant & la tribu progressive sur R, x 2 définie a la fin de la
section [3.1] on a L2(M) = L2([0, T] x Q, 2, var), ot var(A) = [y [T 1((swreay A(M),P(dw).
Comme tout espace L, L7.(M), muni du produit scalaire (H, K) 2 (r) = ]E(fOT H,K,d({M),),
est un espace de Hilbert O

REMARQUE 5.1.5. Dans le cas du mouvement brownien B, puisque p.s. (B); = t,
T T
(H Ko = [ BUHLK) s [HIp = [ B O

DEFINITION 5.1.6. On dit que H : [0, +00[x2 +— R est élémentaire s’il s’écrit
p .
Hy(w) = Z HD(w) 1y, 4,,1(5), s >0,
i=0

ot p > 0 est un entier, 0 < tg < t; < -+ < tp4q sont des réels, et H® est une variable
aléatoire réelle bornée et F; -mesurable pour chaque 0 < i < p. Notons & espace (vectoriel)
des processus élémentaires et & espace (vectoriel) des restrictions 6 [0,T] des processus

élémentaires.

LEMME 5.1.7. & C L4(M) est dense dans L3 (M).

Preuve. 1l est clair que & C L%(M). Rappelons qu'un sous-espace vectoriel F' d’un espace
de Hilbert H est dense si et seulement si F* = {0}. Soit donc K € L4(M) orthogonal a &.
1l s’agit de prouver que K = 0 dans L2(M), i.e. que ]E[fOT K2d(M),] = 0.

Soit X; = fot Ky d(M)s, qui est a variation finie (et intégrable), puisque

Bl < 2] [ mdaon.] <[ [a+khapn] <e] [ K2an.+ on,)

Pour 0 <u < v <T et A€ F,, le processus H, = 141,¢),4 € &7 et donc (H, K)LQT(M) =0,
soit encore 0 = E[fOT H,K,d(M),] = E[14(X, — X,)]. Ainsi, on a E[X, — X, |#,] =0, et X
est une martingale.

Donc X = 0 par le Théoréme et p.s., pour tout t > 0, fot K d{M), = 0. Ainsi, p.s.,
K, d{M), est la mesure nulle, puis fOT K2d{M), =0 p.s. O

s
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THEOREME 5.1.8. Soit M € M} et Hy(w) = >0  H(w) 1y, 1, 1(s) € Er. On pose

P
(H-M)y=> HD (M, 00— Myp),  te€0,7T].
i=0
On note aussi [, HydM, = (H - M),.
(i) Alors ((H - M)y)iepo,r) est élément de A3, et on a (H - M), = fot H?d(M),
(ii) On a B[(H - M)3] = E[ [y H?d(M)].
(iii) H — H-M est une isométrie de & (muni de || -[| 12 a)) dans ME (muni de || - ||2%)

Il faut vérifier que si >0  HO(w) 1y, 4. 1(s) = 2L, KO(w) 1, 5,,,1(), alors on a
bien 0 o HO (My, a0 — Mypt) = Dot g KO (Mg, p — Mg,pe) © o0 se raméne au cas oll
{to,...,t,} C {50, ..., 5,} par concaténation, on écrit donc ¢; = s,, on montre que K ) = H®
pour 3 = k;, ..., ki1 — 1, et on conclut par téléscopage.

Preuve. Le point (iii) ne dit rien de plus que (ii), qui découle de (i) par le Corollaire [4.4.10
Pour (i), on écrit (H - M), = > 0 Li, ot L = HY (M, ny — My, n¢). Comme dans 'exercice
L' est une martingale (continue et L?), donc H-M € .#}. Reste a calculer son crochet.
e Ona (L), = [H(i)]QKMﬁmAt — (M)ynel, car Z{ = (L4)? — [H(i)]2[<M>ti+l/\t — (M)
est une martingale. En effet,
ZZ :[H(i)]Z(Mt%-H/\t + Mtzi/\t - 2Mt¢+1/\tMt¢/\t - <M>t¢+1/\t + <M>t¢/\t)
HOPME, g = (Mt iniy = M = (M) s}) = 20O M i (M i — M),
Le premier terme est une martingale locale (c.f. Lemme [4.4.4), et le second aussi (noter que
[H(i)]QMti/\t<Mti+1/\t - Mti/\t) = [H(i)]QMti(Mti+1At - Mti/\t>)'

e On a (L',I7); = 0 si i # j. En effet, supposons i < j. En utilisant une famille de

subdivisions de [0, ], on voit que

<Li7Lj>t = H(i)H(j)<Mti+1 — MY, M+ — Mtj>t-

MalS <Mti+1 _ Mti’ Mtj+1 _ Mtj>t — <Mtz'+1>t _ <Mti+1>t _ <Mti>t + <Mti>t — O
e Ainsi, en se rappelant que d{(M)(]a,b]) = (M), — (M), par définition,

(H-M), = Z[H(“P(<M>tz-+mt—<M>tm) = Y [HOP d(M) (], t:41]00, 1)) —/0 H d(M),,
ce qui achéve la preuve 0

Pour M € .7 fixée, on a donc défini I'isométrie H + (H - M) de & (muni de || -] 12 (ar))

dans .7 (muni de || - ||2%%) On a aussi montré que &r était dense dans L2.(M).
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DEFINITION 5.1.9. Soit M € .#7. Pour H € L3(M), on définit (H-M))iepo,r) comme la
limite (dans A7) de (H™ M )t)icio,r), pour une suite H* € &r telle que |H" — H|| 12 () — 0.
La martingale continue (et L) H - M est appelée intégrale stochastique de H par rapport
a M. On note aussi f(f H,dMg = (H - M),.

REMARQUE 5.1.10. (i) L’objet obtenu ne dépend pas de la suite approchante choisie,
car si |H™ — H|lpzary — 0 et |K™ — Hl|2ary — 0, alors |[(H" - M) — (K" - M) 2 =
[H" = K[|z (ar) = 0.

(ii) H — H - M est une isométrie de (L7.(M), || - ||lp2ar) dans (A7, | - Hi//%), on a
E[(H - M),| =0 et E[(H - M)?] = E[f, H?d(M),] pour tout t € [0,T.

DEFINITION 5.1.11. On note .#* ’ensemble des martingales continues (My,t > 0) qui
appartiennent o ME pour tout T > 0. Pour M € .#* on note L?>(M) I’ensemble des processus
progressifs (Hy,t > 0) qui appartiennent o LA(M) pour tout T > 0, et on peul bien sir
construire intégrale stochastique ((H - M)i)i>0 = (fot H,dM,)>o € #*. C’est un élément
de M>.

REMARQUE 5.1.12. (a) Noter que fot HgdM; n’est pas une intégrale usuelle (de Stieljes) :
M n’est pas a variation finie, donc dM n’est pas une mesure signée.

(b) Si H est adapté, continu et borné, on construit fg Hy,dM, comme limite (dans L*)
de Zfial Hipo-n(Mis1yio-n — Myg—n) (considérer H = gnfl Hiyp-n1jigon (i41)12-n), vETifier
qu’il est élémentaire, et qu’il converge vers H dans L?(M) quand n — oc). Cest assez
naturel, mais c’est vraiment une limite probabiliste, qui utilise les compensations. En général,
S |Higo-n (M4 1y12-n — Mio—)| tend vers Uinfini (si par evemple H =1 et M = B).

(¢) De plus, méme si H est continu adapté (et borné, méme s’il ne 'est pas dans Uexemple
qui suit), fg H,dM, n’est en général pas limite de 222;;1 Hpruo-n(Miiiyo—n — Mya—n). En
effet, avec H = M = B, on a, puisque lim,, Zfial(B(iH)tQ_n — Bjjg-n)? = (B)y =1,

2n—1 2n—1
hgbn Z B(i+1)t2*"(B(i+1)t2*" — Bitg-n) = 117?1 Z BitQ*"(B(i—l—l)&*" — Bjgn) +t
1=0 1=0

5.2. Variation quadratique d’une intégrale stochastique
Nous étudions maintenant la variation quadratique (H - M) de H - M.
THEOREME 5.2.1. Si M € #* et H € L*>(M), H-M est l'unique élément de .#* tel que
(5.1) (H-M,N); = /t H,d(M,N), VNe.#°
0

Ceci se réécrit (fo H,dM,, N), = fg H,d{M,N), pour tout N € .4>.
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Preuve. Commencons par I'unicité. Si L et L sont deux éléments de .#2 tels que (L—f/, N) =
0 pour tout N € .#?, alors en particulier avec N = L — L on trouve (L — L) = 0 puis, par
le Corollaire , L=1 (a indistinguabilité prés).

e Montrons ensuite lorsque H =Y (HD 1y, . .1 € & Onrappelle que (H-M), =
SPL, ot LY = HO[M;,, nr — My est une martingale. Soit une suite de subdivisions

emboitées 0 = s§ < s < --- < s? =1t de pas tendant vers 0 : on a (en probabilité)

Pn
b _hmz (Liy = Liw )(Ng = Ny )
' Pn
=HOTm Y ([Myansg = Muginsg ) = [Munsgg = Minsy ) (Nog — Nyg_)
k=1

=HOUMO, V), — (M, N}
:H(l)KM, N>ti+1/\t - <M7 N>ti/\t]
=H" d<M7 N> ([07 t]ﬂ]tiv ti+1])’
dou (H - M, Ny, = 0L, N), = S8 HO A(M, NY([0, t]N]ts, tia]) = [ Hy d(M, N),.
e Montrons maintenant ({5.1)) dans le cas général. On considére une suite (H"),, d’éléments
de & telle que H® — H dans L2(M) et on sait, par définition de H - M, que H"- M — H - M
dans .#}. On sait aussi que (H" - M, N); = fot H?d(M, N) pour chaque n. Il n’y a plus

qu’a faire tendre n — oo en remarquant que d’une part, d’aprés Kunita—Watanabe,
e B

SHHn Hll 20 IN .z = 0,
et d’autre part (pour toute paire de martingales, on a |[(M, N),| < <M>t1/2<N>t1/2)

/O(H" H,)d(M, N),

E[[(H" - M — H- M, N),|| <E[(H" - M — H - M)J'?E[(N);""] =0,

puisque E[(H™ - M — H - M);| = E[|(H" - M); — (H - M),|?] par le Corollaire [4.4.10] O

COROLLAIRE 5.2.2. (a) Soit M € .#* et H € L*(M). Alors (H - M), = [ H?d(M),,
ie. ([ HydM,), = [} H2A(M),.

(b) Si M,N € .4* H € L*(M) et K € L*(N) Alors (H-M,K-N), = [, H,K,d(M, N),,
ie. (o HydM,, [ K AN, = [ HiK d(M, N),.

Preuve. 11 suffit de montrer (b). Par le Théorémem (H-M,K-N); = f(f H,d(M,K-N)s,.
Mais, par le Théoréme encore, (M, K - N); = fot K,d(M, N), donc, par la Remarque
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d(M,K - N); = K;d(M, N), (égalité entre mesures signées). On conclut qu’en effet,
(H-M,K - N), = [y HK,d(M,N),. O

REMARQUE 5.2.3. Si (B;);>0 est un (%;)-mouvement brownien et si H € L*(B) (i.e. si
fo E[H?] ds < oo pour tout T), alors (H - B), = [ H, dB est une martingale de crochet
fo H?ds. En particulier, E fo H;dB;| =0 et ]E[(f H,dB;y) fo E[H?] ds.

PROPOSITION 5.2.4 (Associativité). Si KeL*(M) et He L*(K-M), alors HKEL*(M) et

(HK)-M = H - (K - M).
Cette égalite s'écrit [J(H,K,)dM, = [} H,dL, ou L, = [} K, dM,.

Preuve. o Si H € L*(K - M), alors HK € L*(M) : d’aprés le Corollaire 5.2.2] (K - M), =
Jy K2d(M),, don d(K - M), = K2d(M),, puis [, H?K2d(M), = [/ H?d(K - M),.

e Montrons que pour tout N € .#? ((HK)- M, N), = fot Hyd(K - M, N)g, ce qui
impliquera que (HK) - M = H - (K - M) par le Théoréme [5.2.1] Mais

(HK)-M, N)t:/OtHSKSd(M, N>S:/0 Hd / K, d(M, N, /HdKM N,

On a utilisé deux fois le Théoréme B.2.11 dJ

La prochaine proposition est cruciale dans la construction de I'intégrale stochastique par

rapport a une martingale locale.
PROPOSITION 5.2.5. Soit M € #* et H € L*(M). Si T est un temps d’arrét, alors
H-M"=(Hlp,) M= (H-M).
Autrement dit, [ H,dM] = [ Hlgsep. dM, = [, Hy dM,.

Preuve. (a) On a M7 = 1y - M, ie. M] = fo 1{scp0,7} dM,. En effet, par le Théoréme
il suffit de montrer que pour tout N € .Z?, (M™,N); = fg 1j,;;d(M, N),, ce qui est
vrai car (M7, N)y = (M, N) .

(b) On déduit de (a), par associativité, que (H - M7) = H - (1o - M) = (H 1y9) - M.
(¢) En appliquant (a) & H - M (au lieu de M), (H M) =107 -(H-M)=(H1p.) M
par associativité. O

EXERCICE 5.2.6. Si M, Ne.#* HeL?>(M), K L*(N), et T est un temps d’arrét borné,

E UOTHSdMS} —0 et E [(/OTHSdMS) (/OTKSdNSH —E UDTHSKSd<M,N>S].
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5.3. Intégration stochastique par rapport aux martingales locales

DEFINITION 5.3.1. Soit M une martingale locale nulle en 0. On note L2 (M) I’ensemble

loc

des processus progressifs H tels que pour toutt > 0,
t
/ HZ2d({M), < oo, p.s.
0

THEOREME 5.3.2. (1) Soit M une martingale locale issue de 0. Pour tout H € L2 (M),
il existe une unique martingale locale issue de 0, notée H - M ou fo H,dM;,, telle que pour

toute martingale locale N,

t . t
(H - M, N>t:/ H,d(M, N),, e </ H,dM,, N> :/ H,d(M, N),.
0 0 t 0

(2) Si M, N sont deuzr martingales locales, si H € L (M) et K € L} _(N), alors on a
(H-M,K-N), = [y HK,d(M, N),.

(3) Si M € #* et H € L*(M), cette définition étend celle du Théorémel[5.1.8, i.e. H-M
est une (vraie) martingale L*

(4) Si M est une martingale locale, st K € L} (M) et H € L} (K - M), alors HK €

(M) etH-(K-M)=(HK)- M.

(5) Si T est un temps d’arrét, M une martingale locale et H € L}, (M), on a H - M"™ =
(H ) - M = (H - M)

L2

loc

Preuve. (1) : unicité. Si on a deux martingales locales L, O telles que (L, N) = (O, N) pour
toute martingale locale N, alors en particulier (avec N = L—0) (L—0O,L—0) = 0 et donc
L — O est indistinguable de 0.

(1) : existence. Soit 7, = inf{t > 0: (M), + fot H?d{M), > n}. Noter que p.s., lim,, 7,, =
oo puisque H € L (M).

(a) Nous avons (M™), = (M)n.,, < n, et donc E((M™),,) < oco. D’aprés le Théoréme
M™ e .#*. D’autre part, [~ HZd(M™), = [ H2d(M), < n. Donc H € L*(M™),
et on peut définir I'intégrale stochastique H - M ™.

(b) Pour m > n, on a (H - M™)™ = (H - (M™)™) = H - M™ par la Proposition [5.2.5]
(et car 7, < 7). Donc p.s., pour tout m >n, (H-M™)s = (H - M™), sur s € [0, 7,].

(¢) On déduit de (b) que Z; = lim,,(H - M™), existe p.s. et vérifie Z™ = H - M™ pour
tout n > 1. Ainsi, Z est un continu (car continu sur [0, 7,,] pour tout n) et adapté. Comme
H - M™ est une martingale L?, Z est une martingale locale issue de 0, réduite par (7,,)n>1-

(d) Montrons que pour toute martingale locale N (qu’on peut supposer issue de 0), on
a (Z,N), = [} H,d(M, N),. Soit o, = inf{t > 0: |N;| > n} et S, = 7, A 0, Alors M5
et N5 sont des martingales L? et on a donc (H - M, N*¢), = fot H,d(M5S» N°), =
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foms” H,d(M, N),. Comme Z™ = (H - M™) et 7, > S,, on conclut que (Z, N) =
(H - M™, NS = (H- M NS)= ["%H d(M, N),, et il 0’y a plus qu'a faire tendre
n — oo.

(2) La preuve est strictement identique a celle du Corollaire [5.2.2]

(3) Si M € #* et H € L*(M), alors H - M est une vraie martingale L? car par (2),
(H-M), = [, H2d(M),, donc E((H - M);) < 0o pour tout ¢ > 0, et donc que H - M est une
(vraie) martingale L? par le Théoréme [4.4.8]

(4) et (5) Les preuves sont strictement identiques & celles des Propositions et

0

EXERCICE 5.3.3. Soit M une martingale locale issue de 0, H € L} (M) et 7 un temps
d’arrét. Si E[(H - M),;] < oo (i.e. si E[f; H2d(M),] < 00), alors

(] o o[ ([ )] o] ]

5.4. Intégration stochastique par rapport aux semimartingales

On étend maintenant I'intégrale stochastique a toutes les semimartingales continues.

DEFINITION 5.4.1. On dit qu’un processus progressif H est localement borné s:

p.s., Vt>0, sup |H;| < 0.
s€[0,t]

REMARQUE 5.4.2. (a) Tout processus continu adapté est localement borné.
(b) Si H est localement borné, on peut définir fot H,dV; et fot H,dM, pour tout processus

V' a variation finie et toute martingale locale M car
t t
ps. V>0, / H,[ [V, < 00 et / H2A(M
0 0

DEFINITION 5.4.3. Soit X = Xo+ M + V une semimartingale (continue), et soit H un

processus (progressif) localement borné. On définit l'intégrale stochastique

t t t
/ HstS—/ Hdes+/ H,dV;.
0 0 0

Le processus obtenu est une semi-martingale (continue).

EXERCICE 5.4.4. (1) L’application (H,X) — [ H,dX, est bilinéaire.

(2) Si H, K sont localement bornés et si Y; = fot K,dX,, alors fot H,dY, = fot H,K,dX,.
(3) Si 7 est un temps d’arrét, alors ft/\T H,dX, = fg H1 e, dX, = f(f H,dXT.
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(4) Si X est une martingale locale (resp. un processus a variation finie), alors il en va de
méme pour f(fH dX,.

(5) Si Hy(w) = Y07 Hi(w)1 titisa] (8), oL, pour chaque i, H' est .%,-mesurable (non
nécessairement bornée), alors H est (progressif) localement borné et

p—1

/ H,dX, =Y H' (X; 0 — Xin)-

=0

1l suffit, chaque fois, de décomposer les semimartingales, et d’utiliser ce qui est connu
pour les processus a variation finie et pour les martingales locales. Seul le point (5), dans
le cas ot X est une martingale locale, est nouveau (sauf si les H' sont bornées). On pourra
observer que pour toute martingale locale N, on a

p—1

<Z H' (X4 a0 — Xiin), N> = Z HY (X, — Xen N)o o (utiliser des subdivisions)
= t

p—1 t
— 3 X N = (X Ny) = [ AN
=0 0
PROPOSITION 5.4.5. Soient X une semimartingale (continue) et H un processus continu
adapté. Alors pour tout t > 0 et toute suite 0 = {f < 1 < --- < {7 =1 de subdivisions
emboitées de [0,t] de pas tendant vers 0,

Pn—1

lim Z Hy» th th / H,dX, en probabilité.
n—o0

Preuve. On étudie séparément les parties martingale et & variation finie de X, cette derniére
étant déja traitée par le Lemme On suppose donc que X = M est une martingale locale
issue de 0. Par I’exercice précedent (point 5), pour chaque n, on a Zf;gl Hin (Xw+1 —Xm) =
Jy Hr dM,, ot

H{ = He Lseepp,,1y-

774
Pour m > 1, soit 7, = inf{s > 0: |H,| 4+ (M)s > m}. Alors 7,,, — 00 p.s. quand m — oo et,

am fixé, comme [ (H? — H,)>d(M), < 4tm?® € L*(Q),
tATm 2 tATm
([ "o -mpas) | == [ - myaon]
0 0

qui tend vers 0 quand n — oo par convergence dominée et continuité de H. Donc pour tout
m > 1, lim, fOtATm H"dM, = fOMTm H,dM, en probabilité. Mais, pour € > 0,

t tATm tATm
IP(’/ He ; >e) gP(Tm<t)+1P>()/ HngS—/
0 0 0

E
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d’otut lim sup,, P(| fg H™dM, — f(f H,dM,| > €) < P(1,,, < t) pour tout m > 1. On conclut en

faisant tendre m — oo. O

La formule d’intégration par parties suivante est un cas particulier de la formule d’Ito.

PROPOSITION 5.4.6 (Intégration par parties). Soient X etY deux semimartingales conti-

nues. On a p.s. pour tout t > 0
t t
XY = XoYo —|—/ X, dY, —|—/ Y, dX, + (X, Y),.
0 0
En particulier, X} = X2 + 2 fot X, dX, + (X);.

Lorsque X = M est une martingale locale (continue), on sait que Z; = M2 — (M); est une
martingale locale. La formule d’intégration par parties nous dit que Z; = M2 + 2 fot My dM;.
On pourra relire ici la preuve de I'existence de la variation quadratique d’une martingale

locale, qui repose de maniére anticipée sur la formule (M), = M? — MZ — 2 fg M, dM,.

Preuve. Fixons t > 0. Soit 0 =t <t} < --- < tP» =t une suite de subdivisions emboitées

de [0, ¢] dont le pas tend vers 0. Par la proposition précédente, quand n — oo, en probabilité,

pn—1 t
> Xy (i, = Yy) > [ X,
0

=0

pn*l t
Zwa%<@>%/nﬁw
0

i=0
tandis que la Proposition nous dit que
pn—1
Z <Xt?+1 - Xt?) (Y;‘/Zﬁrl - Y;tzl) — <X, Y>t
i=0

On somme les trois formules. Comme

Xy Vi, = Yp) + Yip (K, — Xop) + (X, — Xip) (Ve — Vi) = Xop

it+1

Yip,, — Xep Yo,

Prn—1
et comme » 3" (X, |

t t
/Xsd}/;+/ Y, dX, + (X,Y), = X;Y; — XY
0 0

Yé?—rl — Xt:zY;g?) = XtY; — Xoyz), on obtient P-S.

Il suffit d’utiliser la continuité de tous les processus pour voir que l'identité est vraie p.s.

pour tout ¢. [



Chapitre 6
Formule d’It6 et applications

La formule d’It6 est 'outil de base du calcul stochastique. On démontre d’abord cette

formule, et on présente ensuite plusieurs applications.

6.1. Formule d’It6

Si x: R, — R est une fonction C* et si F': R — R est aussi C!, alors

ﬂﬂmzﬂﬂW+AFW$m%M&

Plus généralement, si x = (21,...,14) : R — R% est Ct et si F: R — R est aussi C',
L [toF
Flal) = )+ [ 08 wls)alls)ds.
i=1 v

Dans le cas de semimartingales, un terme supplémentaire apparait.

THEOREME 6.1.1 (Formule d’It6).
(i) (Cas unidimensionnel). Soit X une semimartingale continue et soit F': R — R une
fonction de classe C?. Presque strement, pour tout t > 0,
t 1 t
F(X}) = F(Xy) +/ F'(X,)dX, + 5 / F"(X,)d(X)s,.
0 0
(ii) (Cas multidimensionnel). Soient X', -+, X? des semimartingales continues et soit

F :R? — R une fonction de classe C?. Presque sirement, pour tout t > 0,

Z ¢
(&) = F(%) +Z/ &UZ Xe) Z/axlé)xﬂ o) (X, X7,

ot Xy = (X}, -+, X3, Vi >0.

Preuve. (i) Fixons ¢ > 0. Soit 0 = {f < ¢} < --- <t = t une suite de subdivisions
emboitées de [0,¢] dont le pas tend vers 0. On a

pn—1

F(X,) = F(Xy) +Z (X ) — F(Xp))-

61



62 6. FORMULE D’ITO ET APPLICATIONS

D’apreés la formule de Taylor,

1
F(Xy,,) = F(Xy) = F'(Xyp) (X, = Xip) + 5 fus (X

n
ti+1

- Xt?)za
ou f,,, aléatoire, est tel que

(6.1) inf F"(z) < fo; < sup F"(x),

IEEIn’i ze[ﬂﬂ,
avec I ; = [Xom A Xip, X V Xt;zﬂ]. La Proposition nous dit que

pn—1

¢
lim E Fl(Xip) (Xgn, | — Xip) = / F'(X5)dX, en probabilité.
n—00 ¢ ¢ ¢

— 0

Supposons qu’on ait montré que
pn—1 t
(6.2) nh_}ngo Z T th — th) = /0 F"(X,)d(X), en probabilité.
Alors on aura, pour tout ¢, p.s., F'(X;) = F(Xo) + fo FI(Xs)dXs+ 5 fo F"(X5) d(X)s, et la
continuité des processus permettra de terminer la preuve de ().
Il reste donc a prouver que A, = | > P! ni(Xin = Xin)? fo F"(X,)d(X)s| — 0 en

probabilité. Pour m € {1,...,n — 1}, on écrit A, <A} + A2 4+ A3 ou

pn—1 pm—1

I D SYRECRES A SYCE TN SENC o
=0 j:0 i tm<tn<t;rzrl
pm—1 pm—1

ML= Py Y (K, =Xt — 3 P X [N, — (X)),
Jj=0 Gt <tp <t j=0
pm—1 t

AL = ) P (X)) [(X ), — (X )em ] — / F"(X)d(X),].

j=0 0

A m fixé, Ai,m — 0 en probabilité quand n — oo : pour chaque 7 =0,...,p,, — 1, en

probabilité, > . pmetmaim (Xip,, — Xin)? — — (X)m, — (X)¢ par la Proposition (4.5.4
J =g v v

De plus, A}%m < ZpnChp, ot C), = p”_l(th — Xt?)2 et

Zmm = SUD sup | fri — F”(Xt;_n)|.
J=0ppm—1 ORI

Mais C,, — (X); en probabilité et lim,, ,o limsup,,_,.o Znn = 0 p.s. (car F” est continue,
ainsi que les trajectoires de X, et par (6.1))), on conclut que lim,,_. limsup, , A}, =0
en probabilité.

Enfin, on déduit du Lemme que lim,, o, A3 =0 p.s.
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De tout ca il ressort que, pour tout m > 1,

limsupP(A,, >¢) < limsup ]P’(A,lhm > ¢/3) + limsupP(A2 |, > ¢/3) + P(A?, > ¢/3)

n—oo n—oo n—oo
= P(A?, > ¢/3),
et donc limsup,,_,. . P(A,, > ¢) = 0.

(i) La formule de Taylor donne

OF

F(Xt?ﬂ) o F(thn) - oxk (th) (th; thn Z IM Xk N XZZL)(X%H N Xf?)’
k=1 k=1
avec ) )
0°F ket 0°F
T ()< < e
xler}fn Oxkoxt (#) < Jai < xsel}pn Oxkoxt (),

o [;, = [thzn /\th?ﬂ’th? \/Xt1?+1] X e X [X% /\X,f%ﬂ,X% \/Xfﬁrl]. La proposition [5.4.5{ nous

donne le résultat cherché pour les termes faisant intervenir les dérivées premiéres. De plus,

par les mémes arguments que dans la preuve de 1 , on a, pour chaque 1 < £,/ <d,
bLoPF (

0 axkaxé

en probabilité. O

ff:f(th?H - X%)(Xff+1 - thf) - XS) d<Xk7 X€>s

REMARQUE 6.1.2. (i) En prenant d = 2 et F(z,y) = zy dans formule d’Ito, on
retrouve la formule d’intégration par parties.
(ii) Si (X; = (X}, -+, X?))s>0 prend ses valeurs dans un domaine ouvert D C R la

formule d’Tt6 est valable pour toute fonction F' de classe C? sur D.

Preuve de (ii). Pour n > 1, on considére F, : R¢ — R, de classe C?, telle que F,, = F sur
={r e R?: d(x, D) > 1/n} (cf le lemme [8.1 dans l’appendice). On a donc

Fo(X,) = F,(Xo) Z / &EZ S)dX7+ Z / o 893] ) d(X7, XY,

On pose 7, = inf{t > 0: X; ¢ D,}. On a a F,(X;) = F(X;) (et pareil avec les dérivées)
pour ¢ € [0, 7,], donc pour tout t € [0, 7],

F(X,) = F(X,) +Z/ (X ) dX+ Z/ s (X Yd(X?, X7,

Mais 7, — oo, car infjy 1) d(X;, D) > 0 pour tout 7" > 0 (X est continu donc ¢ — d(X;, D°)
est continue, et X est a valeurs dans D ouvert, donc d(X;, D) > 0 pour tout ¢ > 0). La

preuve est compléte. O
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EXEMPLE 6.1.3. (i) Soit (B;)i>0 un mouvemement brownien de dimension 1 issu de
By (une v.a. réelle Fp-mesurable). Alors pour toute F : R? — R de classe C?, en
appliquant la formule d’Tt6 avec d = 2, X! =t et X? = B, on trouve

LoF Y(OF  19°F
F(t,B,) = F(0,B — (s, B,)dB;, —_— 4+ —— , By) ds.
80 = F 0.5+ [ Ghsmyas+ [ (G0 550) mas
Si ——i——— = 0, alors F'(t, B;) est une martingale locale. C’est le cas pour F'(¢,z) = z,

F(t,r) = 2* —t ou F(t,x) = 2* — 3tz. Voir aussi les polynomes d’Hermite.
(i) Soit maintenant (B; = (B}, -, B));>0 un mouvemement brownien de dimension
d issu de By (une v.a. Zy-mesurable). Alors pour toute F : R — R de classe C?,

comme (B', B7) = 0 si i # j (deux martingales locales M, N indépendantes sont

orthogonales),
1 t
F(B;) = F(By) ) dB: + AF(Bs)ds.
(B) = F(By +Z [ Emoam+ [ arm)as
EXEMPLE 6.1.4. Soit B = (B,---, B%) un mouvement brownien a valeurs dans R?

(d > 2), issu de z # 0. On cherche a calculer P(T, < Tg), ou 0 < r < ||z|]| < R et
T,=inf{t >0: ||B]| = a}.

L’idée : on cherche F' telle que F'(||By||) soit une martingale, puis on applique le théoréme
d’arrét au temps T, A Tg, et on conclut. Mais comme le F' qu’on trouve n’est C? que sur R,
c’est un peu plus compliqué.

Par Ito, || B||* = ||=||> + 2320, [J Bi B! + dt puis,

d tAT-NTR '
Busal = ol + 23 [ BidBi+ dt AT, A ).
i=1 70
Si F: R% — Rest C?,
t/\TmTR
F(|| Bz areI?) =F(|2]1?) +2Z/ F'(||B,||*)B; dB

tANT-NTR
+/0 (dF (I Bsll*) + 2F" (I B [1B4*) ds

Mais, en posant F(y) = log(y) sid =2 et F(y) =y %2 sid > 3, on a dF'(y) + 2yF" (y) =
0, et donc F(||Biaraty||?) est une martingale locale bornée. C’est donc une martingale
U.L, et par le théoreme d’arrét, E[F(||Br.ar:ll?)] = F(|z|*) (noter que T < oo car

limsup,_,. || B:|| > limsup,_,.. |B}| = oo p.s.). Autrement dit,

F(||z]|*) = F(r*>)P(T, < Tg) + F(RH)P(T < T;)
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et finalement,

P[Ty < T,] = F;QZ!)>__F%Z)).

Noter que si d = 2, on en déduit, en faisant tendre R — oo, que P(7, = oo) = 0 pour tout
r €]0,||z||[, tandis que si d > 3, on trouve P(T, = o0) = (r2~¢ — ||z[|*>~%) /r2~, O

EXERCICE 6.1.5. En utilisant [’exemple précédent, montrer que p.s., le mouvement Brow-
nien de dimension 2 issu de x # 0 ne touche jamais 0.
En déduire que pour tout d > 2, tout x # vy, p.s., le mouvement Brownien de dimension

d 1ssu de x ne touche jamais y.

EXEMPLE 6.1.6. Soit B un mouvement brownien a valeurs dans R? avec d > 3. On
montre ici que lim; ., || B;|| = 0o p.s., i.e. que B est transient.

Il suffit d’étudier le cas d = 3, et on suppose sans perte de généralité que By = (1,0,0)
(sinon, on pose B, = B, — By+(1,0,0)). Considérons la semimartingale continue X, = || B/

Par la formule d’Ito,

3 t t
Xt:Xo+22/ B'dB: + 3t, t—4/ZB" d3_4/ X, ds.
i=1 70 0

Comme X est p.s. & valeurs dans R7, on peut appliquer la formule d’It6 a la fonction
F: RY — R définie par F(z) = 271/2:

1 11t 3 1
VX, JXo 5/0 X3 X 5/0 Pk X,

3 ("1 311
= martingale locale — - [ ——=ds+ = | ——=ds
2 Jo X§/2 2 Jo X§/2

= martingale locale.

Autrement dit, ||B||~" est une martingale locale, positive, issue de 1. Par la Proposition
4.3.4] c’est une surmartingale positive, elle converge donc p.s. vers une v.a. £ quand t — oc.
Et d’aprés Fatou, E(£) < liminf, o E(||B|71). Or, si G = (G, G?, G?) désigne une v.a.

gaussienne standard, pour ¢t > 1,
E(|B| ") =E [(u +VAGY? + (VIGY)? + <\/ze3>2)‘”2] < E (e + @),

qui tend vers 0 quand ¢ — oo (en général, E(||G||7?) < oo < ¢ < d.) Donc £ = 0 p.s.,
c’est-a-dire || By|| — oo p.s.

On notera que ||B||~! est une martingale locale U.I (car on a sup,oE(||By]|7'7¢) < o0
pour € €10, 1[), qui n’est pas une martingale (sinon, ce serait une martingale U.I, et on
aurait || By||7' = E[|| Boo||7'|-#:] = 0, avec un petit abus de notation). O
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6.2. Semimartingales exponentielles

Une premiére application de la formule d’It6 est 'étude des semimartingales exponen-

tielles.

THEOREME 6.2.1. Soit X une semimartingale continue. Il eriste une unique semimar-

tingale Z telle que

t
(6.3) 7y = oo +/ Z,dX,,
0
qu’on appelle exponentielle de X, qu’on note Z = &(X) et qui est donnée par
1

Noter que quand X est une martingale locale, &(X) aussi. Avec X; = 0B;, on a &(X); =
exp(9B;, — 10%t).

Preuve. Soit Z = &(X) défini dans (6.4). En appliquant la formule d’Tt6 avec F(z) = e* a

la semimartingale X — 1(X), dont le crochet vaut (X), on trouve que Z satisfait

t 1 1 t 1 t
Zy =X +/ Zsd(Xs — 5(X)s) + —/ ZsA(X — (X)), = e +/ Z,dX..
0 2 2 Jo 2 0
Pour I'unicité, on commence par remarquer, en utilisant Ito avec F(z) = e™*, que Y; =
exp(—X; + (X)) vérifie
t t
Y, = ¢ o —/ YSdXSJr/ Y, d(X),.
0 0
Done, pour toute solution Z de 1} par la formule d’intégration par parties,
t t
YiZ, =YaZo +/ Y, dZ, +/ Z,dY, + (v, Z),
0 0
t _ t _ t 5
=1+ / Y, Z,d X, +/ Zs|[—YsdXs + Yo d(X)] — / Y Z, d(X)s,
0 0 0
soit encore Y;Z, = 1. Ainsi, Z, = 1Y, = &(X)q. O

On dit qu’'un processus a valeurs dans C est une martingale locale (continue) si sa partie
réelle et sa partie imaginaire sont des martingales locales. On montre exactement comme

précédemment le résultat suivant.

PROPOSITION 6.2.2. Si M est une martingale locale (réelle), et si A € C, alors
)\2

E(AM), = exp (A]\/[t -5 <M>t> ,

est une martingale locale et &(AM); = Mo fot AE(AM) g d M.
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6.3. Caractérisation de Lévy du mouvement brownien

On sait que si (X1, -+, X9) est un (%)-mouvement brownien & valeurs dans R%, alors
(X', X9y, = dijt, ot §;; = 1g—j est le symbole de Kronecker. Le théoréme suivant nous
dit que la réciproque est également vraie, ce qui fournit une caractérisation importante et

simple du mouvement brownien.

THEOREME 6.3.1 (Lévy). Soient M, ---, M? des martingales locales (continues) issues
de 0 telles que (M', M7y, = &;;t. Alors (M',--- M%) est un (F;)-mouvement brownien

valeurs dans R
En particulier, si M est une martingale locale telle que (M), = ¢ pour tout ¢t > 0, alors
M est un (.%;)-mouvement brownien.

Preuve. Fixons £ = (£1,-++,&) € RY, et soit Ny = £+ M; = ijl 5ng_ Il s’agit d’une

martingale locale de crochet

d d d
=SS gar, ME =S &= et
j=1

7=1 k=1

I 4] est une martingale locale (com-

D’aprés le Corollaire [6.2.2) &(iN); = expl[i(§ - M) +
plexe). Pour tout ¢ > 0, sup,e(o [€(iN)s| < exp[H I t] qui est intégrable. Par la Proposition
[1.3.4] &(iN) est une (vraie) martingale, et pour s < ¢, E[£(iN), | Z;] = &(iN)s, d’ou

B [esplte (04— 20| 2] = o0 (L))

Ainsi, (M; — My) a pour loi A7(0, (t — s)I) et est indépendant de .Z, car pour tout A € %7,

tout & € R, Elexpli(€ - (M; — M,)]14] = Elexpli(€ - (M; — M,)]]P(A). On conclut que M est
n (%;)-mouvement brownien : il est continu, (%;)-adapté, et pour 0 < s < ¢, (M; — M)

est indépendant de .Z; et de loi A(0, (t — s)1). O

EXEMPLE 6.3.2. Soit (X,Y’) un mouvement brownien a valeurs dans R? et, pour § € R,
X! = X, cosf — Y;sin, Y = X, sinf + Y; cos b, t>0.
Alors (X% Y?) est de nouveau un mouvement brownien a valeurs dans R%. En effet, X et

Y sont des martingales continues, et (X%);, = (Y?), =¢, et (X9 Y?), = 0. O

EXEMPLE 6.3.3. Soit B un (.%;)-mouvement brownien, et soit f; = fot sgn(B;s) dBs, ou
sgn(x) = 1yzs0y — lz<o} (donc sgn(0) = —1). Comme sgn(B;) est un processus localement

borné (il est clair que ce processus est progressif, car composé du processus progressif (s, w) —
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Bg(w) et de I'application borélienne x +— sgn(x)), 5; est bien défini, et est une martingale

locale continue. Comme (), = [ (sgn(B,))?ds = t, B est un (F;)-mouvement brownien. [J

Ce dernier exemple n’est pas surprenant : si on considére une marche aléatoire simple
symétrique S, = Y 7 X (et Sop = 0), on montre facilement que T,, = > 7 sgn(S,—1)X, est

encore une marche aléatoire simple symétrique.

6.4. Théoréme de Dubins-Schwarz

Le Théoréme de Dubins-Schwarz affirme que toute martingale locale continue peut s’écrire

comme un mouvement brownien changé de temps.

THEOREME 6.4.1 (Dubins-Schwarz). Soit M une martingale locale continue telle que

My =0 et (M) =00 p.s. Il existe alors un mouvement brownien B tel que

Mt == B(M>f .

REMARQUE 6.4.2.

(i) Dans le Théoréme [6.4.1] le mouvement brownien B n’est pas adapté a la filtration
(%), mais & une filtration changée de temps.

(ii) On admettra qu’on peut enlever 'hypothése (M), = oo (mais il faut alors éventuel-
lement grossir l’espace de probabilités).

(iii) La preuve est sensiblement plus simple si on suppose que t — (M), est p.s. stricte-

ment croissante.

LEMME 6.4.3. Soit M wune martingale locale telle que My = 0. Alors p.s. t — M; et
t— (M), ont les mémes intervalles de constance : p.s., pour tout 0 < a < b, My = M, pour
tout t € |a,b] si et seulement si (M), = (M),.

Preuve. Par continuité, il suffit de montrer le résultat p.s. avec 0 < a < b fixés. Déja, l'inclu-
sion {M; = M, Vt € [a,b]} C {(M)y, = (M),} est évidente, par le résultat d’approximation
du Théoréme [£.4.1]

Considérons ensuite le temps d’arrét
T=1inf{t >a: (M); # (M),}.
La martingale locale N, = f; 1<y dM, (pour t > a) a pour variation quadratique (N); =
fat li<ry d(M)s = (M)ipnr — (M)anr = 0, donc Ny = 0 p.s. pour tout ¢ > 0, i.e. Myn, = Mon-
pour tout t > a. Sur I'évenement {(M), = (M),}, on a 7 > b et donc M; = M, pour tout
t € la,bl. O
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Preuve du Théoreme[6.4.1]. Le point (a) est détaillé dans 'appendice, cf lemme
(a) Pour tout r > 0, on définit le temps d’arrét

7, =inf{t >0: (M), >r}.

L’hypothése (M), = oo assure que 7, < 0o pour tout r. De plus, la fonction r — 7, est
croissante et cad, avec, si r > 0, 7, = limgy, 7, = inf {t > 0: (M); > r}. On note que pour
tout r > 0, on a (M), _ =r = (M), par continuité de t — (M);.

(b) Pour chaque r > 0, on pose 4, = .%, . Bien sir, (%,),>¢ est une filtration. On pose
: 1l suffit
de vérifier que M est constante sur [t, 7(ap,], ce qui découle du lemme car (M), = (M)
(car (M), =r, cf (a), avec le choix r = (M),).

(¢) By = M,, = 0, car, comme dans (b), My = M,
B, = M, est continu, car il est cadlag (car M est continue et r — 7, est cadlag) et car pour
tout r > 0, B,_ = B,, i.e. M, = M, par le lemme et car (M), = (M),,, cf (a).

(d) On vérifie ensuite que B, et B?> — r sont des (vraies) martingales par rapport a la

B, = M, qui est un processus (¥,),>¢-adapté. On a My = Buyy,, i.e. My = M

T(M)y
(M)

yyr C© qui se réécrit 0 = M,,. Puis

filtration (%,),>0. Soit 7 > 0 fixé. Alors M™ est une (%#;);>o-martingale locale de crochet
(M™)o = (M),, = r borné, donc par le Théoréme [£.4.8] (et un tout petit argument supplé-
mentaire), (MT)s>0 et ((MI7)? — (M™),)s>0 sont de vraies (Z;)>o-martingales U.L. Par le

théoréme d’arrét, si 0 < s <7,

E[B 9] =E[M]|#.] = M = B,

et
E [Bf -r |§§S] = E [(MTT,')Q - <MTV'>77» ﬁn] = (MTT;)Q - <MTV'>TS = B? - S.
(e) Ainsi, B est une (¢,)-martingale continue telle que (B), = t. D’aprés le Théoréme de
Lévy, B est un (%, )-mouvement brownien. O

6.5. Inégalités de Burkholder-Davis-Gundy

Les inégalités suivantes relient une martingale locale avec sa variation quadratique. Pour

toute martingale locale continue M, on note M;" = sup,¢(o 4 | Ms|.

THEOREME 6.5.1 (Burkholder-Davis-Gundy): Pour tout p > 0, il existe des constantes

0 < ¢, < C, telles que, pour toute martingale locale (My);>o issue de 0,
oE [(MBP] SE[(ML)] < GE [(M)B7].
Si 7 est un temps d’arrét, en remplacant M par la martingale locale M7, on obtient

GE [(M)2?] <E[(M:)) < GE [(M)%2?]
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Le cas p = 2 est évident, c’est le Corollaire 4.4.10/ (et Doob).

Preuve. Quitte a remplacer M par M™, ou 7, = inf{t > 0 : | M| + (M); > n}, on peut
supposer que M et (M) sont bornés : une fois montré le résultat pour M ™ il suffit de faire

tendre n — oo par convergence monotone.

Etape 1. Pour p > 2, il existe une constante C telle que E[(M)?] < C’;]E[(Mﬂéz].

La fonction ¢(z) = |x[P est de classe C? et par la formule d’'Tto
t

t ) 1 .
3 = [ PP () M, + 5 [ (o~ DL ().,
0 0

L’intégrale stochastique est de crochet borné, c’est donc une vraie martingale. Ainsi,
-1
g(s) = L2 De | [y apn.] < 222 De fogy-n,)
2/
< p(p2 V()2 g [(M)p”] ’”7
par l'inégalité de Holder. Par Doob

E[(M])F] < (Ll)pE [| M [P] < <p§ 1>pp(p2_ 1)1@ (M) P-2/r [<M>f/2] 2/1”'

On conclut en divisant les deux cotés par E[(M;)P]P=2)/P et en faisant tendre t — +o0o par
2

(ﬁ) /2( (P2 1));0/2

Etape 2. Pour p > 4, il existe une constante C? telle que E[(M)2?] < CRE[(MZ,)P].

On écrit (M), = M2+ Ly, ou Ly = —2 [} M, dM, puis, en utilisant I'inégalité (a+b)?/? <

P21 (P2 4 bP/?),
E[(M)?") < 227 (I V] + BN L) < 277 (BIL Y] + ChELLY )

convergence monotone, avec C; =

par I’étape 1 (licite, car p/2 > 2). Mais

p/2—1 1 p/4 p—1 1 o p/4 p—1 1 /2 p/4
PGB = 2GR ([ MEAM),)T | < 2GR [
1 p/2 1 2p—2/ 1 \2 £\
< SE[MY?] + 5277 2(Ch ) E | (MY,
on a finalement utilisé I'inégalité ab < $a® + $b°. Enfin,
1

SEUMIP) < 2RI + 5227l E (7]

On conclut en faisant tendre ¢ — oo par convergence monotone, avec C> = 27’/2—1-22”_2(0;/2)2.

FEtape 3. Soient A et B deux processus croissants (continus, adaptés, issus de 0) tels que
E[A.] < E[B,] pour tout temps d’arrét 7. Alors pour tout x > 0,

1
P(Ay > 2, B < ) < —E[By A 2.
T
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On introduit o = inf{t > 0: A; >z} et 7 =inf{t > 0: B, > x}, et on écrit
P(Aw > 2,Bs <) = Plo<00,7=00)=P(Agpr > 2,0 < 00,7 =00)

1 1 1
S _E[Ao/\’r} S _E[BU/\T] S _E[Boo A [L‘]
T i i

Etape 4. Sous les mémes conditions qu’a I'étape 3, E[AZ | < %E[Bgo] pour tout ¢ €]0,1]:

E[AL] = q/ P[Ay > 2]2? ' dx
0
< q/ (]P’[AOO > 2, B <) +P(By > x)] 9t dz
0
<4 (EE[B Az] +P(B 14
< g o N 2] + P(Bs > z) |27 dx
0 \x

> 1
— q/ <—E[Bool{x>3w}] + QP(BOO > l‘)] gpq_l dz
0 €z a

_ % ppe]4oEBY] = 2 9IE[BY).
l—q l—q

Etape 5. Pour p €]0,2], il existe une constante C} telle que E[(MZ,)?] < C’g]E[(Mﬂf].

On introduit A; = (M;)? et By = C3(M);, qui sont deux processus croissants. Pour tout
temps d’arrét 7, on a E[A,] < E[B,] : appliquer I’étape 1, avec p = 2, a la martingale arrétée
MT. Par I'étape 4 avec ¢ = p/2 €]0, 1], on conclut que

E[(M-.)) = EIAL] < T B[BL] = 1 — (M)

d’out le résultat avec O = %(C&)p/?

Etape 6. Pour p €]0,4], il existe une constante C, telle que E[(M)2?) < CoE[(MZ)P].

On introduit A; = (M)? et By = C3(M;)*, qui sont deux processus croissants. Pour tout
temps d’arrét 7, on a E[A;] < E[B,] : appliquer I'étape 2, avec p = 4, a la martingale arrétée

MT. Par I'étape 4 avec ¢ = p/4 €]0, 1], on conclut que

— 2
E[(M)%) = E[AL] < T E[BL] = 2L (C)EI(M2 )],
—q —q
d’ou le résultat avec C; = %(C’Z)p/‘l. O

6.6. Martingales browniennes

Durant toute cette section, B est un mouvement brownien issu de 0 et
() (Z1)i>0 = augmentation habituelle de la filtration canonique de B.

On note L2 (B) I'ensemble des processus progressifs H tels que E[[;° HZ ds] < oo, et L (B)

loc

I'ensemble des processus progressifs H tels que pour tout ¢ > 0, f(f H2ds < oo p.s.
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THEOREME 6.6.1. Sous l’hypothése (x), pour toute martingale locale M, il existe un
unique processus H € L2 (B) et une constante ¢ € R tels que M; = c+ fot H,dB;. St de plus

loc

M est une martingale (continue) bornée dans L?, alors H € L% (B).

LEMME 6.6.2. Sous I’hypothése (x), l’espace vectoriel engendré par les v.a. (complexes)

exp (Z Z >‘J'(Btj o Btjﬂ))a
j=1

aveen >0, 0=ty <t; <---<t, et (A, -, \,) €R", est dense dans LL(Q, F.).

Preuve. Notons F' cet espace vectoriel. Il s’agit de montrer que l'orthogonal de F' dans
H = L4(Q, Z) est réduit & 0, c’est & dire que si Z € LE(Q, o) est tel que

E[Zexp (iiAj(Btj . Btjfl)ﬂ —0,

pour tous n > 0, 0 =ty < t; < -+ < t, et (Ag,--+,\,) € R, alors Z = 0. On va juste
montrer que Y = Re Z est p.s. nul, la partie imaginaire se traite de la méme maniére.
(1) Pour tout 0 =ty < ... < t,, fixés, tout A € 0(Byy, ..., By,),on a E[Y14] =0:
(a) 11 suffit que, avec X = (By,, ..., By, — By, _,), pour tout I' € Z(R"), E[Y 1;xery] =0
(b) Par hypothése, pour tout A € R*, E[Ze*X] = 0. Donc pour tout A € R"

2E[Y X = E[Ze™¥] + E[Ze ] = E[Ze™X] + E[Ze=*X] =0+ 0 = 0.

(¢) Puis pour tout A € R", E[Y,e?X] = E[Y_e*¥], c’est a dire que les mesure finies
py et p— sur R™ définies par py(I') = E[Y, 1ixery] et p—(I') = E[Y;1ixery] ont la méme
transformée de Fourier, donc p, = p— et on a bien E[Y 1;xcry] = 0 pour tout I' € Z(R™).

(2) Par classes monotones, on conclut que pour tout A € o(By,t > 0), E[Y14] = 0 :
utiliser la classe monotone ¢ = {A € o(B;,t > 0) : E[Y14] = 0} et le pi-systéme & =
{{(Byy,...,By,) €T} :0<t; < ... < t,, ' € BR")}.

(3) Pour tout A € F,, E[Y14] =0 : il suffit de se rappeler que pour A € F, il existe
B e o(B;,t>0)telque BC Aet P(A\ B) =0, dot E[Y14] =E[Y15] =0 par (2).

(4) Comme Y est .#-mesurable, en appliquant (3) avec A = {Y > 0} puis A = {Y <0},
on conclut que E[Y,] =0 et E[Y_] =0, puis Y =0 p.s. O

LEMME 6.6.3. Sous I’hypothése (x), pour toute variable aléatoire & € L*(, F.), il existe
un unique processus H € L2 (B) tel que £ =E(&) + [,;° H,dB,.

Preuve. Pour I'unicité, supposons que § = E(§) + [ HydB, = E(£) + [° H,dB,. Alors

E[/Om(Hs—ﬁs)st} —E </OmHsst—/Oooﬁsst>2

=0,
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Cest-a-dire H = H (dans L% (B)).

Soit ensuite . I'espace vectoriel des variables aléatoires £ € L*(Q, .Z,,) pour lesquelles
il existe H € L2 (B) tel qu'on ait £ = E[¢] + [ Hy dB,.

A est fermé : on considére une suite (§,) d’éléments de .Z qui converge dans L?(Q, .Z.)

vers £. On note H" € L?_(B) le processus associé a &,. Pour m > n,

Elfy (Hy — H*)*ds] = E[( [y~ (Hy — H") dB,)?] =E[((&, — E[&]) — (&n — El&n]))’]
SE[(&L - gm)ﬂ'

Donc (H™) est de Cauchy dans L2 (B), converge vers un certain H € L2 (B). On passe a la
limite dans &, = E(&,) + [, H dB;, on trouve £ = E(§) + [° H,dB,, et £ € .

€ est dense : par le Lemme [6.6.2], il suffit de montrer que pour 0 =ty <t; < --- < t,
et (A1,--+,A,) € R”, la partie réelle de X = exp(i D7, A\j(By, — By;_,)) appartient a 2.
On va montrer que pour f € L*(R,), en posant M; = fo s)dBs, on a R[exp(iM,)] € A
pour tout ¢ > 0. On conclura en utilisant f(s) = Z Aj Lisepe, .,y et t =t (ce qui donne
X = ¢iMh),

Par 1to6, voir la Proposition

|
exp (th+—<M>t> _ 1+/ (iM), M, _1+/ K.dB.,

2

ott K, = if(s)exp(iM, + 3(M),). Comme (M), = [} f*(s)ds est déterministe et comme
E[&(iM)] =1, on a Elexp(iM;)] = exp(—2(M),). Donc, avec t > 0 fixé,

%<M>t) 1+ /0 K, dB,| = Elexp(iM;)] + /U " L,aB,,

ou LS = eXp(—%<M>t)K81{5€[07t]} = zf(s) exp(iMS + %<M>S — %<M>t)1{s€[0,t]}- AiIlSi7

exp(tM;) = exp ( —

Rlexp(iM,)] = E[R[exp(iM,)]] + / R[L.]dB,.
0
Reste a voir que R[L] € L2 (B), ce qui découle du fait que |R[Ls]| < |L| < |f(s)] - O

Preuve du Théoreme [6.6.1 Supposons d’abord que M est une martingale continue, bornée
dans L?. Comme M, € L*(Q, ), le Lemme nous dit qu’il existe H € L% (B) tel que

My = E(Mo) +/ H,dB, = E(M,) +/ H,dB,.
0 0

Il en découle que M, = E[M.. | ] = E(M,) + [, H,dB,.
Soit maintenant M une martingale locale continue. On a My = ¢ € R, car la tribu .%
(méme augmentée) est triviale, voir le Théoréme Soit T,, = inf{t > 0 : |M;| > n}.
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Comme M est une martingale continue bornée (par n V |c|), il existe H" € L2 (B) tel que

t tATh
]\/[tT”—ch/ Hgst—ch/ HdB,.
0 0

Pour la derniére égalité, distinguer les cas t < T), et t > T,,. Si n < m, alors H},;. = H]\

N gm 4B, puis

(dans L? (B), i.e. p.s. pour presque tout s) : on a OMT" H'dB, = [

SN (Hr — H)dB, = 0, done E[ """ (H? — H™)?ds] = 0.
Ainsi, H, = lim, H! € L} (B) vérifie, pour tout n, H\p, = H!\p. (dans L2 (B)). Du

coup, pour tout t > 0, tout n > 1, MtT” =c+ fg/\T" H,dB;, et donc M; = c+ fot H,dB,.
Pour I'unicité, on voit que si M; = ¢ + fot H,dB; = c+ fot H, dB, pour tout t > 0, alors

le crochet de [ (H, — H,)dB, est nul, i.e. H = H dans L}, (B). O

loc

EXERCICE 6.6.4. On considére une v.a. Xy indépendante d’'un mouvement brownien
(Bi)i>0, et on introduit %, = o(Xo, Bs,s € [0,T]) V A, ou A est I'ensemble dans négli-
geables. Montrer que pour toute martingale locale M, il existe un unique processus H &€
Ll200

lemme, montrer que l'ensemble des v.a. de la forme exp(iXoXo+ i) 5, \j(By, — By, ,)) est

(B) tel que M, = My + f(f H,dB,. Il s’agit de reprendre toute la preuve. Comme premier

dense dans L2(Q, F). Comme second lemme, montrer que pour toute v.a. £ € L*(Q, Z,),
il existe H € L2 (B) tel que & = E[¢|.F] + [~ H, dB,.

6.7. Théoréme de Girsanov

Les changements de probabilités sont trés utilisés, en particulier en statistique. En sta-

tistique des processus, ¢a repose sur le théoréeme de Girsanov.

EXERCICE 6.7.1. (1) Si X a pour loi Exp(1) sur (Q,.Z,P), alors X a pour loi Exp(\)
sur (,.7,Q), ot Q(dw) = Aexp((1 — \) X (w))P(dw) (est-ce bien une probabilité ?).
(2) Soient f et g deuzr densités de probabilité sur R, telles que {g > 0} C {f > 0}. Si

X a pour loi f(z)dz sur (Q,.7,P), alors X a pour loi g(x)dx sur (2, #,Q), ot Q(dw) =

G(X()) 0 _
F(X(W)) 0
(8) Si X a pour loi Ber(p) sur (2, #,P), alors X a pour loi Ber(q) sur (2, %#,Q), ou

Q(dw) = (%Zl{x(w)zo} + 11 x(w)=1})P(dw) (est-ce bien une probabilité ?).

P(dw), avec la convention 0 (est-ce bien une probabilité ?).

Si on a deux probabilités P et QQ sur un espace filtré (2, .7, (.%;)), on note E I'espérance

sous P et Eg I'espérance sous Q.

THEOREME 6.7.2. Soit (By)i>0 un (Ft)i>o-mouvement brownien. On considére une mar-
tingale locale (Lt )0 issue de 0 et on suppose que (L)o, < 00 p.s., que E(E) o = limy_o0 & (L)
eriste p.s. et que E|&(L)s] = 1 (voir le critére de Novikov en fin de section). Alors Q =
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& (L)oo - P est une probabilité équivalente o P sur (Q,.Fo) et (B, = By — (B, L))o est un

(F4)t>0-mouvement brownien sous Q.
On montre de méme le cas & horizon fini.

THEOREME 6.7.3. Soit T > 0 et (By)icpo,r) un (F)iepo,r-mouvement brownien. On consi-
dére une martingale locale (Ly)icpo,r) issue de 0 et on suppose que B[& (L)) = 1 (voir le critére
de Novikov en fin de section). Alors Q = & (L)1 - P est une probabilité équivalente a P sur

(Q, Fr) et (Bt = By — (B, L)¢)icjor) est un (F)iepo,r-mouvement brownien sous Q.

DEMONSTRATION. On pose D; = & (L), et on rappelle que D, = 1 + fot D,dL,.

FEtape 1. Q = D - P est une probabilité sur (2,.%..), car E[D,] = 1. De plus, Q ~ P,
car Q << P par définition de Q et car P << Q puisque P(Dy, > 0) = 1 (donc si A € F
veérifie Q(A) = E[Dy14] = 0, alors P(A) = 0). En effet, on invoque Dubins-Schwarz pour
écrire Ly sous la forme By, et on voit que Do, = exp(Bry.. — 3(L)oo) > 0 p.s.

FEtape 2. Vérifions que (D;);>o est une (vraie) martingale fermée par D.,. C’est une
martingale locale positive, donc pour s > 0, E[D|.Z] < D; (utiliser que E[D,, |.%,] = Dspn,
puis Fatou). De méme, E[D] < E[Dy] = 1 Donc la v.a. Dy — E[Dy|.Z;] est p.s. positive et
d’espérance E[Dy] — E[D,] < 1—1 =0, elle est donc p.s. nulle.

Etape 3. On montre que si 7 est un temps d’arrét, et si X un processus continu adapté
issu de 0 tel que (X D)7 soit une P-martingale, alors X7 est une Q-martingale (continue).
Déja, Egl| Xratl]] = E[| Xont| Doo] = E[| Xrat| Drat) < 00 pour tout ¢. Soient ensuite s < ¢
et A € Z,. Il s’agit de montrer que Eg[X,a:14] = Eg[X;as14]. Mais
EQ[XT/\t]-A] :E@[XT/\tlAm{T>S}} + EQ[XT]-AO{Tgs}]
:E[DOOXT/\tlAm{TNﬂ + EQ [Xr 1Am{7§s}]
:E[XT/\tDT/\t]-Aﬂ{T>s}] + ]EQ [XTlAﬂ{TSS}]
car AN{r > s} € F,N.F, = Fepr C Fypr. Puis, comme (X D)7 est une P-martingale et
comme ANA{7 > s} € Z,,
EQ[XT/\tlA] :E[XTASDT/\S]-AQ{T>S}] + EQ[XT]-AQ{Tgs}]
:EQ[XT/\S]-AQ{T>S}] + EQ[XT]-AQ{TSS}] = EQ[XT/\S]-A]'
Etape 4 : Si X est un processus continu adapté tel que XD soit une P-martingale locale,

alors X est une Q-martingale locale. En effet, on considére 7,, qui réduit X D, et on déduit

de I'étape 3 que X™ est une Q-martingale. Donc X est une (Q-martingale locale.
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Etape 5 : Montrons que BD est une P-martingale locale. Comme B, = B, — (B, L) et
Dy=1+ fot DydLg, une IPP montre que

t t
B.D, = /BSdDSJr/ D,dB, + (B, D),
0 0

t t t
= /BsstJr/ Dsd(Bs—<B,L>s)+/ D,d(B, L),
0 0 0

t t
- /BSdDS+/ D, dB,.
0 0

Etape 6 : Par les étapes 4 et 5, B est une Q-martingale locale. De plus, (B); = (B); =t
utiliser des subdivisions et que si Z,, — Z en probabilité pour PP, alors Z,, — Z en probabilité
pour Q car Q(|Z, — Z| > €) = E[Do1y|z,-z>¢}) — 0 par convergence dominée. On conclut

en invoquant le théoréme de Lévy. 0

Voici un critére qui assure que, pour L une martingale locale issue de 0, E[&(L)s] = 1,
ce qui permet d’appliquer Girsanov. En compliquant un peu la preuve, cf le théoréme (8.3

dans I’appendice, on peut aller jusqu’a 6 = 1/2.

THEOREME 6.7.4. (Novikov)

(1) Soit (Li)i>0 une martingale locale issue de 0 telle que Elexp(6(L)s)] < oo pour un
0 > 1/2. Alors (&(L)¢)e>0 est une vraie martingale U.L. et donc E[&(L)] = E[&(L)o] = 1.

(ii) Soit (Lt)icpo,m une martingale locale issue de 0 telle que Elexp(0(L)7)] < 0o pour un
0 > 1/2. Alors (&(L)¢)icio,r) est une vraie martingale U.1 et donc E[&(L)r| = E[&(L)o] = 1.

Preuve. 11 suffit de montrer (i) (pour (i), appliquer (i) & L; = L)

(a) Rappelons qu’une martingale locale M est une vraie martingale U.I. si et seulement
si la famille {M,, 7 temps d’arrét fini} est U.I. On va montrer qu’il existe a > 1 et C' > 0
tels que pour tout temps d’arrét fini, E[&(L)?] < C, ce qui suffira.

(b) Notons déja que E[&(L),] < 1 pour tout t.a. 7 : avec 7, = inf{t > 0: &(L); > n},
on a que & (L), est une martingale, donc E[&(L),n.,] = E[&(L)o] = 1, et on conclut avec
Fatou.

(¢) Pour a > 1 > r a choisir ultérieurement, on écrit

E(L): = exp (aLT - g(L T)

- ot )] e ([ 20)

- [o(20) e (12 100).
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Par Holder avec p=1/ret ¢ =1/(1 —r),

e < (sfe(20) ) Eloo (15 - )
< (E[exp (p(a,r)<L>oo>]>l_r,
par le point (b) et car (L), < (L), 0i pla,7) = 15 — 5] = it [ — 1]

(d) Reste & montrer qu’on peut choisir a > 1 > r tels que p(a,r) < 6. Comme 6 > 1/2,
¢a découle du fait que

lim lim p(a, ) = i ! [1 1] L
1m 1m =1m —-—--|— — = —.
B A LA 2(1—r)lr 2

6.8. Applications du théoréme de Girsanov

Anticipons légérement sur le chapitre suivant. C’est une application typique de Girsanov.

PROPOSITION 6.8.1. Soit b: Ry X R +— R mesurable et bornée. Alors on peut construire,
sur un espace de probabilité (Q, . F, %, Q), un (Fi)>0-mouvement Brownien B et un pro-

cessus continu et adapté X tels que p.s. pour tout t > 0,
t
X, =B +/ b(s, X)ds.
0

Noter qu’on ne suppose aucune régularité de la fonction b. C’est un résultat profondément
probabiliste. Sans le mouvement brownien, il n’y a en général pas de solution. Par exemple,
avec b(t,x) = 1{z—0}, supposons qu’il existe une solution (z(t))>0 & x(t) = fot 1{s(s)=0} ds.
Alors z est continue et croissante. Soit 7 = inf{t > 0 : z(t) > 0}. Si 7 = oo, alors pour
tout t > 0, on a z(t) = 0, donc z(t) = fot ds = t, contradiction. Si maintenant 7 < oo,
alors z(7) = 0 par continuité, et z(7 4+ s) > 0 pour tout s > 0. Donc z(7 + t) = z(7) +
fT+t 1{4(s)=0y ds = 0+ 0 = 0, contradiction.

T

Preuve. On fixe T' > 0 (déterministe) et on travaille sur [0,7]. On part d’'un mouvement
brownien X sur un espace de probabilité (Q,.%#, %, P). On introduit la martingale locale
L, = fg b(s, Xs) dXs. Comme (L)r < T||b||o le critére de Novikov nous assure qu’on peut
appliquer Girsanov avec Q = &(L)r - P : B, = X; — (X, L); est un Q-mouvement brownien.
Or (X, L), = [ b(s, X,)ds, donc on a X; = B + [5 b(s, X,) ds. O
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PROPOSITION 6.8.2 (Cameron-Martin). Soit B un mouvement brownien et soit h €
L*([0,T), dt). Pour toute fonction mesurable (positive ou bornée) ® : C([0,T],R) — R,

E[@((B#/(f h(s) ds>te[0ﬂ)} — E[(I)((Bt)te[oﬂ) . exp (/OT h(s)dB, — %/OT h2(s) ds)}.

Preuve. On part d’'un mouvement brownien B sur un espace de probabilité (Q, F, F, P).
On introduit L, = fo s)dB, ainsi que &(L); = exp( fot — %fot h?(s)ds). Comme

Lyr = fo h?(s)ds < oo, le critére de Novikov nous assure qu’on peut utlllser Girsanov
(a horizon fini) avec Q = &(L)r - P. Ainsi, B, = B, — (B,L); = B, — [} h(s)ds est un

Q-mouvement brownien. Donc pour ¥ : C'([0,7],R) — R mesurable (positive ou bornee),

B3 ((Beom) ] <Ea[w((5:~ [ as) )]
_E [\IJ((Bt - /Ot h(s) ds)te[o’TJ . exp (/OT h(s)dB, — %/OT h2(s) ds)].

Pour trouver la formule désirée, choisir W((2¢)icp,r)) = (@ + fo s) ds)ejo,m)- O

EXEMPLE 6.8.3. Cherchons la loi de X = supy;(B; + 7t), ot B est un mouvement

brownien et ou v € R,. Par Cameron-Martin (avec h = ), pour tout x > 0,

1 1
P(X <z)=E [1{Supt€[0’1] By<a} €XD </ vdBg— 5 / 72 ds)] =E |:1{S'1<:c} exp(vBi —72/2)} ,
0 0

olt Sy = sup,¢(p 1) Br- Comme on connait la densité jointe de (S, By) (voir le Corollaire [2.4.9)),

on peut pousser le calcul.

EXERCICE 6.8.4. Soit B un mouvement brownien et h € L*(R,, dt). On pose a; =
f(f h(s)ds. Pour 0 <t} < --- <ty =t, on introduit les vecteurs X,, = (Byy,..., B ) et
Yn = (Bt'iL + CLtiL, ey Bt'ﬁn + atgn).

(i) Montrer que si f, et g, sont les densités de X, et Y,, on a

gn(xlv s 7$n) = exp (1 pZ" [’IZ - xi—l]z . lpzn [(‘IZ - xifl) - (at? T at?1)]2>’
falze, ..o xy) 24 -t 2 4 -t
=1 =1

avec la convention ty = 0.

(ii) Montrer que X,, sous Q, = D,, - P a méme loi que Y, sous P, ot D, = 2

(111) Montrer que quand n — oo, D,, tend vers exp(fg h(s)dBs — h2( )ds) en proba-

bilité, dans le cas ou h est continue.



6.8. APPLICATIONS DU THEOREME DE GIRSANOV 79

REMARQUE 6.8.5. Pour~y # 0, on voit donc que les lois de (By)icpo,r) et (Bi7t)iejo,r) sont
équivalentes pour tout T > 0. Par contre, les lois de (By)i>o et (B + 7t)i>0 sont étrangeéres,

puisque P(limy_ o % =0) =1 et P(limy_,0o Bt:”t =0)=0.

EXERCICE 6.8.6. On a vu que pour tout T > 0, pour tout € > 0, P(supjo 1) | B:| < €) > 0.

(i) Montrer que pour f € C*([0,T]) telle que f(0) = 0, P(supjoqy |B; — f(t)] <€) >0
pour tout € > 0. On pourra considérer L, = — fot f'(s)dB;.

(ii) Montrer que c¢’est encore vrai pour f € C([0,T]) telle que f(0) = 0. Il existe f. €
C([0,T]) telle que fo(0) =0 et supo [ f(t) — fe(t)] < €/2.






Chapitre 7
Equations différentielles stochastiques

Les équations différentielles stochastiques sont des équations différentielles dans lesquelles
interviennent des intégrales stochastiques par rapport a un mouvement brownien. Elles ont
été d’abord étudiées par Ito, dans le but de construire des diffusions (c¢’est-a-dire des processus
continus et fortement markoviens dont les générateurs sont des opérateurs différentiels du
second ordre). C’est dans ce but qu’il a introduit le calcul stochastique.

On considére une équation différentielle de la forme y, = b(t,y;), qu’on écrit sous forme
différentielle dy, = b(t, y;) dt ou intégrale v, = yo + fot b(s,ys)ds. On la perturbe en ajoutant
un bruit de la forme 0B, ou B est un mouvement brownien, et o > 0 est une constante (qui
représente l'intensité du bruit). On obtient 'EDS dy; = b(¢,y;) dt+o0 dB,. Plus généralement,

on peut autoriser o & dépendre du temps et de 'espace, et 'EDS devient
t t
dyt = b(ta yt) dt + U(ta yt) dBt soit encore Yo = Yo + / b(S, yS) du + / 0<87 ys) st
0 0

7.1. Solutions faibles et fortes

DEFINITION 7.1.1. Soient d >1etm>1des 67Lt7;67’8, g = (O'ij)lgigd, 1<j<m RJr x R? —
R™ et b= (b;)1<i<q : Ry X RS — RY mesurables et localement bornées. On considére I’EDS
suivante, qu’on appelle E(o,b) :

dXt = O'(t,Xt) dBf +b(t,Xt) dt, t Z 0
On dit que E(0,b) admet une solution X (ou plus précisément (Q, F,(Ft)>0,P, B, X)) s’il
existe :
e un espace probabilisé filtré (2, F, (%), P) vérifiant les conditions habituelles ;
e un (%;)-mouvement brownien B = (B',---  B™);

o un processus X = (X', .-+ X% qui est (F;)-adapté et continu, tel que

t t
thxo+/ a(s,Xs)st+/ b(s, X,) ds,
0 0

c¢’est-a-dire pour tout 1 <1 <d,

Xi=Xp+ Y [ x)ani+ [ his X0 ds
j=1

81
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Si de plus Xo = x p.s. on dit que X (ou (Q, F,(F)>0,P, B, X)) est solution de E,(o,b).

DEFINITION 7.1.2. (i) On dit qu’il y o existence faible pour E,(0,b) s’il existe une
solution de E,(o,b) (sur un certain espace de probabilités, avec un certain mouvement brow-
nien).

(i) On dit qu’il y o unicité faible (ou unicité en loi) pour E,(o,b) si pour toute paire
de solutions (Q, F,(F1)e>0, P, B, X) et (€, Z, (3%)%0,1@, B, X) de E,(0,b), les processus X
et X ont la méme loi.

(111) On dit qu’il y a unicité trajectorielle pour E.(0,b) si, l'espace (Q,.F, (F1)i>0,P)
et le brownien B étant fixés, deux solutions sont indistinguables.

(iv) Enfin, une solution (2, F,(Z)i>0, P, B, X) a E,(0,b) est dite forte si X est adapté

a la filtration canonique (augmentée usuellement) de B.

EXEMPLE 7.1.3. On s’intéresse & 'EDS dX,; = sgn(X;) dB; partant de 0, avec la conven-
tion sgn(u) = 1 si u > 0 et sgn(u) = —1 (si on choisissait sgn(0) = 0, X = 0 serait solution).

(a) Il y a unicité en loi : d’apreés le théoréme de Lévy, toute solution est un mouvement
brownien.

(b) Il n’y a pas unicité trajectorielle, puisque si X; = fot sgn(X;) dBs, alors —X; =
fot sgn(—X,)dB; (car fot 1{x,—0y dBs = 0, car c’est une martingale de crochet fot 1{x,=0} ds,
qui vaut 0 puisque X est un brownien).

(¢) Il y a existence (faible) : soit X un mouvement brownien, sur un espace (2, .7, P),
et soit By = fot sgn(X,)dX,, qui est un (F~* = o(X,,s € [0,1]));>0-mouvement brownien
d’aprés le théoréme de Lévy. Par associativité, on a fot sgn(X,)dB, = f(f dX, = X;, et X
est solution, sur (Q, Z, (Z)i>0,P), avec le mouvement brownien B.

(d) La solution construite au (c) n’est pas forte, car on a FP C 1 qui est bien
sir strictement incluse dans .#X (par exemple, {X; > 0} € ZF*\ ?{Xl). En effet, soit
¢ () = (e + 2%)1/2. Par la formule d’Tto,

1 t t
0 (Xy) =€+ Bf + 5/ ©!(X)ds, on Bf= / ol (Xs) dX.
0 0

. b -
mime @, nt pair -mesurable. n montr men min
Comme ¢, et ¢! sont paires, Bj est ?J _mesurable. Et on montre aisément, comme !
est uniformémement bornée et converge vers sgn (sauf en 0), que Bf converge dans L? vers
t . . . X
= n ui nc lui aussi -mesurable.
B, o sen(Xy) d X, est donc lui auss L%' _mesurable O

EXEMPLE 7.1.4 (Méthode de Girsanov). (a) Nous avons vu a la Proposition que
pour tout b : Ry X R +— R mesurable borné, avec 0 = 1 (et m = d = 1), il y a existence
faible pour Ey(0,b).
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(b) Fixons ensuite # € R, et introduisons la fonction b(t,y) = b(t,z + y). Par (a), il
existe une solution Y a Ey(o,b), et X, = 2 + Y, vérifie X, = 2 + B, + fg b(s,Y,)ds =
x+ B, + f(f b(s, X;)ds. Il y a donc existence faible pour E,(o,b).

EXEMPLE 7.1.5 (Carré de Bessel). Soit B = (B?',---, B%) un mouvement brownien &

valeurs dans R? (d > 2), issu de z € R? avec ||z||? = a. Par Ito,

d t t
HBtH22a+2Z/ B;dB;'+dt:a+2/ || Bs|| dBs + dt,
i=1 70 0

ol

Z/ 3.7 45

Mais /3 est une martingale locale continue avec (/3); = t, donc /3 est un mouvement brownien
réel. Nous avons donc construit une solution (faible) de X; = a + 2 f(f vX,dB, + dt. ]

EXEMPLE 7.1.6 (Méthode du changement de temps). Considérons 'EDS de dimension 1
dXt = O'(Xt) d_Bt7

ot o : R = RY est mesurable et telle que 0 < 0y < o(x) < 0 < 0o pour tout = € R.

On se donne un espace filtré (Q,.7, (%), P) (vériﬁant les conditions habituelles) et un
(Z#;)-mouvement brownien B. On pose A; = fo 0~%(B,) ds, qui est p.s. continu, strictement
croissant, Ag = 0, et A, = o0.

On note 7; son inverse (74, = t, A;, = t), qui vérifie 7, = inf{s > 0: A; > t}. C’est donc
un temps d’arrét pour chaque ¢ > 0, et on introduit la filtration ¥, = .%,,.

On pose X; = B,,. Alors X; est une ¢,-martingale de crochet 7; : on montre que X; et
X? — 7 sont des ¢-martingales en utilisant le théoréme d’arrét (pour les .#;-martingales By
et B? —t, avec le temps d’arrét 7). Noter que 7 est borné par o3t car pour tout s > 0,
A, > s/od.

On introduit ensuite Wt fo “H(X,)dX,. Cest une ¥-martingale locale de crochet
W), = fot oc3(X,)d = fo B..) dTS t, car dry = 0*(B,,)ds (voir le lemme
de Pappendice, en gros, comme Aﬁ t,ona /A =1, et dr, = 7/ds = [1/A. |ds =
0?(B,,) ds).

Donc W est un %4,-mouvement brownien.

Ona [j o(X,)dW, = [ o(X,)o 1 (X,) dX, = [ dX, = X,.

On a donc construit une solutlon a Eo(a, 0) (dans la filtration (¥;):>o avec le brownien ).

On peut en déduire, comme dans la méthode de Girsanov, l'existence faible pour E,(o,0).
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EXERCICE 7.1.7. En appliquant la méthode du changement de temps puis la méthode de
Girsanov, montrer que si d = 1, il y a existence faible pour E.(0,b), avec o,b mesurables,

ne dépendant pas du temps, avec b borné, et o a valeurs dans 0o, 01] avec o1 > o > 0.
Mentionnons le résultat suivant.

THEOREME 7.1.8 (Yamada-Watanabe). Supposons que

e pour tout & € R?, il y a existence faible pour E,(o,b),

e pour toute paire de solution (Q, F,(Fi)i>0, B, X) et (0, F,(F1)>0, B, X') avec Xy =
X§, on a X = X' (& indistinguabilité pres).

Alors pour tout x € R?, il y a unicité en loi pour E.(o,b) (pour tout v € R), et il y a
existence, pour tout espace (0, F , (%), P), tout (F,)-mouvement brownien B, d’une solution

forte de E,(o,b).

Idée de preuve d’unicité en loi. Soient deux solutions (Q°, 7, (F})i>0, P, B', X?),i = 1,2,
de 'EDS E,(o,b). Notons Q' la loi du couple (B*, X*) (¢’est une probabilité sur C?, on C' =
C(R;,R%)) et désintégrons Q' dw, dz) = W(dw)R(w, dz). Pour chaque w € C, R(w, dx)
est une probabilité sur C. On dit que c’est la loi conditionnelle de X? sachant B = w. Soit
maintenant B un mouvement brownien sur un espace de probabilité (2, .7, (.%;)i>0, P). Pour
i = 1,2, tirons Y* de loi RY(B, dx). Alors le couple (B,Y") a la méme loi que (B, X*) (pour
i = 1,2). Donc X! et X? sont solutions de E,(0,b) sur (Q,.Z,(Z)i>0,P), avec le méme
mouvement brownien B. Par unicité trajectorielle, Y! = Y2 en particulier Y! et Y2 ont la

méme loi. Comme X* a la méme loi que Y?, on en déduit que X' et X? ont la méme loi.

7.2. Coefficients lipschitziens

On utilisera le fameux Lemme de Gronwall.

LEMME 7.2.1. Soit h: [0,T] — R, mesurable bornée. On suppose qu’il existe a,b € R,
tels que pour tout t € [0,T], h(t) < a+ bf(f h(s)ds. Alors pour tout t € [0,T], h(t) < ae®.

Preuve. On introduit g(t) = a + bf(;f h(s)ds, qui est continue, et on a h(t) < g(t), et donc
g(t) <a-+ bfgg(s) ds.

On introduit ensuite f(t) = a + bfotg(s) ds, qui est C, et on a g(t) < f(t), et f'(t) =
bg(t) < bf(t), d’ou, comme f(0) =a, f(t) < ae”.

Ainsi, h(t) < g(t) < f(t) < ae”. O
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HYPOTHESE 7.2.2. Les fonctions o : Ry x R? = R et b : Ry x RY s RY sont continues

et il existe une constante L telle que pour tout t > 0, z,y € R?,
|o(t,2) — ot y)| + [b(t, 2) — b(t, y)| < L]z —yl.
Cette hypothése implique que pour tout 7' > 0, pour tout z € R?, tout t € [0, 7],
o (t, 2) + [b(t, )| < tsg%(\a(t 0)] +16(¢,0)]) + L|z| = Cr + Llx|.

THEOREME 7.2.3. Soit o € R%. Sous [’hypothése il y a unicités faible et trajecto-
rielle pour E,,(0,b). De plus, pour tout espace filtré (Q, F, (%), P) et tout (F;)-mouwvement

brownien B, il existe pour chaque x € R une (unique) solution forte de E,,(o,b).

Pour simplifier I’écriture, on ne traite que le cas ot d = m = 1. La preuve du cas général
est exactement la méme. Par contre, on démontrera a la main 'unicité faible, sans utiliser

Yamada-Watanabe.

Preuve. Unicité trajectorielle. Considérons deux solutions X et X, définies sur le méme
espace de probabilité, conduites par le méme mouvement brownien B. Pour £ > 0, on
introduit 7, = inf{t > 0 : |X;| > k ou |X;| > k}. Comme X et X sont p.s. continus, 7
croit p.s. vers l'infini avec k. On a alors Xin,, = xo+ ft/m‘ o(s, Xs)dBs+ fgm’“ b(s, Xs)ds et
Xt/\Tk =z + ftmk s, X,)dB; + ftAT'“ b(s, X,)ds, d’ou, comme (z + y)* < 222 + 242,

]E[(Xt/wk - Xt/\‘rk) ]

SQ]E[(/OMTk(U(S,XS) —o(s, X,)) st>2} + 2E[</OMTk(b(S,XS) — (s, X)) ds)Q}
SQE[/OtATk(a(s,XS) . o<s,f(s>)2ds} +2E[(t/\7k)/0tATk(b(s X)) —b(s, X ))2ds}
<2L%(1 + t)]E[/M X, — X, ds]

t
§2L2(1 + t) / E”XS/\Tk - Xs/\m’Q] ds
0

Donc pour tout 7' > 0, la fonction hy(t) = E[(Xinr, — f(t/wk)Q] est bornée sur [0, T, positive,
et vérifie hy(t) < 2L*(1+1T) fo hi(s)ds pour tout ¢ € [0,7]. Le Lemme de Gronwall nous
assure que hy = 0 sur [0, T, et donc sur [0, co[ puisque T est arbitraire. Ainsi, X;,,, = )N(t/\-rk
p.s. pour tout ¢ et donc, en faisant tendre k — 0o, X; = X, p.s. La continuité des trajectoires
permet de conclure que X et X sont indistinguables.

Existence. On fixe T' > 0, un espace de probabilité filtré, un mouvement brownien B,

et x € R. On utilise la méthode d’approximation de Picard afin de construire un solution a
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E.(o,b) sur [0,T], ce qui suffira puisque T est arbitraire. On introduit le processus constant

X? = z puis, par récurrence, pour n > 0,
t t
XM = g —|—/ o(s, X.')dB; +/ b(s, X' ds.
0 0

Les intégrales sont bien définies puisque, par récurrence, X™ est continu et adapté a la
filtration (augmentée) de B, ainsi que s — o(s, XT) et s — b(s, X7).
(a) On introduit g, (t) = E[supy | X2 — X77'*] et on montre qu’il existe une constante

C telle que g,11(t) < Cfo gn(s)ds, pour tout n > 1 et tout ¢ € [0,7]. On a
t

t
XpH Xy = / (o5, X7) — (s, X2 dB, + / (b(s, X7 — bs, X)) d.

A Paide de Burkholder-Davies-Gundy et de 'Hypothése [7.2.2]
t 2 t 2
s (1) ggE[(/ o5, X2) = o(s, X2 dB,) | +2E[(/ b(s, X2) — b(s, X2 71| ds) |
0 0
t t
<8 [ El(o(s, X7) — oo, X271 ds 4 27 | E[(b(s,X7) — bls X271 ds
0 0

<2 [ B0 - X as

(b) Comme X! — X? = [ o(s,x)dB, + [} b(s,x)ds, on a clairement g;(t) < C', ot
—8f0 2(s,x)ds + ( fo |b(s, z)| ds)?.
(¢) On déduit de (a) et (b) que pour tout n > 1, tout ¢t € [0, T}, g,(t) < C'(Ct)" 1 /(n—1).
Donc, par Minkowski,
211/2 271/2
E[(Zsup X+ - Xm) } < ZE[(sup X+ X"|) ] =Y (G (T)? < .
n>0 [0,T]

0,7 70

Done Y7 - supj X7 — XP'| < oo p.s. et la suite de fonctions X™ admet une limite
(uniforme) p.s. X, continue, adaptée (a la filtration canonique augmentée de B)
271/2
]E[(supX X”) ] <E[( sup | XFH! — Xk> } < Jr1( 2 =0,
up X, - 7| > sl >

d’olt on déduit aisément que

¢ ¢ ¢ t
/ o(s,Xs)dB, = lim/ o(s,X?)dBs et / b(s, X)ds = lim/ b(s, X7)ds
0 " Jo 0 " Jo

dans L?, en utilisant une fois de plus 'Hypothése [7.2.2] En passant a la limite dans 1'égalité
Xt = o4 fo s, X")dB;, + fo s, X")ds, on conclut que X; = = + fot o(s, X,)dB, +
fo s, X,) ds. Et cette solution est forte.

Unicité faible. (a) La loi de la solution construite ci-dessus dépend, par construction, de

Tg, 0, et b, mais pas de ’espace de probabilité ni du mouvement brownien considéré.
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(b) Considérons ensuite une solution faible X a E, (o,b), associée & un mouvement brow-
nien B, sur un certain espace de probabilité. Sur cet espace, et avec ce mouvement brownien,
construisons la solution X comme dans la preuve d’existence. Par unicité trajectorielle, X

et X sont indistinguables, et ont donc la méme loi. ([l

EXEMPLE 7.2.4. Soit B un mouvement brownien standard, et soit X; = sh(B; + t), ol
sh(z) = (e —e™*)/2. D’aprés la formule d’Ito,

1

1
= 1+ X?dB; + (\/1 + X7+ §Xt) dt.
Il y a unicité trajectorielle pour cette EDS, puisque les coefficients

o(t,2) = VIita? et b(t,z)=vIt a2+ g
satisfont 'Hypothése [7.2.2]

EXEMPLE 7.2.5. Considérons 'EDS sur R :
dXt = OéXt dBt + BXt dt,

avec Xy = x. Le Théoréme nous garantit 'unicité trajectorielle de 'EDS. On vérifie
facilement, par Itd, que 'unique solution est donnée par X; = xexp(aB;, + (8 — 0‘72)75), qui
n’est autre que x&(aB; + ft);.

7.3. Propriété de Markov

THEOREME 7.3.1. Supposons o(t,x) = o(x) et b(t,z) = b(z) localement bornés, et que

(a) pour tout x € RY, on a existence et unicité faible pour E,(o,b). On note Q, la loi de
la solution (c’est une probabilité sur C(R,,R?)).

(b) Pour toute solution X a E(0,b), la loi conditionnelle de (Xt)i>0 sachant Fy est Qx,.

Considérons une solution (0, .Z,(Fi)i>0,P, B, X) a E(0,b) et 7 un (F)i>o-temps d’ar-
rét. Alors sur {T < oo}, la loi conditionnelle de (X,1¢)i>0 sachant F, est Qx, . Autrement
dit, pour tout ® : C(]0,00), R?) +— R mesurable bornée,

1 <o E@((Xr1)i20)| ] = Loy / & (w)Qux, (dw).
C([O,oo),]Rd)

En fait, la condition (a) suffit (elle implique la condition (b)), voir Karatzas-Shreve
Section 5-4-C, mais c’est difficile et repose en particulier sur ’existence de lois conditionnelles.
Dans le cas ou b et o sont lipschitziens, les hypothéses (a) et (b) sont satisfaites, cf le lemme

(difficile mais bien plus direct que la référence ci-dessus) dans 1’appendice.
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Preuve. Supposons d’abord que 7 < oo p.s. On écrit

T+t T+ T+t T+t
Xy =+ / o(X,)dB, + / b(X,)ds = X, + / o(X,)dB, + / b(X,) ds.
0 0 T T

En posant B] = B,.; — B,, on a (cf le lemme dans I'appendice)

t t
Xew=Xot [ oo+ [ 00x) ds
0 0

et (Q, F,(Frit)i>0, P, B7, (Xr11)t>0) est solution de E(o, B). D’aprés I'hypothése (b), la loi
conditonnelle de (X, 1¢);>0 sachant .Z, est donc Qx, .

Dans le cas général, on applique le résultat a 7 A n. On trouve que pour tout A € %, rn,
tout ® : €' — R, mesurable bornée,

E[140((X,p1)iz0)] = E[1 / D), ()]
C(]0,00),R4)
Mais pour B € Z#,, on a BN{r <n} € # N F, = Fn, donc
E[lBﬂ{TSn}(I)((XT/\nth)tzo)] =EK |:1Bﬂ{7'§n} / (I)(w)QXT/\n ( dw)] )
([0,00),R9)

ie. E[le{rgn}‘I)((Xf+t)tzo)]ZE[le{TSn} /C([O )Rd)q)(w)@xf(dw)}

Il n’y a plus qu’a faire tendre n — oc. 0

7.4. Le probléme de martingales

Dans cette section on suppose que o et b sont des fonctions boréliennes et localement
bornées indépendantes de ¢ (i.e. o(t,x) = o(z) et b(t,x) = b(x)). On note C*(R?) I'espace

des fonctions de R? dans R, de classe C* et & support compact.

THEOREME 7.4.1. Soit, pour f € C}(R?) et x € R,

d 2
(1) %ZZ o) @)+ S blo) 3 o),

1=

o o désigne la transposée de la matrice 0. Si X est une solution de E(o,b), alors pour

toute f € CAHRY),

F(X) — F(X0) — / 2Rx

est une martingale.
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Preuve. Par la formule d’Ito,

8f 1A
f(Xo) o) dX! d(X*, X7
J(Xi °+Z/ +2;; &claxj ) (X5 X9,
'L of L
M, + Zl%m +522/ o Z% Dos(X.) ds
i+ [z
o My = f(Xo) + ZZ D f X,)o.(X,) dBY est une martingale (car c’est une mar-
tingale locale et (M), < ||0Vf||go ) O

DEFINITION 7.4.2 (Probléme de martingales). On considére le processus canonique X
défini par X,(w) = w; sur Uespace canonique (C(Ry,RY), € (R, RY)). Une probabilité P,
sur C(Ry,RY) est une solution du probléme de martingales (0,b), issu de x € R?, si

(i) Po(Xo=12)=1;

(ii) pour toute f € C*(R?),

MY = F(X) — F(Xo) - /0 LF(X.) ds

est une P,-martingale par mpport ala ﬁltmtion canom’que de X, ou

1
:§ZZ 8:50;53 +Zb 83:1

=1 j5=1 =1

Il y a équivalence entre existence faible/unicité faible de E,(o,b) et existence/unicité

pour le probléme de martingales (o, b).

THEOREME 7.4.3. On suppose toujours o et b mesurables, localement bornés, et ne dé-
pendant pas du temps.

(i) Si'Y est solution (faible) de E,(o,b), alors sa loi P, est solution du probleme de
martingales (o,b) issu de .

(11) Si P, est solution du probléeme de martingales (0,b) issu de x, le processus canonique

X, sur lespace canonique filtré (éventuellement grossi) muni de la probabilité P, est solution

de E,(o,b).

On va tricher pour le point (ii) en supposant que m = d et que o est “bien inversible” ou
que m = d = 1. On note C' = C(R,,R?).
Preuve. (i) Soit Y solution de E, (o, b), sur un certain espace filtré, et soit P, sa loi. Avec A =
{Xo=a}={weC:wy=z},omnaP,(Xg=2)=P,(A) =PY € A) =P(Yy =z) =1. De
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plus, pour tout f € C2(RY), M/ = f(V;)— f(z) —fot Z f(Ys)ds est une (.%);>o-martingale.
Donc, avec @ : C' — R de la forme

avec 0 <t; < ---<t, <u<tet Ay,..., A, € B(R?), le processus canonique ayant sous

P, la méme loi que Y,

Ep, [®(X)] = E[®(Y)] = E[(M/" — M) 1y ear, v ea] = 0.

77777
.....

On en déduit, par classes monotones, que Ep, [(M] — M/)1r] = 0 pour tout I' € .ZX, et
donc que M7 est une (ZX);>o-martingale.

(ii) On se place ici sur 'espace canonique filtré, muni de la probabilité P, et on note X
le processus canonique.

(a) On pose, pour n > 1, T,, = inf{t > 0 : |X;| > n}. En appliquant le probléme
de martingales & une fonction f € C%(RY) telle que f(x) = 2! pour tout z € B(0,n) (la
boule centrée en 0 de rayon n), on voit que £ f(x) = b;(x) sur B(0,n), et donc le processus

Xing, —at — OtAT” b;(X,) ds est une martingale. Donc
t
M = X! -1 —/ bi(X,)ds
0

est une martingale locale. On écrit X} = 2 + fg b;(X) ds + M] puis, par la formule d’inté-

gration par parties,
t t
XiX] =a'a7 + / [X1b;(Xs) + X7b;(X,)] ds + / [(XIdM? + X7 dM!) + (M, M7),.
0 0

(b) Par le probléme de martingales avec une fonction f € C?(R?) telle que f(z) = xiz
pour tout x € B(0,n), on a Zf(x) = b;(v)z; + b;(z)x; + (60%);;(x) sur B(0,n), et donc

tATy,
Xz‘?/\TnXt]/\Tn - xixj - / [bZ(XS)Xg + bJ(XS)X; + (O-O-*)ij(Xs)] ds
0

est une martingale. Donc M}’ = X/ X! — zixi — fot[(aa*)ij (X5) +b;(X5) X7 +b;(Xs) X! ds est

une martingale locale. En se rappelant (a) (et en écrivant X? X7 de deux maniéres différentes),
t t
/ X AM? + X3 M)+ (MF, M), = / (007)55(X.) ds + M.
0 0

Donc (M, M7), — fot(aa*)ij(Xs) ds est une martingale locale a variation finie, et est donc
indistinguable de 0. Ainsi, (M, M7), = [\/(00%);;(X,) ds.
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(c) Ici, on suppose que m = d, que o(z) est inversible pour tout x € R? et que x

O(z) = [o(x)] " est localement bornée. Pour le cas général, voir Karatzas-Shreve, Thm 3.4.2

page 170.
On pose B, = fo o dM,, ie., pouri = 1,...,d, Bl = >0 1f0 (X)) dME. Alors
pour chaque 7 =1,..., d, B? est une martingale locale et, pour i,7 =1,...,d, on a
d t
(B!, B, Z /0 e X,) d(M*, MY, = /0 Oik(X)0,0(X,) (00 ) re( X,) ds.
kt=1 kt=1

Mais pour z € R, Zil:l Oi()0(x) (00" )k (z) = [O(x)(00™)(x)O*(x)];; = 0;; par défini-
tion de ©. Ainsi, (B, B7); = d;;t, et on conclut que B est un mouvement brownien (dans la

filtration canonique).
Enfin, on a dB; = ©(X;) dM;, soit encore dM; = o(X;)dB;, ou

d t
Vie{l,...,d}, M;’:Z/ oin(X,) dB".
k=10

En effet,
d ¢ d t d t
Z / oin(X,)dBE = ) / in(Xo)Ope(X,) dM =D / (00)u(X,)dM! = M,
=170 k=170 =170

car 0© = I. En se rappelant (a), on conclut que

Vie{l,..., d}, Xl—x—i—/ ds—i—Z/azk )dBk.

(¢’) Si m = d = 1 mais qu’on ne suppose pas o(z) inversible pour tout z € R, on
procéde ainsi. On considére (en grossissant I’espace de probabilité) un mouvement brownien
B’ indépendant de M. On pose

t

t
Bt:/ 1{0(Xs);£0}0'_1(Xs>dMs+/ 1{0'(XS)=0}dB;7
0 0

bien défini puisque (seul le premier terme pose probléme) [i [0~ (X,)1(y(x,)20y]> d(M) =
fot 1is(x,)20y ds < 0o. Et B est un mouvement brownien (dans la filtration grossie) car ¢’est

une martingale locale et (B); = fot 1(o(x, 750}0*2()(5) d(M), + fot 1{o(x,)=0} ds = t.

On observe ensuite que [, o(X,)dB, = [} of 1{0(X3)7£0}U Y(X5) dM+0 = M,, puisque
M, = fg 1(x,)20y dMs. En effet, la martingale locale N; = fo 15(x,)=0y dM,, ayant pour
crochet (N); = fot 1io(x,)=0y (M) = f(f 1(,(x,)=0y02(X;) ds = 0, est indistinguable de 0.

En se rappelant (a), Xt—x+f0 dS+Mt_x—|—fO d3+f0 ,) dB. 0
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L’ouvrage de Stroock et Varadhan est consacré aux problémes de martingales pour les
diffusions dans R?. Une application relativement simple est la suivante : on peut montrer,
par compacité, 'existence faible pour E(c,b) quand o et b sont continus et bornés, voir le

théoréme [8.7] dans appendice.

7.5. Liens avec des EDP linéaires

Nous supposons dans cette section que o et b sont continus, indépendants du temps
et bornés (par exemple). Soit .Z l'opérateur différentiel défini par (7.1). On note CF(RY)
’ensemble des fonctions de R? dans R, de classe C*, bornées avec leurs dérivées jusqu’a
Pordre k.

7.5.1. Equation de Fokker-Planck (ou Kolmogorov progressive).

REMARQUE 7.5.1. Si X est solution de E(o,b) (avec condition initiale éventuellement
aléatoire) et si on note, pour chaque t > 0, f; € P(R?) la loi de X;, alors pour tout
p € C3(RY), tout t >0, on a

| e@itan = [ otafan)+ [ [ zetwstands

On dit que (fi)e>0 est solution faible de 'équation
Ofe =L [

ot, pour f € C?(R%),
d

1 5> d
) Z Z 0x;x; (oo™ f g

=1 j=1

Noter que pour tout f € C?(R%) et ¢ € C*(RY), on a, par intégrations par parties,

[ 102e@ = [ oo 2 5@

Donc si une solution faible (f;);>o est “suffisemment réguliére”, on a

d

[ J0sie) - 2 fiwletordo = 3

ft( () dz + Rdft(x)fgo(x)dx:()

pour tout ¢ € C%(R?), et donc 0, fi(z) — ZL* f(z) = 0 pour tout x € R%
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7.5.2. La formule de Feynman-Kac. Soit ensuite V : R? —+ R continue et bornée
inférieurement (inf,cpe V(z) > —o00) et f € Cy(RY). On s'intéresse a 'EDP d’inconnue
u:Ry xR — R

Owu(t, ) = Lu(t,x) — V(z)u(t, x), t>0,ze€R?
(7.2)
u(0,z) = f(x), reR?

PROPOSITION 7.5.2. Si u € CZ([0, 0o[xR?) satisfait (7.2)), alors pour x € RY, si (X;)i>0

est une solution de E,(0,b),

(7.3) u(t,z) = E {f(xg exp (— /Ot V(X.) ds)} i

Preuve. Si ¢ € C?([0, 00[xR?), par It6 (appliqué aux trois semi-martingales fot V(X,)ds, t

et X;), on voit que

t
e b VO (t X,) =p(0, 2)+ / e IV g0(s, X,) + Lipls, X,) = V(X)els, X,) | ds
0

d m t
£ 00 [BVI, s, X oy (X,) 4B,

i=1 j=1
En fixant ¢y > 0 et en appliquant la formule précédente avec p(t,x) = u(to — t,x) (en

supposant t € [0,t]), on trouve
e Jo VXD sty — t, X)) = u(to, z)
t S
+ / e Jo V(Xr)dr [ — Owu(ty — s, Xs) + Lu(to — s, Xs) — V(Xs)u(to — s, Xs) | ds + M,
0

ou M est une martingale (car son crochet est borné, puisque o et V,u le sont et que V est

minorée). Donc en prenant 1’espérance, on trouve, pour tout ¢ € [0, to],
E [e_ Js VXD sy (g — ¢, Xt)] = u(ty, ).

On conclut en choisissant t = t. O]

REMARQUE 7.5.3. Par la proposition Iezistence pour E,(o,b) (pour tout x) im-
plique 'unicité de la solution u € CZ([0, oo[xR%) de (7.2).

REMARQUE 7.5.4. Si on ne sait pas qu’il existe une solution u € CZ([0, co[xR%), ou si
on affaiblit les hypothéses sur f et V, on peut définir u par la formule (7.3 (qui a du sens
dés que f est mesurable bornée et que V' est mesurable et minorée). Normalement, on peut

toujours se débrouiller pour trouver un sens faible dans lequel u est solution de (7.2]).
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7.5.3. Equations elliptiques. Nous nous intéressons & 'EDP d’inconnue v : R — R
(7.4) Au(x) — Lu(x) = f(x), r € R
oit f € Cyp(R) et A > 0.

THEOREME 7.5.5. Siu € C?(RY) est bornée et satisfait (7.4)), si v € RY et si (X;)i>0 est

une solution de E,(o,b), alors
(7.5) u(z) = / e ME[f(X,)] dt.
0
Preuve. Par la formule d’It6 (appliqué aux deux semi—martingales tet Xy),

e Mu(X,) = u(z) + / t e[ du(X,) + Lu(X ds+zz / e 0 u(X,)oi;(X,) dBI.

=1 j=1

Comme —Au(X;) + ZLu(X;) = —f(Xs), en prenant 'espérance,

t
e ME[u(X,)] = ulx) - / e ME[f(X,)] ds.
0
Il n’y a plus qu’a faire tendre t — oo, en utilisant que u et f sont bornées. O]

Considérons un ouvert régulier borné & C R? et 'EDP d’inconnue u: & — R

—Zu(z) = f(x), rel
(7.6)
u(z) = g(x), x €00

ou f € Cy(0) et g€ CEHOO).

PROPOSITION 7.5.6. Soit u € C*(0) satisfaisant (7.6), soit ©+ € O et soit (X;)i>0 une
solution de E,(0,b). Supposons que 7 = inf{u > 0: X,, & O} soit fini et intégrable. Alors

(7.7) u(z) = ) +E [/ f(X ds] :
Preuve. On considére U € CZ(R?) telle que U(y) = u(y) pour tout y € . Par Ito,
U(X) = Ulx) + / LU(X.)ds + M,
0

ou M est une martingale de crochet borné (car VU et o sont bornés). Donc, comme U(y) =

u(y) pour y € O et comme Lu(y) = —f(y) pour y € O,

(Xons) = u(z) — /0 F(X.)ds + My

En prenant ’espérance, on trouve

u(x) = E[U(Xt/\T) . /OtAT ) ds]
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et en faisant tendre ¢ — +o00 (par convergence dominée, en utilisant que u et f sont bornées

et que T est intégrable)

o) =B +E | [T r0n)as

comme annonceé. O

7.5.4. Probléme de Dirichlet. Considérons un ouvert régulier borné & C R? et ’'EDP
d’inconnue u : Ry x 6 — R

Owu(t,x) = ZLult,x), t>0,xr€0
(7.8) u(t,z) = g(x), t>0,z€d0
u(0,z) = f(z), r€0

ot f € Cy(0) et g € CEO0) sont telles que f = g sur 0.

PROPOSITION 7.5.7. Siu € CZ(]0,00[x O) satisfait (7.8)), six € O et si (X;)>0 est une
solution de E,(0,b), alors pour tout t > 0,
(79) u(t, [L’) = ]Ex[l{t<7}f(Xt)] + Ex[l{tZT}g(XT)], ou T = inf{u >0:X, §é ﬁ}

Preuve. On considére une fonction U € CZ([0, co[xR?) telle que U(t,y) = u(t,y) pour tout
y € 0. On fixe ty > 0 et on applique It6, pour trouver

Ut —t, X,) = Ulty, ) + /t [ AUty — 5, X,) + LU(ty — s,XS)} ds + M,
ou M est une martingale de crocheot borné (car U est CF et car o est borné¢). Donc
U(to =t A7, Xinr) = Ulto, ) + /MT [ — 0 U(to — s, Xs) + ZLU(to — s, XS)} ds + Miar,
0
soit encore, comme U(t,y) = u(t,y) pour y € € et comme u est solution de (7.§),
u(to —t AT, Xinr) = ulto, ) + Minr.
En prenant ’espérance, on trouve
Elu(to —t AT, Xinr)] = ulto, x)
puis, avec t = t,
u(ty, z) = Elu(to — to A T, Xigar)] = E[1go<r1u(0, X)) + E[1g>nyu(to — 7, X7)],
soit enfin u(ty, x) = E[1yo<r f(Xe)] + E[1y>r319(X5)]. O






Chapitre 8
Appendice

Précisons comment construire la fonction utilisée dans la preuve de la remarque [6.1.2]

LEMME 8.1. Soit D un ouvert de R? et, pour e € (0,1), D, = {x € R? : d(z, D¢) > ¢}.
Soit F € C*(D). Il existe F. € C*(R?) telle que F.(z) = F(x) pour tout x € D..

Preuve. 1l suffit de poser F, = F®,, ou &, € C*(R?) vérifie d.(z) = 1 sur D, et D (x) =0
sur Dg/g. Mais il faut construire P..
Soit p : R* — Ry, de classe C?, telle que [, p(z)dz =1 et Supp p C B(0,1). On pose
pe(:v) =
Considérons @, = p,/3 x 1p,, 5, ie.

p(e1x), qui vérifie fRd pe(z)dx =1 et Supp p. C B(0,¢).

d (1) = /Rd Pes3(T — y)1iyen,, 53 Y,

qui est de classe C2 sur R? par les théorémes classiques de dérivation sous le signe intégral,
puisque p est C? et & support compact.

De plus, si © € D, on a p3(r — y)l{yeD%/?)} = pes3(® —y) pour tout y € RY, car si
pes3(x —y) # 0, alors |z — y| < €/3, donc d(y, D°) > d(x, D) — d(x,y) > € — €/3 = 2¢/3, et
donc y € Dyej3. Ainsi, O (x) = [pa pess(@ —y)dy = 1.

Enfin, si z ¢ D, /3, alors pﬁ/g(x—y)l{yepk/g} = 0 pour tout y, et donc ®.(x) = 0. En effet,
sipess(x—y) # 0, alors |z —y| < €/3, et donc d(y, D) < d(x, D°)+d(x,y) < €/3+€/3 = 2¢/3,
et donc y & Dy /3. O

Expliquons ensuite les propriétés usuelles des changements de temps inverses, utilisés en
particulier dans la preuve du théoréme de Dubins-Schwarz.

LEMME 8.2. Soit a; une fonction continue croissante de Ry dans R, telle que ag = 0 et
(oo = 00. Pour r >0, on pose 7, = inf{t > 0: a; > r}. Alors 7 est croissant et continu

droite. De plus, pour tout r >0, 7,_ =inf{t >0:a; > r} eta,_=a, =r.

T

Preuve. 1l est clair que 7. < 7y sir <s,car {t >0:a; >s} C{t>0:a; >r}.
Pour r > 0, montrons que 7., = 7,.. Sinon, soit ¢ tel que 7, <t < 7.,.. Comme ¢ > 7,, on
a a; > r. Bt pour tout s > r, on a t < 7,, donc a; < s, d’ott a; < r. Contradiction.

97
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Pour r > 0, montrons que 7. = inf{t > 0: a; > r}. D&a, 7, < inf{t > 0:a; > r},
car pour tout s < r, 7y = inf{t > 0 : a; > s} < inf{t > 0 : a; > r}. De plus, 7, >
inf{t > 0 : a; > r}, car sinon, il existe s tel que 7, < s < inf{t > 0 : a; > r}. Comme
s <inf{t > 0:a; > r}, onaas; <r. Et comme 7._ < s, il existe € > 0 tel que pour tout
u<r, 7, <Ss—¢ie. as_. > u, et donc ay > a,_ > u. Donc az > r.

Comme a est continue et comme 7, < inf{t > 0 : a; > r}, on a clairement a,_ =1 :
pour tout t > 7,_, on a a; > r, donc a,,_ > r par continuité; pour tout ¢t < 7,_, on a a; <,
donc a,,_ < r par continuité.

On en déduit par croissance que a,, > a,_ =r, et que pour tout s > r, a,. < a,_ =S,
donc a,, <. O

Dans le critére de Novikov (théoréme |6.7.4), on peut en fait supposer que 6 = 1/2.

THEOREME 8.3. (Novikov) Soit L une martingale locale issue de 0. Alors on a les im-
plications (i) = (i1) = (iii), ou
(i) Elexp(3(L).0)] < o0
(i1) L est une martingale U.I (donc Lo, (L)oo puis & (L)oo existent) et Elexp(5Loo)] < 00 ;
(111) E[& (L)) = 1.

Preuve. Notons déja que E[& (L),

] < 1 pour tout temps d’arrét 7 : comme & (L) est une
surmartingale, on a E[&(L).r¢] < E[&(L)o] = 1, et on conclut avec Fatou.

(i) = (ii) Si Elexp(2 (L)oo )] < 00, alors E[(L)OO] < 00 et L est une (vraie) martingale
bornée dans L2. On écrit exp \/ E(L exp (L)oo), puis
Blow (5] SVE[MM JE{GXP (30-)] = B[ew (5]

(ii) = (iii) On suppose donc que L est une martingale U.L. telle que E[exp(3Ls)] <

(a) La famille {e2Z7, 7 temps d’arrét} est U.L En effet, on a L, = E[Ls | .%,] puis, par
Jensen, exp(3L,) < Elexp(5Loo)|-F-].
(b) Pour a €]0,1],

&(aLl); = eaLt_éUJ)t = e“2Lt_é<L)tea(1_a)Lt = [5([/)15](12 e?(1=a)Le
et donc, si T est un temps d’arrét et si A € Z, par Holder (avec p = 1/a% et ¢ = 1/(1—a?))
a? L 1-a? a? 1L:1\2a(1—a)
(810) E[L4&(aL)] < E[S(L))" (E [1407%s < (B S(L).])" (E[1iet™)

par Holder encore, car a/(1 +a) < 1/2. Donc E[14 & (aL),] < (E[14 exp(3L,)])>* ().
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(c) En combinant (a) et (b) et en se rappelant qu’une famille (X;,i € I) est U.L si et
seulement si pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que pour tout A € F avec P(A) < n, on a
E[|X;|14] < € pour tout i € I, on conclut que la famille {&(aL), : 7 temps d’arrét} est U.I

(d) Mais si M est une martingale locale continue telle que {M, : 7 temps d’arrét} soit
uniformément intégrable, alors M est une vraie martingale (réduire M avec T, et passer
a la limite dans E[My, |-%5] = Mr,rs). Donce par (¢), &(al) est une martingale U.I. En
particulier, E[& (aL)s] = E[&(aLl)y] = 1. Donc par avec T = oo et A = Q, on a
1 =E[€(al)s] < (BIE(L)s))” (BlezE=])22(1=0) pour tout a €]0,1]. Par hypothese, E[ezlee]

est finie. En faisant tendre a — 1, on trouve E[&(L)] > 1, comme désiré. O

Précisons maintenant comment calculer la “dérivée” de l'inverse d’un changement de

temps pas forcément dérivable. C’est utile dans 'exemple [7.1.6

LEMME 8.4. S0it 0 < ap < oy et a(t) = fot a(s)ds, ot o : Ry — [ag, aq] est mesurable.
Alors a(0) = 0, a est continue, strictement croissante, et a(co) = oo. La fonction a admet

donc une fonction réciproque b : Ry — Ry continue et croissante. On a b(t) = f(f %.

C’est évident si o est continue, car alors a est C!, ainsi que sa fonction réciproque b, pour

laquelle V/(t) = 1/a(b(t)).

Preuve. T’objectif est de montrer que foa(t) a(gi(i)) = { pour tout ¢t > 0 : ¢a dira bien que
fd —a(l()j(i)) est la réciproque de a.

On considére les mesures p et v sur R définies par

p(A) = / Lipsjeayds et v(A) = / 1iueapa(u) du.
0 0

Ces deux mesures coincident, car pour tout r > 0,

p(0,7]) = /0 Lips)efo.ry ds = /0 Lis<a(ry ds = a(r),
v([0,r]) = / Liucioppor(u) du = / a(u)du = a(r).
0 0
Avec ¢(s) = 1g<yy/a(s), on a donc [~ ¢du = [~ ¢ dv. Mais

= [l o [0 ds = I e SO _
[oew= [ aE e[y o o= [ ige@as =t

Ainsi, on a foa(t) %

= ¢ comme conventu. O

Le résultat suivant est utilisé dans la preuve de Markov forte pour les EDS.
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LEMME 8.5. Soit B un (%#;)i>0-mouvement brownien et 7 un (F)i>o-temps d’arrét fini
p.s. On pose Bl = B,y — B,. Si (Hy);>0 € L} (B), alors (H,.4)i>0 € L2, .(B") et p.s., pour
tout t >0, [T H,dB, = [; H,y,dB].

Preuve. (1) Pour tout ¢t > 0, 7 + ¢ est un (%#;);>o-temps d’arrét. On peut donc poser 4, =
Fr4t. On montre facilement que B” est un (% ):>o-mouvement brownien : ¢’est un brownien
par Markov forte, il est (¢,);>0-adapté, et pour t + s >t > 0, B],, — B] = Br44s — Bryy
est indépendant de .Z.,; = ¥, par Markov forte.

(2) Montrons le résultat si H; = X1gejqpy avec b > a > 0 et X F,-mesurable et bornée.

(a) O, == [T H,dB, = M, — M, par définition, ot M, = [, H,dB, = X[Bin, — Binal.
Donc Oy = X [Br1in — Br4tyra — Brav + Braal-

(b) (Hr1t)is0 € L2 (BT), car il est (%;);>0-progressif (car cad et adapté) et car pour tout
t>0, fO 7.JFSCL‘;? = X2f0 1{T+se}ab]}d5 < 00 p.s.

(c) Montrons que N; = fo s BT = X[Bj, .y, — Bl,_+), n]- On observe que H.,; =
X1pga—r), (-7, De plus, les vaa. (a — 7)1 et (b — 7); sont F -mesurable, i.e. %-
mesurables, ce sont donc des (¥;):>o-temps d’arrét. La conclusion s’ensuit, puisque pour
M une martingale locale issue de 0 et o un temps d’arrét, on a fot Lisepo,0)y AMs = Moy

(d) 11 reste a montrer que B(rioa — Birtiyna — Brav + Braa = Bl n— Bl ce

(CL T)+/\t’
qui est vrai : distinguer lescasa < b< 71, a <7 <bet7<a <

(3) Montrons le résultat si (Hy);>0 € L2,(B) (i.e. progressif et E[ [ H2 ds < oc]). On
sait qu’il existe une suite de processus élémentaires tels que E[[°(HI — H,)?ds]. Par (2),
(H™.)is0 est (%)iso-progressif et NJ' = O, ou N = [} H?, dB] et OF = [T HMdB,,
Donc (H,4t)i>0 € L2 (B™) (car E| fo 2,.ds] < E[[;° H2ds] < o0). De plus, Nj* = N :=
[y H,1sdB] dans L? (car E[[;°(H?,, — Hyyo)?ds] — 0), et OF — Oy := [ H,dB, dans
L2, car E[ f() (H! — H, ) 1{se]77+t}d3] — 0.

(4) Si enfin (Hy);>o € L2 .(B), posons op = inf{t > 0 : fOtHfds > k} et HF =
Hilgepo,oy- Alors (Hf )0 € L2 (B). Donc par (3), (HF,, )0 € L2 (B7) et Nf = O,

ot NF = [JHE, dBT et OF = [T H"dB,. Mais

tA (o —T)+
NF = / H, il —rydBI = / H,,,dBI,
0 0

qui tend p.s. vers N, := fot H,.sdBI. Noter que (0 — 7)4 est un (%);>o-temps d’arrét, car
{(op = 7)y <u} ={op <7 +u} € #yy, =9, Enfin,

(T4+t) Aok TAOK T+t T T+t
Of:/ HSdBS—/ H,dB, —>/ HSdBS—/ HsdBSZ/ H, dB;.
0 0 0 0 T

Donc Ny = Oy p.s. O
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Le lemme suivant est utile pour montrer, sans passer par ’existence de lois conditionnelles
réguliéres, la propriété de Markov forte dans le cas lipschitz. On suppose que o(t,z) = o(z)
et b(t,x) = b(x) sont lipschitziennes, et que d = m = 1 pour simplifier. On note C' =
C([0, 00, R), ensemble des fonctions continues de [0, oo dans R, qu’on munit de la topologie
de la convergence uniforme sur les compacts, et € = ([0, 0o, R) sa tribu borélienne. On
note enfin €V = €V A, ot A est 'ensemble des W-négligeables de C([0, o[, R), ot W

est la mesure de Wiener.

LEMME 8.6. On peut construire, pour chaque v € R, une application (€",€)-mesurable
A, : C— C, de sorte que

(1) pour tout w € C, x — A (w) est continue (de R dans C'),

(2) pour tout t > 0 et tout v € R, w — (Az(w)); est mesurable pour les tribus ¢, =
o((w—w(s)):se€(0,t]) VA et B(R),

(3) pour tout espace filtré (Q, F,(Ft)i>0,P) vérifiant les conditions habituelles et tout
(F:)-mouvement brownien B, pour tout x € R, A,(B) est solution de E,(0,b),

(4) pour tout espace filtré (Q,. 7, (F)i>0,P) vérifiant les conditions habituelles et tout
(:Z:)-mouvement brownien B, pour toute v.a. réelle Fy-mesurable Y, Ay (B) est solution de
E(o,b) et (Ay(B))o =Y p.s.,

(5) pour toute solution (0, .Z,(Fi)i>0,P, B, X) de E(0,b), on a X = Ax,(B).

Preuve. Noter que (5) découle de (4) par unicité trajectorielle.

(a) Sur Pespace canonique (complété) (C, 4", W), on considére le mouvement brownien
B = (Bt)i>0 défini par i (w) = wy, la filtration canonique %, = o(fs,s < t) VA" (on rappelle
que 9., = €"V) et on note, pour chaque r € R, X* = (X7);>0 'unique solution (sur cet
espace, avec ce mouvement brownien) de F,(o,b).

(b) On montre ensuite que pour tout 7' > 0, il existe une constante K telle que pour
tous z,y € R, E[supy gy | X7 — X{|)] < Kr(z —y)* On part de

XioXP=z—y+t / B(X7) — b(XY)]ds + / (0(X?) — o(XY)] db.
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On utilise ensuite Doob, Cauchy-Schwarz, et I’hypothése de lipschitzianité pour écrire

E[Sup X3 — Xé“’ﬂ
0.1

<3(0— g + 38 /Ot b(XE) — b(xY)] ds) | + 3B sup (/Ot[a(xg) —o(x)]as,) ]

[0,¢]

<3(x —y)? + BTE[/; Ib(X®) — b(XY)[? ds} v 121@[/; 0(X7) — o (XY)? ds]

t
<3(z—y)’ + (3T + 12)L2/ E[| X — X¥[?] ds
0

Comme on sait de plus, par la preuve d’existence du Théoréme que pour tout x € R,
Efsupjo 71 [ X7[?] < 0o, on conclut que la fonction h(t) = ]E[sup[oyt] | X — X;’ﬂ est bornée
sur [0,7] et satisfait h(t) < 3(z — y)? + (3T + 12)L? [J h(s) ds pour tout s € [0,7]. Par le
lemme de Gronwall, on a donc h(T) < 3(z — y)? exp((3T + 12)L>T).

(¢) On construit donc facilement une distance d sur C' qui corresponde a la convergence
uniforme sur les compacts et telle que pour tous z,y € R, E[d*(X?® — XV)] < (x — y)?. Par
le critére de Kolmogorov, il existe une modification continue X% de X* : pour tout w € C,
T )N(x(w) est continue de R dans C et pour tout = € R, X* est indistinguable de X?, et
est donc encore solution de F,(o,b).

(d) On pose alors A, (w) = X*(w) pour tout 2 € R, tout w € Cy. Le point (1) (continuité
en ) est vérifie. De plus, A, est (€%, %)-mesurable, car, comme on I’a vu dans sous-section
on a le résultat suivant : considérons une famille (Z;,t > 0) de variables aléatoires
réelles définies sur un espace de probabilité complet (0, .F | P), telle que pour presque tout w,
t — Zy(w) soit continu sur R. Alors Z est une v.a. & valeurs dans C, i.e. w — Z(w) est
(F,€)-mesurable.

(e) Le point (2) est facile, car X* est (¢)-adapté, donc pour t € [0,T], w — (A, (w)); est
(4,, Z(R))-mesurable, avec 4, = o(fs,s < t)V AN .

(f) Pour le point (3), fixons (2,.7, (%), P) et le (%;)-mouvement brownien B, ainsi que
x € R. 1l s’agit de montrer que A,(B) est solution de E,(o,b). Déja, A,(B) est bien str
continu par nature, et il est adapté (& o(Bs, s € [0,T]) C %, complétion sous-entendue) par

(2). On fixe maintenant ¢ > 0 et on doit vérifier que p.s.,

(Au(B))i =+ / o((Aa(B)).) dB, + / b((Aa(B)).) ds.



8. APPENDICE 103

On sait que, pour W-presque tout w € C,

(Ap(uw)) =z + / o(As(w))s) dBu(w) + / (A (w)).) ds

= lim <SE + Z [ A ()it yny ) (Blis 1yt /mi (W) = Bigymy, (w)) + b((AI(w»“/"’“)iD’

k—o00 g

pour une certaine suite d’indices ni — oo, par la Proposition (la convergence y est
énoncée en probabilité, mais on a pris soin d’extraire une sous-suite).

Comme les lois de w — (Az(w), f(w)) sur (C, €, W) et de w — (A(B(w)), B(w)) sur
(Q, .7 ,P) coincident, on conclut que P-p.s.,

(A.(B)); = lim (x + Z [ zt/nk)(B(z-i—l)t/nk - Bit/nk> + b((Ax(B))it/nk>i]>

k—o0 Tk

CRES / o((As(B))) dB, + / b((As(B)),) ds,

par la Proposition [5.4.5 & nouveau.

(g) Considérons les mémes objets que dans (f) avec, en plus, une variable aléatoire réelle
Fo-mesurable Y, et donc indépendante du mouvement brownien B. Alors, comme (z, w) —
Az (w) est (B(R) ® €Y, €)-mesurable (utiliser la continuité en ), Ay (B) est bien une v.a.
a valeurs dans C, donc continue, et elle est adaptée, pour les mémes raisons qu’au point (f)
et car Y est .%#y-mesurable.

Reste a voir que, a t > 0 fixé, p.s.,

(B =Y + [ ol (B))aB+ [ bl(Ar(B).)ds

On applique avec r = Y, mais ce n’est pas si simple, en particulier, il faut vérifier
que si A(x fo ))s) dBs, alors on a bien A(Y) = [ o((Ay(B)),)dB; p.s. Par
la Pr0p0s1t10n m, A = I'(2,B) (et A(Y) = I'(Y,B)), ot I'(z,w) est la limite en
probabilité (sous W)

n

L2, w) = Z U((Ax<UJ))it/n)<UJ(Z‘+1)t/n - wz‘t/n)-

i=0
Il n’y a plus qu’a vérifier que lim,, I',,(Y, B) = I'(Y, B), ce qui découle de 'exercice suivant :
considérons deux espaces mesurables (E1,81) et (Eo, &) et une famille d’ applications me-
surables H, : E1 X Ey — R. Soit X, et Xy deuzx v.a. indépendantes, ['une a valeurs dans E,

et l'autre o valeurs dans Ey. Si pour tout ©1 € Ey, H,(x1, X3) converge en probabilité vers
Hoo(z1, Xs), alors H, (X1, Xs) converge en probabilité vers H (X1, Xa). O
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Voici enfin un résultat d’existence faible pour des EDS a coefficients continus bornés,
indépendants du temps pour simplifier (mais ¢a ne change presque rien). C’est une bonne

illustration de 'utilité des problémes de martingales.

THEOREME 8.7. Supposons que o(t,x) = o(z) : RT — R>™ et b(t,2) = b(x) : R — R?

sont continus et bornés. Pour tout xo € R%, il y a existence faible pour E, (o,b).

Preuve. On suppose d = m = 1 pour simplifier écriture et on montre I'existence sur [0, 7.
(1) Pour n > 1, on pose 0, = 0 xG1/n €t by, = bx g1 /5, OU g1/, est la densité de .47(0,1/n).
Autrement dit, avec G ~ A47(0,1),

ou(z) = Elo(z + G/n)] \f [t e nemay = [T [ oeyeiesna

On montre facilement que o, (et b,) est C'' a dérivée bornée (non uniformément en n) et donc
lipschitzienne (en utilisant la derniére expression), que o, (et b,) sont bornés uniformément
en n (en utilisant la premiére expression), et que pour tout M > 0,
(8.12) lim sup [|lon(z) —o(x)] + |bu(z) —b(x)|]] =0
" ze[-M,M)|

(en utilisant la premiére expression et que o et b sont continus, donc¢ uniformément continus
sur les compacts).

(2) Comme o, et b, sont lipschitziennes, il existe une solution (X7")i>0 & Eyy(0n, by).

(3) Comme o, et b, sont bornés uniformément en n, pour tout p > 2, il existe Cp,r < 00
tel que pour tout 0 < s < t < T, pour tout n > 1, E[| X} — X"]P] < C,r(t — s)P/? =
Cpr(t — s)1®/27Y il suffit d’écrire

t t
X1 - X" = / ou(X™) dB, +/ ba(XT) du,
puis d’utiliser BDG et Holder.

(4) Par le critére de Kolmogorov (et sa preuve), en utilisant (3) avec p = 3, et avec

_ 1 _ p/2-1
o = 0 <

, on voit que a modification prés,
Xn _ an 3
C! i=su E[ su (|t—s>}<oo
».T n>Ii 0§s<£)§T (t —s)l/10
(5) Pour A > 0, soit
[wi — w|
%:{ e C([0,T],R) : wy =z, s —<A}.
A w ([0, T],R) : wo = xq 0§51<1£)§T (t—s)1/10 =
Par (4) et comme X = g p.s., on conclut par I'inégalité de Markov que

Xp - Xr
sup P{(X{")cor) ¢ H#a] < supP X 5|

o
: < sup —ZA)S—”’ —0
n>1 n>1 <0§s<t§T (t — s)1/10

A3
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quand A — oo.

(6) Comme %4 est compact dans C([0,T],R) par Ascoli, on déduit de (5) que la famille
((X)eo,r;,n > 1) est tendue. Donc si on appelle P} la loi de (X7');cpor), il existe une
sous-suite n, — oo et P, une probabilité sur C([0,T],R) telles que Pt — P, , au sens ou
pour toute fonction ® : C'([0,7],R) — R continue bornée,

lim B(w)P™ (dw) = / B(w)P, (dw).
B Jeqorm) C(0TLR)

En notant X le processus canonique de C([0,T],R), ¢a se réécrit
lilrgn]E[CI)(X“’“)] = Ep,, [®(X)].

(7) On va montrer que P,, est solution du probléme de martingales associé¢ a E,,(o,b),
ce qui conclura par le théoreme [7.4.3

On a P, (Xo = x9) = 1, car pour tout n > 1, P(X} = 1) = 1. Plus précisément,
on considére g.(x) = (1 — z/€),, qui est continue bornée de R, dans R, et on introduit
®.(w) = ge(lwo — wo|), qui est continue bornée de C([0,T],R) dans R. On a Ep, [®(X)] =
limy E[®(X™*)] = limy, E[ge(| X¢* —z0])] = limy, g.(0) = 1, i.e. Ep, [g(|Xo—mo[)] = 1. Comme
ge(|x — o) = 1{z=0,) quand € — 0, on conclut que P, (X = x9) = 1.

Soit ensuite f : R — R de classe C2, on veut montrer que sous P, M/ = f(X,) —
f(zo) — fot Z f(X,) du est une martingale, ol

2F(x) = bw)f (@) + 50%(@) (@),

Il suffit que pour tout 0 < ¢; < --- <t, < s < t, pour tout ¢, ..., ¢, continues bornées de
R dans R, on ait

Ee, [0 =0, ot @(w) = [f(w) ~ f(w) ~ [ L(w)du]lwn) - x il

On en déduira, par classes monotones, que Ep, [f(X;) — f(X) — fst Zf(X,)du|.FX] =0,
i.e que Ep, (M) — MI.ZX] = 0.

Mais comme X™ est solution de E,, (o,,b,), on sait que
t
B, (X =0, o1 @u(w) = [f(w) — fw) — [ Luf(w)du] o) x -+ x o),
avec

Zuf(w) = (&) () + 5030) ().
Mais pour tout w € C([0,7],R)

|Pn(w) = @(w)] < C sup (Jog(z) — o*(z)| + [ba(x) — b(z)]) =t €n,

rESuppf
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ot C = (t — 5) [T, ||sl|oo et on sait que lim,, e, = 0 par (1).
Comme & est continue bornée de C([0,7],R) dans R, on sait par (6) que

Ee,,[B(X)] = lim E[2(X™)] = lim E[(X") — &, (X")]

car E[®,, (X™)] = 0. Enfin, [E[®(X™) — &, (X™)]| < E[|&(X™) — &, (X™)|] < en, — 0.

Donc Ep, [®(X)] = 0 comme voulu.

O
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